Capitole speciale de Analiza functionald — subiecte de teorie

—semestrul II, MFI1, MFIC1, 2025/2026—

Subiecte - partea I (doar enunturi)

Spatii liniare normate. Definitie, topologizare, exemple remarcabile

Continuitatea operatorilor liniari intre spatii liniare normate. Norma operatoriala.
Dualul unui spatiu liniar normat

Teorema Hahn-Banach: variantele algebrica si topologica

Dualele unor spatii liniare normate remarcabile: R?, cg, 7 (p € [1,00))
Separabilitatea spatiilor liniare normate: definitie, caracterizare, exemple
Proprietatile topologice ale multimilor convexe in spatii liniare normate

Functionala Minkowski asociata unei multimi convexe deschise care contine vectorul
nul

Teorema Hahn-Banach: prima si a doua forma geometrica

Consecinte ale formelor geometrice ale Teoremei Hahn-Banach: caracterizarea sub-
spatiilor liniare dense, caracterizarea multimilor convexe proprii si inchise, legatura
dintre separabilitatea unui spatiu liniar normat si separabilitatea dualului

Subiecte - partea a II-a (inclusiv demonstratii')

Teorema lui Cantor, de intersectie
Cele doua forme ale Teoremei lui Baire

Conditiile suficiente pentru ca o submultime a unui spatiu Banach sa fie vecinatate a
originii

Principiul marginirii uniforme

Principiul aplicatiilor deschise si consecinte ale acestuia

Principiul graficului inchis

Topologia slaba: definire, sistem fundamental de vecinatati, separare
Topologia slaba pe spatii liniare normate finit dimensionale

Topologia slaba pe spatii liniare normate infinit dimensionale

LCu exceptia celor marcate cu (*)



Teorema lui Mazur; inchiderea slaba a sferei unitate pe spatii liniare normate infinit
dimensionale

Convergenta sirurilor in topologia slaba
Topologia slab-stelata: definire, sistem fundamental de vecinatati, separare

Caracterizarea w*—continuitatii unei aplicatii liniare prin apartenenta la imaginea scu-
fundarii canonice

Caracterizarea w*—continuitatii unei aplicatii liniare prin inchiderea w* a nucleului (*)
Convergenta sirurilor in topologia slab-stelata

Teorema Alaoglu-Bourbaki (*)

Teorema Alaoglu-Bourbaki, varianta secventiala (*)

Reflexivitate: definitie, completitudine, coincidenta topologiilor w si w* pe dual
Reflexivitatea spatiilor 7 (p € (1,00)) si a spatiilor finit dimensionale (*)
Proprietati de continuitate ale scufundarii canonice

Compactitatea slaba a discului unitate in spatii reflexive

Pastrarea reflexivititii prin izomorfisme izometrice (*)

Reflexivitatea unui subspatiu liniar inchis al unui spatiu reflexiv (*)

Legatura dintre reflexivitatea unui spatiu si reflexivitatea dualului sau (*)

Legatura dintre reflexivitatea si separabilitatea unui spatiu si reflexivitatea si separa-
bilitatea dualului sau

Compactitatea slab-secventiald a discului unitate in spatii reflexive (*)
Consecinte ale reflexivitatii
Operatori compacti: definitie, marginire, caracterizari

Multimea operatorilor compacti formeaza un subspatiu liniar inchis in spatiul opera-
torilor liniari si continui

Operatori de rang finit: definire, consecinte
Proprietétile operatorului id =7 unde 7' € K (X) si X este spatiu Banach (*)
Teorema de alternativa a lui Fredholm

Spatii cu produs scalar: definitie, inegalitatea lui Schwarz, norma asociata, identitatea
paralelogramului (*)

Caracterizarea normelor induse de produse scalare (*)

Spatii Hilbert: definitie, exemple, ortogonalitate, subspatiu ortogonal



Existenta elementului de cea mai buna aproximare (*)

Proprietatile operatorului de proiectie

Perpendiculara dintr-un punct pe un subspatiu vectorial: caracterizare (*)
Teorema de descompunere ortogonala (*)

Teorema lui Riesz

Dualul unui spatiu Hilbert este spatiu Hilbert; reflexivitatea unui spatiu Hilbert

Orice operator compact cu valori intr-un spatiu Hilbert este limita unui sir de operatori
de rang finit

Familie ortonormata: definitie si liniara independenta (*)

Teorema lui Pitagora (*)

Inegalitatea lui Bessel (*)

Baze ortonormate in spatii Hilbert: definitie si caracterizari (*)

Teorema de existentd a bazelor ortonormate (*)

Orice spatiu Hilbert separabil infinit dimensional este izomorf izometric cu (¢2, ||-||,)
Teorema lui Stampacchia, Lema Lax-Milgram

Spectrul si spectrul punctual al unui operator: definitii si proprietati

Teorema de reprezentare a unui operator compact autoadjunct (*)



