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Capitolul 1

Partitia Unitatii

Partitia unitatii reprezinta un instrument util in obtinerea unor rezultate globale
pornind de la rezultate locale. In capitolele urmatoare vom utiliza aceasta tehnica
in cadrul spatiilor metrice si in cadrul spatiilor compacte. Ambele tipuri de spatii
sunt paracompacte, cadru tipic in care se dezvolta partitia unitatii in mod uzual.
Prezentarea teoriei partitiei unitatii in cadrul spatiilor paracompacte necesita un
volum foarte mare de rezultate preliminare, unele cu demonstratii complicate. Vom
aborda in continuare teorema de existenta a partitiei unitatii separat pe cele doua
cazuri. In felul acesta se simplifica prezentarea deoarece in fiecare caz putem utiliza
rezultate specifice cadrului topologic respectiv. In plus, in cazul spatiilor metrice
obtinem o proprietate suplimentara pentru functiile care formeaza partitia unitatii
si anume aceea de a fi local lipschitziene.

1.1 Partitia unitatii in spatii metrice

Vom incepe cu prezentarea teoriei partitiei unitatii in spatii metrice. In acest scop,
vom expune cateva rezultate preliminare legate de topologia spatiilor metrice. Peste
tot in cele ce urmeaza, S(z,r) noteaza sfera deschisa centrata in z gi de raza r > 0
intr-un spatiu metric iar B(x,r) noteaza sfera inchisa corespunzatoare.

Teorema 1.1 Daca X este spatiu metric iar A si B sunt submulfimi inchise i
disjuncte ale lui X, atunci exista o submultime deschisa G cu proprietatea A C G
si BNG = 0.
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Demonstratie. Deoarece AN B = () iar B este inchisd, pentru fiecare z € A
exista d, > 0 astfel incat S(z,d,) N B = (. Multimea

G= U S (x, 6;)
€A

satisface conditia din teorema. Intr-adevar, rezulta imediat ca A C G si G este

deschisa. Sa aratam ca B NG = (). Pentru aceasta, presupunem, prin reducere la

absurd, cd y € BNG. Obtinem y € B si deci y ¢ A. Deoarece A este inchisa,

exista 7, > 0 astfel incat S(y,n,) N A = 0. In plus, y € G implica

sw,%) NG 0.

Exista agadar z € G cu proprietatea p(z,y) < n,/3, unde p este metrica pe X. In
plus, exista x € A astfel incat z € S(x,0,/3), deci p(z,z) < d,/3. Obtinem

Ny | Ox
plx,y) < gy + 3 < max{d,,ny},

ceea ce arata ca, ori y € S(x,0,)NB, ori z € S(y,n,) NA. Acest fapt este imposibil.
Sa prezentam o alta demonstratie. Fie f : X — R definita prin

d(z, A)
d(xz,A) + d(z, B)

fz) =

unde d(z, A) = inf{p(x,a);a € A}. Functia f este continua, f(z) = 0 pentru orice
x € Asi f(x) =1 pentru orice x € B. Multimea G = {x € X; f(x) < 1/2} satisface
conditiile cerute. 0

Corolarul 1.1 Daca X este spatiu metric, U este o submulfime deschisa a lui X
st x € U, atunci exista o vecinatate deschisa V' a lui x cu proprietatea V C U.

Demonstratie. Se aplica Teorema 1.1 cu A = {z} si B = X\U. Altfel, exista
r > 0 astfel incat
S(xz,r/2) C B(x,r/2 C B(z,r) C U.

a

Un spatiu topologic care are proprietatea cuprinsa in Teorema 1.1 se numeste nor-
mal iar daca are proprietatea cuprinsa in Corolarul 1.1 se numeste regulat.
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Observatia 1.1 Se verifica usor ca un spatiu topologic este normal daca si numai
daca pentru orice doua submultimi A si B, nevide inchise si disjuncte, exista doua
submultimi deschise si disjuncte G si E astfel incat A C G si B C E. Un enunt
similar are loc si pentru spatii regulate.

Spatiile normale au fost definite in 1923 de Heinrich Tietze, dar rolul lor a fost
recunoscut ca urmare a lucrarii [93] a lui Pavel Urysohn din 1925 asupra extensiilor
functiilor continue.

O familie {A;;7 € I}, de submultimi ale unui spatiu X care are proprietatea
ca X = U;erA; se numeste acoperire a lui X. O subacoperire a acoperirii A este
o subfamilie A’ a lui A care este de asemenea o acoperire a lui X. Daca A si B
sunt acoperiri ale lui X, spunem ca A rafineaza B sau ca A este o rafinare a lui
B daca pentru fiecare A € A exista B € B astfel incat A C B. O familie A de
submultimi ale unui spatiu topologic X este local finita daca pentru fiecare x € X
exista o vecinatate a lui x care are intersectie nevida cu cel mult un numar finit de
multimi din 4. Un spatiu topologic separat Hausdorff este paracompact daca fiecare
acoperire deschisa (acoperire formata din multimi deschise) a sa are o rafinare local
finita. Atragem atentia ca atunci cand vorbim de rafinare a unei acoperiri subinte-
legem ca acea rafinare este acoperire.

Vom demonstra in continuare ca orice spatiu metric este paracompact. Se va
folosi Teorema lui Zermelo care afirma ca orice multime poate fi bine ordonata.
Amintim ca Teorema lui Zermelo este echivalenta cu Axioma alegerii si cu Lema
lui Zorn (vezi Capitolul 5). Pentru cititorul mai putin familiarizat cu Teorema lui
Zermelo, sau cu echivalentele sale (sau nu le acceptd), prezentam o demonstratie
intr-un caz particular (X este separabil), fara a utiliza Teorema lui Zermelo.

Teorema 1.2 Orice spatiu metric este paracompact, adica orice acoperire deschisa
a sa are o rafinare deschisa local finita.

Demonstratie. Cazul cand spatiul X este separabil.

Etapa 1. Aratam ca daca spatiul metric X este separabil atunci exista o baza
numarabila pentru X. Fie {z, },en 0 multime numarabila densa in X si fie S,
S(xn,1/m) pentru n,m = 1,2,---. Familia de multimi {5, }nmen este o baza
numarabila pentru topologia lui X. Intr-adevar, daca V este deschisa gi x € V
atunci exista m astfel incat S(z,1/m) C V i exista x, € S(x,1/2m). Avem
S(xn,1/2m) C S(xz,1/m) si deci z € Sy, C V. Asadar exista o baza numarabila
pentru topologia lui X.

Etapa a II-a. Aratam ca orice acoperire deschisa a lui X are o subacoperire
numarabila (deci o rafinare deschisa numarabila). Fie A o acoperire deschisa a lui

I
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X si B o baza numarabila (exista conform etapei precedente). Pentru fiecare A € A
six € A exista B, 4 € B astfel incat x € B, 4 C A. Familia

B ={B,a;Ac Az e A}
este numarabila deoarece B’ C B, deci se poate scrie in forma

B = {Bl'l,AN B$27A27 e }

Familia { A; };en astfel obtinuta este o subacoperire numarabila a lui A. Am demon-
strat deci ca orice acoperire deschisa are o subacoperire numarabila.

FEtapa a Ill-a. Fie U = {U;;i € I} o acoperire deschisa a lui X. Pentru fiecare
r € X selectam i(x) € I astfel incat © € Ujy). Aplicand Corolarul 1.1, exista
multimile deschise W, si V. astfel incat

reV,CV,CW,CW, C U.

Familia V = {V,;z € X} este o acoperire deschisa a lui X, careia i aplicam
rezultatul demonstrat in Etapa a Il-a. Exista deci o subacoperire numarabila
{Viy, Vg, ...y alui V. Fie Ty = W, si

To=Wo, N(X\ Vo) N N(XA\ TV, )

pentru n > 2. Familia

T ={T,;n € N}

este o rafinare local finita a lui &. Pentru a dovedi acest fapt, aratam mai intai
ca 7 este o acoperire a lui X. Fie z € X. Daca z ¢ Ty = W,,, fie n cel mai mic
pentru care © € W, . Este clar ca {W,,, W,,,...} este o acoperire a lui X si deci
existenta lui n este asigurata. Este ugor de vazut ca, din modul de alegere a lui n,
rezulta x € T,,. Am demonstrat deci ca 7 este o acoperire a lui X. De asemenea
T, C W,, C Us,) pentru orice n € N si deci 7 rafineaza U.

In sfarsit sa aratam ca 7 este local finita. Intr-adevar, pentru orice z € X,
exista n € N astfel incat x € V,,,. Aratam ca numai un numar finit de mul{imi din
7T au intersectie nevida cu V, . Aceasta rezulta din faptul ca

Tn+j N ‘/;tn = ®a

pentru orice j > 1. Demonstratia este incheiata in cazul in care X este separabil.

Sa demonstram acum Teorema 1.2 in cazul general, adica atunci cand X nu
este numaidecét separabil. Fie U = {U;;i € I} o acoperire deschisa a lui X. Din
Teorema lui Zermelo, presupunem ca (I, <) este bine ordonata. Definim inductiv,
pentru fiecare n € N, multimile V,,; cu ¢ € I astfel: V,,; este reuniunea tuturor
multimilor de forma S(z,27™) cu proprietatile
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(a) i este primul element astfel incat x € Uy;
(b) ¢V, dacam <nsijel;
(¢) S(x,3/2™) C U;.

Aratam ca V = {V,; ;n € N,i € I} este o rafinare deschisa local finita a lui U.
Este clar ca V,,; sunt deschise si V,,; C U; pentru orice n € N si¢ € I, deci V este o
rafinare deschisa a lui Y. De asemenea, V este o acoperire a lui X pentru ca, daca
x € X, exista n € N, suficient de mare, astfel incat S(x,3/2") C U;. Dacaz ¢ V,, ;
cum<nsije€l atunciz € V,,;.

In sfarsit, aratam ca ) este local finita. Pentru aceasta, fie v+ € X, n € N si
ip € I astfel incat x € V,,;, si fie m suficient de mare astfel incat

S(x,27™) C Vie-
Vom arata urmatoarele:
(d) daca p > n+ m atunci S(z,27""™)NV,,; = 0;
(e) daca p <n+m atunci S(z,27""™)NV,,; # 0 pentru cel mult un i € I.

De aici rezulta ca multimea S(z,27"7™) intersecteaza un numar finit de elemente
din V si deci V este local finita.

Sa demonstram (d). Fie S(y,27?) o sfera ce apare In componenta lui V,,;. Vom
demonstra ca

1 1
Sz, W) N S(y, @) = 0.
Deoarece p > n, din (b) rezulta y ¢ V,,; pentru orice ¢ € I. Cum S(z,2™™) C V,4,
rezulta p(z,y) > 27, unde p este metrica pe X. In sfarsit,

1 1

S(@, ) N S 55) = 0,

deoarece, daca intersectia de mai sus ar fi nevida, ar rezulta

1 < 1 1 < 1
p(%@/) < on+m + % — 9m+l + om+1 — 27777,’

ceea ce este imposibil. Am demonstrat agadar ca, daca p > n+m, S(z,27""™) are
intersectie vida cu orice sfera ce apare in componenta lui V,,; cu ¢ € I si deci (d).
Sa demonstram acum punctul (e). Presupunem ca exista iy,is € I cu iy < iy
astfel Incat
S(z,

NV #0,  S(z, NVyi, # 0.

on+m ) on+m )
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Exista agadar

1
)m‘/pyil UGS(‘T 7)m‘/p,i2'

ue Sz ) Gk

) on+m

Deoarece u € V,,;,, exista y astfel incat u € S(y,277) si (a), (b), (¢) sunt verificate
cu 71 in loc de i si cu p in loc de n. Din (¢) rezulta

S(y,3/27) C Uy,. (1.1)

Deoarece v € V,,;,, exista z astfel incat v € S(z,277) si (a), (b), (¢) sunt verificate cu
ip inloc de i gi cu pinloc de n. Cum iy < iy, din (a) rezulta ca z ¢ U;,. Combinand
cu (1.1) deducem ca p(y, z) > 3/27 si deci p(u,v) > 27P. Pe de alta parte avem

2 1 1
p(u,v) < on+m o ontm—1 — ﬁ

Contradictia la care am ajuns poate fi eliminata doar daca (e) este adevarata.

Notiunea de spatiu paracompact a fost definita in 1944 de Jean Dieudonné
[32], unde s-a demonstrat ca un spatiu paracompact este normal. Faptul ca un
spatiu metric este paracompact a fost demonstrat in 1948 de Arthur H. Stone [88].
Demonstratia prezentata aici pentru cazul general este destul de simpla fata de
altele existente in literatura si a fost publicata de Marry Ellen Rudin [81] in 1969.

Am demonstrat ca intr-un spatiu metric orice acoperire deschisa U = {U;;i € I}
are o rafinare local finita W = {W;;j € J}. Vom ardta in continuare ci putem
considera J = [.

Teorema 1.3 Fie U = {U;;i € 1} o acoperire deschisia a unui spatiu topologic
X cu proprietatea ca exista o rafinare deschisa local finita a sa. Atunci exista o
rafinare deschisa local finita a i, V = {V;;i € I}, astfel incat V; C U; pentru
orice v € I.

Demonstratie. Fie W = {W;;j € J} o rafinare deschisa local finita a lui U.
Pentru fiecare j € J fie f(j) € I astfel incat W; C Uy(;). Pentru fiecare i € I
definim

Vi = U{W;; f(5) =i}
Multimea V; poate fi vida. Familia V = {V;;i € I} astfel construita satisface
conditiile cerute, fapt usor de verificat. 0

Urmatoarea teorema arata ca in spatii metrice orice acoperire deschisa U =
{U;;i € I} se poate micgora (“shrink” in engleza) in sensul ca exista o acoperire
deschisa V = {Vj;i € I} astfel incat V; C U; pentru orice i € 1.
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Daca (X, p) este un spatiu metric si A este o submultime nevida a lui X, notam

d(xz,A) = inf{p(x,a);a € A}.

Teorema 1.4 Fie X un spatiu metric si U = {U;;i € I} o acoperire deschisd a
sa. Atunci existd o acoperire deschisa V = {V;;1 € I} a lui X astfel incat V; C U,
pentru orice Vi € 1.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea putem presupune ca spatiul este
marginit. Daca existd ig € I astfel incat U;, = X, consideram V;, = X ¢i V; = ()
pentru ¢ # ig. Presupunem in continuare ca U; # X pentru orice i € I. Consideram
E; = X \ U; si definim pentru z € X

p(x) = sup{d(z, E;); i € 1}.

Observam ca FE; sunt multimi nevide si inchise si in plus exista ¢y € I astfel incat
x ¢ E;,. Rezulta ca p(z) > 0 pentru orice x € X. Consideram acum multimile

F={reX; dx E) > p(x)}, i€l

N | —

Deoarece

Fi=reX; dx E)>

jeI

d(z, E;)},

N | —

si tinand cont ca functia x +— d(x, A) este continua, obtinem ca multimile F; sunt
inchise. Vom arata ca

F=AF;1€l}
este o acoperire a lui X gi ca F; C U; pentru orice ¢ € I. Pentru aceasta, fie z € X.
Din definitia lui p(x) deducem ca exista ig € I astfel incat

d(l‘, Eio) > p(x),

si deci z € Fj,. In sfarsit, daca x € F; atunci x ¢ E; (altfel, d(z, E;) = 0 si, din
definitia lui F}, p(z) < 0), deci z € U;. Am obtinut o acoperire inchisa F = {F}; i €
I} alui X cu F; C U; pentru orice Vi € I. Pentru a incheia demonstratia, folosim

proprietatea de normalitate a spatiilor metrice, Teorema 1.1, aplicata multimilor
inchise F; si F;. Pentru fiecare i € I exista V; deschisa astfel incat F; C V; si
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Este clar ca V = {V;; i € I} este acoperire deschisd a lui X si ca V; C U; pentru
orice ¢ € I. Demonstratia este incheiata. 0

Sa observam ca daca U este local finita atunci si V data de Teorema 1.4 este
local finita.
Rezultatele de mai sus le rezumam in

Teorema 1.5 Fie X un spatiu metric i d = {Uy;; i € I} o acoperire deschisa a
sa. Atunci exista o rafinare deschisa local finita V = {Vi; i € I} cu proprietatea
Vi, C U; pentru orice i € 1.

Demonstratie. Se aplica Teorema 1.3 acoperirii U, tinand seama de Teorema
1.2. Se aplica apoi Teorema 1.4 rafinarii obtinute in Teorema 1.3. 0

Suntem acum in masura sa prezentam teorema de existenta a partitiei unitatii
in spatii metrice. Precizam ca pentru o functie f : X — R notam

supp(f) = {z; f(z) # 0}.

Teorema 1.6 Fie X un spatiu metric si A = {A;; @ € I} o acoperire local finita
a sa. Atunci exista o familie {p;; i € I} de functii p; : X — [0,1] cu urmatoarele
proprietati:

(a) p; sunt local lipschitziene pentru orice i € I;
(b) supp(p;) C A; pentru orice i € I;

(¢) Yicrpi(z) =1 pentru orice x € X.

Suma din (c) are sens deoarece pentru fiecare x numai un numar finit de p;(z) sunt
nenuli avand in vedere (b) si faptul ca A este local finita.

Definitia 1.1 Familia de functii {p;; ¢ € I} datd de Teorema 1.6 se numeste
partitie local lipschitziana a unitatii subordonatda acoperirii A.

In situatia in care avem nevoie ca p; sa fie doar continue, vom spune pe scurt
partifie a unitalii subordonata acoperirii A. Teorema 1.6 afirma deci ca intr-
un spatiu metric, pentru fiecare acoperire local finita, exista o partitie local lip-
schitziana a unitatii subordonata ei.
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Demonstratia Teoremei 1.6 Din Teorema 1.4 rezulta ca exista o acoperire
deschisa local finita, B = {By; i € I}, astfel incat B; C A; pentru orice i € I.
Pentru fiecare ¢ € I definim functia f; : X — R prin

Aceste functii sunt lipschitziene cu constanta Lipschitz egala cu 1 si in plus
supp(f;) C B; C A;.

Definim

fi(z)
Zje[ fj (x)
pentru x € X. Dupa cum am mai precizat, suma de mai sus este finita. In plus,
pentru fiecare x € X macar un f;(z) este nenul deoarece B este acoperire iar daca
x € By, fi(x) > 0. Este clar ca p; sunt continue, p;(z) € [0, 1] pentru orice x € X si
Yierpi(z) =1.

Sa aratam ca p; sunt local lipschitziene. Pentru aceasta, sa fixam zy € X si sa
consideram V o vecinatate a lui xy care intersecteaza un numar finit de elemente
din B, sa zicem {B;,, B;,,- -, B;, }. Este clar ca daca x € V avem p;(z) = 0 pentru
i #ig, k=1,---,n. Ramane sa ne ocupam de p;, cu k € {1,---,n}. Deoarece

pi(z) =

> fi(on) = 3 flan) >0,

iel

exista o vecinatate W a lui zg, W C V, siexista m > 0, M > 0 astfel incat
n
j=1

pentru x € W. Vom arata ca p;, este lipschitziana pe W. Pentru z,y € W avem

fi,(z) - i () <
i fi; () i [y~

i, () — P (v)]
@)X 1) = fu )3 f )| <

77122”21 | fu(@) fi,(y) = fu(y) fi; (2) | <
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o 2 LR, 0~ S0, 0) 05 |l )~ ) ) 1<

M M 2nM
3 ) = Fy @) |+ | (@) = £ ) 1< = play),
j=1

unde p este metrica pe X. Demonstratia este incheiata. 0

1.2 Partitia unitatii in spatii compacte

Vom prezenta in continuare partitia unitatii in spatii compacte. Pentru aceasta
avem nevoie de cateva rezultate preliminare. Incepem cu un rezultat stabilit de
Pavel Uryson [93] in 1925, cunoscut in literatura sub numele de Lema lui Urysohn.

Teorema 1.7 Daca X este spatiu normal iar A si B sunt submulfimi inchise si
disjuncte ale lui X, existd o functie continua f : X — [0,1] astfel incat f(A) = {0}

gi f(B) = {1}.

Demonstratie. Fie U; = X \ B. Deoarece X este normal, exista U/, deschisa

astfel Incat
AC U% C U% c U;.

Determinam apoi Uy 4 si Usjy astfel incat
A:UocUicU?cU%cUiécU%cU?CUl.

Continuam procedeul inductiv si pentru fiecare k € N, 1 < k < 2", determinam
Upjon astfel incat, daca 7 < j, avem

U, cU; CUj.

Definim apoi functia f prin f(z) =1 daca z € Bsi f(x) = inf{i; 2 € U;}. Este clar
ca f(x) = 0 pentru x € A. Pentru a ardta ca f este continua, observam ca, daca
€ (0,1] si b€ [0,1), avem
= U U;

si
FHB 1)) = Ub(X \ i),

deci multimile f=1([0,a)) si f~'((b,1]) sunt deschise. 0
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Ipoteza ca multimile A gi B sunt inchise este esentiala. De exemplu, A = (0, 1)
si B = (1,2) sunt disjuncte in spatiul normal R dar nu exista o functie continua
f:R —[0,1] astfel incat f(A) = {0} si f(B) = {1}.

Daca multimile A si B au proprietatea cuprinsa in Teorema 1.7, spunem ca ele
pot fi separate printr-o functie continua. Lema lui Uryson afirma ca daca intr-
un spatiu topologic normal orice pereche de multimi inchise si disjuncte pot fi
separate prin multimi deschise atunci orice astfel de perechi pot fi separate prin
functii continue. Reciproca este imediata pentru ca, daca f : X — [0, 1] este
functia dat&, atunci mulgimile f~([0,1/2)) si f~'((1/2,1]) sunt deschise disjuncte
si contin respectiv multimile A si B.

Urmatorul corolar va fi utilizat in demonstratia existentei partitiei unitatii.

Corolarul 1.2 Fie A inchisa si V' deschisa, submultimi ale spatiului normal X cu
A C V. Atunci exista o functie continua f : X — [0,1] astfel incat f(z) = 1 pentru
orice v € A gi supp(f) C V.

Demonstratie. Consideram B = X \ V si, din faptul ca X este normal, deter-
minam D, deschisa, astfel incat

AcDcDCcV.

Aplicam acum Teorema 1.7 pentru A si Fr(D) in spatiul D si determindm g : D —

[0,1] continua astfel incat g(z) = 1 daca x € A si g(x) = 0 daca = € Fr(D).
Extindem g punand g(z) = 0 pentru z € X \ D si astfel obtinem functia cautata.

Demonstram acum ca un spatiu compact este normal.

Teorema 1.8 Daca A si B sunt multimi inchise si disjuncte ale unui spagiu com-
pact X, existd o submulfime deschisda G cu proprietatea ca A C G si BN G = ().

Demonstratie. Folosind proprietatea de separatie Hausdorff si faptul ca B este
compacta, se deduce imediat ca pentru fiecare z € A exista o vecinatate deschisa
a sa U,, si o multime deschisa W, astfel incat B C W, si U, N W, = (). Familia
{U,; © € A} este o acoperire deschisa pentru A si deci exista o subacoperire finita
{Ug,,- -, Uy, }. Evident multimea

G=U,UU,U---UlU,,
verifica proprietatea ceruta.

a

Suntem in masura acum sa demonstram teorema de existenta a partitiei unitatii
in spatii compacte.
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Teorema 1.9 Fie X un spatiu compact si fie V = {V;; i =1,2,---,n} o acoperire
deschisa a sa. Atunci exista functiile continue p; : X — [0,1] cu urmdtoarele
proprietati:

(a) supp(f;) C Vi, i=1,2,---,n;
(b) X, file)=1, zeX.

Demonstratie. Pentru fiecare © € X exista Vi) € V astlel Incat z € Vi) i,
conform Teoremei 1.8, existd U, vecinatate deschisd a lui z astfel incat U, C Vi
(seia A= {x} si B= X\ Vju). Spatiul compact X se poate acoperi cu
U={U,; j=1,---,m}.

Pentru fiecare i € {1,---,n}, consideram Wj ca fiind reuniunea tuturor multimilor
din U care au proprietatea Uixj C Vi. Este clar ca {W;;i=1,2,---,n} acopera X
si Wi C Vi. Aplicam Corolarul 1.2 si determindm functiile continue f; : X — [0,1]
cu proprietatea ca fi(z) = 1 daca « € W; si supp(f;) C V;. Construim

pr=fr, p2=fol—=f1), - ,pn = fu(l = f1) (L = f2) -~ (1 = fuz1).
Este clar ca supp(p;) C U; si

pr+pt-tpn=1—(1—=fi) (1= f).

Deoarece familia {W;; i = 1,2,---,n} este acoperire pentru X, deducem
n
sz(x) =1
i=1
pentru orice z € X. 0

Definitia 1.2 Data acoperirea deschisa V = {V;; i = 1,2,---,n} a spatiului com-
pact X, familia de functii continue {p;;i =1,2,---,n}, p; : X — [0, 1], care verifica
(a) g1 (b) din Teorema 1.9 se numeste partitie a unitatii subordonata acoperirii V.

Teorema 1.9 afirma ca intr-un spatiu compact, pentru fiecare acoperire deschisa
finita exista o partitie a unitatii subordonata ei.

Am prezentat in detaliu existenta partitiei unitatii in spatii metrice si in spatii
compacte. Se poate demonstra existenta partitiei unitatii in spatii paracompacte.
Pentru aceasta se arata mai intai ca un spatiu paracompact este normal iar apoi
se arata ca intr-un spatiu normal fiecarei acoperiri local finite i se poate asocia o
partitie a unitatii subordonata ei. De altfel, existenta partitiei unitatii este echiva-
lenta cu proprietatea spatiului de a fi paracompact. Aceste rezultate sunt datorate
lui Ernest Michael (1953). Cititorul interesat poate consulta [34] pentru detalii.
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1.3 Aplicatii

Sa prezentam cateva aplicatii ale partitiei unitatii; multe altele vor fi date in capi-
tolele urmatoare.

Teorema 1.10 (Dugundji) Fie X un spatiu metric, Y un spatiu normat, A C X o
multime inchisa si f : A — 'Y o functie continua. Atunci f are o extensie continud,
F: X =Y astfel incat F(x) € conv(f(A)) pentru orice x € X.

Demonstratie. Deoarece multimea A este inchisa, pentru fiecare z € X'\ A exista
e(x) > 0 astfel incat S(z,e(z)) N A = . Familia

{Ax—S(x,Ef)); re X\ A}

este o acoperire deschisa a multimii X \ A. Fie {U;; i € I} o rafinare local finita
a sa gi {p;; @ € I} o partitie local lipschitziand a unitatii subordonata ei. Pentru
fiecare i € I exista x(i) € X \ A astfel incat U; C A, (). Definim F' prin

Flz) = f(x) daca x € A
| Sierpi(z)f(z;)  daca ze X\ A,
unde z; € A este astfel Incat

Precizam ca d(A, B) noteaza inf{p(a,b); a € A, b € B}, unde p este metrica pe
X. Existenta lui z; care satisface (1.2) este asigurata de faptul ca d(A, U;) > 0. Sa
aratam ca F este continua pe X. Este clar ca ea este continua pe intA si pe X \ A.
Fie 2y € Fr(A). Daca z € X \ A si p;(z) > 0 atunci avem x € U; C Ay(;). Dar un
calcul simplu arata ca

p(xi; x9) < 4p(z0, ).

Intradevar, folosind (1.2), deducem ca exista y € U; astfel incat
p(zi,y) < 2d(AUy).
Este ugor de vazut ca p(z,y) < p(z,x¢). Obtinem astfel
p(wixo) < p(i,y) + p(y, 20) < 2p(20, ) + p(0,y) < 4p(20, 7).

Folosind continuitatea lui f in z( si definitia lui F' rezulta imediat continuitatea lui
F in zy. Demonstratia este incheiata. O
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Sa observam ca rezultatul are loc, cu aceeasi demonstratie, i in cazul cand Y
este spatiu local convex. A fost obtinut de James Dugundji [33] in 1951, extinzandu-
se astfel rezultatul lui Heinrich Tietze din 1915 referitor la cazul Y = R.

Problema extensiei la tot spatiul a functiilor reale continue definite pe multimi
inchise a fost tratatd pentru prima data in spatiul R? de Henri Lebesgue (1907).
A urmat Heinrich Tietze In 1915 pe spatii metrice si apoi Pavel Uryson pe spatii
normale in 1925. Sa enuntam acest rezultat si sa facem cateva comentarii asupra
lui.

Teorema 1.11 Fie X un spatiu normal si fie A o submultime inchisa a lui X .

(a) Orice functie continud f : A — |a,b] poate fi extinsd la o functie continua
F:X —|a,b

(b) Orice functie continua f : A — R poate fi extinsa la o functie continud

F: X—R

Ideea demonstratiei punctului (a) este de a se construi un gir de functii continue
(s,) definite pe X, astfel incat (s,) converge uniform si astfel incat restrictia lui s, la
A aproximeaza f. Functia limita va fi functia cautata. Constructia lui s,, se bazeaza
pe Lema lui Uryson. Punctul (b) rezulta din (a). Intr-adevar, observam intai ca
putem inlocui R cu (—1,1) deoarece (—1,1) este homeomorf cu R. Aplicam (a) si
extindem f la g : X — [—1,1]. Consideram apoi D = g~'(—1)) U g~!(1), care este
o multime Inchisa deoarece g este o functie continua. Dar g(A) = f(A) C (—1,1)
gi deci AN D = (). Aplicam acum Lema lui Uryson si gasim o functie continud
h : X — [—1,1] astfel incat h(D) = {0} si h(A) = {1}. Extensia cautata este
F=hg.

Ipoteza ca A este inchisa este esentiala in Teorema 1.11. De exemplu, f :
(0,1] — R data de f(x) = sin1/z nu are o extensie continua la [0, 1].

Teorema 1.11 se poate generaliza ugor la functii cu valori in R"™.

Este interesant de notat ca in lucrarea lui Dugundji [33], ca o consecinta a Teore-
mei 1.10, se arata pentru prima data ca, in spatii normate infinit dimensionale, sfera
unitate Inchisd nu are proprietatea de punct fix (vezi Capitolul 4). Mai precis, in
spatii normate infinit dimensionale exista functii continue f : B(0,1) — B(0,1) fara
puncte fixe. Vom prezenta in continuare demonstratia data de Heinrich Steinlein
[87] in 1979 pentru aceasta afirmatie.

In primul rand sa observam ca are loc o ugoara extindere a Teoremei 1.10 si
anume:
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Propozitia 1.1 In conditiile Teoremei 1.10, fie D o submultime densa a lui A.
Atunci f are o extensie continud F : X — Y astfel incit F(x) € f(A)Uconv(f(D))
pentru orice x € X.

Demonstratia este aceeagi cu cea a Teoremei 1.10 cu singura modificare ca x; in
(1.2) este luat din D.

Teorema 1.12 Fie Y un spatiu normat de dimensiune algebrica infinita si U =
{z €Y; ||z|| = 1}. Euxista o functie continua h : B(0,1) — U cu proprietatea ca
h(x) = z pentru orice x € U.

Demonstratie. Fie L un subspatiu propriu a lui Y care este dens. In spatii
infinit dimensionale astfel de subspatii exista, de exemplu, nuclee de functionale
liniare necontinue. Sa notam B = B(0,1). Se aplica Propozitia 1.1 pentru

X=B, A=U, D=UNL

si f aplicatia identica pe U. Exista deci F' : B — Y astfel incat F(z) = x pentru
reUsi
F(B)cUUconv(UNL)=UU(BNL),

si deci F'(B) este o submultime proprie a lui B. Luam xy € B(0,1/3) \ F(B) si

definim
(1/2)(x — x0) + [l — 20|10

) =11 /2)(@ = 20) + I = wollao]

daca 0 < ||z — xo|| < 1/2 si
Glz) =

[l

daca ||z — xo|| > 1/2. Functia cautata este h = G'F. 0

Observatia 1.2 Iata un exemplu de functionala liniara necontinua pe spatiul in-
finit dimensional Y. Se considera H = {b,;n € N} o multime liniar independenta
din U = {y;|ly]| = 1} si B o baza algebrica pentru Y ce include multimea H.
Definim f(b,) =n si f(b) =0 pentru b € B\ H. Apoi extindem f prin liniaritate
la tot spatiul Y. Este clar ca f(U) nu este marginita, deci f nu este continua.

Corolarul 1.3 In spatii normate infinit dimensionale exista functii continue f :
B(0,1) — B(0,1) fara puncte fize.
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Demonstratie. Functia definita prin f(x) = h(—z), unde h este functia din
Teorema 1.11, satisface conditia ceruta. 0

Incheiem acest paragraf cu un rezultat de aproximare a unei functii continue
prin functii lipschitziene. Apartine lui Andrzej Lasota si James A. Yorke (1973).

Teorema 1.13 Fie D o submulfime nevida si deschisa din spatiul metric X st
f: D —Y o functie continud, unde Y este un spatiuv normat. Atunci f se poate
aproxima uniform prin functic local lipschitziene. Mai precis, pentru fiecare € > 0
exista o functie local lipschitziana f. : D —'Y astfel incat

sup [|fz(x) = f(z)]| <.
zeD

Mai mult,
fe(D) C conv(f(D)).

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Familia {f~'(S(f(z),e/2)); z € D} este o acoperire
deschisa pentru D. Fie {R;; i € I} o rafinare deschisa local finita a sa si {p;;i € I}
o partitie local lipschitziana a unitatii subordonata ei. Pentru fiecare ¢ € I luam

x; € R; si definim
fe(x) = pi() f ().
icl

Este clar ca f. este local lipschitziana si

f-(D) C conv(f(D)).
Sa aratam ca
| fe(x) — f(2)] <e.

Pentru aceasta, sa observam ca daca p;(x) > 0 atunci z € R; si exista xz(i) € D

astfel incat f(z) € S(f(x(:)),e/2) si f(z;) € S(f(x(i)),e/2). 0



Capitolul 2

Multifunctii

2.1 Definitii, exemple.

In acest capitol prezentam cateva elemente din teoria aplicatiilor multivoce, adica a
aplicatiilor F': X — 2¥, X si YV fiind doua multimi. Prin urmare, fiecarui element
x € X i se asociaza o submultime a lui Y (care poate fi i (), notata F(x). Dupa
cum se va vedea mai jos, mai potrivita este definirea multifunctiei ca o relatie, adica
o submultime a produsului cartezian X X Y deoarece in multe cazuri structura lui
2Y este mai saracd decat cea a lui Y. Acest punct de vedere este imbratisat in
special de economisti, notiunea utilizata fiind cea de corespondenta. Noi vom folosi
termenul de multifunctie si notatia F: X ~ Y.
Submultimea F(z) a lui Y se numeste valoarea lui F' in x. Submultimea

Dom(F) ={z € X; F(x) # 0}

se numeste domeniul lui F. O multifunctie se numeste proprie daca are domeniul
nevid si stricta daca domeniul este intreg spatiul. Multimea

Im(F) = |J F(a)

zeX

o numim maginea lui F. Daca D C X, definim

F(D) = |J F(x).

zeD

17
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Deci, Im(F') = F(X). De fapt, o multifunctie F' este caracterizata prin graficul sau,
submultimea lui X x Y definita prin

Graf(F) = {(z,y); y € F(x)}.

Intr-adevar, daca F este o submultime nevida a spatiului X x Y, ea este graficul
multifunctiei F': X ~ Y definita prin

Flx)={yeY; (z,y) € F}.

Sa observam ca in definitia graficului am considerat multifunctia ca fiind o relatie
si nu o functie de la X la 2Y pentru ca am definit Graf(F') ca fiind o submultime a
lui X x Y sinualui X x2Y. Inversa F~' a lui F este multifunctia F'~1 : Y ~ X
definita prin
F7l(y) ={r € X; y € F(x)}

sau, echivalent,

Graf(F~') = {(y,7); (z,y) € Graf(F)}.
Notam ca multimea Dom(F') este proiectia multimii Graf(F) pe X iar Im(F) =
Dom(F 1) este proiectia multimii Graf(F) pe Y. Vom spune c& o multifunctie este
inchisa (converd) daca Graf(F') este multime inchisa (convexa) in spatiul X x Y.
O multifunctie al carei grafic este con (convex) (inchis) se numeste proces (convex)
(inchis). Daca M C Y notam

F~H (M) = {z; F(x) N M # 0},
FYY (M) = {x; F(z) Cc M}.
Este ugor de verificat ca
FHY\M) =X\ F"(M),
FHP Y\ M)=X\FM).
Sa observam ca atunci cand F' este functie, adica F(z) = {f(z)} unde f: X - Y
este o functie, ambele multimi F~!'(M) si F (M) definite mai sus se reduc la
M) ={z € X; f(x) € M}.

Anticipand putin, cele doua moduri de a defini contraimaginea unei multimi conduc

la doua concepte de continuitate globala pentru multifunctii care extind conceptul

de continuitate de la functii. Astfel, dacd F'~*(M) este deschisa in Dom(F) pentru

orice M deschisd in Y, spunem c& F' este semicontinui inferior, iar daca F™1(M)

este deschisa in Dom(F') pentru orice multime M deschisa in Y, spunem ca F este

semicontinua superior. Ambele notiuni se reduc la continuitate cand F’ este functie.
Sa prezentam in continuare cateva exemple semnificative de multifunctii.
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Exemplul 2.1 Consideram f: X — Y o functie si definim multifunctia F' : Y ~»
X prin

F(y)=f"(y) ={=: f(z) =y}
Daca f nu este surjectiva atunci Dom(F') nu este tot spatiul Y. Daca f nu este
injectiva atunci F' nu este o functie. Studiul acestei multifunctii este legat de
rezolvarea ecuatiei f(x) = y. De exemplu, studiul stabilitatii in raport cu y a
solutiilor ecuatiei conduce la studiul continutatii multifunctiei F'.

Exemplul 2.2 (multifunctii parametrizate) Consideram functia f : X x Z — Y si
definim multifunctia F': X ~ Y prin

F(z)={f(z,u); ue Z}. (2.1)

Astfel de multifunctii apar in teoria controlului. Mai general, considerand multi-
functia U : X ~ Z, functiei f si multifunctiei U li se asociaza multifunctia G :
X~Y

G(x) ={f(z,u); uweUlx)}. (2.2)

Legate de aceste multifunctii sunt incluziunile diferentiale. Astfel, considerandu-
se un sistem dinamic

2'(t) = f(x(t),u(t), =(0) = o (2.3)

controlat prin parametrul u (numit control), solutiile ecuatiilor diferentiale (2.3)
sunt solutiile incluziunii diferentiale

' (t) € F(z(t)) x(0) = xo,

unde F este data de (2.1) si in care controalele nu apar in mod explicit.
Incluziunea diferentiala asociata multifunctiei G data de (2.2), adica

2'(t) € G(z(t)) z(0) = xy,

descrie un sistem dinamic in care apare o lege de feed—back a controalelor admisibile,
u(t) € U(x(t)).

Exemplul 2.3 Fie f : X xY — R, G : X ~ Y si pentru fiecare x € X fie
problemele de maximizare

sup f(z,y). (2.4)
yeG(z)
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Functia i : X — R definita prin

h(z) = sup f(z,y)
y€G(v)

se numeste functia valoare asociata problemelor (2.4). In teoria optimizarii, o pro-
blema de mare interes este studiul multifunctiei /' : X ~» Y ale carei valori sunt
solutiile problemelor (2.4), adica

F(z) ={y € G(x); h(x) = f(z,y)}.

Exemplul 2.4 Consideram functia f : X — R U {400} si definim F: X ~ R
prin

Flz) = { f(z)+ Ry daca f(z) < +o0
0 daca f(z) = +o0.

Este clar ca
Dom(F) = {z; f(z) < +oo} = dom (f)
iar
Graf(F) = {(z,y) € X xR; f(z) <y}
Multimea din membrul drept al egalitatii de mai sus se numeste epigraful functiei
f) si se noteaza epi(f).

Se vede ca fiecarei functii care ia valori in R U {400} i se asociaza o multifunctie
ca mal sus si reciproc, fiecarei multifunctii cu valori in R i se poate asocia o functie
a carui epigraf sa fie graficul multifunctiei date. Pentru aceasta se definegte

f(z) =inf F(z), z € X.

In mod similar, functiei g : X — R U {—o00} i se poate asocia multifunctia
G: X ~ R prin

| g(z) = R4 daca g(x) > —o0
Glz) = { 0 daca g(z) = —o0,

Avem

Graf(G) = {(z,y) € X x R; g(z) > y}.

Multimea din membrul drept al egalitatii de mai sus se numeste hipograful functiei
g) si se noteaza hipo(g).
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Exemplul 2.5 Fie f: X — RU{+00} o functie convexa si proprie. Multifunctia
F: X ~ X* definita prin

F(r)={z" € X7 f(z) - fy) < (z —y,2"), Yy € X}

se numeste subdiferentiala functiei f si se noteaza (de obicei) cu df. Precizam ca
(-, ) noteaza dualitatea naturala intre X si X*, adica (x,z*) = z*(z).

Exemplul 2.6 Fie X spatiu Banach si F': X ~» X* definita prin
F(z) = {z" € X*; (z,2") = ||z[|* = [|="|]*}.

Aceasta multifunctie se numeste aplicatia de dualitate a spatiului X. Daca X este
spatiu Hilbert atunci F' devine izomorfismul canonic dat de Teorema lui Riesz.
Deoarece intr-un spatiu normat X, pentru fiecare x € X exista * € X* cu (x,z*) =
|lz||? si ||z*|| = ||z|| (vezi [37, p.111]), rezultd c& Dom(F) = X.

2.2  Multifunctii superior semicontinue si
multifunctii inferior semicontinue

Toate spatiile topologice considerate in continuare sunt presupuse a fi separate
Hausdorff.

Definitia 2.1 Fie X si Y spatii topologice si F': X ~ Y o multifunctie. Spunem ca
F este superior semicontinud in g € Dom(F') daca, pentru orice multime deschisa
V' cu proprietatea F(xg) C V, exista o vecinatate U a lui z( astfel incat F(U) C
V. Multifunctia F' este superior semicontinua (global) daca ea este superior semi-
continua in orice punct din Dom(F').

Definitia 2.2 Fie X si Y spatii toplogice si ' : X ~ Y o multifunctie. Spunem ca
F' este inferior semicontinud in o € Dom(F') daca, pentru orice multime deschisa
V' cu proprietatea ca F(xo) NV # (), exista o vecinatate U a lui xq astfel incat
pentru orice x € U N Dom(F) avem F(x) NV # (). Multifunctia F este inferior
semicontinua (global) daca ea este inferior semicontinua in orice punct din Dom(F).

Sa consideram multifunctiile F} : R~ R gi F5 : R — R definite prin

| {o} daca x =0
Fi(w) _{ [—1,1] dacaxz#0
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| [-1,1] dacax=0
Fylw) = { {0} daca x # 0.

Multifunctia F} este inferior semicontinua in orice punct din R dar nu este superior
semicontinua in x = 0. Sa justificam partea finala a afirmatiei de mai sus. Con-
sideram V' = (—1/2,1/2), observam ca F;(0) C V dar pentru orice U vecinatate a
lui0siz e U, xz#0, avem Fi(z) = [—1,1] ¢ V. Multifunctia F, este superior se-
micontinua in orice punct din R dar nu este inferior semicontinua in x = 0. Pentru
a demonstra partea finala a acestei afirmatii, consideram V' = (0, 1/2) si observam
ca F5(0) NV # ), dar pentru orice U vecinatate a lui 0 si © € U, x # 0, avem
Fy(z) = {0} si deci Fy(z) NV = 0.

Sa facem cateva comentarii asupra terminologiei. Degi ambele concepte intro-
duse in Definitiile 2.1 gi 2.2 se reduc la continuitate in cazul functiilor, unele legaturi
cu semicontinuitatea inferioara si superioara de la functii se pot face. In primul rand,
daca privim multifunctia F ca o functie de la X la 2¥, intrebarea fireasca este daca
notiunile de continuitate introduse mai sus corespund continuitatii clasice pentru
anumite topologii pe spatiul 2. Raspunsul este afirmativ. Semicontinuitatea supe-
rioard corespunde continuititii clasice cand pe 2¥ se considera topologia superioard
adica topologia generata de baza

U=A[G]; Gerru{d},

unde [, G] noteaza {U € 2¥; U C G}, iar 7 este topologia pe Y. Aceasti topologie
este similara cu topologia inferioars pe R daca se inlocuieste C cu >. Dar topologia
inferioara pe R conduce la notiunea de functie inferior semicontinui pentru f :
X — R. Consideratii similare se pot face si pentru semicontinuitatea inferioara a
multifunctiilor.

Notiunile de semicontinuitate inferioara si superioara pentru multifunctii au fost
introduse si studiate, In maniera prezentata aici, de Kazimierz Kuratowski [53] in
1932. Mentionam insa ca originea lor este ceva mai veche. In acest context amintim
teza de doctorat a lui Florin Vasilescu publicata la Gauthier-Villars in 1925 (pentru
multifunctii din plan) si o lucrare tot din 1925 a lui Robert Lee Moore [68] (aici se
folosesc notiunile de limita inferioara si superioara pentru giruri de multimi).

Propozitia urmatoare pune in evidenta un alt element de legatura intre semi-
continuitatea multifunctiilor gi semicontinuitatea functiilor.

Propozitia 2.1 Fie X spatiu topologic, functia f : X — R st multifunctia F :
X ~ R,
F(z) = f(z) + Rs.
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(1) Functia f este inferior semicontinud daca i numai daca multifunctia F este
superior semicontinud,;

(17) Functia f este superior semicontinud daca si numai daca multifunctia F
este inferior semicontinua.

Demonstratie. (i) Presupunem ca f este inferior semicontinua. Fie zy € X
si V' o multime deschisa in R astfel incat F'(xg) C V. Exista deci a < f(xy) cu
(a,00) C V. Deoarece f este inferior semicontinua, exista U, vecinatate a lui xo,
astfel Incat f(x) > a pentru orice x € U si deci F(z) C V pentru orice z € U.
Reciproc, presupunem ca F' este superior semicontinua si aratam ca f este inferior
semicontinud. Pentru aceasta, fie « < f(zo). Avem F(zg) C (o, 00) si deci exista
U, vecinatate a lui xg, astfel incat F'(z) C («, 00) pentru z € U. Aceasta arata ca
f(z) > a pentru x € U si deci f este inferior semicontinua in .

(ii) Presupunem ca f este superior semicontinua. Fie zq € X si V, deschisa
in R, astfel incat F(xo) NV # (). Exista deci o € F(xp) NV prin urmare o € V
si @ > f(xg). Deoarece V este deschisa, putem presupune ca o > f(xp). Cum f
este superior semicontinua, exista U, vecinatate a lui xq, astfel incat pentru x € U
avem f(x) < a. Prin urmare a € F(xz) NV pentru = € U, ceea ce arata ca F' este
inferior semicontinua in xy. Lasam pe seama cititorului incheierea demonstratiei.
De asemenea trimitem la Problemele 6.4 si 6.5. 0

Sa prezentam acum un rezultat de caracterizare a semicontinuitatilor globale.

Teorema 2.1 Fie X siY spatii topologice. Multifunctia F: X ~'Y este superior
semicontinua daca st numat daca pentru orice mulfime D, deschisa in'Y , multimea

F*YD) = {z € Dom(F); F(x) C D}
este deschisa in Dom(F).
Demonstratie. Presupunem ca F' este superior semicontinua in orice punct din
Dom(F). Fie D deschisa in Y. Pentru fiecare x € Dom(F') cu F(z) C D, exista o

multime deschisa U, astfel incat x € U, si F(U,) C D. Este clar ca U, N Dom(F)
este deschisa in Dom(F) si

(U, NDom(F)) = {& € Dom(F); F(z) C D},

reuniunea din membrul stang fiind luata dupa acei = din multimea scrisa in membrul
drept. Deoarece multimea din membrul stang este deschisa rezulta ca multimea din
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membrul drept este deschisa. Reciproc, fie 2o € Dom(F)) si fie V' deschisa astfel
incat F(zg) C V. Atunci multimea

U ={z € Dom(F); F(z) CV}

este deschisa, contine zq i F(U) C V. Demonstratia este incheiata. 0

Teorema 2.2 Fie X i Y spatii topologice. Multifunctia F : X ~ 'Y este inferior
semicontinua daca st numat daca pentru orice mulfime D, deschisa in'Y , multimea

FY(D)={z; F(x)ND # 0}

este deschisa in Dom(F).

Demonstratie. Presupunem ca F' este inferior semicontinua in orice punct din
Dom(F). Fie D o multime deschisa si fie zg € {z; F(x) N D # (}. Este clar ca
xo € Dom(F) si deci exista U, vecinatate a lui xg, astfel incat F'(z) N D # () pentru
x € UNDom(F). Aceasta arata ca

UNDom(F) C {z; F(z)ND # 0}.
Reciproca se demonstreaza analog si o lasam ca exercitiu. 0

S4 mai observam ci F este superior semicontinud dacd si numai daca F'~1(£2)
este Inchisa in Dom(F) pentru orice multime €2 inchisa in Y si ca este inferior semi-
continua daca i numai dacd F(Q) este inchisd in Dom(F') pentru orice multime

2 inchisa in Y.
Sa prezentam acum si cateva caracterizari ale semicontinuitatilor in punct.

Teorema 2.3 Fie X g1 Y spatit metrice, F' @ X ~ Y o multifunctie $1 xo €
Dom(F"). Urmatoarele condifii sunt echivalente:

(1) Multifunctia F' este superior semicontinud in xo;

(i1) Pentru orice multime inchisa Q2 verificand F(xq)NQ = 0 exista U, vecindtate
a lui xg, astfel incat F(U)NQ = 0;

(7i1) Pentru orice multime inchisa 2 si pentru orice gir (x,) cu x, — xg §i
F(x,) NQ# 0 avem F(xq) NQ #

(iv) Pentru orice multime deschisa V' astfel incat F(xo) C V' st orice sir (x,),
T, — o, exista ny astfel incat, daca n > ny, avem F(x,) C V.
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Demonstratie. (i) = (i7) Fie o multime inchisa astfel incat F(xzo) N Q = 0.
Multimea V' =Y \ Q este deschisa si F(xg) C V. Din (i), exista o vecinatate U a
lui z astfel incat F(U) C V, ceea ce implica F(U)NQ = 0.

(i1) = (i1i) Fie ©Q o multime inchisa in Y si fie (x,) un sir cu z, — =z s
F(x,) NQ # 0. Presupunem c& F(x¢) NQ = . Conform (ii) exista U, vecinatate
a lui xg, astfel incat F(U) N Q = (). Pentru n suficient de mare avem x,, € U, ceea
ce conduce la o contradictie.

(17i) = (iv) Fie V deschisa astfel incat F'(xy) C V si fie (z,,) un gir convergent la
xo. Multimea @ =Y \ V este inchisa si F(x¢) N = (. Presupunem, prin reducere
la absurd, ca pentru orice n existd m > n cu proprietatea F'(x,,) N # (). Se obtine
astfel un gir pentru care are loc (i7) gi deci F(xg) N # 0, contradictie.

(tv) = (i) Fie V deschisa astfel incat F(xy) C V. Prin reducere la absurd,
presupunem ca pentru orice vecinatate U a lui zq exista xy € U astfel incat F(zy) ¢
V. Se obtine un sir convergent la zq care contrazice (iv). 0

Teorema 2.4 Fie X si Y spatit metrice, F : X ~ Y o multifunctie si xo €
Dom(F). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Multifunctia F este inferior semicontinud in xg;

(17) Pentru orice y € F(xo) i orice V, vecinatate deschisa a lui vy, exista U,
vecindtate a lui xg, astfel incdt pentru orice x € U N Dom(F) avem F(x)NV # ;

(1ii) Pentru orice y € F(xo) si orice sir (x,) C Dom(F) cu x, — x, exista
sirul (y,) cu y, € F(x,) pentru orice n, astfel incat y, — y.

Demonstratie. (i) = (i) Fie y € F(xy) si V o vecinatate deschisa a lui y.
Avem F(xo) NV # 0 gi deci existd U, vecinatate a lui (xg), astfel incat pentru
x € UNDom(F) avem F(x) NV # (.

(17) = (ii1) Fie y € F(xp) si fie sirul (x,) C Dom(F') cu x, — xy. Consideram
V = S(y,1/n), aplicam (ii) si deducem ca pentru fiecare n exista U, vecinatate
pentru o, astfel incat, daca = € U,, avem F(x) N S(y,1/n) # 0. Prin urmare,
exista girul (k,), strict crescator, astfel incat pentru orice i > k,, exista y; € F(x;) N
S(y,1/n). Construim girul

Ykry Ykr+15 " s Ykoy Yko+15 """ s Ykgy " -

Acest sir satisface conditiile cerute de (7i1).

(it4) = (i) Fie V deschisa astfel incat F(xo) NV # (). Prin reducere la absurd,
presupunem ca pentru orice U, vecinatate a lui xg, exista xy € U N Dom(F) astfel
incat F(xy) NV = (. Construim astfel un sir (z,), r, — xo, ceea ce contrazice

(iid). -
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O multifunctie care este in acelasi timp superior semicontinua si inferior semi-
continua se numeste continua. Sa vedem care este legatura dintre continuitatea
definita mai sus si cea in metrica Pompeiu—Hausdorff. Amintim ca daca Y este
spatiu metric gi I(Y") este familia multimilor inchise si nevide din Y atunci

d(A, B) = max{supd(z, B),supd(z, A)} (2.5)

z€EA z€B

este o metrica extinsa pe I(Y'). Pentru a simplifica scrierea sa mai notam

e(A, B) = supd(x, B), (2.6)

€A

astfel ca
d(A, B) = max{e(A, B),e(B, A)}.

Distanta e(A, B) prezentata mai sus a fost introdusa si utilizata in analiza complexa

de Dimitrie Pompeiu in teza sa de doctorat publicata in 1905. Pentru e(A, B)
Pompeiu a utilizat termenul de “écart” al multimii A relativ la multimea B. Tot
Pompeiu a introdus metrica

v(A,B) =e(A,B) +¢(B, A)

pe spatiul multimilor nevide si compacte din plan. Felix Hausdorff, in cartea
Griindzuge der Mengenlehre [44] din 1914, a extins definitia la spatii metrice gi a
introdus metrica J(-, -) echivalenta evident cu metrica (-, -) introdusa de Pompeiu.

Teorema 2.5 Fie X s1Y spatii metrice si fie F': X ~'Y o multifunctie cu valori
inchise si nevide.
(1) Daca F' este superior semicontinud in xo atunci functia

z— e(F(x), F(xg))

este continua in xo. Reciproca este adevaratda daca F(xg) este compacta.
(12) Daca functia
v = e(F(x0), F(z))

este continua in xy atunci F' este inferior semicontinua in xy. Reciproca este
adevarata daca F(xg) este compacta.

(1ii) Daca F are valori compacte atunci continuitatea ei in xo este echivalenta
cu continuitatea functiei x — 6(F(x), F(xg)) in .
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Demonstratie. Fie z, — xg, ¢ > 0si

V= Se).

yeF($0)

Deoarece F' este superior semicontinua in xg, exista n. astfel incat pentru n > n.
avem F'(x,) C V. Rezulta imediat ca e(F(z,), F(xy)) < € pentru n > n.. Pentru
reciproca, fie W deschisa cu F(zg) C W. Cum F(z,) este compacta, exista ¢ > 0
astfel incat V' C W. Pentru a demonstra acest fapt consideram functia continua
fly) =d(y, X \ V) care-si atinge minimul pe multimea compacta F(zy). Fie acest
minim ¢’ > 0. Valoarea ¢ = £’/2 satisface conditia ceruta. Pe de alta parte, exista
o vecinatate U a lui xq astfel incat pentru z € U avem e(F(x), F'(z9)) < £/2, ceea
ce implica usor ca F(x) C V. (i) Fie V deschisa cu V N F(xq) # (). Presupunem,
prin reducere la absurd, ca exista un sir (x,) cu 2, — g si F(z,) NV = 0 pentru
orice n. Fie yo € VN F(x0) si S(yo,7) C V. Atunci

S(yo,r) N F(x,) =0, Yn € N,

ceea ce spune ca sirul (d(yo, F'(z,))) nu converge la zero. De aici rezultd ca nici
sirul (e(F(zg), F(x,))) nu converge la zero, ceea ce este o contradictie.

Pentru reciproca, pesupunem ca F' este inferior semicontinua in zg §i ca F(xg)
este compacta. Acoperim F'(xy) cu un numar finit de sfere S(y;,¢), i =1,--+,n, cu
y;i € F(xg). Exista U;, vecinatate pentru xo, astfel incat F(z) N .S(y;,e) = 0 pentru
x € U;. Fie

U = ﬂ?lei

sty € F(z0). Atunci exista ¢ astfel incat y € S(y;,e). Avem
d(y, F(x)) < p(y, i) + d(ys, F(x)) < 2e,
deci e(F(zg), F(x)) < 2¢ pentru x € U. Punctul (7i7) este consecinta a primelor
doua. 0
Urmatorul exemplu arata ca ipoteza F'(zy) compacta este esentiala. Fie
X ={0,1,1/2,---,1/n,---},
Y = Rsgi F: X ~ Y definita prin F(1/n) = {0,1,---,n} si F(0) = N.

Multifunctia F' este inferior semicontinua in 0 pentru ca, daca V este deschisa
si intersecteaza F'(0) = N, atunci V intersecteaza F'(1/n) pentru orice n suficient
de mare. Pe de alta parte, se vede ugor ca e(F(0), F(1/n)) — oo pentru n — oc.
O proprietate remarcabila a functiilor continue este aceea ca au graficul inchis.
Aceasta proprietate se regaseste la multifunctiile superior semicontinue.
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Teorema 2.6 Fie X si Y spatii metrice si F' : X ~ Y o multifunctie superior
semicontinud $i cu valori inchise. Presupunem cda Dom(F') este multime inchisd.
Atunci Graf(F') este mulfime inchisa in X X Y.

Demonstratie. Fie ((z,,y,)) un sir din Graf(F") convergent la (z¢,yo). Pre-
supunem ca (g, yo) ¢ Graf(F'), deci yo € Y \ F(zo). Deoarece F(z) este multime
inchisa, din faptul ca Y este regulat, exista multimile deschise si disjuncte Dy si Do
cu yo € Dy si F(zg) C Dy. Din Teorema 2.3 (iv), pentru n suficient de mare avem
F(z,) C Dy. Deci y, € Dy pentru n suficient de mare, ceea ce contrazice faptul ca

Yn — Yo- O

Proprietatea de mai sus nu mai este adevarata in cazul multifunctiilor inferior
semicontinue. Este ugor de vazut ca multifunctia F' : R ~ R definita prin

| [-1,1] pentruz #0
Fla) = { {0} pentru x = 0,

nu are grafic inchis. Intr-adevar, sirul (1/n,1) € Graf(F) dar (0,1) ¢ Graf(F).
Dupa cum am precizat deja, multifunctia F' este inferior semicontinua.

In cazul functiilor f : X — Y, daca Y este compact si functia are grafic inchis
atunci ea este continua. In cazul multifunctiilor, dupa cum vom vedea mai jos,
faptul ca graficul este inchis implica semicontinuitatea superioara. Mai intai sa
prezentam un rezultat de comportare pentru intersectia a doua multifunctii.

Amintim ca un spatiu topologic este normal daca, pentru orice doua submultimi
inchise si disjuncte A si B, exista doua multimi disjuncte si deschise D; si Dy cu
A C Dy si B C Dy. In Teorema 1.1 am demonstrat ca spatiile metrice sunt normale.

Teorema 2.7 Fie X i Y spatii topologice si Fy, Fy : X ~ 'Y astfel incat Fy(x) N
Fy(z) # 0, pentru orice x € X. Fie F : X ~Y definita prin F(x) = Fy(z) N Fy(z).
(1) Presupunem ca'Y este spatiu normal. Daca Fy si Fy sunt superior semicontinue
cu valori inchise atunci F' este superior semicontinud.

(i1) Daca Fy este superior semicontinud, are valori compacte iar Graf(Fy) este
multime inchisa atunci F' este superior semicontinud.

Demonstratie. (i) Fie D deschisa in Y si fie
A={zx e X; Fi(x)N Fy(z) C D}.

Este clar ca pentru x € A avem Fj(x) N (Fy(x) \ D) = 0. Multimile Fi(z) si
Fy(x)\ D sunt inchise si ca atare exista V; gi Vs deschise si disjuncte, cu Fy(z) C V;
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si Fo(x) \ D C V,. Exista U si Us, vecinatati ale lui x, astfel incat Fy(U;) C Vi si
Fy(Uy) € Vo U D. Obtinem

F(UNUy)) cVin(VouD) C D.

(17) Fie o € X si V multime deschisa astfel incat F'(zq) C V. Daca Fy(z) C V,
din faptul ca F} este superior semicontinua in xy, rezulta ca exista U, vecinatate
a lui xg, astfel incat pentru x € U avem Fi(x) C V. Prin urmare, F(x) C V,
ceea ce antreneaza semicontinuitatea superioara a lui F' in zy. Daca Fy(zo) ¢ V,
consideram multimea compacta

K = Fy(w) N (Y \ V).

Pentru fiecare y € K, y ¢ Fy(xg) si deci (xo,y) ¢ Graf(Fy). Avand in vedere ca
Graf(Fy) este multime inchisa, exista U(y), vecinatate deschisa a lui zg, si W(y),
vecinatate deschisa a lui y, astfel incat

Graf(£3) N (U(y) x W(y)) = 0.
Rezulta ca pentru orice « € U(y) avem
Fy(z) N W(y) = 0. (2.7)

Familia {W(y); v € K} este o acoperire deschisa a multimii compacte K si deci
exista o subacoperire finita {W(y;); i =1,2,...,n}. Fie

W =

-

W(y:).

=1

Avem K C W, deci Fi(xy) C W UV. Deoarece W UV este deschisa iar I este
superior semicontinua in x, exista U, vecinatate deschisa a lui x, astfel incat

F{U)cWUV. (2.8)
Punand .
i=1
din (2.7) 51 (2.8) obtinem Fy(U;) C WUV gi Fo(Up))NW = () deci (F1NFy)(Uy) C V,
ceea ce incheie demonstratia. 0

Corolarul 2.1 Fie F': X ~Y o multifunctie cu valori nevide si cu grafic inchis.
Daca Y este spatiu compact atunci F este superior semicontinud.
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Demonstratie. Se aplica Teorema 2.7 (i7) cu Fy(x) =Y pentru orice x € X. [

Pentru a obtine proprietati de semicontinuitate inferioara pentru Fy N Fy, ipote-
zele sunt destul de severe gi nu le vom prezenta aici. Problema 6.12 da un exemplu
cand intersectia nu este inferior semicontinua iar Fi si F» au proprietati destul de
bune. Problema 6.8 arata ca ipoteza de compactitate a lui Y in Corolarul 2.1 este
esentiala. Exista multifunctii cu grafic inchis si cu valori compacte care nu sunt
superior semicontinue.

O alta proprietate a functiilor continue care se regaseste la multifunctiile superior
semicontinue este aceea ca imaginea unei multimi compacte este compacta. Rezul-
tatul nu este valabil pentru multifunctii inferior semicontinue. Exista multifunctii
inferior semicontinue cu valori compacte definite pe multimi compacte, care au
multimea valorilor nemarginita. Vezi Problema 6.8.

Teorema 2.8 Fie X un spatiuv compact st F' : X ~ Y o multifunctie superior
semicontinud cu valori nevide i compacte. Atunci mulfimea F(X) este compactd.

Demonstratie. Fie {D;;i € I} o acoperire deschisa a lui F(X). Deoarece F(z)
este compacta, pentru fiecare x € X exista n(x) € N incat

Fz)c |J D,,.

1<k<n(z)

Sa notam membrul drept al incluziunii precedente cu D(x). Deoarece F' este superior
semicontinua, exista U(x), vecinatate deschisa a lui z, astfel incat

F(U(z)) € D(x).

Familia {U(z);z € X} este acoperire a lui X gi, cum X este compact, exista p € N
astfel Incat

Fx)yc U FU@;)c U D)= U U D
1<j<p 1<j<p 1<i<p 1<k<n(zj)
d

In continuare avem in vedere Exemplul 2.2. Ne intereseaza modul in care
proprietati de continuitate ale functiei f si ale multifunctiei U se transfera la
multifunctiile F si G definite de (2.1), respectiv (2.2).

FiedeciU: X~ Z, f: XX Z—->Y s G: X~Y,

G(x) = {f(x,u); u € Ulx)}.
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Propozitia 2.2 Presupunem ca X, Y si Z sunt spatii metrice.

(1) Daca multifunctia U este superior semicontinud cu valori nevide si compacte
war [ este continua atunci multifunctia G este superior semicontinud.

(i1) Daca U are valori nevide si este inferior semicontinud iar f este continud
atunci G este inferior semicontinud.

Demonstratie. (i) Fie o € X si V' o multime deschisa cu proprietatea G(zy) C
V. Multimea V este vecinatate pentru orice f(xg,u) cu u € U(xg). Deoarece f
este continua, exista n, si J, astfel incat, daca (y,v) € S(xg,n.) X S(u,d,), avem
f(y,v) € V. Deoarece U(xg) este compacta, exista {S(u;,d,,); ¢ = 1,2,...,n}
o acoperire a multimii U(zg). Avéand in vedere ca multifunctia U este superior
semicontinua, exista ny > 0 astfel incat pentru orice x € S(xg, 1) avem

n

U(z) C U S(wi, by, ).

i=1
Luand

n = min{ny, Ny,, 1 =1, -+, n},
avem G(x) C V pentru orice z € S(zo,7), ceea ce arata ca multifunctia G este
superior semicontinua.

(77) Vom folosi caracterizarea cu siruri a semicontinuitatii inferioare data de
Teorema 2.4. Fie sirul (z,) convergent la = si y € G(z). Exista u € U(x) astfel
incat y = f(z,u). Deoarece multifunctia U este inferior semicontinua, exista sirul
(un) convergent la u astfel incat y, = f(zn, un) € F(z,) $i yn — y. Demonstratia
este incheiata. 0

Continuam cu Exemplul 2.3. Fie deci X si Y spatii metrice, G : X ~ Y o
multifunctie cu valori nevide, functia f : X x Y — R, functia h : X — R definita
prin

h(z) = sup f(z,y)
yeG(x)

si multifunctia ' : X ~ Y definita prin

F(z) ={y € G(x); h(x) = f(z,y)}.

Propozitia 2.3

(1) Presupunem ca functia f este inferior semicontinud pe X XY gi multifuncfia
G este inferior semicontinud in xqg. Atunci functia h este inferior semicontinud in
Zo-
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(17) Presupunem ca f este superior semicontinua pe X X Y, G este superior
semicontinud in xo si G(xg) este compacta. Atunci h este superior semicontinud in
Zo-

(1ii) Daca f este continud pe X XY, G este continua pe X i are valori compacte
atunci h este continua iar F este superior semicontinud.

Demonstratie. (i) Fie ¢ > 0. Exista yy € G(x) astfel incat

h(xo) — /2 < f(x0, o).

Deoarece f este inferior semicontinua in z, exista Uy si V, vecinatati pentru xq si
respectiv yg, astfel incat pentru orice x € Uy gi y € V' avem

f(x,y) > f(fL'O,yO) - 5/2

Folosim acum faptul ca multifunctia G este inferior semicontinua in z( si deducem
ca exista U, vecindtate a lui xg, astfel incat G(x) NV # 0 pentru z € U,. Fie
U = U; NU,. Pentru orice x € U exista y € G(x) astfel incat

f(z,y) = f(wo,90) — €/2 = h(zo) — ¢,

deci h(xz) > h(zg) — €, ceea ce arata ca h este inferior semicontinua.

(17) Avem de aratat ca pentru orice € > 0 exista U, vecinatate a lui xg, astfel
incat h(x) < h(zg) + € pentru orice z € U. Cum f este superior semicontinua,
pentru orice y € V exista V(y), vecinatate deschisa a lui y, si U(y), vecinatate a
lui zq, astfel incat

f(:L‘,Z) < f(ffo,y) te
pentru orice x € U(y) si z € V(y). Deoarece multimea G(z) este compacta, exista
n vecinatati V(y;), ¢ = 1,...,n, care o acopera. Fie

n

V= U V(?Jz)

=1

Avem V deschisa, G(zg) C V si G superior semicontinud in x. Prin urmare, exista
Uy, vecinatate a lui xq, astfel incat G(z) C V pentru x € Uy. Consideram acum

U=Uyn(\U(w).
i=1
Cand z € U iy € G(x) avem y € V, deci exista i astfel incat y € V(y;). Acest
fapt implica
f(@,y) < fzo,yi) +& < h(xo) + &
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Obtinem astfel h(z) < h(xg) + € pentru orice = € U, ceea ce trebuia demonstrat.
(74i) Prima parte rezultd combinand (i) cu (ii). Sa aratam ca multifunctia F
este superior semicontinua. Pentru aceasta, sa observam ca F' se scrie in forma

F(z) = F(z)N K(z),
unde multifunctia K : X ~ Y este definita prin

K(x) ={y €Y; h(z) = f(z,y)}.

Deoarece functiile f gi h sunt continue rezulta ca Graf(K') este multime inchisa.
Este clar ca F' are valori nevide si deci putem aplica Teorema 2.6 (ii) pentru a
deduce ca multifunctia F' este superior semicontinua. O

Corolarul 2.2 Fie X si Y spatit metrice.
(1) Daca G : X ~ Y este o multifunctie inferior semicontinud cu valori nevide,
atunci functia
(z,y) — d(y, G(x))

este supertor semicontinud.
(17) Daca f: X xY — R este superior semicontinua siY este spatiu compact,
atunci functia

x> sup f(z,y)
yey

este supertor semicontinud.

Demonstratie. (i) Se aplicd Propozitia 2.3 (i) unde in loc de X se ia X x Y,
in loc de f se ia functia (z,y,z) — —p(y, 2) iar in loc de G se ia multifunctia
(z,y) ~ G(a).

(1) Se aplica Propozitia 2.3 (i7) cu G(x) =Y pentru orice z € X. 0

In continuare studiem modul cum se transmit proprietatile de continuitate ale
multifunctiei ' : X ~» Y la multifunctiile F' : X ~ Y si convF : X ~» Y definite
prin F(z) = F(x) si respectiv convF(x) = conv(F(z)). Precizam ci A inseamni
inchiderea multimii A iar conv(A) noteaza infaguratoarea convexa a multimii A.

Propozitia 2.4 Fie F': X ~ Y o multifunctie cu valori nevide.

(1) Multifunctia F este inferior semicontinud daca i numai daca multifunclia
F este inferior semicontinud.

(it) Dacd Y este spatiu normal si F este superior semicontinud atunci F este
superior semicontinud.
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Demonstratie. (i) Afirmatia rezulta usor avand in vedere ca, daca D este deschisa
inY si A este o submultime a lui Y, atunci AND # () daca si numai dacd AND # 0.

(17) Fie g € X, V deschisa in Y astfel incat F'(xo) C V. Deoarece Y este spatiu
normal, exista o multime deschisa D; astfel incat

F(xg) C F(xo)CDyC Dy CD
(vezi [30, p.86]). Folosim acum faptul ca F' este superior semicontinua pentru a
deduce ca exista o vecinatate U a lui x, astfel incat F(U) C D;. Este clar ca

F(U)c D, C D,
ceea ce incheie demonstratia. 0

Multifunctia F' : R ~ R, definita prin F(z) = (z — 1,2 + 1), nu este superior
semicontinud dar F' este superior semicontinud. Deci reciproca de la (ii) nu este
adevarata (vezi Problema 6.16). De asemenea conditia ca Y sa fie normal este
esentiala. Problema 6.15 ofera un exemplu de multifunctie superior semicontinua
F pentru care F' nu este superior semicontinua.

Propozitia 2.5 Fie X spatiu topologic, Y spatiu normat si F : X ~'Y o multi-
functie cu valori nevide.
(1) Daca F' este inferior semicontinud atunci convF' este inferior semicontinud.
(17) Daca F' este superior semicontinud si are valori compacte atunci convF' este
superior semicontinud.

Demonstratie. (i) Folosim Teorema 2.4 (ii). Fie deci y € (convF)(zg) si V =
S(y,e). Exista Ap,--+, A, In [0,1] cu N = 181 g1,--+,9n In F(z) astfel incat
y = > Ny Fie V; = S(y;,¢€). Deoarece F' este inferior semicontinua in g, exista
U;, vecinatati ale lui zg, astfel incat pentru x € U; avem F(z)NV; # 0. Fie U = NU;.
Aratam ca daca x € U atunci convF(z) NV # (). Pentru aceasta fie z; € F(x)NV;.
Este clar cd z = Y \;z; satisface conditiile z € convF(z) si ||z — y|| < ¢, deci
z € (convF)(z) N V. (i) Vom folosi Teorema 2.5 (i) si faptul ca e(A,B) < ¢
implica
e(convA, convB) < e.

Vezi Problema 6.9. 0

Studiem acum modul cum se transmit proprietatile de semicontinuitate la com-
punerea multifunctiilor. Precizam ca daca F' : X ~ Y si G : Y ~ Z sunt doua
multifunctii, definim multifunctia G o F': X ~» Z prin

(GoF)x)= U Gy).

yEF ()
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Propozitia 2.6 Fie XY, Z spatii topologice, F': X ~Y i G :Y ~ Z multifun-
ct stricte.

(i) Daca F si G sunt inferior semicontinue atunci G o I este inferior semicon-
tinua.

(17) Daca F si G sunt superior semicontinue atunci G o F' este superior semi-
continud.

Demonstratie. (i) Fie zp € X, yo € F(x) si V deschisa in Z astfel incat
G(yo) NV # (. Deoarece multifunctia G este inferior semicontinuad in yq exista
W, vecinatate deschisa a lui g, astfel incat G(y) NV # () pentru oricare y € W.
Avéand in vedere ca F(xo) NW # 0 si F este inferior semicontinud in z exista U,
vecinatate a lui o, astfel incat F(z) N W # () pentru « € U. Vom arata ca

(GoF)(z)NV £ 0

pentru x € U. Intr-adevar, pentru z € U exista y € F(z) N W, deci exista
z € G(y)NV. Este clar ca z € (G o F)(x), ceea ce incheie demonstratia punctului
(7). Demonstratia punctului (i7) o lasam ca exercitiu. 0

In cazul cand X si Y sunt spatii normate, se pot defini si alte concepte de
continuitate pe care le vom discuta in continuare.

Definitia 2.3 Fie X, Y spatii normate si F': D C X ~ Y o multifunctie cu valori
nevide. Spunem ca F' este € —§ superior semicontinud in xg € D daca pentru orice
g > 0 exista 0 > 0 astfel incat

F(DNS(xg,9)) C F(xg) + S(0,¢).

Asgadar, in Definitia 2.3 se iau multimi deschise V' care includ F(z() numai de
forma F'(zq) + S(0,¢). Este clar ca aceasta notiune este mai generala decat cea
introdusa in Definitia 2.1. Problema 6.10 da un exemplu de multifunctie care este
superior semicontinua dar nu este € — § superior semicontinua. Daca F'(zg) este
compacta, cele doua notiuni sunt echivalente. Intr-adevar, in acest caz pentru orice
multime deschisa V' cu F(zy) C V exista € > 0 astfel incat F(zq) + S(0,¢) C V.

Definitia 2.4 Fie X si Y spatii normate i F' : D C X ~ Y o multifunctie cu
valori nevide. Spunem ca F este € — § inferior semicontinud in xo € D daca pentru
orice ¢ > 0 exista 0 > 0 astfel incat

F(zo) C F(x)+ 5(0,¢)

pentru z € D N S(xo,0).
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De data aceasta notiunea “c— ¢ inferior semicontinua” este mai restrictiva decat
“inferior semicontinua”. Intr-adevar, presupunem ca F este € — ¢ inferior semicon-
tinua in xg, luam yo € F(xp), V o vecinatate a lui yo, € > 0 astfel incat S(yg),e) C V
si 0 > 0 din Definitia 2.4. Daca x € S(x¢,0) N D, exista y; € S(0,¢) si y2 € F(x)
astfel incat yo = y1 + y2. Deci yo € F(x) N S(yo,€), ceea ce arata cd F(x) NV # ()
pentru z € S(zo,9).

Cele doua notiuni devin echivalente cand F'(xg) este compacta. Pentru a demon-
stra aceasta, presupunem ca [’ este inferior semicontinua in xg, fixam ¢ > 0, aco-
perim F'(zg) cu familia

{S(yi,e/2);i=1,---,n}, y; € F(xy),

consideram 9; astfel incat

F(x) N S(yi,e/2) # 0

pentru x € S(zo,d;) si ludm
d =min{d;; i=1,---,n}

ceea ce tebuia demonstrat.
Multifunctia F : [0,1] ~ R? definita prin F(z) = {(¢,zt); t > 0} este inferior
semicontinua dar nu este € — ¢ inferior semicontinua dupa cum arata Problema 6.7.
Sa prezentam acum notiunea de multifunctie superior hemicontinua. Fie Y
spatiu normat, A o submultime nevida a lui Y si

o(A,y") =sup{(y",y); y € A}, y €Y

Functia y* — o(A, y*) pentru y* € Y* se numeste functia suport a multimii A.

Fie F' : X ~ Y o multifunctie tare—slab superior semicontinua, adica F' este
superior semicontinua cand consideram pe X topologia tare si pe Y topologia slaba.
Fie y* € Y*, 2o € X si € > 0. Este clar ca

V={yeY; (yy) <o(F(r),y") +e}

este o multime slab deschisa ce contine F'(zg). Exista deci o vecinatate U a lui xg
astfel incat F'(U) C V. Aceasta implica faptul ca pentru z € U avem

o(F(z),y") < o(F(x0),y") + ¢,

ceea ce spune ca functia z — o(F(z),y") este superior semicontinua in xy. Acest
fapt conduce la
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Definitia 2.5 Fie X si Y spatii normate si F' : X ~ Y o multifunctie cu valori
nevide. Spunem ca F' este superior hemicontinua in xy daca pentru fiecare y* € Y*
functia

z— o(F(z),y")

este superior semicontinua in xg.
Am demonstrat mai sus ca daca F' este tare-slab superior semicontinua atunci

este superior hemicontinua. Reciproca are loc in conditii suplimentare asupra lui F
si anume atunci cand F' are valori convexe si slab compacte.

2.3 Incluziuni diferentiale pe multimi inchise

Incepem aceasta sectiune cu o teorema de convergenta, utila in stabilirea existentei
solutiilor unor incluziuni diferentiale prin metode aproximative.

Teorema 2.9 Fie ' : X ~ Y o multifunctie superior hemicontinud cu valori
convexe gi inchise, X s1Y fiind spatii Banach. Fie I un interval in R si fie sirurile
de functit masurabile x,, - I — X siy, : I — Y satisfacand conditiile:

(i) Pentru aproape toti t € I si pentru orice V', vecindtate a originii in X XY,
exista ng = no(t, V') astfel incat pentru n > ny avem

(xn(t), yn(t)) € Graf(F) + V.

(ii) Sirul (x,) converge aproape peste tot (pe scurt, a.p.t.) la o functie v : I — X.
(i) Sirul (y,) € L*(I,Y) si converge slab lay € L*'(I,Y).

In aceste conditii, pentru aproape toti t € I avem (x(t),y(t)) € Graf(F).

Demonstratie. Deoarece (y,) converge slab in L*(I,Y) la y, exista un sir de
combinatii convexe de forma

vp =Y aby; € conv{y;; i > n}

>n

astfel incat v, converge tare la y. Exista deci un subsgir (notat tot cu v,) astfel
incat v,(t) — y(t) a.p.t. t € I. Fie acum t € [ astfel incat z,(t) — z(t), v,(t) —
y(t) si are loc (i). Vom arata ca y(t) € F(z(t)). Pentru aceasta, fixam y* € Y*
astfel incat o(F(z(t)),y*) < oo si fie A > o(F(x(t)),y*). Deoarece F este superior
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hemicontinua, exista U, vecinatate a lui 0 in X, astfel incat o(F'(u), y*) < A pentru
u € z(t) + U. Fie ky astfel incat pentru n > ko avem

T (t) € x(t) + 3U.

Din (7), daca fixam v > 0, exisa ng > ko §i (un,w,) € Graf(F') astfel incat u, €
z,(t) + U s

[y (t) = wnll <~
pentru n > ng. Obtinem u,, € z(t) + U si

Wn(1),y") < (wn, ) + NN < o (F(un), ) + Yy < X+l

Multiplicand inegalitatea cu a’, (vezi definitia lui v,) i sumand obtinem

(n(t), ") < A +[ly7l

s apoi
(@), y") < A+l
Facem A\ — o(F(x(t)),y*) si v — 0 si deducem

(y(t),y") < o(F(x(t),y").

Deoarece F'(z(t)) este convexa si inchisa obtinem y(t) € F(z(t)), ceea ce trebuia
demonstrat.

Amintim ca pentru o multime A convexa si inchisa intr-un spatiu local convex
separat Y avem

A={yeY;(y,y") <o(Ay"),Vy €Y},

fapt usor de dovedit folosind o teorema de separare a multimilor convexe prin hiper-
plane [79, p.111]. 0

Sa aplicam Teorema 2.7 la obtinerea unor rezultate de existenta pentru incluzi-
uni diferentiale pe multimi inchise. Sa consideram incluziunea diferentiala

2'(t) € F(z(t)), t>0, (2.9)

unde F': D ~ R" este o multifunctie cu valori nevide, D fiind o submultime a lui
R?. Prin solutie a incluziunii diferentiale (2.9) intelegem o functie z : [0,7] — D
absolut continua si care satisface (2.9) aproape peste tot.

Teoria incluziunilor diferentiale igi are originea in 1936 prin lucrarile lui André
Marchaud [63] si Stanistaw K. Zaremba [100]. Notiunea de solutie utilizata de ei
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difera de cea data mai sus. In 1961, Tadeusz Wazewski [98] a demonstrat ca cele
doua notiuni de solutie sunt echivalente.

Problema care dorim sa o discutam in continuare este cea a existentei solutiilor
lui (2.9) in cazul cand D este mulfime inchisa.

Spunem ca D este domeniu de viabilitate pentru incluziunea diferentiala (2.9)
daca pentru orice xg € D exista o solutie a lui (2.9) cu z(0) = xy. Chiar daca F este
functie, problema nu se incadreaza in teoria clasica de tip Peano. Este clar ca va fi
importanta comportarea lui F' in punctele din Fr(D). Primul rezultat semnificativ
in aceasta directie apartine lui Mitio Nagumo [71] in 1942, rezultat ce da o conditie
necesara si suficienta de existenta pe multimi inchise in cazul cand F este functie
continua. Conditia la care facem referire, numita condifie de tangenta, foloseste
notiunea de con tangent in sensul lui Bouligand, notiune pe care o vom defini in
continuare. Pentru detalii i rezultate legate de conul tangent al lui Bouligand,
precum si alte conuri tangente, trimitem la [101].

Fie X un spatiu normat si D C X o multime nevida. Conul tangent in sensul
lui Bouligand la D in punctul z € D este multimea

Tp(xz) = {v; liminf ld(m + hv, D) = 0}.
hl0  h
Se verifica ugor ca Tp(x) este con inchis iar daca x € int(D) atunci Tp(z) = X.
Rezultatul lui Nagumo afirma ca daca F' este o functie continua si D este inchisa,
atunci o conditie necesara si suficienta pentru ca D sa fie domeniu de viabilitate
pentru (2.9) este ca sa fie indeplinita conditia de tangenta

F(z) € Tp(x), Vx € D.

Pentru cazul cand F' este multifunctie, avem urmatorul rezultat stabilit de Jerrold
W. Bebernes si Jerry D. Schuur [13] in 1970.

Teorema 2.10 Fie D C RP o mulfime inchisa si F' : D ~ RP o multifunctie
superior semicontinud cu valori nevide compacte si convexe. Atunci D este do-
meniu de viabilitate pentru incluziunea diferentiala (2.9) daca si numai dacd este
indeplinita conditia de tangenta

F(z)NTp(z) #0, Ve D. (2.10)
Demonstratie. Sa aratam mai intai ca (2.10) este necesara ca D sa fie domeniu de

viabilitate pentru (2.9). Pentru aceasta, sa observam ca, deoarece F' este superior
semicontinua, exista un sir (¢,) cu t, — 0, ¢, > 0, astfel incat pentru ¢ < t,, avem

F(z(t)) C F(xo) + S(0,1/2n),
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unde z(-) este o solutie pentru (2.9) cu x(0) = xg, x¢ fiind fixat in D. Avem agadar

1 ftn
ZTo + tn, (t/ x'(s)ds) e D.
0

n

Din cauza convexitatii lui F'(zg) avem
1 ftn
Wy, = t—/ 2'(s)ds € F(xg) + B(0,1/2n).
n 0

Prin urmare w, este de forma v, + p, cu v, € F(x¢) si p, — 0. Deoarece F(xg)
este compacta, v, — v € F(xg) (eventual pe un subsir) si deci

2o+ tp(v+ v, —v+p,) €D.

Acest fapt implica v € Tp(xg) si deci v € F(zg) N Tp(xp). S& presupunem acum
ca are loc conditia de tangenta (2.10), sa fixam un zo € D gi sa aratam ca exista
o solutie pentru (2.9) cu z(0) = 2. Fie r > 0 g1 K = D N B(xo,7). Este clar ca
multimea K este compacta si deci F/(K) este marginita (chiar compacta dupa cum
rezulta din Problema 2.8). Exista L > 0 astfel incat ||y|| < L pentru y € F(z) cu
x € K. Vom arata ca exista o solutie pentru (2.9) pe [0,7] unde T = r/(L + 1).
Ideea este de a construi un sir de solutic aproximative si apoi, folosind Teorema 2.9
sa obtinem solutia ceruta. Prezentam in continuare modul de constructie a unui sir
de solutii aproximative. Fie n = 1,2,---. Din conditia de tangenta, pentru fiecare
y € D exista hy, < 1/n si v, € F(y) astfel incat

d(y + hyvy, D) < h,/2n.
Consideram multimile
V(y) = {z € R?; d(z + hyv,, D) < hy/2n},

care sunt vecinatati deschise ale lui y. Exista deci S(y,n,) C V(y) cun, < 1/n.
Multimea compacta K poate fi acoperita de ¢ astfel de sfere, S(y(j),ny()). Pentru
simplitate, sa punem 7; = 1y¢;), hj = hy(j), v; = vyy) st b =min{h;; 7 =1,---,¢}.
Fie acum =z € K. Exista j astfel incat x € S(y;,n;) C V(y;) si deci exista z; € D

astfel incat . ) )
—x

< —d h:v;, D — < =
h] ||_h] (CC—" ]vJ7 )+2n—n

Sa notam u; = (z; — x)/h;. Am demonstrat asadar ca pentru orice z € K exista
h' € [h,1/n] si u € X astfel incat urmatoarele proprietati sunt satisfacute:

ZLj

Jvj —

(i) z+hueD; ue F(K)+ B(0,1);
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(ii) Existay € D, v € F(y) cu ||z —y| < 1/nsi |lu—v] < 1/n.

Vom nota in continuare B = B(0,1) si C' = F(K) + B. Aplicam aceasta schema
pentru zp in loc de = si deducem ca exista hg € [h,1/n] si up € C astfel incat
I :.1'0+h0u0 €D§l

1
(20, up) € Graf(F)+ —B x B.
n

Mai mult, z1 — x¢ € hoC, deci |21 — zo|| < ho(L+ 1), ceea ce implica ||zq — zo|| < 7
daca hg < T, deci 1 € K. Repetam procedeul si deducem ca exista hy € [ho, 1/n]
si uy € C astfel incat xo = 1 + hyuy € D,

(1,u1) € Graf(F) + lB X B,
n

si xg —xg € (ho+ h1)C. Prin urmare, ||xe —xo|| < (ho+h1)(L+1) §i [|z2 — 20| <7
daca hg + h;y < T. Am obtinut asadar ca xo € K. Se continua procedeul si se
observa ca, deoarece h; € [h,1/n], exista un intreg m astfel incat

ho+hi+-+hy <T <hg+hi+- 4 hny

Punem
tOZO, tlzho,"',tm:ho—l-“'—l-hm,tm+1:T

si definim solutia aprozimativa x,, : [0, 7] — RP prin

[L’n(t) = Ti—1 + (t — ti_l)ui_l
pentru ¢t € [t;_q,t;], i = 1,---,;m + 1. Sa observam ca pentru ¢t € (t;_1,t;) avem
|t —t;i_1| < 1/n. De asemenea, deoarece

1
(xi_1,u;—1) € Graf(F)+ —B x B,
n

pentru t € (t;-1,t;) exista (y,v) € Graf(F) astfel incat

1
I () = vll = lluia —0ll < —

i
1

1 1
[en(t) = yll = llzn (@) = ziall + lziy =yl < —fluiall + — < =(L +2).
n non
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Aici am folosit faptul ca u;_; € C gi deci ||u;—1|| < L + 1. Am demonstrat agsadar
ca pentru aproape toti ¢ € [0,T] avem

(xn(t), 2 (t)) € Graf(F) +e(n)B x B

cu £(n) — 0 pentru n — oo, deci conditia (i) din Teorema 2.9 cu y, = ], este
indeplinita. Avem, de asemenea, ||z} (t)|| < L+ 1 a.p.t. si x,(t) € conv(K) pentru
orice ¢t € [0, T]. Din Teorema Arzela-Ascoli deducem ca, eventual pe un subsir, z,(+)
converge uniform pe [0, 7] la o functie continua x(-). Din Teorema lui Alaoglu [79,
p.145] deducem ca, eventual pe un subsir, 2/ (-) converge slab-stelat in L>(0, T; R")
si deci slab in L'(0,7;R") la o functie y. In sfarsit, deoarece

alt) = an(s) = [ a7

o(t) = ats) = [ ylryir

deci y(t) = 2/(t) a.p.t.

Prin urmare, toate ipotezele din Teorema 2.9 sunt indeplinite si deci 2/(t) €
F(z(t)) a.p.t. In plus, este evident ca xz(0) = zo. In sfarsit, deoarece [t—t;_1| < 1/n,
luia|| < L +1, x;-1 € D si multimea D este inchisa, rezulta ca x(t) € D pentru
orice t € [0,7T]. Demonstratia este incheiata. 0

Sa remarcam ca ipoteza ca I’ sa aiba valori convexe este esentiala. Fie F': R ~
R definita prin F'(z) = {—1} pentru > 0, F'(0) = {—1,1} si F'(z) = {1} pentru
x < 0. Multifunctia F' este superior semicontinua, are valori compacte, conditia de
tangenta este verificata dar incluziunea diferentiala «'(t) € F(z(t)), (0) = 0, nu
are solutie. Intr-adevar, z'(t) = —1 daca z(t) > 0, deci z(t) = —t daca z(t) > 0,
ceea ce este absurd.

2.4 Selectii, parametrizari, aproximari

Fiind data o multifunctie F' : X ~ Y, o selectie a sa este o functie care asociaza
fiecarui x € X un element din F(z). Existenta unei selectii este asigurata de
Axioma alegerii. In probleme concrete intereseaza existenta unor selectii cu anumite
proprietati. Problema 6.20 ofera un exemplu (Problema mariajului) in care se pune
problema existentei selectiilor injective. Dandu-se X si Y doua multimi nevide si
F: X ~ Y o multifunctie cu valori nevide si finite, atunci conditia

card(A) < card(F'(A)), (2.11)
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pentru orice multime finita A C X, este suficienta pentru existenta selectiilor in-
jective. Ca model, consideram urmatoarea problema a mariajului, numita astfel
de Hermann Weyl. Fie X multimea barbatilor (necasatoriti), ¥ multimea femeilor
(necasatorite) si F'(z) multimea prietenelor barbatului z. Conditia (2.11) spune ca,
pentru fiecare grup de barbati, numarul lor nu depaseste numarul femeilor prietene
cu ei. De exemplu, nu este posibil ca doi barbati sa aiba cate o singura prietena
si aceea comuna. In aceasta situatie, fiecare barbat se poate casatori cu una din
prietenele sale. Vezi Problema 6.20 pentru rezolvare.

In continuare vom cerceta existenta selectiilor cu anumite proprietati de conti-
nuitate. Un alt aspect este acela de a se studia proprietatile unor selectii obtinute
dupa reguli prescrise. De exemplu, daca Y este spatiu Hilbert si F' : X ~ Y are
valori nevide convexe si inchise, atunci se considera selectia minimala f : X — Y
definita prin f(z) = m(F(x)), unde m(F(z)) noteaza elementul de norma minima
din multimea convexa si inchisa F'(z).

Teorema 2.11 Daca X este spativ metric, Y este spatiu Hilbert si F' : X ~ Y este
o multifunctie continua cu valori nevide convexe si inchise, atunci selectia minimala
f: X =Y definita prin f(x) = m(F(x)) este continud.

Demonstratie. Fie 7o € X si ¢ > 0 fixati. Vom demonstra mai intai ca, pentru
orice € > 0, exista o vecinatate U a lui x( astfel incat pentru x € U avem

1f@)I* < 11f (@o)lI” + e (2.12)

Pentru aceasta, vom folosi proprietatea multifunctiei F' de a fi inferior semicontinua.
Schimband eventual €, vom demonstra de fapt ca pentru € > 0 exista o vecinatate
U a lui z( astfel incat pentru x € U avem

1F @) < Wf(zo)l] + e

Pentru a demonstra acest lucru incepem prin a observa ca, pentru € > 0, exista
Yo € F(z0) astfel incat

llyoll < IIf (o) + €.

Aplicam acum Teorema 2.4 (ii) cu V = S(0, || f(xo)|| + €) si deducem ca exista U,
vecinatate a lui xg, astfel incat pentru orice x € U avem

F(a) < S0, [ f(zo)ll + €)-

De aici rezulta

m(F(x)) € S0, [|f(zo)ll +€)
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pentru x € U, ceea ce trebuia demonstrat.

Continuam demonstratia observand ca, daca f(zp) = 0, atunci (2.12) implica
faptul ca f este continua in zy. Daca || f(xg)| > 0, folosind proprietatea multifun-
ctiei F' de a fi superior semicontinua, deducem ca exista W, vecinatate a lui x,
astfel incat pentru z € W exista y, € F(zo) cu

1f () = el < e/I[l.f (o)l (2.13)
Intr-adevar, folosind Definitia 2.1 cu
V= F(xo) + 50,/ f (o))
deducem existenta unei vecinatati W a lui xy astfel incat pentru x € W avem
F(x) C F(xo) + 5(0,¢/[[f (o)D),

deci
f(x) € F(wo) +5(0,/|[f (o)),
si ca atare are loc (2.13). Din (2.13) si inegalitatea lui Cauchy deducem

(f(20),yz) — &

Pe de alta parte, o caracterizare variationala a elementului de cea mai buna aprox-
imare pentru o multime convexa si inchisa in spatii Hilbert da

(f(z0),y — f(x0)) = 0
pentru orice y € F(xg), ceea ce implica
(f(20), fx) — flz0)) = —&. (2.14)
In sfarsit, deoarece
LF (@)1 = [1f (o)l + [ (o) — f(2)|I* + 2{f (o), f(x) = f(z0)),
din (2.12) si (2.14) avem
1f (o) = f(@)|I* = 2¢ < || f(wo) — f(@)II* + 2(f (x0), f(x) = f(z0)) <,

deci

1f(z) = f(zo)||* < 3e.
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Demonstratia este incheiata. 0

Vom aplica Teorema 2.11 pentru stabilirea unui rezultat privind problema para-
metrizarii unei multifunctii. Spunem ca multifunctia F': X ~» Y este parametrizata
daca se poate pune in evidenta o multime U si o functie f : X x U — Y astfel incat

F(x) = f(z,U).

Sa observam ca, daca F' are o parametrizare continua, fixand uy € U, obtinem ca
functia = — f(z,ug) este o selectie continua a lui F. Asgadar, problema parametri-
zarii este mai dificila decat cea a existentei selectiilor continue.

Corolarul 2.3 Fie X un spatiu metric st F': X ~ R"™ o multifunctie continud cu
valori nevide convexe si compacte. Atunci existd o functie continuda f : X x B — R"
astfel incat pentru orice x € X avem F(x) = f(x,B), unde B este sfera unitate
tnchisa de centru 0 si raza 1 din X.

Demonstratie. Notam
xr) = max{l, inf
(o) = max{1, inf [yl
si definim functia f : X x B — R" prin

flz,u) =n(F(x),p(x)u)

unde 7(F(z),p(z)u) noteaza proiectia elementului p(z)u pe multimea convexa si
compacta F'(x). Este usor de vazut ca F(z) = f(x, B) pentru x € X. Mai raméane
de aratat ca functia f definita mai sus este continua. Pentru aceasta se utilizeaza
Teorema 2.11 pentru a deduce ca functia p este continua si apoi Teorema 2.5.

Revenind la selectii, sa observam ca existenta selectiilor continue este tipica
multifunctiilor inferior semicontinue. Exista multifunctii superior semicontinue cu
valori convexe si compacte care nu au selectie continua. De exemplu, multifunctia
F : R ~ R definita prin F(z) = {—1} pentru z < 0, F'(z) = [-1,1] pentru x = 0
si F(z) = {1} pentru z > 0 nu are selectie continua.

Vom vedea in continuare ca daca multifunctia F': X ~» Y are o selectie continua
intr-o vecinatate a unui punct xo, atunci ea este inferior semicontinua in xg.

Definitia 2.6 Spunem ca multifunctia stricta F': X ~ Y este local selectionabila
in zg € X daca pentru yg € F(z¢) exista o vecinatate deschisa U a lui zg si o functie
continua f : U — Y astfel incat f(zo) = yo si f(z) € F(z) pentru orice x € U.
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Propozitia 2.7 Daca multifunctia F' este local selectionabila in xo atunci ea este
inferior semicontinud in .

Demonstratie. Fie yo € F(xg) si V o vecinatate deschisa a lui yo. Trebuie
sa aratam ca exista o vecinatate W a lui zy astfel incat pentru x € W avem
F(x)NV # (. Fie f : U — Y o selectie locald, continua, cu F(zg) = yo i fie
W C U o vecinatate deschisa a lui zq astfel incat f(z) € V pentru x € W. Avem
f(z) € F(x) NV pentru orice x € W si demonstratia este incheiata. 0

De asemenea, folosind partitia unitatii, in anumite conditii existenta locala a
selectiilor continue asigura existenta unei selectii continue.

Propozitia 2.8 Fie X un spativ metric, Y un spatiu liniar topologic si F' : X ~'Y
o multifunctie cu valori nevide $i convexe. Presupunem ca F este local selectionabila
in orice punct xg € X. Atunci F' are o selectie continua.

Demonstratie. Fiecarui x € X ii asociem un element y € F(x) i o selec-
tie continua (local) f : U, — Y, U, fiind o vecinatate deschisa a lui z. Familia
{U,; © € X} este o acoperire deschisa a lui X. Fie {Vj; i € I} o rafinare deschisa
local finita a sa. Pentru fiecare i € I exista x(i) € X astfel incat V; C Upyy).
Consideram {p;; ¢ € I} o partitie a unitatii subordonata familiei {V;; i € I} si

definim

= 2_pi(w) fagp (u

iel
Daca i este astfel incat p;(u) > 0 atunci u € V; C Uy si deci fo)(u) € F(u). Cum
F(u) este convexa deducem ca f(u) € F(u) pentru orice u € X. 0

Demonstram acum rezultatul central din teoria selectiilor continue obtinut de
Ernest Michael [65] [66] in 1956.

Teorema 2.12 (Michael) Fie X un spatiu metric, Y un spativ Banach gi F': X ~»
Y o multifunctie inferior semicontinua cu valori nevide convexe si inchise. Atunci
I are o selectie continua.

Pentru demonstratie avem nevoie de

Lema 2.1 Fie X un spativ metric, Y un spativ normat si F : X ~'Y o multifunc-
tie inferior semicontinud cu valori nevide si convexe. Atunci, pentru r > 0 existd o
functie continua f : X — Y astfel incat d(f(x), F(x)) <r, pentru orice x € X.
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Demonstratie. Pentru fiecare y € Y fie
Uy,={z € X; dy, F(z)) <r}.
Multimile U, sunt deschise deoarece
U,={reX; Flx)NS(y,r) # 0}

iar I este inferior semicontinua. Familiald = {U,; y € Y'} este o acoperire deschisa
alui X. Fie V = {Vj; i € I} o rafinare deschisa local finita a sa si {p;; i € I} o
partitie a unitatii subordonata ei. Deci pentru fiecare i € I exista y(i) astfel incat
Vi C Uy(). Definim

f@) =2 pi(x)y(0).

il
Este clar ca f este continua. In plus, daca p;(z) > 0 atunci z € V; C Uy
si deci d(y(i), F(z)) < r. De aici, folosind convexitatea lui F(x), deducem ca

d(f(x), F(x)) <. 0

Demonstratia Teoremei 2.12. Vom construi un gir de functii continue f; : X —
Y astfel incat pentru x € X sa avem

(@) |fi(@) = fia(@)] <272, k> 2;
B d(fu(z), F(z)) <2°F, k> 1.

In acest caz, (a) implica faptul ca girul de functii (f,,) este uniform Cauchy si deci
este convergent la o functie continua f : X — Y, iar din (b) rezulta imediat ca
f(z) € F(x) pentru orice z € X. Existenta lui f; satisfacand (b) rezulta din Lema
2.1. Presupunem ca am construit fi, fo,---, f,, sl construim f, ; care sa satisfaca
(a) §i (b). Pentru aceasta, definim multifunctia F,,;1 : X ~ Y prin

Fopi(z) ={y € F(z); |ly = falo)]l <277}

Din ipoteza inductiva, F, 1(x) # 0 pentru z € X. Ardtam ca F,,; este inferior
semicontinua. Pentru aceasta, fie V' deschisa in Y si fie

U={z€X; F,u(z) NV #£0}.
Aratam ca U este deschisa. Fie g € U giyg € Fy1(20)NV. Luam A cu proprietatea

lyo — falzo)| < A< 27"
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si consideram multimea

Q=1{yeY; |ly— fulzo)ll <A},
care este evident nevida. Fie

Uy={zeX,; Flx)NVNQE #0}
U ={z € X; [[fu(z) — fa(zo)|| <277 — A}

Multimea U; este deschisa pentru ca F este inferior semicontinua. Multimea U, este
deschisa pentru ca f,, este continua. Este ugor de verificat faptul ca zo € Uy NU; C
U, deci multifunctia F},;, este inferior semicontinua.
Aplicam Lema 2.1 multifunctiei F,; si determinam f,,; : X — Y cu propri-
etatea
d(fn+1(1[‘), Fn+1(l’)) < 2—n—17 Vo € X.

Obtinem
| fra1(x) — fu(2)|| < g~n=l 4 o=n _ g=ntl

care implica (a) si

d(for1(2), F(2)) < d(fas1(2), Foni(2)) <2777,

care implica (b). Demonstratia este incheiata. 0

Corolarul 2.4 Fie multifunctia F' ca in Teorema 2.12. Fie A C X o multime
inchisa si fie o+ A — Y o functie continud cu o(x) € F(x) pentru orice x € A.
Atunci p poate fi extinsa la o selectie continud a lui F' pe intreg spatiul. In particular,
daca se fizeaza xy i yo astfel incat yo € F (o), atunci exista o selectie continud f
alui F cu f(xg) = .

Demonstratie. Se considera multifunctia

| F(z) dacax¢ A
Glz) = { {¢p(z)} dacazre A

si se aplica Teorema 2.12. Vezi Problema 6.23 din care rezulta ca G este inferior
semicontinua. 0

Sa remarcam faptul ca Teorema 2.12 a lui Michael are loc si daca X este spatiu
compact. In demonstratie se foloseste faptul ca orice acoperire local finita are o
partitie a unitatii subordonata ei. De asemenea, Y poate fi spatiu local convex
metrizabil.
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Sa prezentam o aplicatie simpla a Teoremei 2.12. Este un exercitiu simplu faptul
ca daca X si Y sunt spatii Hilbert, un operator surjectiv 7" € L(X,Y’) are invers
la dreapta un operator S € L(Y, X). Sa schitam demonstrtia acestui fapt. Notam
cu X; = kerT si cu Xo = Xi-. Definim operatorul S astfel: pentru y € Y, luam
x € X cu proprietatea ca Tx = y si ||z]| < 7]|y||, unde =y este o constanta data
de Teorema aplicatiilor deschise (vezi Capitolul 3). Elementul z € X se scrie in
mod unic ca x = x1 + x5 cu 1 € X; §i 9 € Xo. Definim S(y) = xo. Se verifica
usor ca operatorul S este bine definit liniar i marginit. Pentru ultima proprietate
observam ca

IS = llz2ll < flz]l < Allyll-

O problema naturala este aceea daca proprietatea de mai sus se mentine in
cazul cand X si Y sunt spatii Banach. Raspunsul este negativ. In demonstratia
de mai sus s-a folosit in mod esential faptul ca un subspatiu liniar inchis are un
complement. Precizam ca un subspatiu liniar inchis X; al lui X are complement
daca exista un subspatiu liniar inchis X5 astfel incat

X =X,® X,

Problema 6.21 arata ca aceasta proprietate este necesara pentru ca un operator
liniar continuu si surjectiv sa aiba invers la dreapta un operator liniar si continuu.
Ori, Joram Lindenstrauss gi Lior Tzafriri [61] au demonstrat in 1971 ca un spatiu
Banach care are proprietatea ca orice subspatiu inchis are un complement (subspatiu
inchis), este izomorf cu un spatiu Hilbert. Exemple de subspatii inchise care nu au
complement au fost date mult mai inainte, incepand cu Ralph S. Phillips [73] care
a aratat in 1940 ca ¢y nu are complement in l,,. Totusi, Teorema 2.12 arata ca

Un operator lintar continuu i surjectiv in spatic Banach are invers la dreapta o
functie continua.
Se pierde eventual liniaritatea. Intr-adevar, fie T' € L(X,Y) un operator surjectiv
si fie multifunctia F': Y ~» X, F(y) = T~'y. Problema 6.28 arata ca multifunctia
I este inferior semicontinua. Este un exercitiu simplu faptul ca celelalte ipoteze din
Teorema 2.12 sunt verificate. Selectia ce rezulta este functia cautata. Problema 6.32
pune in evidenta existenta unui invers la dreapta cu proprietati suplimentare. Vezi
de asemenea Problema 6.22 pentru o aplicatie in teoria incluziunilor diferentiale.

Dupa cum am vazut, exista multifunctii superior semicontinue cu valori com-
pacte si convexe care nu au selectii continue. Pentru multifunctii superior semi-
continue se pot obtine rezultate de existenta a selectiilor aproximative. Rezultate
semnificative in aceasta directie au fost obtinute de Arigo Cellina in anii 1970. Vezi,
de exemplu, [29].
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Teorema 2.13 Fie X spatiu metric, Y spatiu Banach si F : X ~'Y o multifunctie
superior semicontinud cu valori nevide si convexe. Atunci, pentru orice € > 0, exista
fe : X — Y local lipschitziana cu proprietatile

(i) fo(X) C convF(X)
(i) Graf(f.) C Graf(F) + S(0,¢).

Demonstratie. Este suficient sa presupunem ca multifunctia F' este € —d superior
semicontinua. Prin urmare, pentru fiecare z € X exista 6(x) > 0 astfel incat

F(S(z,6(x))) C F(z)+ 5(0,e/2).
Putem lua d(x) cu proprietatea d(z) < /2. Familia
S ={S(z,0(x)/4); x € X}

este o acoperire deschisa a spatiului X. Fie i = {U;; i € I} o rafinare local finita
a sa gl {p;; © € I} o partitie local lipschitziana a unitatii subordonate ei. Pentru
fiecare i € I luam z; € F(U;), apoi definim

fa(fﬂ) = sz(if)zz

Sa aratam ca f. indeplinegte conditiile cerute. Este clar ca f. este bine definita,
local lipschitziana si ia valori in convF(X). Deoarece U este o rafinare a lui S,
pentru fiecare ¢ € I exista z; € X astfel incat

Fie x € X i fie I(x) acei indici ¢ pentru care p;(z) > 0. Deducem ca x € U; si deci
x € S(x;,0(z;)/4) pentru ¢ € I(x). Fie 6(x;) = max{d(x;); i € I(x)}. Notam cu p
metrica pe X gi observam ca

o(z;) L o(x;) < o(z;)

pentru i € I(z). Prin urmare,
Ui € 5(x5,0(x5))

i deci
; Z; EF(S($J,5($j>> CF($J)+S(O,€/2)
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Avand in vedere ca multimea F(z;) + S(0,¢/2) este convexa, rezulta ca
fe(z) € F(z;) +5(0,¢/2).
In consecinta, exista y; € F'(x;) astfel incat || f.(z) — ;|| < /2. Obtinem astfel
Pz, fe(2)), (5, 45)) < pla, z;) + p(fe(x),y;) <&,
unde p noteaza metrica pe sptiul produs X x Y. Ca atare,
(z, f-(x)) € Graf(F) + S5(0,¢),
ceea ce incheie demonstratia. 0

Acest rezultat impreuna cu Teorema de punct fix a lui Schauder ne conduce la
o demonstratie a Teoremei de punct fix a lui Kakutani in cadrul spatiilor Banach.
Vezi Capitolul 4.

Teorema 2.14 Fie K o mulfime convexa st compacta intr-un spatiu Banach X
si ' K ~ K o multifunctie superior semicontinud cu valori nevide convexe §i
compacte. Atunci exista o € K astfel incit xg € F(xg).

Demonstratie. Fie (f,) un sir de functii continue, f, : K — X, astfel incat
Graf(f,) C Graf(F) + S(0,¢,)

si fu(K) C F(K) C K, dat de Teorema 2.13, unde ¢, — 0. Aplicand Teorema
de punct fix a lui Schauder deducem ca exista z,, € K astfel incat f,(z,) = z,,
pentru orice n = 1,2, ---. Sirul (x,,) are un subsir (pe care-1 vom nota tot cu (z,))
convergent la zp € K. Vom arata ca acesta este punctul fix cautat. Intr-adevar,
exista (pp, q,) € Graf(F') astfel incat

(Tn, fu(2n)) € (Pn, @) +5(0,2n),

deci
|Zn = Pull + |70 — anll < €n.

Deducem ca p,, — g, ¢, — xo si deci xg € F(x9). 0

Am vazut in Capitolul 1 ca o functie continua se poate aproxima uniform
prin functii local lipschitziene. Stabilim acum un rezultat de aceeasi natura pen-
tru multifunctii. Ideea aproximarii multifunctiilor superior semicontinue in sensul
prezentat mai jos apartine, in cazul finit dimensional, lui Stanistaw Zaremba [100].
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Teorema 2.15 Fie X $iY spativ Banach, D C X i F': D ~'Y o multifunctie cu
valori nevide convexe si inchise. Atunci exista F,, : D~ Y, n > 1, cu urmatoarele
proprietats

(a) F(z) C Fhq1(z) C F,(z) C convF(D N S(x, 3e,)) pentru orice x € D, unde
En=3""

(b) Daca F este local marginita atunci F, este local lipschitziand pentru n sufi-
cient de mare;

(¢) Daca F este superior semicontinua atunci, pentru fiecare x € D,

I(Fu(z), F(x)) —0

pentru n — oO.

Precizam ca §(A, B) este distanta Hausdorff-Pompeiu definita in (2.5).

Demonstratie. Fie U = {U;; i € I} o rafinare local finita a acoperirii deschise a
lui D,
S ={S(z,e,)ND; z € D},

si fie {p;; i € I} o partitie local lipschitziana a unitatii subordonata ei. Pentru
fiecare i € I, fie z; € D astfel incat U; C S(x;,e,). Punem

EFo(z) =Y pi(2)C,

i€l

unde

Sa demonstram (a). Daca p;(z) > 0 atunci z € U; C S(z4,¢,) si deci
S(x;,2e,) C S(z,3e,).
De aici rezulta usor ca
F,(x) C convF(S(z,3e,) N D).

In plus avem

pentru orice n > 1. Pentru a dovedi acest fapt, luam ¢ astfel incat p;(z) > 0,

deducem x € S(z4,2¢,) si F(z) C C;. Cum F(x) este convexa, rezulta F(z) C
F,.(z). In sfarsit, sa dovedim ca

Foi1(x) C Fu(x).
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Fie {V;; i€ J}, {q; j€ J}, {y;; j € J}si{Bj; j€ J} obtinuti in acelagi mod ca
{Usi; i €1}, {pi; i € I}, {x;; i € I} sirespectiv {C;; i € I} in cazul in care g, se
inlocuiegte cu €,. Fie, de asemenea,

Frii(r) = > q;(2)B;.

jeJ

Avem deci
B; =convF(S(yj,2e041) N D).

Aratam mai intai ca daca ¢ si j sunt astfel incat p;(z) > 0 si ¢;(z) > 0, atunci
B; C C;. Intr-adevar, x € U;, v € V}, deci v € S(w4,e,) 51 v € S(yj,En41)-
Obtinem astfel

|zi — yjll < en+ enta,

deci S(y;, 2en41) C S(w;,2e,,), ceea ce conduce la B; C C;. Prin urmare B; C F,(z)
pentru orice j pentru care ¢;(x) > 0 si deci Fj,1(z) C Fy(x).

Sa demonstram acum (b). Fie zy € D, fie 6 > 0 si M > 0 astfel incat ||y|| < M
pentru z € B(zo,d) N D siy € F(z). Fie, in plus, p < 0/2 astfel incat p; sunt
lipschitziene pe B(xg, jt). Deoarece U este local finita, exista indicii 44, - - - , 4, astfel
incat

Ui ﬂS(l’o,M) 75 Q)

pentru ¢ € {iy,---,i,} iar daca i & {i1,---,4,} avem p;(z) = 0 pentru = € S(zo, p1).
Sa aratam ca daca n este astfel incat e, < 6/2, 7 € {i1, --,1,} si y € C;, avem
lly]| < M. Pentru aceasta este suficient sa aratam ca daca z € S(x;,2¢,) N D si
y € F(2) atunci ||y|| < M. Este suficient sa aratam ca z € B(zo,d). In acest scop,
fie u; € U; N S(xo, pr). Avem |lu; — xo|| < §/2 si deoarece U; C S(zo,€,), deducem

||.TZ — JI()H < é&p+ 5/2
In sfarsit,
|z — zoll < ||z — @il| + ||wi — @ol| < 2en +e,+6/2 <6,

Obtinem astfel ca, daca =,y € B(xg, u),

< ML|z —yl|

Y opi@)e =Y piy)e

i€l el

pentru orice ¢; € C;, unde L este o constanta Lipschitz pentru p;,, k € {1,---,p},
pe B(xg, ). Acest fapt spune ca

Fu(z) C Fu(y) + ML[lz — y| B(0, 1)
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pentru x,y € B(xg, pt), ceea ce incheie demonstratia punctului (b).
Sa demonstram (c). Datorita faptului ca F(x) C F,(z), ramane sa aratam ca
pentru fiecare x € D, avem

sup d(h,F(z)) —0
hE€F, (x)

pentru n — oo. Deoarece F' este superior semicontinua, pentru € > 0 exista ¢ > 0
astfel incat
F(S(x,0)) C F(x)+ S(0,¢),

deci, pentru n suficient de mare incat 3¢, < J, avem
F,(x) Cc convF(S(z,3e,) N D) C F(z) + S(0,¢).
Obtinem astfel

sup d(h, F(z)) <e,

heFy(x)

si demonstratia este incheiata. O

Observatia 2.1 In demonstratia punctului (¢) am dedus ca pentru fiecare x € D
si e > 0 exista n(e, x) € N astfel incat, pentru n > n(e, x),

F.(z) C F(z)+ S(0,¢).
Acest fapt impreuna cu (a) implica

neN

De asemenea, este clar ca fiecare F, are o selectie continua.

Prezentam acum un rezultat de prelungire de tipul Teoremei lui Tietze de la
functii.

Teorema 2.16 Fie X si Y spatii normate, A C X o mulfime inchisa si nevida
si F': A~Y o multifunctie e — § superior semicontinud cu valori nevide inchise
marginite si convere. Atunci exista o extensie G : X ~ Y, € — 0 superior semicon-
tinua cu valori nevide inchise marginite si conveze §i care, in plus, satisface

G(X) C conv(F(A)).
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Demonstratie. Deoarece multimea A este inchisa, pentru fiecare z € X \ A exista
e(x) > 0 astfel incat S(z,e(z)) N A = (. Familia

S ={S(z,e(x)/8); x € X \ A}

este 0 acoperire deschisa a multimii X'\ A. Field = {U;; ¢ € I} o rafinare local finita
si {pi; © € I} o partitie local lipschitziana a unitatii subordonata ei. Construim

Fi(z) = F(z) pentru z € A
BT Sierpi(@)F(x) pentrua € X\ A,

unde z; € A este astfel Incat

Sa remarcam faptul ca pentru fiecare ¢ € [ exista x; € A cu proprietatea (2.15).
Pentru aceasta, observam mai intai ca

inf{d(z,A); x € U;} > 0.

Intr-adevar, deoarece U este o rafinare a lui S, pentru fiecare i € I exista z; € X\ A
astfel incat
Ui C S(zi,e(2)/8) C S(zi,e(z)) C X\ A.

Daca z € U; si y € A, din prima incluziune de mai sus rezulta
[l — 2zl < e(z)/8,
iar din ultima incluziune rezulta
ly = zill = e(=).
Obtinem astfel ||z — y|| > (7/8)e(z;) pentru orice x € U; si y € A. Asadar
inf{d(z, A); x € U;} > £e(z) > 0.

In particular,

diam(U;) < inf{d(z, A); = € U;}. (2.16)

Deoarece
2inf{d(z, A); z € U;} > inf{d(z, A); = € U;},

exista 2’ € U; astfel Incat

d(z', A) < 2inf{d(z, A); x € U}
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si deci exista x; € A astfel incat
|z — x;]| < 2inf{d(z, A); = € U;}.

De aici rezulta (2.15).

Sa aratam ca multifunctia F; construita mai sus este € —¢ superior semicontinua.
Fie 20 € X \ A §1 V o vecinatate deschisa a lui xq astfel incat V' N A = (). Exista
un numar finit de elemente din U, U;,, k =1, -, ¢, astfel Incat

U, NV #0.

Deoarece suppp; C U;, rezulta ca pentru x € V gi i ¢ {iy,i2,---,4,} avem p;(x) = 0.
Deci pentru x € V,

Fi(z) = Zp (o) F(as,).

Este clar ca F} este superior semicontinua in zy. Consideram acum cazul z € Fr(A).
Fie € > 0 si 6; > 0 astfel incat

F(x) C F(x) + S(0,¢),
pentru orice x € A cu ||z — zo|| < ;. Vom arata ca exista dy > 0, dy < 6y, astfel
incat, daca © ¢ A si ||x — xo|| < b2, avem

Fi(z) C F(zo) + S(0,¢).
Pentru aceasta, observam ca daca p;(x) > 0 atunci x € U; si, combinand (2.15) si

(2.16), obtinem
|z — x| < 3d(z, A).

Deoarece xg € A, d(x, A) < ||z — x| si deci
[ = woll < 4l — o
Prin urmare, considerand d = 6;/4 deducem ca pentru z € X \ A cu ||z — x| < 02
si pentru acei indici ¢ pentru care p;(z) > 0,
F(z;) C F(xo) + 5(0,¢).
De aici, i din convexitatea lui F'(xg), obtinem
Fi(x) C F(xo) + S(0,¢) = Fi(xz0) + S(0,¢).

Am demonstrat agadar ca multifunctia F; este € — § superior semicontinua pe X.
Ea are valori convexe si marginite dar poate sa nu aiba valori inchise (pentru ca
suma a doud multimi inchise poate sa nu fie inchisa). Pentru a incheia demonstratia
luam G = F} si aplicam Propozitia 2.4. 0



Capitolul 3

Principiul aplicatiilor deschise

3.1 Teorema Robinson - Ursescu

Unul dintre cele mai profunde rezultate din teoria operatorilor liniari continui in
spatii Banach este Principiul aplicatiilor deschise publicat de Juliusz Schauder [85]
in 1930 si de Banach in faimoasa sa carte Théorie des opérations linéaires aparuta in
1931 i tradusa in franceza [9] in 1932. Ca si Principiul marginirii uniforme obtinut
de Theophil H. Hildebrandt [46] in 1923, Principiul aplicatiilor deschise s-a dovedit
deosebit de util intr-o varietate larga de probleme. Sa enuntam acest rezultat.

Teorema 3.1 Fie X i Y spatii Banach si T € L(X,Y) un operator surjectiv.
Atunci urmatoarele afirmatii (echivalente intre ele) au loc.

(a) T este aplicatie deschisa;

(b) Ezista v > 0 astfel incat, pentru fiecare y € Y, exista x € X cu Tx =y §i
el < llyll;

(¢) Ezista § > 0 astfel incat B(Tx,t) C T'(B(x,0t)) pentru oricex € X git > 0.

(d) Ezista o > 0 astfel incat, pentru orice (z,y) € X XY,

d(z, T (y)) < ally — Ta|.

Desi afirmatiile de la (¢) si (d) sunt interpretari imediate ale lui (b), le-am
enuntat aici pentru ca ele sunt esentiale in intelegerea a ceea ce urmeaza in acest
capitol. Sa precizam ca marginea inferioara a valorilor pentru constantele v, ¢ si
a este ||(A*)7Y|, fapt usor de aritat. Proprietatea enuntati la (c) afirma ci sfera
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centrata in Tz si raza t este acoperita de imaginea prin T a unei sfere de raza ot.
In literatura matematica, aceasta se numeste proprietatea de acoperire lintara in
(x,Tz) (daca se verifica macar pentru ¢ mic). Daca inegalitatea de la (d) se verifica
pentru y = gy si x Intr-o vecinitate a lui xy cu (zg,y0) € Graf T, se spune ca
T are proprietatea de regularitate metrica in (xg,yo). Aceasta terminologie a fost
introdusa Jean-Paul Penot in anii 1980.

Un principiu de baza in analiza neliniara (neteda) este acela ca o functie “satis-
face” local proprietatile derivatei sale. Acest principiu, legat de Teorema aplicatiilor
deschise de mai sus, se regaseste in doua teoreme clasice ale analizei matematice:
teorema spatiului tangent demonstrata de Lazar A. Lyusternik [62] in 1934 si teo-
rema surjectiei demonstrata de Lawrence M. Graves [40] in 1950, fiecare fiind legata
de cate una dintre cele doua interpretari ale Teoremei 3.1.

Astfel, teorema lui Lyusternik afirma ca varietatea liniara tangenta la multimea
FYyo) In punctul zo € f~(yo) este kerf'(xy) unde f: X — Y este de clasd C! si
satisface conditia de regularitate (sau conditia Lyusternik)

Imf'(x9) =Y.
De fapt, demonstratia lui Lysternik conduce la faptul ca exista K > 0 astfel incat

d(z, f () < K|lyo — f(2)]

pentru orice z € xo+ker f'(zy) suficient de aproape de zy si, cu o usoara modificare
a demonstratiei, pentru orice x € X suficient de aproape de x;.

Teorema lui Graves afirma, intr-o forma particulara, ca daca f : X — Y este de
clasi C! in zg si satisface conditia de regularitate a lui Lyusternik Imf’(z¢) = Y
atunci exista m > 0 astfel incat, pentru ¢ > 0 suficient de mic, imaginea prin f a
unei sfere centrata in xy de raza t contine sfera de raza mt centrata in f(zg). De
fapt proprietatea are loc pentru x intr-o vecinatate a unui punct xg, deci are loc
proprietatea de acoperire liniara. Abia la inceputul anilor 1970, Alexander D. Ioffe
si Vladimir M. Tikhomirov au demonstrat ca in conditiile teoremei lui Graves are
loc proprietatea de regularitate metrica. Vom reveni asupra acestor rezultate in
Sectiunea 4 a acestui capitol.

In continuare ne vom ocupa de o extindere a teoremei aplicatiilor deschise la
multifunctii cu grafic convex si inchis, stabilita in 1975 de Corneliu Ursescu [92] si,
independent, in 1976 de Stephen M. Robinson [80]. Acest rezultat a avut un impact
major si a determinat o directie de cercetare deosebit de prolifica.

Teorema 3.2 (Robinson -Ursescu) Fie X si Y spatii Banach si F: X ~ Y o
multifunctie convexd si tnchisd. Fie yy € int(ImF) si g € F~'(yg). Atunci
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(1) Ezista v > 0 astfel incat

(i) Ewistd a > 0 astfel incat, dacd y € B(yo, ), existd x € F~(y) cu

1
I = oll < —ly = woll;
o

(i13) Ewista B > 0 astfel incdt, daca y € B(yo,5), u € Dom(F) gi v € F(u),
existd x € F~1(y) cu

1
|W—UH§BQ+WU—$NWy—Mh

(tv) Exista B > 0 (acelagi de la (iii)) astfel incat, daca y € B(yo, ) si u €
Dom(F),

d(u, F7H(y)) < (1 + [lu — ol )d(y, F(w)).

|

Se vede ugor ca (7i7) este o proprietate de acoperire liniara iar (iv) de regularitate
metrica. Dupa cum se va vedea mai jos, se demonstreaza intai punctul (7), acesta
fiind pasul cel mai dificil, apoi se demonstreaza (iii). Este clar ca (ii) este un caz
particular al lui (#i7) daca se ia u = g i v = yp. Avem deci:

Ezista doud constante pozitive « gi [ astfel incat pentru fiecare y cu ||y —yol| <
« eristd ¥ € F~(y) satisfacand

[l = zoll < Blly — woll

Inainte de a demonstra aceasta teorema sa facem cateva comentarii. In primul
rand sa observam ca o consecinta imediata este

Corolarul 3.1 In conditiile Teoremei 3.2, pentru orice V€ V(zg) avem F(V) €
V(yo)-

Demonstratie. Pentru V' € V(x) exista 6 > 0 astfel incat S(zo,9) C V.
Considerand « dat de (i7) si v > 0 astfel incat v < « si By < ad, rezultd imediat
i S(,7) C F(V). -

Sa remarcam faptul ca in cazul unui operator liniar continuu si surjectiv 7T,
concluzia Corolarului 3.1 este echivalenta cu (c¢) si deci cu (a). Prin urmare, Teo-
rema 3.1 este un caz particular al Teoremei 3.2. Acest rezultat se poate generaliza
in forma urmatoare.
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Corolarul 3.2 Fie X, Y, Z spatii Banach, T € L(Z,Y) i S € L(X,Y). Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(i) T(Z) C5(X);
(i1) Ezista k > 0 astfel incat T(B(0,1)) C S(B(0,k)).

Demonstratie. Implicatia (i) = (7) este imediata. Pentru a demonstra recip-
roca, luam multifunctia F' = T-1S si aplicim Teorema 3.2. 0

Observatia 3.1 Proprietatile enuntate la (i) i (ii) au caracterizari duale deosebit
de utile in aplicatii. Astfel, daca X este reflexiv, (i) < (ii) < (iii) unde

(i) [Ty < KIS™y™|| vy e Y™
In general, (iii) este echivalent cu
(iv) {T(); llzll < 13 € {Sw; [lo]] < K|}

Daca T este operatorul identic (deci Z =Y'), atunci (i) < (i) < (i4i) fara conditii
suplimentare. Acest fapt exprima ca un operator S € L(X,Y), unde X si Y sunt
spatii Banach, este surjectiv daca si numai daca adjunctul sau are invers marginit
pe imaginea sa. Demonstratia acestor fapte o lasam ca exercitiu.

Sa observam ca afirmatia (b) din Teorema 3.1 implica faptul ca multifunctia
F = T~! este lipschitziana de constanta Lipschitz v, adica,

F(xy) C F(xg) + 7|71 — 22||B(0,1) Vzp,29 € X.

Rezultatul este adevarat si pentru procese convexe.

Corolarul 3.3 Fie X si Y spatii Banach si F': X ~ Y un proces convex inchis si
surjectiv, adicd F(X) =Y. Atunci multifunctia F~! este lipschitziand.

Demonstratie. Luam in Teorema 3.2 xg = yy = 0. Prin urmare, exista «, 3 >0
astfel incat, pentru orice y € Y cu |ly| < «, existda z € F~!(y) astfel incat
llz|| < Blly||. Deoarece Graf(F') este con, exista L > 0 astfel incat, pentru orice
y €Y, exista z € Fl(y) cu ||z|| < L|y||. Fixdm acum y;,92 € Y si ludm
T € F7 Y (y;) sit € F~'(yo — y1) satisfacand ||t]| < L|jy1 — y2||. Avéand in vedere
ca Graf(F) este con convex, deducem x5 = z; +t € F~!(ys), ceea ce incheie
demonstratia. 0

Pentru demonstratia Teoremei 3.2 avem nevoie de cateva chestiuni preliminare.
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Definitia 3.1 Fie X un spatiu liniar topologic. O submultime nevida a lui X se
numeste ideal converd daca pentru orice sir marginit (x,) C A si orice sir () cu
An > 081372, N\ =1, seria 72, A\;x; ori este convergenta la un element din A ori
este divergenta.

Daca X este spatiu Banach, avand in vedere ca girul (z,) este marginit, rezulta
ca seria » 2 \;z; este chiar absolut convergenta. Deci in acest caz multimea A
este ideal convexa daca suma seriei este un element din A.

Urmatoarea lema pune in evidenta o proprietate remarcabila a multimilor ideal
convexe, rezultat obtinut de Evgenij A. Lifshits (Lifsic) in 1970 [60].

Lema 3.1 Fie A o multime ideal convexa intr-un spatiu Banach X. Atunci

intA = int(A).

Demonstratie. Aratam ca daca y € int(A) atunci y € intA. Este suficient sa

luam y = 0, altfel lucram cu A — y in loc de A. Presupunem deci ca 0 € int(A).
Exista 0 > 0 astfel incat

B(0,8) ¢ AN B(0,5) ¢ AN B(0,6) € AN B(0,5) + B(0,6/2).

Am folosit aici urmatorul rezultat [79, p.14], [101]:
Pentru orice submulfime A a unui spatiu liniar topologic,

A= ((A+V),

Vey

unde V este un sistem fundamental de vecinatati ale originii.
In consecinta, pentru fiecare t > 0 avem

B(0,t6) C t(AN B(0,0)) + B(0,t5/2).
Fie x € B(0,6/2). Pentru t = 1/2, exista x7 € AN B(0,6) si y1 € B(0,6/4) astfel

incat

xr = %l’l —+ Y.
Continuand procedeul cu ¢ = 1/22/1/23 .- 1/2" - - obtinem sirurile (z,) C AN
B(0,6), (y.) C B(0,5/2""!) cu proprietatea

1
Yn = SuyiTnti + Ynt1-
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Avem 5
L |
|z — ZE%H = [lyall < il
deci
Bl =2 "

Deoarece A este ideal convexa, © € A. Am aratat astfel ca B(0,/2) C A, ceea ce
dovedegte ca 0 € intA gi astfel lema este demonstrata. 0

Lema 3.2 O multime convexa inchisa si absorbanta intr-un spatiuv Banach este
vecinatate a originii.

Demonstratie. Fie A o multime convexa inchisa si absorbanta in spatiul Banach
X. Multimea B = AN(—A) este convexa inchisa simetrica si absorbanta. Deoarece
B este absorbanta si convexa avem

X:UnB.

n>1

Folosind Teorema lui Baire [37, p.102] (vezi si Propozitia 3.3 (ii)), deducem ca
exista ng astfel incat int(ngB) # 0, deci intB # (). Vom arata ca multimea B
este vecinatate a originii, deci si A este vecinatate a originii. Pentru aceasta, fie
x € intB. Obtinem —x € intB si, deoarece int B este multime convexa,

1 1
0= 51’ + 5(-1’) c iIlJBB7

ceea ce incheie demonstratia. 0

Demostratia Teoremei 3.2 Fara a restrange generalitatea putem presupune ca
(x0,y0) = (0,0), altfel consideram multifunctia a carui grafic este Graf(F') — (2o, yo).
Fie deci 0 € int(Im(F)) si 0 € F~*(0). Considerdm multimea A = F(B(0,1)) si
ardtam ca este ideal convexd si 0 € intA. Pentru aceasta, consideram sirurile
(yn) C A (marginit) si (A,) cu A\, > 01 Y02, A, = 1. Exista (z,) C B(0,1)
astfel incat y, € F(x,). In plus, seriile 30, Az, si 0% Ay, sunt convergente.
Deoarece Graf(F') este multime convexa, avem

Z /\nyn + ( Z /\n) Ym+1 € F (Z )‘nxn + ( Z )\n) xm-‘rl)
n=1
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pentru orice m > 1. Trecand la limita cu m — oo i folosind faptul ca Graf(F') este
multime inchisa, deducem

S Ag € F (z Anxn> |
n=1 n=1

Este ugor de vazut ca
> Az, € B(0,1),
n=1
deci .
> At € A,
n=1

ceea ce arata ca A este ideal convexa.

Demonstram acum ca A este absorbanta. Consideram y € Y si observam ca
exista A > 0 astfel incat Ay € Im(F'), deoarece 0 € int(Im(F')). Exista deci x € X
astfel incat Ay € F(x). Mai departe, exista u € (0, 1) astfel incat pz € B(0,1) si,
deoarece Graf(F') este convexa,

pAy = p(Ay) + (1 = p)0 € Fpz + (1 — p)0) = F(uz) C F(B(0,1)).

Asadar, multimea A este convexa inchisid si absorbantd, deci este vecinitate a
originii conform Lemei 3.2. Am demonstrat astfel ca

0 € intF(B(0,1)).

Aplicam Lema 3.1 si deducem ca 0 € intF(B(0,1)). Exista deci v > 0 astfel incat
B(0,7v) C F(B(0,1)) si deci are loc (7).

Sa demonstram (ii7). Notam 3 = /2 unde v este dat de () si aratam ca acesta
este @ cerut de (iii). Fie deci y € B(yo, ), v € Dom(F) si v € F(u). Fie de
asemenea

ol
B4 ly —
Avem 5
|y + (y —v) —woll < -
ly — vl

Din (i), exista t € Dom(F’) cu proprietatea

y+ (y —v) € F(?)

ly = vll
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si ||t — zo]| < 1. Deoarece A\3/||ly —v|| = 1= A, obtinem Ay + (1 — \)(y —v) € AF(t)
care, impreuna cu (1—A)v € (1—X)F(u) si cu faptul ca multifunctia F' este convexa,
implica y € F(At+ (1 — A\)u). Sa aratam ca x = At + (1 — A)u satisface inegalitatea
ceruta. Avem

o =l = Allt - < =

(It = 2oll + llu — zoll) <

ly — vl
g

ceea ce incheie demonstratia punctului (i:7).

In sfargit sa demonstram (iv). Pentru aceasta se modifica putin demonstratia
punctului (i77). Dacd d(u, F~'(y)) = 0, demonstratia este terminata. Daca nu,
pentru £ > 0 consideram v € F'(u) astfel incat

lv =yl < d(y, F(w)(1+e).
Mai departe se face rationamentul de la (iii) si se obtine in final

dy, F(u))(1 +¢)
g

(1 + [lu = ol]),

ly = vli

[l — ull < (14 [Ju = o) < (14 [Ju = ol]).

Deoarece z € F~!(y) iar ¢ este arbitrar, demonstratia se incheie. 0

In particular obtinem

Corolarul 3.4 Fie multifunctia F ca in Teorema 3.2. Atunci
(i) Ezista constantele pozitive r, p siw astfel incat, dacd ||[u—xo| < p, [ly—yo|l <
r siv € F(u), erista x € Dom(F) cu proprietatile y € F(x) si ||z —ul| < wlly — ||,
(1) Multifunctia F~1 este inferior semicontinud pe int(Im(F)).

O consecinta remarcabila a Teoremei 3.1 este Teorema graficului inchis.

Corolarul 3.5 Fie X st Y spatii Banach si T : X — Y un operator liniar si cu
grafic inchis. Atunci T este continuu.

Avem mai general

Corolarul 3.6 Fie X si Y spatii Banach si F' : X ~ Y un proces convex inchis
cu Dom(F) = X. Atunci F' este multifunctie lipschitziana.

Demonstratie. Se aplica Corolarul 3.3 procesului convex inchis si surjectiv F=1.
O

Este clar ca daca F' este operator liniar, conditia Lipschitz se reduce la conditia
de marginire si deci Corolarul 3.5 rezulta din Corolarul 3.6.



Cap. 3 Principiul aplicatiilor deschise 65

3.2 Teorema lui Baire

Demonstratia Teoremei 3.2 se bazeaza pe un rezultat fundamental din Analiza
matematica si anume Teorema lui Baire. Folosim acest prilej pentru a face cateva
comentarii referitoare la acest rezultat. El este frecvent utilizat in forma urmatoare
(vezi, de exemplu, [37, p.102], [101, p.11]).

Propozitia 3.1 Fie X un spatiu metric complet si (X,,) un sir de multimi inchise
din X. Dacd X = U,enX,, existd ng € N astfel incat int X,,, # 0.

Propozitia 3.1 se poate deduce prin complementarietate din

Propozitia 3.2 Fie X un spatiu metric complet si (X,,) un sir de mulfimi deschise
si dense din X. Atunci N,enX, este densa in X.

Este interesant de observat ca Propozitia 3.2 nu rezulta prin complementarietate
din Propozitia 3.1. Totusi, se pot stabili unele echivalente intre diferite variante ale
propozitiilor enuntate mai sus.

Propozitia 3.3 Fie X un spatiu metric complet si (X,,) un sir de multimi inchise
din X.

(1) Daca multimea U,enX, are interior nevid atunci mulfimea U,eNintX,, este
nevidd.

(i1) Daca X = UpenX,, atunci existd ng € N astfel incat int X,,, # 0.

(1i1) Daca X = UpenX,, atunci U,enint X, este densa in X.

Propozitia 3.4 Fie X un spatiu metric complet si (X,,) un sir de mulfimi deschise
si dense din X. Atunci

(@) NpenX, este nevidd;

(b) NpenX, este densd in X.

Este ugor de vazut ca, printr-un argument simplu folosind legile lui De Morgan
avem: (i) < (b) si (i7) < (a). De asemenea, sa observam ca (iii) rezulta din (i)
aplicat multimilor inchise si cu interior vid, X,, \ intX,,. Se obtine astfel egalitatea

int U (X, \ intX,) =10
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care, Impreuna cu incluziunea
N(X\ (X, \ intX,)) C UintX,,

incheie demonstratia punctului ().

Propozitia 3.4 a fost demonstratda de Louis René Baire [5] in 1899 in cazul
spatiului R. Un rationament de acelasi tip se gaseste si la William F. Osgood in
1897. Felix Hausdorff publica demonstratia Teoremei lui Baire in cazul general in
1914. Este interesant de precizat ca enunturile prezentate mai sus sunt adevarate
i In spatii compacte.

Vom prezenta acum doua rezultate mai generale decat Propozitiile 3.3 si 3.4 si
care sunt echivalente prin complementarietate. In spatii metrice complete ele au
fost stabilite de Corneliu Ursescu (comunicare personala).

Teorema 3.3 Fie X un spatiu metric complet sau un spatiu compact. Fie (X,,)
un sir de multimi inchise din X. Atunci

U int X,, = int U X,

n>1 n>1

Teorema 3.4 Fie X un spatiu metric complet sau un spativ compact. Fie (X,,)
un sir de multimi deschise din X. Atunci

intﬂ X, =int ﬂ X,.

n>1 n>1

Demonstratia Teoremei 3.4. Incluziunea

int () X,, Cint [ X»

n>1 n>1

este evidenta. Pentru a demonstra incluziunea inversa este suficient sa demonstram
incluziunea
int ﬂ X, C ﬂ X,
n>1 n>1

iar pentru aceasta este suficient sa aratam ca pentru orice multime nevida si deschisa
U din N,>1 X, multimea U N (N,>1X,,) este nevida. Fie deci U o mul{ime nevida
si deschisa din N,>;X,,. S& observam ci pentru fiecare n € N avem U C X,,, deci
UNX, este o multime deschisa gi nevida. Pentru a arata ca multimea UN(N,>1.X,,)
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este nevida, consideram un proces inductiv alegand o multime nevida si deschisa V;
astfel incat
VicUnX,.

In spatii metrice alegem V; cu proprietatea suplimentara
diam(V;) < 1

. Apoi, pentru fiecare numar natural n > 2 alegem o multime nevida si deschisa V,
astfel incat
Vi, C Vi N X,

In spatii metrice alegem V,, cu proprietatea suplimentara

diam(V,) < 1/n.

S& observam ca V, C UN X,,.
Mai departe, aratam ca
nglvn 7£ @,

de unde rezulta imediat ca U N N,>1 X, # 0, ceea ce incheie demonstratia.

Faptul ca N,>1V,, # 0 se bazeazd pe argumente diferite in functie de natura
spatiului X. Daca X este spatiu metric complet atunci afirmatia se bazeaza pe
faptul ca familia {V, } este formati din multimi inchise ale céror diametre converg
la zero. Dacd X este spatiu compact atunci familia {V},} are proprietatea intersectiei
finite. O

Observatia 3.2 Saremarcam ca demonstratia de mai sus foloseste Axioma alegerii
dependente. Vezi Capitolul 5 pentru mai multe comentarii asupra aceste axiome.
Este interesant de subliniat ca in 1977 Charles E. Blair [18] a demonstrat ca Teorema
lui Baire implica Axioma alegerii dependente.

Cele doua leme de baza, Lema 3.1 i Lema 3.2, utilizate la demonstratia Teoremei
Robinson-Ursescu, conduc la un frumos rezultat stabilit de Petr P. Zabreiko [99]
in 1969 si pe care il vom demonstra mai jos. Este interesant ca cele trei rezultate
fundamentale ale analizei functionale liniare, teorema aplicatiilor deschise, teorema
graficului inchis gi principiul marginirii uniforme, se pot demonstra intr-o maniera
unitara gi simpla utilizand Lema lui Zabreiko.

Lema 3.3 (Zabreiko) Orice seminorma numdrabil subaditiva pe un spatiu Banach
este continud.
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Demonstratie. Seminorma p pe spatiul Banach X este numarabil subaditiva
daca p(>, zn) < X, p(x,) pentru orice serie convergenta Y., x, din X. Este ugor
de vazut ca, din proprietatile seminormei, este suficient sa stabilim continuitatea
in origine. Pentru aceasta, consideram multimea A = {z;p(z) < 1} i observam
ci este convexa si absorbants. Prin urmare, A este inchisi convexa si absorbanta
deci, pe baza Lemei 3.2, este vecinatate a originii. Pe de alta parte, este usor de
aratat, utilizand proprietatea seminormei de a fi numarabil subaditiva, ca A este
ideal convexa. Se aplica Lema 3.1 si se deduce ca A este vecinatate a originii. Acest
fapt conduce la continuitatea in origine a seminormei p. 0

Sa demonstram acum cele trei rezultate fundamentale amintite mai sus, utilizand
Lema lui Zabreiko.

Demonstratia Teoremei aplicatiilor deschise (Teorema 3.1) Se considera
seminorma pe Y

p(y) = inf{||z|[;z € X, T'(x) = y}.

Pentru a demonstra ca este numarabil subaditiva, fixam € > 0, luam seria conver-
genta >, 4, In Y si construim seria absolut convergenta Y, x,, in X astfel: luam
x, € X astfel incat ||z,|| < p(y,) + 27 "¢ pentru orice n. Facem precizarea ca am
presupus, fara a restrange generalitatea, ca Y, p(y,) este convergenta. Avem

PO yn) <D wall <Ml < Do p(yn) +e

Cum ¢ este arbitrar, deducem ca p este numarabil subaditiva. Aplicam Lema 3.3
)
si deducem ca p este continua, ceea ce conduce usor la concluzia teoremei. 0

Observatia 3.3 O consecinta remarcabila a Teoremei 3.1 este urmatorul rezultat
demonstrat pentru pima data de Banach in 1929.
Daca X este spatiu Banach, orice operator bijectiv T € L(X) este un izomor-

fism.

Urmatorul rezultat este Principiul marginirii uniforme, numit adesea Teorema
Banach-Steinhaus deoarece o demonstratie a sa a aparut intr-o lucrare de Stefan
Banach si Hugo Steinhaus [10] din 1927. De fapt rezultatul a fost publicat mai
intai in 1923 de Theophil Henry Hildebrandt [46] iar rezultate particulare obtinuse
mai Inainte, in 1922, Hans Hahn [42] si Stefan Banach in teza de doctorat. Este
interesant ca Hahn demonstreaza teorema pentru functionale liniare continue printr-
o metoda care nu foloseste Teorema lui Baire gi care functioneaza si in cazul general.
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Teorema 3.5 Fie {T;;i € I} o familie nevida de operatori din L(X,Y), unde X
este spatiu Banach si Y este spatiu normat. Daca sup{||T;x|;i € X} este finita
pentru fiecare x din X atunci sup{||T;||;7 € X} este finita.

Demonstratie. Consideram seminorma
p(x) = sup{||Tiz|; © € I}.

Daca ), x, este o serie convergenta in X avem
ITQ_ wa)l = 1D Txall < 3 I1T2all < Y p(wn)
n n n n

pentru orice ¢ € I, de unde rezulta ca p(>, z,,) < >, p(x,). Deci p este continua,
fapt care conduce usor la concluzie. 0

In sfargit, sa demonstram Teorema graficului inchis, stabilita de S. Banach in
1932 [9].

Teorema 3.6 Fie X st Y spatic Banach st T : X — Y wun operator liniar st cu
grafic inchis. Atunci T este marginit.

Demonstratie. Consideram seminorma pe X

p(z) = [Tz

si aratam ca este numarabil subaditiva. Fie >, x,, o serie convergenta in X. Avem
de aratat ca ||[T(X, zn)|| < X, ||Tz,]||, deci putem presupune ca seria Y, || T2,||
este convergenta, care impreuna cu completitudinea lui Y implica faptul ca seria
> Tz, este convergenta. Deoarece T' are grafic inchis, avem Y, Tx,, = T(X,, z,).
Mai departe demonstratia este imediata. 0

Iata alte aplicatii interesante ale teoremei lui Baire.

(1) Multimea numerelor rationale nu este de tip Gs, adica, intersectie numarabila
de multimi deschise. Vezi problema 6.33.

(2) Nu exista functic f : R — R care sa fie continue pe mulfimea numerelor
rationale si discontinue pe mulfimea numerelor irationale. Vezi Problema 6.34.

De fapt, multimea punctelor in care o functie reala de variabila reala este con-
tinua este de tip Gs. Este interesant ca exista functii care sa fie continue exact pe
multimea numerelor irationale, deci multimea numerelor irationale este de tip Gs.
Vezi Problema 6.35.
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(3) Multimea functiilor f din C|0,1], pentru care exista un punct xy in [0,1) in
care f este derivabild la dreapta, este de prima categorie in C[0,1]. Vezi Problema
6.36.

Amintim ca o multime este de prima categorie daca se poate scrie ca o reuniune
numarabila de multimi rare (pentru care interiorul aderentei lor este vid). Din
vremea lui Newton pana la inceputul secolului 19, majoritatea matematicienilor
presupuneau ca o functie reala definita pe un interval trebuie sa fie derivabila pe
aproape tot domeniul de definitie. In 1834, Bernard Bolzano a dat un exemplu
de functie reald continua pe un interval si nederivabila in orice punct din acel
interval. Aproape un secol dupa aceea matematicienii au tratat acea functie ca un
caz patologic. In 1931 [8] Stefan Banach a aratat, prin afirmatia de mai sus, ca
“marea majoritate” a functiilor reale continue definite pe un interval real nu sunt
derivabile in nici un punct.

(4) Fie X un spatiu Banach. O functie inferior semicontinud sau superior semi-
continud, definita pe X cu valori reale, este continud pe un rezidual (complementara
unei multimi de prima categorie). Vezi Problema 6.37.

3.3 Aplicatii la controlabilitatea
sistemelor liniare

Sa prezentam in continuare o aplicatie a Corolarului 3.2 la studiul controlabilitatii
sistemelor liniare infinit dimensionale. Pentru aceasta avem nevoie de cateva el-
emente de teoria semigrupurilor liniare de clasa Cy. Nu vom intra in detalii, ci
vom prezenta doar un minim necesar. Cititorul poate consulta [11] sau [95] pentru
detalii.

Sa ne amintim pentru inceput ca daca X si U sunt spatii finit dimensionale iar
A:X — X si B:U — X sunt operatori liniari, atunci solutia ecuatiei diferentiale

y(t) = Ay(t) + Bu(t), y(0) =z, t >0 (3.1)

este data de formula variatiei constantelor
t
y(t) = S()a + / S(t — s)Bu(s)ds, (3.2)
0

unde S(t) = e, t > 0, este solutia fundamentald a ecuatiei 2/(t) = Az(t).

Teoria semigrupurilor liniare in spatii Banach extinde conceptul de solutie fun-
damentala la spatii Banach arbitrare gi permite definirea cu ajutorul formulei (3.2)
a solutiei ecuatiei (3.1) in situatii mai generale. O clasa larga de sisteme de control
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guvernate de ecuatii cu derivate partiale sunt cazuri particulare ale ecuatiei (3.1),
considerate in spatii infinit dimensionale.

Asgadar, o familie S(t) : X — X, ¢t > 0, formata din operatori liniari continui
care verifica proprietatea semigrupala S(t + s) = S(¢)S(s), t,s > 0, S(0) = I si
satisface conditia limy g S(t)x = z, pentru z € X, se numeste semigrup de clasa Cj
pe X. Legatura dintre A si S(t) este data de

Az = lim M,
hl0
pentru x € Dom(A). Operatorul inchis si dens definit A se numeste generatorul
infinitezimal al semigrupului S(¢). Daca S(t) este un semigrup de clasa Cj atunci
functia t — S(t)x este continua pe [0,00) pentru orice x € X. In plus, exista
constantele w € R si M > 1 astfel incat

ISl < M exp(wt), ¥t > 0.

In cele ce urmeaza ne vom referi la sistemul de control (3.1) cu solutia (3.2) cu
B e L(U, X). Controlul u(-) este din U = L*>°([0, 00);U).

Spunem ca sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0, ¢] daca pentru fiecare x € X
exista u € U astfel incat y(-) dat de (3.2) verifica y(t) = 0, adica toate elementele
din X pot fi transferate in origine prin actiunea controalelor din ¢/. Sa definim
operatorul V(t) : Y — X prin

¢
V(thu = / S(t — s)Bu(s)ds.
0
Este usor de vazut ca V(t) este liniar i marginit. De asemenea, se observa ca
sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0, ¢] daca

Im(S(t)) C Im(V(t)).

Sa presupunem acum ca avem restrictii asupra controlului, adica multimea con-
troalelor admisibile este
Uaa = {u €U; ||u|l < p},

p fiind o constanta pozitiva fixata. Aplicand Corolarul 3.2, deducem ca nula con-
trolabilitate a sistemului (3.1) este echivalenta cu existenta unui § > 0 astfel incat

S(#)(B(0,6)) € V(#)(Uaa),

adica o Intreaga sfera din jurul originii poate fi transferata in origine la timpul ¢
prin actiunea controalelor admisibile.
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Pentru fiecare ¢ > 0 definim multimea
R(t) ={z € X; Fu € Uy, S(t)x =V(t)u},

adica multimea starilor initiale care pot fi transferate in origine la timpul ¢ cu con-
troale admisibile. Definim de asemenea domeniul de nula controlabilitate admisibila

R=JR()

>0
si functia timp minimal
T(z) =inf{t; x € R(t)}, x € R.

Vom demonstra ca daca sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0,¢] pentru orice
t > 0, atunci R este deschisa si functia 7(-) este continua pe R. Pentru aceasta
demonstram mai intai

Lema 3.4 Presupunem ca sistemul de control (3.1) este nul controlabil pe [0,¢].
Atunci

(a) Ezista 6(g) > 0 astfel incat daca ||z|| < d(e) avem x € R(e);

(b) Pentru orice x € R(t) siy € X care satisface

3(e)

_ < "\
ly ==l < M exp(wt)

avem y € R(t + ¢).

Demonstratie. (a) Sistemul fiind nul controlabil pe [0, ] avem
Im(S(e)) C Im(V(¢)).

Considerand T' = S(¢) si S = V(¢) in Corolarul 3.2, deducem usor (a). Pentru (b)
pornim de la egalitatea

S(t+e)y=S()St)(y —z)+ S(e)S(t).

Deoarece ||y — z|| < 0(g)/M exp(wt), avand in vedere ca [|S(t)z| < M exp(wt)||z||,
pentru orice t > 0, obtinem ||S(¢)(y—=z)|| < d(¢). Folosind (a), obtinem S(¢t)(y—z) €
R(e). Exista deci uy € U,q astfel incat

SE)S(t)(y —x) =V(e)u.
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Pe de alta parte, deoarece x € R(t), exista us € U,y astfel incat S(t)x = V (t)us.
Obtinem

S(e)S(t)r = /Ot S(t — e — s)Busy(s)ds

S(t+ &) = /t”g S(t+ & — s)Bui(s — t)ds + /Ot S(t + ¢ — ) Bus(s)ds.

Punand
uls) = ua(s) daca s € [0, 1]
| wi(s—1t) dacd s € [t t+ ¢,
deducem
S(t+e)y=V(t+e)u.
Deoarece u € U,q, obtinem y € R(t + ¢), ceea ce trebuia demonstrat. 0

Teorema 3.7 Presupunem ca sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0,t] pentru
orice t > 0. Atunci R este deschisa si functia timp minimal T(-) este continud pe

R.

Demonstratie.  Faptul ca R este deschisa rezulta imediat din Lema 3.2(b).
Observatia urmatoare va fi utila in demonstratie.

Pentru oricey € R sie >0 avem y € R(T(y) + €).
Intr-adevar, aceasta rezulta din definitia functiei timp minimal si din faptul ca
R(s) C R(t) pentru s < t.

Fie acum yo € R si € > 0 fixat. Sa notam § = J(¢/2) dat de Lema 3.4(a),

B(t) = M exp(wt) si

)
K {y €X; ly—wol < 26(T(40) +2a)}’

Fie y; € K, i = 1,2. Deoarece (3(-) este crescatoare avem

)
(T'(yo) +¢/2)
Avand in vedere ca yo € R(T(yo) + €/2), folosind si Lema 3.4(b), deducem

T(y) <T(yo) +e, i =1,2.

Pe de alta parte,

== )+ 29
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si deci

o
o=l = 5t v <72y
Utiliz&m Inca o data Lema 3.4(b) si obtinem y; € R(T(y2) +¢) si yo € R(T(y1)+
e), ceea ce implica T(y1) < T(y2) + € st T(y2) < T(y1) + €. Am aratat astfel ca,
pentru orice £ > 0, exista
IO

— 2B(T(yo) + 2¢)
care depinde de yo si €, astfel incat pentru orice y1,ys cu |ly; — yol| < 01, ¢ = 1,2,
avem

T(y1) = T(y2)| < e.

Deci T este continua in . 0

Am discutat mai sus problema trasferului unei date initiale in origine. O prob-
lema naturala este aceea a controlabilitatii exacte pe [0,¢] a sistemului (3.1). Mai
precis, spunem ca sistemul (3.1) este exact controlabil pe [0,t] daca pentru fiecare
z € X existda un control u € U astfel incat y dat de (3.2) verifica y(0) = 0 si
y(t) = z. Aceasta Inseamna ca toate elementele din X pot fi atinse la timpul ¢ prin
actiunea controalelor din Y. Este clar ca sistemul (3.1) este exact controlabil pe
[0,¢] daca operatorul V() este surjectiv. Pe baza principiului aplicatiilor deschise,
deducem ca proprietatea de controlabilitate exactd a sistemului (3.1) este echiva-
lenta cu existenta unui § > 0 astfel incat B(0,9) C V (t)(U,q), adica punctele dintr-o
intreaga sfera din jurul originii pot fi atinse la timpul ¢ prin actiunea controalelor
admisibile.

Observatia 3.4 Controlabilitatea exacta in spatii infinit dimensionale este destul
de restrictiva. Daca B este compact (cazul ecuatiilor hiperbolice de ordinul al
doilea) sau semigrupul S(t) este compact (cazul ecuatiilor parabolice) [95] atunci
operatorul V() este compact (vezi Teorema 4.13) deci nu este surjectiv. Vezi si
Observatia 4.6.

3.4 Teorema de inversare locala si
Teorema Lyusternik - Graves

Prezentam in continuare un rezultat de aceeasi natura cu Principiul aplicatiilor
deschise in cazul functiilor diferentiabile. Sa ne amintim Teorema 3.1:

Daca T € L(X,Y) este surjectiv, exista -y > 0 astfel incat pentru orice y € Y
erista v € X cu Tz =y i ||z|]| <7yl



Cap. 3 Principiul aplicatiilor deschise 75

In cele ce urmeaza, oricare din constantele v > 0 cu proprietatea de mai sus se
va numi constanta de surjectivitate pentru operatorul surjectiv 7.

Teorema 3.8 (Graves) Fie X si Y spatii Banach, T € L(X,Y) un operator sur-
jectiv cu v > 0 constanta de surjectivitate $i 0 < § < 1/v. Fie U C X o mulfime
deschisa, xo € U si f : U — Y o functie continua cu proprietatea

1f(w) = f(v) = T(u=v)|| < dflu— 2]

pentru orice u §i v cu ||u — xol| < 7 §i ||v — 2ol < r. In aceste conditii, daca
ly — fzo)|| < r(1/y—0), exista o solutie a ecuatiei f(x) =y ce satisface

lz = ol < (1/v = 8) "y = f(zo)l.

Demonstratie. Construim inductiv un sgir (&,) astfel: £ = 0 iar, pentru n > 1,
&, este astfel incat

T(gn - 5n71> =Yy - f(xO + £n71) (33)
si
160 = &nall < Ylly = f(2o + &aa)]l- (3.4)
Deducem cu usurinta

T(&n —&n1) = T(&no1 — &n—2) — f(xo + &uor) + f(20 + &),

deci

Hén - gnfl” < 76“&171 - £7L72H (35)
daca ||&n_1]| < 7§ [|En—z|| < 7. Acest fapt este adevarat pentru orice n. Intr-adevar,
observam mai intai ca din (3.3) si (3.4), [|&1|| < (1 — vd). Deoarece & = 0, avem
(3.5) pentru n = 2. De aici se obtine

2]l = 1€ + &2 = &l < (|G [I(1 +~0) <7
si deci are loc (3.5) pentru n = 3. Presupunem (3.5) adevarata pana la n si deducem
I€all < NELI(L 478 + -+ (v0)" ) <7, (3.6)

ceea ce implicd (3.5) pentru n + 1. Mai departe, din (3.5) rezultd cd sirul (&)
este convergent la &, din (3.3) deducem ca y = f(zg + £), din (3.4) avem ||& ]| <
Ylly — f(z0)] iar din (3.6) deducem

€l < (X =~0) &l < (1/y = 8) 7 ly = f(zo)]

si demonstratia este terminata. O
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Corolarul 3.7 Fie T' € L(X,Y) un operator surjectiv cu constanta v > 0. Daca
S € L(X,Y) este astfel incat ||S —T|| < 1/27, atunci S este surjectiv cu constanta

27.

Demonstratie. Se aplica Teorema 3.8 cu f = 5 si 2o = 0. In particular, rezulta
ca multimea operatorilor surjectivi este deschisa in L(X,Y"). Vezi si Problema 6.24.

O

Inainte de a prezenta urmatorul rezultat, sa amintim notiunea de diferentiabili-
tate Fréchet. Fie X si Y spatii normate, U C X o multime deschisasi f: U — Y o
functie. Spunem ca f este diferentiabila Fréchet in 2y € U daca exista un operator,
notat f’(zg), cu proprietatea ca f’'(zo) € L(X,Y) si

tim (o ) = fan) = £zo)h) = 0

Spunem c& f este de clasd C! pe U daci f este diferentiabild Fréchet si f’ (privita
ca functie de la U in L(X,Y)) este continua in fiecare punct din U.
Sa amintim de asemenea urmatoarea teorema de medie:

Daca f : U — 'Y este diferentiabila Fréchet in orice punct din segmentul [a,b] C
U, atunci

1£(b) = f(a)|| < sup [[f'()]Ib—al.

u€la,b

Pentru demonstratia acestei teoreme precum si pentru alte rezultate legate de
diferentiabilitate in spatii Banach trimitem la [101].

Teorema 3.9 (Lyusternik-Graves) Fie X §i Y spatii Banach, U C X o mulfime
deschisa, vo € U, f : U — X o functie diferentiabila Fréchet cu f' continud in
xg si f'(xo) surjectiva. In aceste condifii, existd constantele pozitive r,p si w astfel
incat, daca ||p — xo|| < p si ||y — f(xo)|| <7, exista x ce satisface f(x) =y si

|z —pll <wlly — f(P)I-

Demonstratie. Deoarece f’ este continua in xg, exista p; > 0 astfel incat, daca
|z —zo|| < p1, avem || f'(z) — f'(z0)|| < 1/87, unde 7y este o constanta de surjectivi-
tate pentru operatorul surjectiv f’(xy). Aplicand Corolarul 3.7 deducem ca, pentru
llp—xo|| < p1, f'(p) este surjectiv cu constanta 2. Din teorema de medie enuntata
mai sus si aplicata functiei z — f(z) — f/(p)x obtinem

1f () = £ () = F'(p)(w = )| < [lu— ol sup [f(£) = f(p)]- (3.7)

te(a,b]
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Din (3.7), daca ||p — x|l < p1, avem

1f (u) = f(0) = f'(p)(u— )|l < ;Hu—vll (3.8)

pentru |Ju — xo|| < p1 si ||[v — 20| < p1. Pe de alta parte, exista ps > 0 cu py < py/2
astfel incat, daca ||p — xo|| < p2, avem

1
1/ ) = flzo)ll < 15

S& aratam ca p = pg, v = p1/8y $i w = 4y verifica toate cerintele concluziei.
Fie deci ||p — xo|| < p si [y — f(zo)|] < r. Observam ca pentru ||u — p|| < p1/2
sifjv—pl < p1/2 avem |ju — zo|| < p1, || — zo|| < p1 §i deci (3.8) arata ca
suntem 1n conditiile Teoremei 3.8 cu T' = f/(p) si 27 in loc de . Este clar ca daca
lly— f(xo)|| < ratunci ||[y—f(p)|| < p1/87 si deci exista o solutie a ecuatiei f(z) =y
care satisface

|z = pll < 4vlly = F(p)]-

Demonstratia teoremei este incheiata. 0

Observatia 3.5 Concluzia Teoremei 3.9 afirma, in particular, ca exista o vecinata-
te deschisa V' a lui x¢, continuta in U, care are proprietatea ca pentru fiecare p € V
si fiecare S,, sfera deschisa centrata In p si continuta in V, f(S,) este vecinatate

pentru f(p).

Observatia 3.6 Estimarea w = 47, unde  este constanta de surjectivitate a op-
eratorului f’(xo), nu este cea mai buna. Aceasta provine din faptul ca am aplicat
Teorema 3.8 cu § = 1/27. De fapt, marginea inferioara a valorilor lui w pentru care
are loc teorema de mai sus este 7.

Lawrence M. Graves [40] a demonstrat in 1950 Teorema 3.8 gi Corolarul 3.7.
Lazar Aronovich Lyusternik [62] (1934) a introdus conditia ca f’(x) sa fie opera-
tor surjectiv si procedeul iterativ prezentat in demonstratia Teoremei 3.8 pentru a
obtine urmatorul rezultat.

Corolarul 3.8 (Lyusternik) Fie f ca in Teorema 3.9 si fie f(xg) = 0. Atunci
spatiul tangent la f~(0) in xqy este xo + ker f'(xg).
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Demonstratie. Se aplica Teorema 3.9 cu y = 0 i p € x¢ + kerf'(xp) si se deduce
ca exista € f71(0) astfel incat |z — p|| < w||f(p)||, adica

d(p, [71(0)) < wllf(p) = flao) = ['(zo)(p — o).
De aici se obtine imediat

)

p—T _
pézo+kel(")f’(zo) ||p To “

=0,

ceea ce incheie demonstratia. O

Teorema lui Graves se utilizeaza in obtinerea unor rezultate de existenta pen-
tru ecuatii neliniare plecand de la rezultate similare pentru aproximari liniare ale
acestora. Unele probleme, de exemplu cele legate de controlabilitatea cu restrictii
a sistemelor neliniare au impus urmatoarea varianta.

Teorema 3.10 Fie X si Y spatii Banach, D C X o multime deschisa, xo € D,
L C X un con convex inchis si f : D — Y o functie diferentiabila Fréchet cu f'
continud in xy §i cu proprietatea f'(xo)(L) =Y. Atunci exista o vecinatate V a
punctului f(xg) $i o constanta v > 0 astfel incat, pentru fiecare y € V', ecuatia
f(z) =y are o solutie in xo+ L care satisface inegalitatea ||x — zo|| < ||y — f(z0)]|-

Demonstratie. Se procedeaza ca in Teorema 3.8 cu observatia ca ~ este obtinuta
aplicand Teorema aplicatiilor deschise procesului convex inchis F': X ~» Y definit
prin

| fl(xo)r dacax e L
F(z) = { 0 daca x ¢ L.

Ipoteza f'(x¢)(L) =Y asigura faptul ca F' este surjectiv i deci exista v > 0 incat,
pentruy € Y, exista x € L cu f'(zo)x =y si [|z|| < 7]yl 0

Teorema 3.9 se mai numeste si Teorema surjectiei, datorita conditiei ca f’(xq)
sa fie surjectiv. Sa ne amintim ca pentru Teorema de inversare locala se cere ca
f'(x) sa fie si injectiv. Mai precis avem

Teorema 3.11 (Teorema de inversare locala ) Fie X si Y spatii Banach, U C X
o multime deschisd, xo € U, f : U — Y o functie de clasq C' cu proprietatea cd
f'(xg) este un operator bijectiv. Atunci exista o vecinatate W a lui f(xo) in'Y si
o vecinatate V' a lui xo in X astfel incat pentru orice y € W exista o solufie unica
x €V a ecuatiei f(x) =1vy. Mai mult functia f~1 este de clasa C* pe W si derivata
sa este datd prin (f~1)(y) = (f'(z))~!. Dacd f este de clasi C*, k > 1, atunci f=*
este de clasa CF.
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Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, luam xy = 0 si f(z¢) = 0. In
plus, este suficient si discutdm inversarea locald a functiei f/(0)~!f si deci suntem
condusi la a considera cazul in care f = I + g, unde g este de clasa C! si ¢'(0) = 0.
Aici I este operatorul identitate pe X. Fie r > 0 astfel incat ||¢’'(u)|| < 1/2 pentru
|lu|| < r. Folosind teorema de medie deducem ca pentru orice u,v € B(0,r) avem

lo(u) — o)) < 2l ol (39)

Deci g este o contractie si ||g(u)|| < ||ul|/2 pentru ||u|| < r. Pentru v € X fixat,
punem

go(u) = v —g(u).
Este clar ca g, este o contractie. Mai mult, pentru v € B(0,7) si v € B(0,7/2)

avem ||g,(u)|| < r gi deci, pentru v € B(0,r/2), g, este o contractie, duce B(0,r)
in ea insagi, prin urmare are un punct fix unic u € B(0, ) care satisface

u=g,(u) =v—g(u),

deci f(u) = v. Asadar, putem defini functia f~!: B(0,7/2) — B(0,r). Sa ardtim
ca f! este de clasd C'. Pentru aceasta, ardtam mai intai ca f~! este lipschitziana.
Punem p = f~1(u) si ¢ = f~1(v), adica p+ g(p) = u si ¢ + g(¢) = v. Folosind (3.9)
obtinem

1
lp =gl < flu = vl +lg(p) = 9D < [lu—vll + 5llp gl

deci
1f7H(w) = FH )] < 2fu —of.

Asadar f~! este Lipschitz continua cu constanta 2.
Fie acum y € W = B(0,7/2) si x = f~!(y). Sa ariatdm ca

()@ =) (3.10)

Din z + g(z) = y avem f~'(y) = y — g(f~'(y)). Avand in vedere ci functia g
este diferentiabild in 0 si ¢’(0) = 0 iar f~! este lipschitziand, deducem usor c&
functia y — g(f~'(y)) are diferentiala in punctul 0 egald cu 0. De aici rezultd ca
(f71)(0) = I. Aceasta implicd (3.10) pe baza unor translatii care si duci z si y in
origine. Sa detaliem acest fapt. Consideram functia

h(u) = f'(2)" (f(u+2) —y)
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i observam ca h(0) = 0, h'(0) = 0 si deci, pe baza celor demonstrate mai sus,
(h=1Y(0) = I. Aceasta, impreuni cu faptul ca h=(v) = f~'(y + f/(z)v) — z, aratd
ca (3.10) este adevaratd. In sfarsit, pentru a ardta cd f~! este de clasd C'! observam
ca (f~1) apare ca o compunere de trei functii continue gi anume f~1, f’ si J, unde
operatorul J : Inv(X,Y) — L(Y, X) este definit prin J(A) = A~!. Am notat cu
Inv(X,Y) multimea operatorilor A € L(X,Y’) care sunt inversabili (bijectivi). Sa
subliniem faptul ca din Teorema aplicatiilor deschise (Teorema 3.1) rezulta ca daca
X s Y sunt spatii Banach iar A € L(X,Y) este bijectiv atunci A™! € L(Y, X).
Operatorul J este de clasa C°.

Ultima afirmatie din enunt se demonstreaza prin inductie. 0

Observatia 3.7 Teorema de inversare locala da conditii in care, pentru orice y
dintr-o vecinatate a lui yo, ecuatia f(x) = y poate fi rezolvata unic in = intr-
o vecinatate a lui xy. Demonstratia prezentata mai sus se bazeaza pe aplicarea
Teoremei de punct fix a lui Banach functiei  — (f"(z0)) 'y — f(z)) + x si deci
conduce la urmatoarea procedura iterativa:

o1 = Tn + (f(20) 7 (y = fza)).

Se poate utiliza gi metoda lui Newton:

Tp+1 = Tp + (f/(xn))_l(y — f(zn))

care da o convergenta mai rapida (vezi Problema 6.31).

Observatia 3.8 In cazul in care ker f'(xy) admite un complement inchis X5, Teo-
rema 3.9 se deduce din Teorema de inversare locala aplicata restrictiei lui f la
Zo —f- Xl.

Teorema de inversare locala conduce imediat la

Teorema 3.12 (Teorema functiilor implicite) Fie X, Y si Z spatii Banach, D o
multime nevida st deschisa in X xY, F : D — Z o functie de clasa C?, p > 1,
(ug,vo) € D astfel incat F(ug,vg) =0 si F!(ug,vo) este operator bijectiv. In aceste
conditii, exista v > 0 gi o vecinatate V' a lui vy astfel incat, daca ||u — ug|| < r,
exista o unicd solutie v = v(u) in V a ecuatiei F(u,v) = 0. Mai mult, aplicatia
u— v(u) este de clasa C? gi derivata este data de formula

V() = —(F(u,v(w)) ™ F(u,v(u).
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Demonstratie. Se aplica Teorema 3.11 functiei f : D — X x Z definita prin
f(u,v) = (ua F(uvv)) a

Avem gi o teorema a functiilor implicite de tip surjectiv.

Teorema 3.13 Fie X, Y si Z spatiic Banach, D o multime nevida si deschisa in
X xY, F:D— Z o functie diferentiabila Fréchet cu F' continua in (ug,ve) € D
astfel incat F(ug,vo) = 0 si F(ug,vo) este operator surjectiv. In aceste conditii,
exista v > 0 i w > 0 astfel incat, daca ||u — uo|| < r, exista v cu proprietatea
F(u,v) =0 si ||lv — vl <wllu—upll.

Demonstratie. Se considera functia f : D — X x Z definita prin f(u,v) =
(u, F(u,v)). Avem

I (ug, vo)(u,v) = (u, . (ug,vo)u + F!(ug, vo)v).
Este clar ca sunt indeplinite ipotezele Teoremei 3.9 cu xy = (ug,vg). Concluzia

Teoremei 3.9 cu p = zg, y = (u,0) conduce la rezultat. 0

Observatia 3.9 In conditiile Teoremei 3.13 putem defini o functie h pe S(uo, ),
continua in ug, astfel incat h(ug) = v i F(u, h(u)) = 0 pentru u € S(ug,r).

In Teorema 3.9 se presupune ca functia f este diferentiabila Fréchet si f’ este
continua in xy. O problema naturala este daca se poate presupune ca f este doar
diferentiabila in xy. Raspunsul este negativ in general dar este pozitiv in cazul cand
Y este de dimensiune algebrica finita. Mai precis, daca X este un spatiu Banach de
dimensiune infinita, se poate construi o functie continua f : X — X cu urmatoarele
proprietati:

(a) f este diferentiabila Fréchet in 0 si f'(0) = I;
(b) f(X) nu contine o vecinatate a originii;
(¢) f nu este injectiva pe nici o vecinatate a originii.

O astfel de functie se poate construi astfel: fie multimile B = {z € X;||z| < 1},

U=A{z € X;|z|| =1} si p: B — U o functie continua cu p(z) = z pentru orice
x € U. Existenta functiei p este data de Teorema 1.11. Extindem p la X prin
p(z) = x daca ||z]| > 1 si consideram elementul e € X cu |le|| = 1 si apoi girurile

1 1

anzﬁe, Th B, ={x € X; ||z — a,| <ru.}.

T 4n?
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Functia definita prin
fla) = x daca r € X \ U, B,
¥ = rap(%) +a, dacd x € B,
verifica (a), (b), (¢).
Pentru a demonstra (a), observam mai intai ca, daca = € B, avem
1f(2) = zll <7+ |z = anll < 2y
Avand 1n vedere ca
lan|l = [lz]] < llz = anll < 7o,

obtinem
() —all _  2r

< — 0.
| [anl| —7n

Fie € > 0 si fie ng cu proprietatea ca, pentru n > ny,

2rn/(l|anll —ra) <e.

Un calcul simplu arata ca exista 6 > 0 astfel incat, daca x € B, si ||z| < J, avem
n > ng. Prin urmare, daca ||z|| < § avem ||f(z) — z||/||z] < €, ceea ce arata ca
functia f este diferentiabila Fréchet in 0 si f'(0) = I.

Pentru (b) se demonstreaza mai intai ca

f(X)=X\ | B..

Pentru aceasta este suficient sa dovedim ca pentru y € B,, nu exista x € B,, astfel

ncat
T — a,

T D( )+ an =y.

n

Aceasta rezulta din faptul ca

T — a,

Hrnp( ) + Ay — am“ 2 'm

n
pentru orice m si n.

In sfargit, pentru (c), se observa ca functia p nu este injectiva. Pentru aceasta
luam z cu ||z]] < 1 i observam ca ecuatia p(x) = p(z) are cel putin doua solutii
distincte, x = z i * = p(z). De aici rezulta ca functia f nu este injectiva pe nici un
B,,. Cum orice vecinatate a originii contine B,, pentru n suficient de mare, afirmatia
de la (c) este dovedita.
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Este interesant de subliniat ca, daca f este doar diferentiabila fara a fi de clasa
C!, proprietatea (c) de mai sus poate fi satisficuta si de functii pentru care f'(zg)
este un operator bijectiv. Tatd de exemplu functia f : R — R, f(z) = z+22%sin1/x
pentru z # 0, f(0) = 0, are proprietatile:

(1) f1(0) =1
(17) Exista un sir x, convergent la 0 astfel incat f'(x,) =0si f"(x,) < 0.

Din (ii) rezulta ca f nu este injectiva pe o vecinatate a lui x, si deci pe nici o
vecinatate a originii.
Daca Y este finit dimensional avem

Teorema 3.14 Fie X si Y spatii Banach cu Y de dimensiune algebrica finita,
U Cc X o multime deschisa, o € U, f : U — X o functie continua pe U,
diferentiabila Fréchet in x¢ si astfel incat operatorul f'(xq) este surjectiv. Atunci
ezxista constantele pozitive r i w astfel incat, daca ||y — f(zo)|| < r, existd o solutie
a ecuatiei f(x) =1y cu proprietatea

[ = oll < wlly = f(wo)]-

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe Teorema de punct fix a lui Brouwer.
Sa presupunem ca zg = f(xg) = 0. Deoarece f’'(0) este operator surjectiv, exista
o functie continua H : Y — X astfel incat f'(0)H = I; vezi Problema 6.32. Din
faptul ca f este diferentiabila Fréchet in 0 se deduce ca

fHy) —y _

lim
=0 lyll

Exista deci rq astfel incat

W (Hy) — o]l < Sl

pentru ||y|| < 7. Se aplica acum Teorema de punct fix a lui Brouwer (vezi Problema
6.41) pentru a deduce ca, pentru orice r < ry, avem

B(0,r/2) C f(H(B(0,R))).

Pentru y € Y cu ||y|| < r/2 folosim incluziunea de mai sus cu r = 2||y|| si deducem
existenta unui z € Y astfel incat ||z|| < r si f(Hz) = y. Este clar ca x = Hz
satisface cerintele teoremei. 0
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Incheiem aceasta sectiune cu o aplicatie a Teoremei Lyusternik-Graves la teoria
multiplicatorilor lui Lagrange pentru problema de minim abstracta:

min f(z) cu restrictia g(x) =0, (3.11)

unde f: X — Rgig: X — Yiar X si Y sunt spatii normate. De altfel, acesta a
fost scopul principal al lui Lyusternik in [62].

Incepem cu un rezultat care scoate in evidenta importanta proprietatii de reg-
ularitate metrica.

Teorema 3.15 Preupunem ca xq este solufie a problemei de minim (3.11). Daca
f satisface conditia Lipschitz intr-o vecinatate a lui xo si g are proprietatea de
reqularitate metrica in (xo,0), atunci exista o > 0 astfel incit xo este punct de
minim local (fard restrictii) a functier f(z) + aflg(x)]|.

Demonstratie. Din ipoteza exista K > 0, L > 0 astfel incat

f@) = fy) < Lz —yl, dlz,g7(0) < Klg(=)l|

pentru z, y intr-o vecindtate a lui xy. Ludm un astfel de z si fie u € g~ () astfel
incat ||z —ul| < (K +1)|lg(x)||. Atunci

J(2) > f(u) = Lz —ull > f(zo) - Ld(z, g~ (0)) > f(x) — LK + D)llg(x)]]
deci f(x) + L(K + 1) g(2)]| = f(xo). 0

Observatia 3.10 Rezultatul se poate extinde usor la spatii metrice. De asemenea,
se pot considera restrictii de forma 0 € G(x) unde G este o multifunctie.

Urmatoarea teorema este extinderea teoremei clasice a multiplicatorilor lui La-
grange la problema abstracta (3.11).

Teorema 3.16 Fie spatiile Banach X si'Y si functiile f : X - R, g: X — Y.
Presupunem ca f are un minim local in xq relativ la restrictia g(x) =0, f si g sunt
de clasd C' pe o vecindtate a lui zo si g'(xo) este operator surjectiv. Atunci

(7) f'(xo)h =0 pentru acei h pentru care g'(zo)h = 0;

(17) Exista y* € Y* astfel incat f'(xo) + y*(¢'(xg)) = 0.
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Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista h astfel incat
g (xo)h = 0 si f'(zo)h # 0. Atunci functia F' : X — R X Y definita prin F(x) =
(f(x),g(x)) are proprietatea ca

F'(x0) = (f'(z0),d'(20)) : X = R XY

este operator surjectiv. Intr-adevar, fie (a,y) € R x Y. Deoarece ¢'(zg) este
operator surjectiv, exista u € X incat ¢'(z¢)u = y. Exista A € R astfel incat
(o)A = a— f'(x¢)u. Este clar ca f'(xo)(u+ Ah) = a si ¢'(xo)(u+ Ah) = y. Deci
operatorul F'(z) este surjectiv. Aplicam Teorema 3.9 i deducem ca, pentru orice
e >0, exista z cu ||z — zg|| < € i exista § > 0 astfel incat

F(x) = (f(x0) = 6,0),

ceea ce contrazice ipoteza de minim local. Prin urmare, afirmatia de la (7) este
demonstrata.

Din (i) deducem ca f’(xg), care este un element din X*, este ortogonal pe
ker(¢'(zo)). Dar

ker(g'(w0))" = Im(g'(z0)*)-
Pe de alta parte, Im(g’(x0)*) este multime inchisa fiindca ¢'(x) este surjectiv. De-
ducem astfel existenta unui element y* € Y* cu proprietatea

f(@o) = —g'(x0)"(y") = =y (¢’ (w0))-

3.5 Aplicatii la controlabilitatea
sistemelor neliniare

Prezentam o aplicatie a Teoremei 3.9 la studiul controlabilitatii sistemelor neliniare.
Consideram ecuatia

y'(t) = Ay(t) + Fy(t) + Bu(t), t >0 (3.12)

cu conditia initiala y(0) = z. Operatorul liniar A genereaza un semigrup de clasa
Co, S(t), t > 0, pe spatiul Banach X, F' este o aplicatie neliniara de la X la X, iar
B e L(U,X), U fiind un spatiu Banach.

Presupunem ca F' este lipschitziana pe X, astfel ca ecuatia integrala

y(t) = S(t)x+/tOS(t— s)F(y(s))ds+/tOS(t— $)Bu(s))ds
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are solutie continua y : [0,7] — X. Aici T > 0 si u(-) € L>*(0,T;U) sunt fixati.
Aceasta functie se considera drept solutie a ecuatiei (3.12) pe [0,7]. In cele ce
urmeaza vom lua x = 0 gi vom defini functia ¢ : L>(0,7;U) — X, prin ¢(u) =
y(T'), unde y(-) este solutia ecuatiei

y(t) = /to S(t—s)F(y(s))ds + /to S(t — s)Bu(s)ds, t € [0,T].

Vom presupune ci F este de clasia C' pe X si F'(0) = 0. Un calcul direct arata ca,
in aceste conditii, functia ¢ este de clasd C' pe L>(0,T;U) si

unde z(-) este solutia ecuatiei liniare
Z'(t) = (A+ F'(0))z(t) + Bo(t), (3.13)

cu z(0) = 0.

Spunem ca sistemul liniar (3.13) este global controlabil pe [0,7] daca, pentru
orice z; € X, exista v € L*(0,T;U) astfel incat solutia ecuatiei (3.13) cu z(0) = 0
sa verifice z(T) = 2.

Corolarul 3.9 Presupunem ci F : X — X este de clasd C' si F(0) = 0. Pre-
supunem in plus ca sistemul liniar (3.13) este global controlabil pe [0,T]. Atunci,
pentru p > 0, exista r > 0 incat pentru orice xr1 € X cu ||z < r exista
u € L*(0,T;U) cu ||ul| < p astfel incat solutia ecuatiei (3.12) cu y(0) = 0 sa
verifice y(T) = x1.

Altfel spus, daca sistemul liniarizat este global controlabil atunci sistemul initial
este local controlabil in jurul originii. Demonstratia Corolarului 3.9 este imediata
daca avem in vedere Teorema 3.9.



Capitolul 4

Teoreme de punct fix

Teoria punctelor fixe a fost introdusa de Henri Poincaré in anii 1880. El a aratat ca
solutiile unor importante probleme analitice pot fi studiate definindu-se o multime
X gi o functie f : X — X 1n asa fel incat solutiile corespund punctelor fixe ale
functiei f, adica, punctelor x € X pentru care f(x) = z. Teoria punctelor fixe
a inceput deci, ca raspuns la nevoile analizei neliniare. Poincaré a enuntat prima
teorema de punct fix, intr-o lucrare din 1911, in legatura cu solutiile periodice pentru
problema celor trei corpuri din mecanica cereasca, teorema ce a fost demonstrata
de George D. Birkhoff [16] in 1913. De fapt, analiza neliniara se bazeaza pe doua
teoreme de punct fix:

e Teorema de punct fix a lui Banach, in cadrul spatiilor metrice complete;

e Teorema de punct fix a lui Brouwer, in cadrul multimilor convexe si compacte.

Sigur ca exista numeroase variatii sau extensii ale acestora (de exemplu teoremele de
punct fix ale lui Schauder, Kakutani, Caristi) ori alte rezultate (de exemplu Teorema
lui Ekeland, Inegalitatea lui Ky Fan, Teorema Leray - Schauder) care reprezinta
instrumente de baza in studiul unor clase de probleme specifice ale analizei neliniare.

In acest capitol ne vom ocupa de cele doua teoreme amintite mai sus precum si
de alte rezultate legate de acestea.

87
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4.1 Teorema de punct fix a lui Banach

Fie (X, p) un spatiu metric. Spunem ca functia F' : X — X este contractie de
constanta o € (0, 1) daca pentru orice =,y € X avem

p(F(z), F(y)) < ap(z,y).
Problema pe care dorim s-o rezolvam este ecuatia
F(z)=z, r € X,
utilizand metoda iterativa:
Tpi1 = F(x,), n >0, (4.1)

unde xg € X. O solutie a ecuatiei de mai sus se numeste punct fix pentru functia

F.

Teorema 4.1 Fie (X, p) un spatiu metric complet si F': X — X o a-contractie.
Atunci,

(1) F are punct fix unic in X, adica, exista un singur element w € X astfel incat
F(u) =u;

(77) Pentru fiecare xo € X sirul (x,) construit iterativ in (4.1) converge la unicul
punct fix al functiei F';

(1ii) Pentrun > 0 avem estimarea a priori

p(2n,u) < (1 —a) ' p(z1,u)
st estimarea a posteriori
p(an,u) < ol =)™ p(wn, To1);
(1v) Viteza de convergenta este datda de
p(xni1,u) < ap(z,,uw), Vn > 0;

(v) Pentru orice x € X avem
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Demonstratie. Fixam un element arbitrar x € X si consideram girul dat de (4.1)
cu xg = x. Vom arata ca (x,) este gir Cauchy. Pentru k > 1 avem

p(@ri1, z) = p(F(@k), F(2r-1)) < ap(r, Tr-1).

Aplicarea repetata a acestei inegalitati implica
p(rir, xx) < ap(ay, o).
Acum, folosind inegalitatea triunghiulara pentru m,n € N, m > n, avem
(T, ) < (@™ 4 ™2 4 Q™) (o, ). (4.3)

De aici se obtine usor c& p(x,, z,) < a"(1—a) p(zy, x), ceea ce arata ca (z,,) este
sir Cauchy, deci convergent la u € X. Trecand la limita in egalitatea z, .1 = F(z,),
obtinem F'(u) = u. Unicitatea este imediata. Facem m — oo in (4.3) si obtinem
estimarea a priori, iar pentru n = 0 obtinem (4.2). Pentru estimarea a posteriori,
facem m — oo In inegalitatea

(T, Tpym) < (@ +at + .. 4+ a™)p(2n, Tpo1).
g

Estimarea a priori determina numarul maxim de pasi ai iteratiei necesari pentru
obtinerea preciziei dorite, cunoscandu-se valoarea initiala zy si valoarea x;. Esti-
marea a posteriori ne permite sa folosim valorile x, si x,_; pentru a determina
acuratetea aproximarii x,,. Experienta arata ca a doua metoda este mai eficienta.

Teorema 4.1, numita si principiul contractiilor, sau Teorema de punct fiz a lui
Banach a fost demonstrata de Stefan Banach [6] in 1922 in cadrul spatiilor nor-
mate complete. Ca o lema preliminara pentru demonstrarea teoremei functiilor
implicite, Edouard Goursat a enuntat si a demonstrat un rezultat similar 20 de
ani mai devreme, in 1903 [39], pentru contractii de la o sfera inchisa din R" in
ea insasgi. Ideea utilizarii aproximatiilor succesive in demonstratie provine de la
Joseph Liouville (1830), care a utilizat-o pentru prima data in studiul existentei
solutiilor in teoria ecuatiilor diferentiale liniare. Emile Picard a folosit sistem-
atic metoda aproximatiilor succesive la studiul ecuatiilor neliniare, ordinare si cu
derivate partiale. Primul memoriu al lui Picard dedicat acestei teorii a fost publicat
in 1890 [74].

Demonstratia este constructiva, dandu-se un mod precis de aproximare a punc-
tului fix. Tatd o aplicatie simpla. Fie f : R — R o functie de clasa C! si v un punct
fix pentru f pentru care |f'(u)| < 1. Se verifica ugor ca se indeplinesc conditiile
Teoremei 4.1 pentru X un interval inchis suficient de mic centrat in u. Deci u se
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poate aproxima pornind cu un xy adecvat si considerand sirul de iteratii prezentat
mali sus. Sunt situatii cand printr-o modificare a functiei se verifica |f/(u)| < 1. De
exemplu, ecuatia 2 +x — 1 = 0 are o singura solutie u, punct fix pentru functia
f(x) =1—23 Se vede usor ca |f'(u)| > 1. Dar u este punct fix si pentru functia

g(z) = (1/5)(3z + 2 — 22%)

pentru care |¢'(u)| < 1.

In situatii practice este necesar sa se aproximeze valorile lui F'(z,) din girul
iteratiilor. Apare astfel o problema fireasca. Daca se inlocuieste sirul z,, definit
prin (4.1) cu (y,) unde yog = = si y,+1 aproximeaza F(y,), In ce conditii avem
lim, .o yn = u, punctul fix al lui F'? Rezultatul urmator raspunde la aceasta
problema si a fost obtinut de Alexander M. Ostrowski [72] in 1967.

Teorema 4.2 Fie (X, p) un spatiu metric complet, F': X — X o a-contractie si
u € X punctul fix ol lui F. Fie (g,) un gir de numere pozitive convergent la 0, fie
yo € X si presupunem ca sirul (y,) satisface

P(Yns1, Fyn)) < e, Vn>1.

Atunci lim,, . yp = u.

Demonstratie. Luam yy = z si consideram sirul (z,,) dat de (4.1). Avem

P(Tmits Ymr1) < p(F (@), F(ym)) + p(F (Ym), Ymt1)

< ap(Tmy Ym) + Em < Z
i=0

p<ym+1> ) p(merla xm+1> =+ p Tm+1, U Z 5@ + 10 Tm+1, U )
1=0

Luam acum ¢ > 0. Exista k € N astfel incat pentru m > k avem ¢,, < e. Atunci

m
Zamz <amkzak7,€z+€za i‘

i=0 i=k+1
Obtinem

,il_fgozam z <€( k+1/( )
=0

Cum € > 0 este arbitrar iar lim,, o p(Tm41, v) = 0 obtinem lim,, oo Ymi1 = u. g
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Vezi Problema 6.39 pentru o demonstratie a Teoremei 4.1 pe baza principiului
variational al lui Ekeland.

Sa prezentam un exemplu pentru a ilustra utilitatea principiului contractiilor.
Consideram ecuatia integrala Volterra

u(@) = (@) + [ gla.yuly)dy, (4.4)

unde f si g sunt functii continue pe [0, a] respectiv [0, a] x [0, a]. Definim operatorul
F:C|0,a] — C]0,a] prin

Flu(e)) = @) + | gla.y)uly)dy
i observam ca pentru orice u,v € C[0, al
[1F(u—F(v)]| <aLllu—vl],

unde L = sup{|g(z,y)|;z,y € [0,a]}. Teorema de punct fix a lui Banach se poate
astfel aplica pe orice interval pentru care se verifica inegalitatea al. < 1. Aceasta
nu e o problema grava fiindca, prin metode standard de prelungire, se poate arata
existenta solutiei pe [0, a]. Pe de alta parte, Adam Bielecki in 1956 [15] a descoperit
o altd metoda de a remedia problema. El a introdus o noua norma pe C|0, a,

[ullx = sup exp(—Az)[u(z)],
0<z<a

echivalentd cu norma uniforma si fatd de care F' este (L/A)-lipschitziana si deci
contractie daca \ este suficient de mare. O alta metoda consta in utilizarea ur-
matoarei variante a Teoremei 4.1, aparent mai tare. Vezi demonstratia Teoremei

4.19.

Corolarul 4.1 Fie sirul fe functii F™ definit inductiv prin F' = F si F*t! =
F o F™. Daca existd k > 1 astfel incat F* este contractie, atunci F are punct fix
unic.

Demonstratie. Fie u punctul fix pentru £*. Punem in (4.2) x = F(u) si obtinem
p(u, F(u)) < (1 — ) p(F*(F(u)), F(u)) = 0, si deci F(u) = u. Pentru unicitate,
dacd y este punct fix pentru F' atunci el este punct fix si pentru F*. Deci y = u. g

Observatia 4.1 Corolarul de mai sus este interesant si prin faptul ca functia F
nu este presupusa nici macar continua. Desi rezultatul a fost enuntat in forma
abstracta abia in anii 1960, el se regaseste intr-o lucrare a lui Georg Hamel din
1922 privind studiul solutiilor periodice pentru ecuatia pendulului.
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Urmatoarea teorema da o conditie in care punctul fix al unei contractii depinde
continuu de un parametru.

Teorema 4.3 Fie (X, p) si (T,r) spatii metrice, X complet. Fie g: X xY — X
continud. Presupunem ca exista o € (0, 1) astfel incat

p(g(r,t),9(y,t)) < ap(z,y)

pentru orice t €T gi x,y € X. Daca p(t) este unicul punct u pentru care g(u,t) =
u, atunci ¢ este continua de la T la X.

Demonstratie. Fie tg € T si ¢ > 0. Continuitatea lui g in (¢(t9),?o) implica
existenta unui § > 0 pentru care daca r(¢,%y) < § atunci

p(g((to), 1), 9((to), t0)) = plg(p(to), (to)) < (1 —a).
Fie r(t1,t0) < 0. Inegalitatea (4.2) implica

p(p(to), g(p(to), t1)) _.
1l -«

p(e(to), p(t1)) <

ceea ce trebuia demonstrat. 0

O aplicatie interesanta a teoremei de mai sus, utilizata in demonstratia teoremei
de inversare locala, este urmatoarea.

Fie X spatiu Banach si f : X — X o contractie. Atunci functia x — x + f(x)
este homeomorfism de la X la X.

Vezi Problema 6.38 pentru demonstratie. Incheiem aceasta sectiune cu o exten-
sie interesanta obtinuta de Renato Caccioppoli [25] in 1930.

Presupunem cd existd un gir (c,) astfel incat Y00 | ¢, < 0o gi

p(F™(x), F"(y)) < cap(z,y) Yo,y € X.

Atunci girul iteratiilor (4.1) converge la unicul punct fiz al functiei F.

4.2 Teorema de punct fix a lui Brouwer

Teorema 4.4 (Brouwer) Fie B sfera unitate inchisa centrata in origine din spatiul
R? si f: B — B o functie continud. Atunci exista x € B astfel incdt f(x) = x.
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Inainte de a demonstra Teorema 4.4, sa observam ca ea se poate extinde la
cazul cand se inlocuieste B cu orice spatiu topologic €2 care este homeomorf cu B.
Intr-adevar, fie g : 2 — B un homeomorfism gi fie f : 2 — Q o functie continua.
Atunci go fog™! este continua pe B si ia valori in B. Existd deci y € B astfel incat

gofog(y) =y.

Evident, z = g~ !(y) € Q este punct fix pentru f.
Situatia cea mai simpla este cand 2 este o sfera inchisa dintr-un spatiu normat
finit dimensional. Mai general, are loc urmatorul rezultat.

Corolarul 4.2 Fie Q2 o multime nevida convexa si compacta dintr-un spativ normat
finit dimensional, si f : Q — Q o functie continua. Atunci exista x € 0 astfel incat

J(2) = .

Demonstratia Corolarului 4.2 O prima demonstratie, pe care o vom schita
doar, se bazeaza pe faptul ca o multime convexa nevida finit dimensionala (adica
dimensiunea varietatii liniare generate de ea este finita), are interiorul relativ nevid
(79, p.237]. Prin urmare, o multime convexa care are cel putin doua elemente
distincte este homeomorfa cu o multime convexa cu interior nevid dintr-un spatiu
de tipul R? cu p € N. Deci, o multime convexa gi compacta care nu se reduce la
un punct este homeomorfa cu o multime inchisa convexa marginita si cu interior
nevid din R?. Demonstratia se incheie pe baza faptului ca intr-un spatiu Banach
o multime convexa inchisa marginita si cu interior nevid este homeomorfa cu sfera
unitate inchisa centrata in origine [49, p.528].

Vom prezenta in continuare o demonstratie directa. Fara a restrange generali-
tatea, putem presupune ca spatiul de baza este RP. Daca €2 este o sfera inchisa, dupa
cum am remarcat deja, rezultatul este adevarat. Fie r > 0 astfel incat Q C B(0,r).
Fie P : B(0,r) — Q definita prin P(z) = y unde y este unicul punct in Q cu
proprietatea

| = yll = inf{||lz — 2|); Vz € Q}.

Este cunoscut ca P este continua (chiar lipschitziana). Deci
foP:B(0,r)—QcC B(0,r)

are cel putin un punct fix x € B(0,r), adica f(P(z)) = z. Avand in vedere
ca f(P(z)) € Q, rezulta ca z € Q. Prin urmare, P(z) = x si deci f(z) = x.
Demonstratia Corolarului 4.2 este incheiata. 0

Demonstratia Teoremei 4.4 se bazeaza pe urmatoarea lema datorata lui Karol
Borsuk [20] (1931).
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Lema 4.1 Fie U = {x € R?;||z|| = 1}. Nu exista o functie continua f : B — U
astfel incat f(x) = x pentru orice x € U.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista o functie f cu
proprietatile indicate. Prelungim f la o functie continua f; : R? — U prin fi(z) =
x/||z|| pentru orice x cu ||z|| > 1. Aplicand teorema de aproximare a lui Weierstrass,
existd fo : RP — RP de clasd C! astfel incat || fo(x) — f1(z)]| < 1 pentru orice z cu
||z|]| < 2. Consideram functia f3 : R — R? definita prin

fa(x) = (1= e(llz)) filx) + el f2(2),

unde ¢ : R — R este o functie de clasid C! verificand conditiile
0<o(t) <1, t)=1Vt<3/2, p(t)=0Vt>2.

Se poate lua de exemplu

1 21 9 5
t)=—t*— P4+ —t — —
o) =36 "6t "6 16

pentru t € (3/2,2). Este usor de vazut ca f3 este de clasd C', f3(x) = x/||z|| pentru
orice x cu ||z|| > 2 i

Ifs(@) = (A1) = ezl - 1 f2(2) = (@)l > L f2(2) = A1 = e(z]]) =0,

daca ||z|| < 2, deoarece

L= [[fi(@)[| > [ f2(2) = fr(@)]]

Definim acum functia de clasa C1, f; : R? — RP prin

f3(2$)
falw) = 75557
1 f5(22)l
Se observa ca || fy(z)|| = 1 pentru orice x € R? §i fy(x) = z/||z|| pentru orice z cu

llz|| > 1. Este clar ca fy este lipschitziana pe B. Fie L constanta Lipschitz si fie
t €[0,1/L). Vom arata in continuare ca

(I+tf)B = (1+1)B, (4.5)
unde [ este aplicatia identica. Intr-adevar, pentru x € B avem

[z + tfa() | < llzfl + tlfa(x)| < 1 +4,
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iar pentru r ¢ B avem

i

|z +tfu(2)]| =z +tv—] = [|z|| +t > 1+ ¢

]

Pe de alta parte, alegerea lui ¢ implica faptul ca t|| f;(z)|| < 1 pentru = € B i deci
I +tfj(x) este izomorfism iar

det(I +tfy(z)) >0

pentru x € B. Aplicand teorema de inversare locala deducem ca multimea (I +
tf4)(B) este deschisa in B(0,1 + t). Ea este si inchisa, fiind compacta. Deoarece
B(0,1+1t) este conexa, rezulta egalitatea (4.5). Asadar, functia [ +¢f, : B(0,1) —
B(0,1 + t) este surjectiva. Ea este si injectiva deoarece, daca (I + tfy)(x) =
(I+ t£:)(y) avem

[ =yl = tllfa(x) = fay)ll < tkllz -yl

Avand in vedere ca tk < 1, obtinem x = y. Folosim acum formula schimbarii de
variabila la integrala din R? gi deducem

(1+t)p/dy:/ dy:/ dy =
B B(0,1+t) (I+tf2)(B)

/B det(] + tfi(x))da = t7 /B det f}(z)dz + Po_y(t),

unde P,_;(t) este o functie polinomiala de grad cel mult n — 1. Prin identificare
obtinem

/Bdet fi(x)dx = /de # 0. (4.6)

Pe de altd parte, |fa(z)||* = 1 implica (fi(2))*(fs(x)) = 0, unde (fi(x))"
este adjunctul operatorului liniar fj(x). Deoarece fy(x) # 0 pentru orice z € RP?,
deducem ca det fi(x) = 0 pentru orice z € R?, ceea ce contrazice (4.6) 0

Demonstratia Teoremei 4.4 Presupunem, prin reducere la absurd, ca f(x) # x
pentru orice x € B. Se poate deduce cu usurinta ca exista o functie continua
h: B — [1,00) astfel incat, functia definita prin

g(x) = f(x) + h(x)(z = f(x))

are proprietatea ca ||g(x)|| = 1 pentru x € B. Mai precis, g(z) este punctul unde
semidreapta cu originea in f(x) i care contine x intersecteaza U. Aplicand Lema
4.1, presupunerea facuta este falsa. 0
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Observatia 4.2 In demonstratia Lemei 4.1 s-a utilizat teorema de aproximare a lui
Weierstrass care este bine cunoscuta in cazul unidimensional. Aici insa este vorba
de functia f; : R? — RP continua pe B(0,2). Este clar ca problema se reduce la
aproximarea prin functii polinomiale ale functiilor g : R? — R continue pe B(0, 2).
Rezultatul este adevarat gi se bazeaza pe Teorema Stone-Weierstrass [77, p.16].

In cazul unidimensional, demonstratia teoremei de punct fix a lui Brouwer se
poate face pe baza teoremei valorilor intermediare, demonstrata de Bernard Bolzano
in 1817:

Daca o functie continud g : [—1,1] — R are proprietatea ca g(—1)g(1) < 0
atunci exista ¢ € [—1,1] astfel incat g(c) = 0.

O proprietate similara are loc si in cazul p-dimensional.

Teorema 4.5 Fie multimea
C={r=(21,...,2p);|z;| <1, Vi=1,....p}
si o functie continud g : C' — RP, g = (g1, g2, -, gp). Presupunem ca
Gi(z1, .o, o1, =1, g1, ) >0

St

IN

0,

gi(l’l, ey L1, 1,l’i+1, ...,l’p)

pentru orice (x1,%s,...,x,) € C si pentru orice i = 1,...,p. Atunci ezista ¢ € C
astfel incat g(c) = 0.

Pentru demonstratie, vezi Problema 6.40. Henri Poincaré a enuntat acest rezul-
tat in 1883, pentru ¢ diferentiabila, si a publicat o demonstratie trei ani mai tirziu.
Faptul ca teorema p-dimensionala a valorilor intermediare este echivalenta cu teo-
rema lui Brouwer a fost stabilit de Carlo Miranda abia in 1940 [67].

Sa prezentam o alta demonstratie pentru Teorema lui Brouwer in cazul 2-
dimensional. Enuntul prezentat mai jos este chiar o versiune usor mai tare.

Teorema 4.6 Fie U = {r € R?%;||z| = 1} si B = {z € R?||z|| < 1}. Fie functia
f: B — R? continud astfel incat f(U) C B. Atunci f are cel putin un punct fiz.

Demonstratie. Intr-o prima etapa se arata ca, daca o functie continua g : U — U
este homotopa cu o functie constanta, atunci exista o functie continua v : U — R
astfel incat g(x) = exp(iu(x)) pentru orice x € U. Vezi Problema 6.50 pentru
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detalii. Am folosit forma complexa pentru usurinta scrierii. Precizam ca functiile
continue f : X — Y gi g : X — Y sunt homotope daca exista o functie continua
H: X x[0,1] = Y astfel incat H(z,0) = f(z) si H(z,1) = g(x) pe X. In etapa a
doua, se arata ca, multimea U nu este contractibila, adica aplicatia identica pe U
nu este homotopa cu o functie constanta pe U. Vezi Problema 6.51. Demonstratia
se incheie observand ca, daca f nu are puncte fixe atunci functia definita prin

H(x,t) = { r(z —2tf(z)) daca 0<t<

r((2—2t)x — f((2—20)x)) dack L <t< i

unde 7(z) = z/||z|| pentru x # 0, arata ca functia identica pe U este homotopa cu
functia constanta r(—f(0)) ceea ce contrazice faptul ca U nu este contractibila.

Observatia 4.3 Sa remarcam ca daca U nu este contractibila atunci se poate
demonstra usor ca nu este o retracta a lui B, adica are loc concluzia din Lema
4.1. Intr-adevar, presupunand ca exista o functie continua f : B — U astfel
incat f(x) = x pentru orice x € U, functia H : U x [0,1] — U definita prin
H(z,t) = r((1 — t)z) face U contractibila, adica H(z,0) = z pentru x € U si
H(z,1) =0 pentru z € U.

Rezultatul care urmeaza, cunoscut in literatura sub numele de Teorema Perron-
Frobenius, este o aplicatie importanta a Teoremei lui Brouwer. Teorema pe care
o vom demonstra in cele ce urmeaza afirma ca orice matrice patratica ale carei
elemente sunt nenegative are cel putin un vector propriu cu componente nenegative
corespunzator unei valori proprii nenegative. Precizam ca x; noteaza componenta
de rang ¢ a vectorului coloana x € R".

Teorema 4.7 Fie A = (a;;) o matrice patratica de tipul n X n cu elemente nenega-
tive. Atunci exista X > 0 si un vector nenulx € R™, cux; > 0 pentruit =1,2,---,n,
astfel incat Ax = \x.

Demonstratie. Definim multimea nevida convexa si compacta
n
K = {x eR"z; > 0Vi = 1,2,---,n,2xi = 1}.
i=1

Daca exista z¢y € K astfel incat Axg = 0, atunci zy i A = 0 rezolva problema.
Consideram acum cazul in care pentru orice v € K avem Ax # 0. Cum A este
cu elemente nenegative, rezulta ca functia g : K — R, definita prin

n

g(z) =) _(Ax);

=1
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ia numai valori pozitive. Ca atare, putem defini functia continua F' : K|toR" prin

1
F(z) = —————Ax.
i1 (Ax);
Aceasta aplica multimea K 1n ea insasi. Pentru aceasta, este suficient sa observam
ca (Ax); > 0 pentru orice z € K i ca

n n

2 FD = s (g, A =
Din Teorema de punct fix a lui Brouwer, deducem ca exista z € K cu F(z) = x.
Ultima egalitate se poate rescrie echivalent sub forma Ax = Az cu A = X0 | (Az),,
ceea ce incheie demonstratia. O

Incheiem acest paragraf cu mentiunea ca Luitzen Egbertus Jan Brouwer a
publicat Teorema 4.4 in anul 1909 in cazul tridimensional, Jacques Hadamard a
demonstrat-o in anul urmator in cazul p-dimensional dar pentru functii diferenti-
abile. De altfel, Hadamard o numeste deja Teorema de punct fix a lui Brouwer,
ceea ce sugereaza ca rezultatul era deja faimos. Prima demonstratie pentru cazul
general a fost data de Brouwer in 1912 [24]. Demonstratia lui Brouwer se bazeaza
pe teoria gradului topologic, introdusa de el ca o alternativa la teoria indexului,
a lui Kronecker, utilizata de altfel de Henri Poincaré la demonstrarea teoremei
p-dimensionale a valorilor intermediare. Faptul ca Lema 4.1 este echivalenta cu
Teorema lui Brouwer a fost observat de Karol Borsuk in 1931. Este interesant
de precizat ca exista un alt rezultat echivalent cu Teorema lui Brouwer, si foarte
apropiat de Lema lui Borsuk, care fusese dat de Piers Bohl in 1904 si demonstrat
de el pentru functii diferentiabile:

Nu exista o functie continua f : C — RP\ {0} cu proprietatea ca f(x) = x
pentru x din frontiera lui C,
unde C' este cubul din R?, adica multimea definita in Teorema 4.5.

Abia in 1930 rezultatul a fost extins de Juliusz Schauder la cazul spatiilor infinit
dimensionale. In 1937 John von Neumann iar in 1941 Shizuo Kakutani extind
rezultatul la cazul multifunctiilor. In sectiunile urmatoare vom prezenta aceste
extinderi. Sa mai remarcam ca Lema 4.1 are multe demonstratii, cea prezentata aici
apartine lui Konrad Groger si a fost publicata in 1981 [41]. In sfarsit, demonstratia
prezentata pentru cazul 2-dimensional (Teorema 4.6) a fost data de Robert F. Brown
in 1974 [24].

4.3 Teorema de punct fix a lui Schauder

In spatii infinit dimensionale, Teorema de punct fix a lui Brouwer nu are loc
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Teorema 4.8 (Schauder) Fie K o mulfime convexda si compacta intr-un spatiu
normat X si f : K — K o functie continua. Atunci exista v € K astfel incat

f(@)=a.

Teorema de punct fix a lui Schauder, enuntata mai sus, este o extensie la spatii
normate a Teoremei lui Brouwer. Ea a fost demonstrata in 1927 de Juliusz Schauder
pentru spatii Banach cu baza Schauder. Aceasta ipoteza a fost eliminata in 1930
[84]. Trebuie mentionat ca intr-o lucrare publicata in 1922 [17], George Birkhoff
si Oliver Kellogg extinsesera Teorema de punct fix a lui Brouwer pentru functii
continue pe multimi compacte si convexe din spatii de functii de tipul C*([a, b]) sau
L?(a,b). Ei au aplicat teorema lor de punct fix la studiul unor probleme la limita
neliniare. De altfel, Schauder a dat si el aplicatii la problema Cauchy pentru ecuatii
diferentiale ordinare gi pentru anumite probleme la limita pentru ecuatii cu derivate
partiale.

In literatura, Teorema lui Schauder apare si in alte variante. Amintim ca o
functie f : M — X este compacta daca este continua gi multimea f(FE) este relativ
compacta pentru orice multime marginita £ C M. Daca f este continua si f(M)
este relativ compacta atunci f este compacta.

Teorema 4.9 Fie M o mullime inchisa marginita si convexa a spafiului normat
X gi f: M — M o functie compacta. Atunci exista x € M astfel incat f(x) = x.

Teorema 4.10 Fie A o mulfime convexd si inchisa tn spatiul normat X si f o
functie continud de la A la o submulfime compacta a lui A. Atunci exista x € A
astfel incat f(x) = .

Sa aratam ca cele trei variante prezentate mai sus sunt echivalente. Presupunem
ca este adevarata Teorema 4.8 gi fie A gi f ca in Teorema 4.10. Avem f(A) C A;
(compacta), A; C A. Deci f(A) C conv(A;) C A. Deoarece A; este com-
pacta, rezulta ca conv(A;) este compacta [49, p.84]. Aplicand Teorema 4.8 pentru
K = conv(A;), obtinem concluzia. Presupunem acum ca este adevarata Teorema
4.10 si demonstram Teorema 4.9. Fie M si f ca in Teorema 4.9. Functia f fiind
compacta i M fiind marginita, rezulta ca f(M) este compacta. Deoarece M este
inchisa, f(A) C M. Rezulta deci concluzia Teoremei 4.9. In sfarsit, daca pre-
supunem ca este adevarata Teorema 4.9, Teorema 4.8 rezulta ugor avand in vedere
ca multimile compacte sunt inchise si marginite, iar functiile continue definite pe
multimi compacte sunt compacte.




100 0. Carja

Demonstratia Teoremei 4.8 Multimea K fiind compacta, pentru fiecare n € N
exista o 1/n-retea finita {S(a;1/n);a € A, }, unde A, este finita, i cate o functie
continua ¢, : K — X, astfel incat

|n(z) — 2| < 1/nVz € K.

Pentru a demonstra acest fapt, definim ¢ : K — X prin

ZaeA % (x)a
ZaEA wa(l’)

unde 1, (z) = 0 daca ||z —a|| > 1/n si Yq(x) =1/n — ||z — a|| daca ||z —al| < 1/n.
Sa aratam ca ¢ este continua si

p(r) =

le(z) ==l < 1/n

pentru orice x € K. Intr-adevar, sa observam mai intai ca pentru orice xz € A avem

Ya(z) >0

iar pentru orice r € K avem

> Ya(z) > 0.

acA

Continuitatea lui ¢ rezulta din faptul ca fiecare v, este continua. Daca x € K

atunci 5 bula) )
_ . 2aeAPalT)(Q — X
()O(x) ZaeA ¢a(x) '

Daca 1,(x) > 0 atunci ||z — al| < 1/n. Prin urmare

Laca a(@)|la —
ZaeA %(x)

[p(z) — 2| < <1/n.

Este clar ca
on(K) C conv(K) = K.
Deci f, = ¢, o f are proprietatea ca f,(K) C K. Avem in plus

| fu(z) = f(x)|| <1/n, VzeK.

Fie acum X, infaguratoarea liniara a multimilor A, si fie Q, = K N X,,. Spatiul
liniar X, este finit dimensional, €2,, este convexa si compacta in X, iar f,, : Q, — Q,
este continua. Din Corolarul 4.2 rezulta ca exista x,, € Q,, astfel incat f,(z,) = z,.
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Deoarece (f(x,)) este un gir din multimea compacta K, exista un subsir convergent
(f(xy,)) la zy € K. Tinand cont de faptul ca

fkn (xk‘n) = xk‘n?

obtinem

2k, = @oll < W fka (@) = flze ) + 1S (@) — ol < 1/kn + [1f (2,) — o],

ceea ce arata ca xy, — To. Deoarece f este continua, f(zo) = lim f(zy, ) = o, ceea
ce Incheie demonstratia. 0

Observatia 4.4 In demonstratia de mai sus, in locul functiei ¢,, se poate considera
functia de proiectie P, : X — (,. Problema care apare este ca aceasta functie este
bine definita gi continua in cazul spatiilor strict normate. Amintim ca un spatiu
normat este strict normat daca ||z +y|| = ||z|| +||y|| si # # 0 implica y = ¢tz pentru
un t > 0. Deoarece (2,, este compacta, exista elemente wy € €,, astfel incat

o — woll = inf{flz - w]); w € 2,}.

Avand in vedere ca X este strict normat si €2,, este convexa, rezulta unicitatea lui
wp. Dar pentru orice spatiu normat separabil X, exista o norma echivalenta fata
de care X este strict normat. In sfarsit, conditia de separabilitate nu deranjeaza in
problema noastra pentru ca se poate lucra cu infaguratoarea liniara a multimii K
in locul lui X, infaguratoare care este spatiu separabil deoarece K este compacta.

Sa prezentam in continuare cateva exemple tipice de operatori compacti in spatii
Banach infinit dimensionale. Este usor de vazut ca in spatii finit dimensionale
multimea operatorilor compacti coincide cu cea a operatorilor continui. Rezultatul
central folosit in continuare este Teorema Arzela-Ascoli.

Teorema 4.11 (Arzela-Ascoli) O submultime K in C([a,b]; X), unde X este spa-
tiu Banach, este relativ compacta daca st numai daca mulfimea K este echicontinua
pe [a,b] si pentru fiecare t € [a,b] sectiunea lui K in t, adica mulfimea K(t) =
{f(t); f € K}, este relativ compacta in X. Rezultatul este adevdrat dacd mulfimea
K(t) este relativ compacta pentru t intr-o multime densa din [a, b).

In 1889 Cesare Arzela [3] a demonstrat necesitatea conditiei de compactitate iar in
1882-1883 Guido Ascoli [4] a demonstrat suficienta, ambele in C|a, b] = C([a,b]; R).
Rezultatul are loc si daca in loc de [a, b] avem un spatiu compact. In cazul X = R,
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conditia ca multimile K'(¢) sa fie relativ compacte este echivalenta cu marginirea in
C'la, b]. Demonstratia pentru cazul cand X este spatiu Banach este esential aceeasi
ca in cazul in care X = R. O submultime S in C(K) este echicontinud daca pentru
orice v € K si orice € > 0 exista o vecinatate U, a lui x astfel incat

[f(y) = fz)| < e

pentru orice f € Ssiy € U,..

Exemplul 4.1 Fie functia continua K : [a,b] X [a,b] X [-R, R] — R, unde a,b € R
si R > 0. Fie M = {x € Cla,b];||z|| < R} unde pe C|[a, b] consideram norma uzuala
||z|| = sup{|=(t)|;t € [a,b]}. Operatorii T',S : M — Cla, b] definiti prin

b t

(T2)(t) = / K(t,s,2(s))ds, (Sz)(t) = / K(t, s, 2(s))ds

a a

sunt compacti. Vom face demonstratia pentru S.

Deoarece multimea A = [a, b] X [a,b] x [— R, R| este compacta, K este marginita
i uniform continua pe A. Exista o > 0 cu |K(t,s,x)| < a pentru (¢,s,z) € A si
pentru orice € > 0 exista ¢ > 0 astfel incat

|K(tl7 817:C1) - K(t27 827:C2)| <e€
pentru (t;, s, z;) € A, i = 1,2, cu
‘tl — t2’ + ’81 — 82’ + ’%1 — .Z'Q‘ < 4.

Deci

|(Sz)()] < a(b —a)

pentru orice t € [a, b] si
|(Sz)(t1) — (Sz)(t2)] < (b—a+a)e

pentru
|t1 — tg‘ < min{é, E}.

Folosim Teorema Arzela-Ascoli si deducem ca multimea S(M) este relativ com-
pacta. Proprietatea de continuitate a operatorului S rezulta prin trecere la limita
sub integrala.
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Ca aplicatie, consideram ecuatia integrala neliniara

x(t) = v/ab F(t,s,x(s))ds + /ab G(t,s,x(s))ds. (4.7)

Consideram A = {(t,s,z);t,s € [a,b],|x|] < R}, a,b,R > 0, gi presupunem ca
functiile £, G : A — R sunt continue, cu |G(t,s,x)| < K|z|P pe A, p > 1, K > 0.
Atunci exista vy > 0 astfel incat ecuatia (4.7) are solutie continua pe [a, b] pentru
fiecare v cu |y| < . Pentru demonstratie, se alege r suficient de mic astfel incat,

notand
M = {z € Cla,b]; ||z|| < R},

sa avem T' (M) C M, unde T este operatorul definit prin membrul drept al ecuatiei.
Compactitatea lui T' gi Teorema lui Schauder rezolva problema.

Exemplul 4.2 Fie X spatiu Banach, (t5,£) € R x X, a,b >0, c € (0,4a] si
P=A(t,z) e R x X;|t —to] <a,|x—¢&| <b}.

Presupunem ca f : P — X este compacta si ||f(¢,2)|| < k pentru (t,z) € P.
Operatorul F : M — X, unde

M={zxeC(lty —c,to+¢]; X); max |x(t) =& < b},

" te[to—c,to+c]
definit prin
(Fa)t) =€ + [ fs.2()ds
este compact. Intr-adevar, multimea F'(M) este relativ compacta:
[(Fz)(t) — (Fz)(s)|| < k[t — ]
pentru t, s € [ty — ¢, to + ¢ iar valorile sunt in multimea compacta
&+ (t — to)conv{ f(s,z(s));s € [to — ¢, to + ]}
Continuitatea este imediata.

O aplicatie importanta a acestui fapt este Teorema lui Peano in spatii Banach.
Se considera ecuatia diferentiala in spatiul Banach X,

2(t) = f(t,x(t) =(to) =& (4.8)

Rezultatul clasic al lui Peano afirma ca, daca X = R"™ si f este continua, atunci
ecuatia (4.8) are cel putin o solutie. In spatii infinit dimensionale rezultatul nu mai
este adevarat fara conditii suplimentare asupra lui f. O astfel de conditie este ca
f sa fie compacta.
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Teorema 4.12 In conditiile date in Exemplul 4.2, luam ¢ = min{a,b/k}. Atunci
ecuatia diferentiala (4.8) are solutie pe [ty — ¢, to + .

Demonstratie. Se aplica Teorema de punct fix a lui Schauder operatorului F
definit mai sus. Se constata cu ugurinta ca F(M) C M. 0

Exemplul 4.3 Fie X si U spatii Banach, S(t), t > 0, un semigrup de clasa Cj
pe X gi B € L(U,X). Fixam T > 0, notam [ = [0,7] i pentru p > 1 definim
operatorii Frp: LP(I; X) — X si Gp : LP(I;U) — X prin

Frax = /OT S(T — s)x(s)ds, Gru= /OT S(T — s)Bu(s)ds.

In teorema care urmeaza dam conditii care asigura compactitatea operatorilor Fp

§1 GT.

Teorema 4.13 (i) Daca S(t) este operator compact pentru fiecare t > 0 atunci
operatorul Fr este compact.
(17) Daca B este compact atunci operatorul G este compact.

Demonstratie. Vom face demonstratia pentru p = 2, cazul general se adapteaza
ugor. Sa demonstram (7). Este suficient sa demonstram ca multimea Fr(P) este
relativ compacta in X unde

P={xe Ll*(I;X);|z|| <a}.

Notim K = Fr(P),
K(t)= {/OtS’(t—s)m(s)ds; x € P}, 0<t<T

i observam ca exista v > 0 astfel incat ||S(t)|| < ~ pentru orice ¢t € I. Pentru
0 < e < T definim
K.=S()K(T —¢).

Deoarece K (T — ¢) este marginita in X i S(e) este operator compact, urmeaza ca
multimea K. este relativ compacta. Acest fapt, impreuna cu inegalitatea

| Fra — /OTE S(T — s)x(s)ds|| < yar/e
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arata ca multimea K este total marginita, deci este relativ compacta in X.
Sa demonstram acum (i7). Pentru aceasta folosim un rezultat al lui Juliusz
Schauder din 1930:
Un operator liniar continuu de la un spativ Banach la un spativ Banach este
compact daca st numai daca adjunctul lui este compact.
Se vede usor ca
G X* — L*(L,U*) C (LA(L; U))*

este dat de G(y) = B*S(-)*y pentru orice y € X*. Atragem atentia ca nu iden-
tificam L2(I;U*) cu (L*(I;U))*. Idetificarea este posibila in conditii suplimentare
pentru X (de exemplu, reflexivitatea). De asemenea, S(t)* nu este numaidecat
semigrup de clasa Cy. Totusi, functia ¢ — || B*S(t)*y|| este masurabila si se verifica
o inegalitate de tipul ||S(¢)*|| < M exp(wt), deci operatorul G* este bine definit.
Cititorul poate gasi informatii despre semigrupul adjunct in [95].

Sa aratam deci ca operatorul G4 de la X* la L?(I;U*), definit mai sus, este
compact. Observam intai ca functia t — B*S(t)* (cu valori in L(X™*;U*)) este
continua in orice punct ¢t > 0. Intr-adevar, avem

[1B"S(t)" — B*S(s)"|| = [|(S(t) — S(s)) Bl
care tinde la zero pentru t — s pentru ca

lim(S(t) — S(s))xr =0

t—s

pentru orice x € X, deci pe compacte convergenta este uniforma (in particular pe
{Bu : |jul]| < 1}). Aratam acum ca multimea J = {Gry;y € X* ||y|| < 1} este
relativ compactd in L?(I;U*), ceea ce este echivalent cu faptul ci are o e-retea
finita pentru orice € > 0. Din continuitatea functiei t — B*S(t)*, exista o divizare
Ay, -+, A, aintervalului [0, T astfel incat

|B*S(t)" — B*S(s)*|| < ¢/2VT

pentru orice t,s € A;, 1 = 1,---,n. De aici se obtine ca multimea

n

Jo={j(y) = . B*S(T — t;)*yxa; Iyl < Ly € X*}

i=1

este 0 £/2-retea pentru J, unde ¢; € A; sunt puncte fixate. Raméane sa gasim o
e/2-retea finita pentru J.. Pentru aceasta, observam ca aplicatia

y—a(y) = (B*S(T—t)"y,---,B*S(T —t,)"y)
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de la X* in spatiul U* x --- x U* este compacti. Deci existda o €/2v/T-retea
finita a multimii {a(y); ||y|| < 1}, fie aceasta a(y1), - - -, @(ym). Pentru orice y € X*
cu |ly|| <1 exista k astfel incat

laty) = aly)ll < e/2VT,

ceea ce implica

1/2
1) ~ ey = (32 [, 15T =0y = B —tyulfar) <<
Prin urmare, {j(y;);i =1,---,m} este o e-retea finita pentru J. 0

Observatia 4.5 Se poate demonstra un rezultat mai general. Pentru p > 1, con-
sideram operatorii F' : LP(I; X) — C([;X) si G : LP(I;U) — C(I; X) definiti

prin
(Fa)(t) = /0 St — s)z(s)ds, (Gu)(t) = /0 S(t — s)Bu(s)ds.

Daca S(t) este compact pentru orice t > 0 atunci F' este compact. Daca B este
compact atunci G este compact. Nu vom intra in detalii, doar precizam ca, din cele
aratate mai sus, multimile {(Fz)(t); z € P} sunt relativ compacte in X pentru
orice t € [0,T]. Pentru a incheia demonstratia, utilizam Teorema Arzela-Ascoli,
dar mai e nevoie de verificarea proprietatii de echicontinuitate. Cititorul poate
obtine detalii din [95, Teorema 6.2.1]. La fel se procedeaza i pentru G. Vezi si
Observatia 4.10.

Observatia 4.6 O proprietate remarcabila a operatorilor compacti V € L(X,Y),
unde X si Y sunt spatii Banach, iar X este infinit dimensional, este ca nu sunt
surjectivi. Intr-adevar, daca V este surjectiv atunci pe baza principiului aplicatiilor
deschise, Teorema 3.1, exista 0 > 0 astfel incat B(0,1) C V' B(0,9). Compactitatea
lui V' implica compactitatea multimei B(0, 1), ceea ce este imposibil daca X este
infinit dimensional. Acest fapt are implicatii la controlabilitatea exacta a sistemelor
liniare infinit dimensionale. Vezi Observatia 3.4. O alta implicatie este aceea ca
operatorul Fr nu este compact pentru p = 1, deoarece este surjectiv pentru orice
semigrup S(t). Intr-adevar, avem

sup ||S(8)yll = [lyll vy € X7,
t€[0,T]

ceea ce exprima faptul cd adjunctul lui Fr : L'(I; X) — X are invers marginit pe
imaginea sa, deci Frr este surjectiv. Vezi si Observatia 3.1.
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O alta aplicatie a Teoremei de punct fix a lui Schauder este urmatorul rezultat,
numit Principiul Leray-Schauder.

Teorema 4.14 Fie X un spativ Banach st T : X — X un operator compact.
Presupunem ca are loc estimarea a priori: exista r > 0 astfel incat daca x = tTx
cut € (0,1) atunci ||z|| < r. In aceste conditii, T are punct fiz.

Demonstratie. Definim functia f : B(0,2r) — B(0,2r) prin

Tx daca ||[Tz| <2r
F@) =3 27 qaci T2 > 2n

7]l

Aratam ca functia f este compacta. Este clar ca putem aplica apoi Teorema 4.9
pentru a deduce ca exista © € B(0,2r) astfel incat f(x) = z. Intr-adevar, daca
|Tx| < 2r, atunci Tz = x. Cazul ||Tz| > 2r este imposibil deoarece ar rezulta
flz) = tTx = x cu t = 2r/||Tx||, ceea ce conduce la ||z|| < r, din ipoteza, si
la ||z|| = ||f(x)|| = 2r, din definitia lui f. Sa aratam asadar ca functia f este
compacta. Este evident continua. Fie (z,) € B(0,2r). Daca exista un subsir (y,)
pentru care ||Ty,| < 2r pentru orice n, din compactitatea lui 7" va exista un subsir
(zn) pe care T, si deci f, va converge. Daca exista un subsir (y,) pentru care
Ty, || > 2r pentru orice n, atunci exista un subsir (z,) pentru care 1/||T(z,)|| — p
si T(z,) — y. Prin urmare, f(z,) — 2rpy. 0

Sa observam ca nu se presupune ca ecuatia x = tTx are o solutie pentru 0 < ¢t <
1. Sa observam, de asemenea, ca estimarea a priori este satisfacuta in cazul in care
multimea 7'(X) este marginita. Teorema de mai sus a fost demonstrata in 1934 [58]
de Jean Leray si Juliusz Schauder. Ea corespunde urmatorului principiu: Estimari
a priori conduc la existenta. Ca aplicatie, In [58] se dau rezultate de existenta
pentru problema Dirichlet

AjiUgy + 2A10Uyy + Agouy, = 0pe D, u = gpe Fr(D),

unde A;; sunt functii de forma A;; = A;;(x,y, u, uy, u,). Pentru a aplica o teorema
de punct fix, se considera A;; = A;j(x,y, 2, 25, 2,) cu z fixat gi se obtine o ecuatie
liniara in u cu solutia v = T'2. Un punct fix pentru 7" este solutie a problemei
neliniare. Pentru a aplica Teorema 4.14 se introduce parametrul ¢ € (0,1) prin
conditia la frontiera u = tg pe Fr(D), astfel ca problema initiala se reduce la
rezolvarea ecuatiei v = tTu pentru t = 1.

Incheiem aceasta sectiune cu
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Teorema 4.15 (Ky Fan) Fie K o mulfime convexa si compactd in spatiul Banach
X si f: X xX — R o functie care satisface conditiile

(1) Pentru orice y € K functia f(-,y) este inferior semicontinud;
(73) Pentru orice x € K functia f(z,-) este concava;
(7i1) Pentru orice y € K avem f(y,y) < 0.

Atunci ezista v € K astfel incat

flu,y) <0, Vy € K.

Demonstratie. Prin reducere la absurd, presupunem ca pentru orice z € K
exista y € K astfel incat f(z,y) > 0. Multimea K se poate acoperi cu multimile
deschise

D, ={z € K; f(z,y) > 0}.

Deoarece multimea K este compacta, ea se poate acoperi cu un numar finit D,,, 7 =
1,--+,n. Fie {p;;i = 1,---,n} o partitie a unitatii subordonate acestei acoperiri si
fie functia g : K — X definita prin

o(z) = émm)yi.

Aplicand Teorema 4.8, exista v € K astfel incat g(v) = v. Din (i7) deducem

n n

f(v,v) = f(v, ZPi(W%) > 1Pi(”)f(“»yz‘)-

=1 i=

Este clar ca daca ¢ este astfel incat p;(v) > 0 atunci v € D, si deci f(v,y;) > 0. Se
contrazice astfel (iii). 0

Observatia 4.7 Rezultatul prezentat mai sus, demonstrat in [56] (1972) si cunos-
cut in literatura sub numele Inegalitatea lui Ky Fan. poate fi interpretat ca un
rezultat de existenta pentru o inegalitate variationala (generalizatd). Vezi si Teo-
rema 5.11 unde Inegalitatea lui Ky Fan se utilizeaza pentru demonstratie. Dupa
cum s-a vazut, demonstratia se bazeaza pe Teorema de punct fix a lui Schauder.
Este interesant ca in spatii Hilbert se poate demonstra usor si reciproca: Inegali-
tatea lui Ky Fan implica Teorema 4.8. Intr-adevar, daca h : K — K este continua
atunci functia definita prin f(z,y) = (h(z) — x,y — x) satisface ipotezele din Ine-
galitatea lui Ky Fan. Rezulta ca exista T € K astfel incat f(,y) < 0, pentru orice
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y € K. Se deduce de aici ca T este punct fix pentru h. Precizam ca se poate obtine
un rezultat aparent mai tare si anume:
In conditiile (1) si (i1) avem
minsup f(z,y) < sup f(z, 2).
TE€X yeX zeX
Sa prezentam o aplicatie simpla in matematica economica. Consideram un sis-
tem economic cu n producatori, Py, -- -, P,. Producatorul P; fabrica un numar a; de
produse G; cu pretul p; pentru fiecare. Fie D;;(p) cererea de catre producatorul P

pentru produsul G;. Dorim sa gasim un sistem rezonabil de preturi p = (py, -, pn),
in ipoteza

piai =Y _p;iDij(p), Di(p) =0, i=1,--- n.
)

Conditia de mai sus spune ca producatorii folosesc toate veniturile ca sa obtina alte
produse. Avem urmatorul rezultat:
FExista un sistem de preturi p > 0 astfel incat

i=1

Interpretarea este urmatoarea: exista un sistem de preturi pentru care cererea este
mai mica sau egala cu oferta. Pentru demonstratie, se considera

X={peR"p>0,> p=1}

i=1

n

Fi(p) = ;Dij(p), fw.0) = (. Fq)) — (p.q)-

Ipoteza pusa asigura ca f(p,p) = 0 pentru orice p € X, deci exista p € X cu
f(@,q) < 0 pentru orice ¢ € X. Acest fapt conduce la F(p) < a, ceea ce trebuia
demonstrat.

4.4 Teoreme de punct fix pentru multifunctii

Incepem aceasta sectiune cu o generalizare a Teoremei de punct fix a lui Banach.
Amintim ca

d(A, B) = max{supd(z, B),supd(z, A)}

€A zeB
definegte metrica Pompeiu-Hausdorff.


Gabriela
Sticky Note
f(p,q)= <q,F(p)>-(q,a>
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Teorema 4.16 Fie ' : X ~ X o multifunctie cu valori nevide si inchise pe spatiul
metric complet (X, p). Presupunem ca ezista 0 < k < 1 astfel incat pentru orice
x,y € X avem

0(E(x), Fy)) < kp(z,y).
Atunci F are cel putin un punct fiv uw € X (adica u € F(u)).

Demonstratie. Alegem un r astfel incat k < r < 1, luam xg € X si apoi alegem
x1 € F(z9) cu p(zg, 1) > 0. Avem

d(z1, F(z1)) < 0(F(20), F(1)) < rp(20, 1),

deci exista xy € F(x1) cu p(x2, 1) < rp(zo,x1). Repetand procedeul, determinam
un sir (x,) astfel incat

Tpi1 € Fxy,), p(xn, xni1) < r"p(xo,z1), ¥Yn € N.

De aici, prin procedeul standard utilizat in demonstratia Teoremei 4.1, obtinem ca
sirul (x,) este convergent la un element u € X. Sa aratam ca acesta este punctul
fix cautat. Intr-adevar, aceasta rezulta din

d(Tni1, F(u) < 6(F(zn), F(u) < kp(ag, u) — 0
gi din faptul cad multimea F'(u) este inchisa. 0

Teorema de mai sus a fost demonstrata de Sam B. Nadler Jr. in 1969 [70]. Este
interesant ca, spre deosebire de cazul functiilor, punctul fix poate sa nu fie unic.
Cazul banal este cand F este constanta, dar Jean Saint Raymond a demonstrat in
1994 [82] urmatorul rezultat:

Fie C este o submultime convexa si inchisa a unui spatiu Banach X si contractia
F : C ~ C cu valori inchise. Daca xq este punct fiz si F(xo) are cel putin doud
elemente, atunci exista un punct fix al lur F' diferit de xg.

Continuam cu Teorema de punct fix a lui Kakutani. Inainte de a da aceasta
importanta teorema, sa amintim cateva lucruri despre sirurile generalizate. Pentru
detalii se poate consulta [79, p.225]. Daca pe I este definita o preordine (relatie
reflexiva gi tranzitiva) atunci, spunem ca [ este dirijata daca pentru iy, is € I exista
13 € I incat i1 < 13 g1 19 = 723. Un $ir generalizat in X este o functie de la o multime
dirijata de indici la X. Se noteaza (z;);c; sau doar (z;). Sirurile generalizate se mai
numesc siruri Moore-Smith dupa numele celor care le-au introdus in 1922: Eliakim
H. Moore si Henry L. Smith [69]. Teoria generala a limitelor dezvoltata de Moore si
Smith a fost facuta independent si de Mauro Picone intr-o carte care a aparut anul
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urmator [75]. Termenul englezesc este "net” utilizat pentru prima data de John L.
Kelley in 1950. Un element xy € X este punct limita pentru sirul (x;), daca pentru
fiecare vecinatate V' a lui x( si pentru fiecare ¢ € I exista j € I cu i < j astfel incat
x; € V. Amintim urmatorul rezultat:

O multime K este compacta daca si numai daca fiecare gir generalizat din K
are un punct limita in K.

Teorema 4.17 Fie K o multime convexa si compacta dintr-un spatiu local convex
separat X. Fie F': K ~ K o multifunctie superior semicontinud cu valori nevide
inchise si convere. Atunci exista xo € K astfel incat o € F(xy).

Demonstratie. Fie {V};i € I} un sistem fundamental de vecinatati deschise
convexe echilibrate si absorbante pentru originea lui X. Pentru ¢ fixat, deoarece
K este compacta, exista J(¢), multime finita, si x;;,j € J(i) astfel incat familia
{xij +Vi;7 € J(i)} este o acoperire deschisd a lui K. Fie {p;;;j € J(i)} o partitie a
unitatii subordonate ei, si fie functia f; : K — X definita prin

filx) = > pij(@)ys,

Jed (@)
unde y;; este un element oarecare in F'(z;;). Multimea
K; = conv{y,j;j € J(i)}

este convexa si compacta In spatiul finit dimensional generat de {y;;;7 € J(i)}, f;
este continua, f;(K;) C Kj, si deci, aplicand Teorema de punct fix a lui Brouwer,
exista x; € K; cu fi(z;) = x;. Se obtine astfel un gir generalizat (x;);c;, unde
pe I introducem ordinea ¢ = j daca V; C V;. Din proprietatile sistemului de
vecinatati, rezulta ugor ca I este dirijata. Deoarece multimea K este compacta,
sirul generalizat (z;) are un punct limita zo € K. Vom arata ca acesta este punctul
fix cautat. Prin reducere la absurd, presupunem ca xy & F'(zq). Aplicam o teorema
de separare a multimilor convexe prin hiperplane [79, p.111], [101, p.24] §i deducem
ca exista o multime convexa si deschisa W, cu W D F(xo) si 29 € W. Se aplica
acum proprietatea de semicontinuitate a multifunctiei F' si deducem ca exista V/,
vecinatate a lui o, astfel incat F'(x) C W pentru z € V. Se poate evident lua V' si
cu proprietatea

Vnw =0.

Mai departe, V — x( este vecinatate a originii si deci exista ¢ € I astfel incat
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Folosim acum proprietatea ca xy este punct limita pentru girul (z;) si deducem ca
exista j > ¢ (prin urmare V; C V;) cu x; € xo + V. Deci

rj+V;Cxo+Vi+V;CV.

Retinem deci ca exista j € I cu o; +V; C V. Vom arata ca x; € W, ceea ce este
fals. Intr-adevar, avem

z; = fi(z;) = D fialz;)yja €W

aeJ(j)

deoarece, daca fjo(x;) > 0, atunci x; € x;, +Vj, deci z, € V si dedi y;, € W iar
W este convexa. Demonstratia este terminata. 0

Shizuo Kakutani a demonstrat acest rezultat in 1941 in cazul finit dimensional
[48]. Trebuie mentionat insa ca o versiune echivalentd cu cea a lui Kakutani fusese
obtinuta in 1937 de John von Neumann [97] (vezi Problema 6.45). In cazul spatiilor
local convexe ea a fost obtinuta independent in 1952 de Ky Fan [55] si Irving L.
Glicksberg [38]. Demonstratia lui Glicksberg se bazeaza pe rezultatul lui Kakutani.
Mentionam ca Glicksberg pune ipoteza ca multifunctia F' sa aiba grafic inchis ceea
ce, In conditiile date, este echivalenta cu semicontinuitatea superioara (vezi Capi-
tolul 2). Mentionam de asemenea ca Frederic Bohnenblust i Samuel Karlin [19]
(1950) demonstreaza o varianta a acestei teoreme in spatii Banach. Toate aceste
rezultate sunt cazuri particulare ale unei teoreme obtinute de Edward G. Begle [14]
in 1950, intr-un cadru mai general, chiar neconvex.

Corolarul 4.3 (Bohnenblust si Karlin) Fie M o mulfime nevida inchisa $i convexa
in spatiul Banach X, F : M ~ M o multifunctie superior semicontinud cu valori
nevide inchise gi convexe gi F'(M) relativ compacta. Atunci F' are punct fix.

Demonstratia este imediata daca aplicam Teorema 4.17 multimii
K =convF (M) C M.

In cazul cand F este functie, se regaseste Teorema de punct fix a lui Tikhonov
publicata in 1935 [91].

Corolarul 4.4 (Tikhonov) Fie f: K — K o functie continua, unde K este nevida
compacta si convexrd tntr-un spatiu local convex separat. Atunci f are punct fiz.

Cand K este submultime a unui spatiu Banach, rezultatul apartine lui Schauder,
obtinut in 1930 [84] (vezi Teorema 4.9). Este interesant de mentionat ca Schauder
obtine in 1927 [83] o variantd apropiata de cazul local convex si anume
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Corolarul 4.5 Fie X un spatiu Banach reflexiv si separabil, fie M C X o multime
nevida convexa inchisa si marginita si fie f - M — M o functie slab secvential
continua. Atunci f are punct fiz.

Demonstratia se poate face aplicand Corolarul 4.4 cand X este inzestrat cu
topologia slaba. In acest cadru M este slab compacta, topologia slaba pe M este
metrizabila iar f este continua.

Prezentam acum un rezultat, al lui Felix E. Browder din 1968 [23], util la demon-
strarea existentei solutiilor unor inegalitati variationale (Problema 6.48) sau in prob-
leme de minimax (Teorema 5.13).

Teorema 4.18 (Browder) Fie K o mulfime nevida compactd $i convexd a unui
spatiu liniar topologic X si fie F : K ~ K o multifunctie cu valori nevide i
conveze. Presupunem cd F~'(y) este deschisd in K pentru orice y € K. Atunci F
are punct fiz.

Demonstratie. Deoarece multimea K este compacta, exista yy, s, - - -, ¥, puncte
in K astfel incat familia {F~1(y;),i = 1,2,---,n} este o acoperire pentru K. Fie
{pi;i =1,2,---,n} o partitie a unitatii subordonate ei,

Ko = conv{y,y2 ..., Yn}

n

f<x> = ZM(Qf)yi, r € K.

i=1

Functia f este continua, f(Ky) C Ko, deci putem aplica Teorema de punct fix a
lui Brouwer in spatiul finit dimensional generat de y1,ys - - -, y,. Fie xg € Kj astfel
incat f(zg) = xo. Vom ardta cad xy € F(x) dovedind ca f(x) € F(x) pentru
r € Ky. Intr-adevar, daci p;(z) > 0 atunci z € F~(y;), deci y; € F(x). Cum F(x)
este convexa rezulta ca f(x) € F(z), ceea ce Incheie demonstratia. 0

Observatia 4.8 Demonstratia teoremei de mai sus poate face apel si la Teorema
de punct fix a lui Schauder. Mai precis, functia f este de fapt o selectie continua a
lui F', selectie ce indeplinegte conditiile Teoremei lui Schauder.
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4.5 Ecuatii semiliniare in spatii Banach

In acest paragraf vom prezenta rezultate de existenta pentru ecuatii semiliniare in
spatii infinit dimensionale, folosind teoreme de punct fix.

Fie X un spatiu Banach, A generatorul unui semigrup de clasa Cy pe X, notat
S(t), t >0, si functia f: X — X. Consideram ecuatia diferentiala

y'(t) = Ay(t) + f(y(1)), y(0) = z. (4.9)

O functie y € C(I; X), unde I = [0,7], se numegte solutie continua (pe scurt,
solufie) a ecuatiei (4.9) daca y satisface ecuatia integrala

y(t) =S(t)r + /OtS(t —8)f(y(s))ds, t € 1.

Teorema 4.19 Daca [ este lipschitziana pe X atunci, pentru orice x € X si orice
T > 0, ecuatia (4.9) are solutie unica pe [0,T].

Demonstratie. Fixam z € X §i T > 0, notam I = [0, T] si definim operatorul F'
pe C(I, X) prin
t
(Fy)(t) = S(t) + [ St =5)f(y(s))ds. (4.10)

Pentru y,z € C(I; X) gi t € I, definim

pi(y,2) = sup [y(s) — z(s)|-
s€0,t]

Fie L constanta Lipschitz pentru f si K o constanta pentru care are loc

sup [|1S(8)]] < K.
tel

Este ugor de verificat ca, pentru n € N gi t € I, avem

LKt)"
pu(F"y, F"z) < n,) Py, 2).

De aici rezulta ca, pentru n suficient de mare, F™ este o contractie. Din Corolarul
4.1 rezulta ca F are punct fix unic in C([, X), care este unica solutie a ecuatjiei

(4.9). .
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Observatia 4.9 Deoarece T este arbitrar, solutia poate fi continuata pe [0, 00).
Mentionam ca, utilizand aceeasi tehnica de demonstratie, se pot obtine variante
mai generale. De exemplu, daca f este lipschitziana pe multimi marginite, atunci
se obtine solutie locala. De asemenea, se poate considera f depinzand si de ¢
(continuu), sau se poate perturba ecuatia (4.9) cu o functie g € Lioc([(), 00), X).

In cazul in care X este reflexiv si x € D(A), solutia data de Teorema 4.19 este
clasica.

Teorema 4.20 Fie X spatiu Banach reflexiv, f lipschitziana pe X, x € D(A),
T>0syeC(0,T;X) o solutie a ecuatiei (4.9). Atunciy € C([0,T]; D(A)) N
CH[0,TT; X) si v/ (t) = Ay(t) + f(y(t)) pentru orice t € [0,T).

Demonstratie. Nu vom intra in detalii ci vom prezenta doar etapele importante.
Se verifica mai intai ca y : [0,7] — X este lipschiziana gi deci fou : [0,T] — X
este lipschiziand. Rezulta ca fowu € Wh°([0,T]; X) ceea ce conduce la concluzie.
Pentru detalii se poate consulta [95, cap.6] sau [26]. 0

Revenind la Teorema 4.19, ipoteza ca f este lipschitziana poate fi slabita, daca
se impune o ipoteza mai tare asupra semigrupului. Mai precis, daca S(t) este
semigrup compact, adica daca operatorul S(t) este compact pentru orice ¢ > 0,
atunci se poate aplica teorema de punct fix a lui Schauder operatorului F' definit
mai sus.

Teorema 4.21 Presupunem ca A genereaza un semigrup compact iar f este con-
tinua st marginita pe multimi marginite. Atunci, pentru fiecare v € X, exista T >
astfel incat ecuatia (4.9) are o solutie y € C([0,T]; X).

Demonstratie. Din ipoteza, exista o > 0 astfel incat ||f(£)|| < a pentru £ €
B(z,1). In plus, din proprietatile semigrupului, exista 7 > 0 astfel incat [|S(t)z —
x|l < 1/2 pentru orice t € [0, 7], §i exista 3 > 1 astfel incat ||S(t)|| < B pentru orice
t € [0,7]. Definim 7' = min{7, 1/2a5}, I = [0,T] si

M={yeC(I;X); y(t) € B(z,1),¥t € [0,T]}.

Este imediat ca M este submultime inchisa marginita si convexa a spatiului C'(I; X).
Definim operatorul F' pe M prin (4.10) si observam ca F'(M) C M iar F este functie
continua. Pentru a arata ca F' are punct fix, utilizam Teorema 4.10. Mai avem de
aratat ca F'(M) este relativ compacta in C(/; X). Vom utiliza Teorema Arzela-
Ascoli. Pentru aceasta, notam K = F(M) si K(t) = {(Fy)(t); y € M} si aratam
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ca fiecare K (t) pentru t € [ este relativ compacta in X, iar K este echicontinua.
Vezi Teorema 4.11. Deoarece K (0) = {x}, este suficient sa consideram cazul ¢ > 0.
Pentru 0 < e <t < T, definim

K. (t)=S(t)x+ S(e)K(t — ¢e).

Deoarece K (t — ) este marginita in X si S(e) este operator compact, urmeaza ca
multimea K, () este relativ compacta pentru ¢ € (g, 7.
Acest fapt, impreuna cu inegalitatea

I(F)(0) = S — [ 80— ) (us)ds] < MK,

arata ca pentru t > 0 multimea K () este total marginita, deci este relativ compacta
in X.

Pentru echicontinuitate observam mai intai ca, pentru t > 7 > 0, h > 0 si
y € M avem

(Fo)(t+1) = (Fy)(t) = SOOIz —a)+ [ (S(t+h—s) =5t =) (y(s))ds+

/tt (S(t+h—s)—S(t—s))f(y(s))ds+/tt+h5(t+h—S)f(y(s))ds.

-7

De aici se deduce
[(Fy)(e+R) = (Fp)Oll < BISW — ol +a [ 18(+h—s) = S - 5)llds+

2001 + afh,
pentru orice y € M. In plus,
[(Fy)(h) = (Fy)0)|| < [|S(h)z — xf| + afh, Yy € M.

Ultimele doua inegalitati, impreuna cu afirmatia (vezi [95]):

Daca S(t) este un semigrup compact atunci ||S(-)|| este functie continua pe
(0, 00),
arata ca multimea F'(M) este echicontinua si astfel demonstratia este terminata. o

Observatia 4.10 Demonstratia de mai sus arata, in particular, ca operatorul z —
P(z) dela LP(0,7;X) in C([0,T]; X), p > 1, definit prin

P = [ " St — s)x(s) ds

este compact.



Capitolul 5

Probleme de optimizare

5.1 Principiul Brezis - Browder

Prezentam in aceasta sectiune un rezultat remarcabil, pe de o parte prin simpli-
tatea enuntului si eleganta demonstratiei, iar pe de alta parte prin multitudinea si
diversitatea aplicatiilor. Acest rezultat, numit in cele ce urmeaza Principiul Brezis-
Browder, a fost publicat in 1976 de Haim Brezis si Felix Browder [21]. Este un
principiu de ordonare, de obtinere a elementelor maximale cu anumite proprietati,
similar cu lema lui Zorn. Farmecul acestui rezultat consta in aceea ca nu se bazeaza
pe Axioma alegerii ci pe o axioma mai slaba, Axioma alegerii dependente, utilizata
frecvent In matematica. De asemenea, Principiul Brezis-Browder are o interpretare
fizica interesanta legata de principiul entropiei din termodinamica. Vezi comentari-
ile ce urmeaza dupa demonstratia Teoremei 5.1.

Sa prezentam cateva observatii privind Axioma Alegerii.

Axioma alegerii. Daca F este o familie de submultimi nevide ale lur X, atunci
exista o functie f: F — X cu proprietatea ca f(A) € A pentru orice A € F.

Pentru a intelege mai bine sensul acestei axiome, sa consideram exemplul clasic
al lui Bertrand Russell, unde F este o multime de perechi de pantofi, {A;;7 € I}.
Functia

f:F—JA:, f(A) = pantoful stang al perechii 4;,
el

selecteaza evident un pantof din fiecare pereche, printr-un procedeu bine determi-
nat. Daca insa F este o multime de perechi de ciorapi, atunci nu putem defini o
functie f : F — UA; care sa selecteze un ciorap din fiecare pereche, f(A4;) € A,

117
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printr-un procedeu dat, deoarece o pereche de ciorapi este formata din doua obiecte
identice. Se poate demonstra ca o astfel de functie de selectie exista atunci cand
F este finita, printr-un argument inductiv. Dar in matematica ne putem imagina
multimi infinite de perechi, si in acel caz avem nevoie de Axioma alegerii care sa
garanteze existenta unei functii de selectie.

Axioma alegerii este echivalenta cu

Lema lui Zorn Daca X este o multime partial ordonata astfel incat orice lant
in X este majorat, atunci X contine cel putin un element maximal.

Axioma alegerii este de asemenea echivalenta cu

Teorema lui Zermelo Data o multime X, exista o relatie binara pe X fata de
care X este bine ordonata.

Amintim ca o relatie binara pe o multime X, notata “ <7, se numeste preordine
daca este reflexiva si tranzitiva. Multimea X se numeste partial ordonata daca
exista o preordine pe X care este si antisimetrica, adica

a=b b=a = a=0h.

O multime partial ordonata X se numeste bine ordonata daca fiecare submultime
nevida a sa are un prim element, adica pentru fiecare A # (), A C X, existd ag € A
satisfacand conditia ag < a pentru orice a € A. Lema lui Zorn este echivalenta si
cu varianta in care relatia binara este doar preordine.

Axioma alegerii §i echivalentele sale amintite mai sus sunt utile la demon-
strarea unor rezultate fundamentale cum sunt teorema Hahn-Banach de prelun-
gire a functionalelor liniare, teorema de existenta a bazelor algebrice pentru spatii
liniare, teorema lui Tikhonov privind compactitatea spatiului produs, teorema de
existenta a partitiei unitatii in spatii paracompacte (vezi Capitolul 1), teorema de
existenta a multimilor de numere reale care nu sunt Lebesgue masurabile si multe
altele.

Chiar inainte de a fi formulata precis de Ernst Zermelo, Axioma alegerii a fost
utilizata in mod mascat in matematica clasica gi in special in analiza. Este interesant
de subliniat ca, dupa cum s-a observat ulterior, multe din aceste aplicatii clasice
pot fi justificate doar pe baza unor axiome mai slabe, de exemplu, Axioma alegerii
dependente sau Axioma alegerii numarabile.

Axioma alegerii dependente Fiec R o relatie binara pe o multime nevida A,
cu proprietatea ca pentru fiecare x € A mulfimea {y € A; xRy} este nevida. Atunci,
pentru fiecare & € A existd un $ir (x,)nen, de elemente ale lui A, astfel incat x1 = &
§t rp R, 1 pentru orice n € N.

Aceasta axioma permite obtinerea unui sir in care fiecare element este dependent
de precedentul. De altfel, aceasta se foloseste destul de frecvent in rationamente
in care se pune in evidenta un sir (z,,) dupa ce am pus in evidenta, inductiv,
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xr, pentru fiecare n. Vezi, de exemplu, demonstratia Teoremei lui Cesaro de la
giruri de numere reale [78, p.56]. De asemenea, aceasta axioma se utilizeaza in
demonstratia Teoremei lui Baire, Teorema 3.4. Mai mult, in 1977 Charles E. Blair
[18] a demonstrat ca Teorema lui Baire implica Axioma alegerii dependente.

Axioma alegerii dependente este mai slaba decat Axioma alegerii [36].

Axioma alegerii numarabile Daca F = {F,;n € N} este o familie numa-
rabild de submulfimi nevide ale lui X, atunci existda un sir (x,) cu proprietatea cd
r, € F, pentru orice n € N.

Aceasta axioma este suficienta pentru demonstratia faptului ca o reuniune numa-
rabila de multimi numarabile este numarabila sau in teorema de caracterizare cu
siruri a punctelor de acumulare.

In cele ce urmeaza, X este o multime pe care s-a definit o preordine “ <7”.

Teorema 5.1 (Brezis - Browder) Fie (X, =) o multime partial ordonata si S :
X — RU{oo} o functie. Presupunem urmdtoarele ipoteze:

(1) Fiecare gir crescator (x,) in X, cu proprietatea ca sirul (S(x,)) este strict
crescator, este majorat;

(i1) Functia S este monoton crescatoare.

Atunci, pentru fiecare element vo € X ewista T € X astfel incat o = T si
S(z) = S(T) pentru orice x cu proprietatea T < x .

Demonstratie. Intr-o prima etapa, presupunem ca functia S este majorata.
Consideram un element fixat zo € X si construim inductiv un sir crescator (x,,)
astfel: daca z,, este determinat, consideram

X, ={r e X;z, <z}

si

Bn = sup{S(x);z € X, }.
Daca z,, verifica concluzia, atunci demonstratia se incheie. Daca nu, atunci (3, >
S(z,) si deci putem determina x,y; astfel incat x,, < z,41 i

S(Z‘n-&-l) > ﬂn - 9

(5.1)

Am construit astfel un gir (aici se foloseste Axioma alegerii dependente) crescator
(x,) care are proprietatea ca sirul (S(x,)) este strict crescator. Datorita conditiei
(1), el este majorat, adica exista T € X astfel incat x,, < T pentru orice n. Aratam
ca acesta este elementul cautat in enunt. Prin reducere la absurd, presupunem ca
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exista y € X astfel incat T < y si S(T) < S(y). Pe de alta parte sirul (S(x,)) este
crescator gi marginit (deoarece am presupus ca functia S este majorata) si deci este
convergent. Mai mult,

lim S(z,) < S(7)

n—~o0

si y € X, pentru orice n. Avem deci (3, > S(y). Folosim acum (5.1) si deducem

Trecand la limita cu n — oo obtinem S(Z) > S(y), ceea ce este absurd. Demon-
stratia este incheiata in cazul cand functia S este majorata.
Consideram acum cazul general gi luam functia

S1: X — (—7/2,7/2], Si(z) = arctan S(x).

Functia S; este crescatoare si majorata, deci exista un element T € X care
satisface concluzia teoremei cu S; in loc de S. Dar

arctan S(T) = arctan S(z) = S(7) = S(x),
ceea ce demonstreaza concluzia in cazul general. 0

Sa facem cateva comentarii asupra acestui rezultat. In varianta prezentata in
[21], functia S se presupune cu valori reale, chiar majorata. De asemenea, ipoteza
(1) este mai tare gi anume:

(i) Fiecare gir crescator in X este magorat.

Extinderea, in ambele directii, apartine lui Corneliu Ursescu. Ipoteza (i) este
verificata, de exemplu, daca multimea S(X) este finita. Precizam ca posibilitatea
ca functia S sa fie nemarginita este utila atunci cand se discuta existenta solutiilor
saturate la sisteme diferentiale. Vezi Corolarul 5.1.

Sa prezentam acum o interpretare a Principiului Brezis-Browder in termodi-
namica. Din legea a doua a termodinamicii rezulta ca fiecare sistem inchis are
entropia S o functie crescatoare in timp. Starile cu entropie maxima corespund
starilor cu echilibru stabil. Sa introducem in multimea starilor sistemului o relatie
de ordine astfel: z < y Inseamna ca sistemul poate trece de la starea x la starea y
dupa un anumit timp. Un gir crescator inseamna o posibila evolutie in timp a sis-
temului. Concluzia teoremei asigura tocmai existenta unei stari de echilibru stabil
x. Daca sistemul este in x atunci entropia S nu mai creste.
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5.2 Aplicatii ale Principiului Brezis-Browder
la incluziuni diferentiale

Prezentam mai intai o aplicatie a Teoremei Brezis - Browder la existenta solutiilor

maximale pentru incluziuni diferentiale. De obicei, aceste rezultate se obtin in

literatura folosind Lema lui Zorn care este echivalenta cu Axioma alegerii. Aici

vom folosi Teorema Brezis - Browder si deci numai Axioma alegerii dependente.
Fie incluziunea diferentiala

2'(s) € F(z(s)) (5.2)

unde F': D ~ V este o multifunctie cu valori nevide si D este o submultime nevida
a spatiului finit dimensional V.
Prin solutie a incluziunii diferentiale (5.2) intelegem o functie absolut continua
x :[0,a) — V care verifica (5.2) pentru aproape toti s € [0,a) si x(s) € D pentru
orice s € [0,a). O solutie este saturatd daca nu exista o alta solutie y : [0,b) — V a
lui (5.2) cu proprietatea ca a < b si x sa fie egala cu restrictia lui y la [0, a).
Demonstam mai intai urmatoarea propozitie.

Propozitia 5.1 Fie X o familie de solutii x : [0,a) — V' ale incluziunii diferentiale
(5.2), fie S : X — RU{oo} functia data prin S(x) = a si fie “ <" preordinea pe
X data prin x <y daca si numai daca S(x) < S(y) si v coincide cu restrictia luiy
la [0,S(x)). Presupunem in plus ca fiecare gir crescator in X este majorat. Atunci
fiecare element al lui X este majorat de un element maximal al lui X .

Demonstratie. Sa observam mai intai ca functia S este crescatoare. Putem aplica
Teorema 5.1 si deducem ca pentru fiecare x € X exista y € X astfel incat x < y si
S(y) = S(z) pentru z € X cuy = z. Deoarece y = z atunci cand S(y) = S(z) si
y =X z, urmeaza ca y este maximal in X. O

Corolarul 5.1 Orice solutie a incluziunii diferenfiale (5.2) este restrictia unei so-
lutit saturate.

Demonstratie. Notam cu X multimea tuturor solutiilor = : [0,0) — V pentru
(5.2) si aplicam Propozitia 5.1. Sa remarcam ca un element y este maximal in X
daca si numai daca este solutie saturata pentru (5.2). 0

Demonstratia existentei solutiilor saturate in maniera prezentata mai sus apare
pentru prima data in [27]. Trebuie subliniat faptul ca nu este esential ca X sa fie
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finit dimensional. Important este sa avem un concept de solutie pentru incluziunea
diferentiala considerata. Vezi, de exemplu, incluziunea diferentiala semiliniara (5.3)
in spatii Banach.

Prezentam acum o alta demonstratie a teoremei de viabilitate folosind Principiul
Brezis-Browder. Vom considera o incluziune diferentiala semiliniara in spatii Ba-
nach. Ne vom ocupa doar de demonstrarea faptului ca D este domeniu de viabilitate
in ipoteza ca este indeplinita conditia de tangenta. Vezi si 2.10.

Fie X un spatiu Banach, A : D(A) C X — X generatorul infinitesimal al unui
semigrup de clasa Cy, S(t) : X — X, t > 0, D osubmultime alui X gi F': D~ X o
multifunctie cu valori nevide inchise convexe gi marginite. Consideram incluziunea
diferentiala semiliniara

d
dit‘(t) € Au(t) + F(u(t)) t>0 (5.3)
si conditia initiala

u(0) = ¢&. (5.4)
Functia u : [0,7'] — D este o solutie continud pentru (5.3) §i (5.4) daca exista
feLY[0,T];X), cu f(t) € F(u(t)) a.p.t. t € (0,T) si astfel incat

ult) = S(H)E + /0 "S(t— 8)f(s) ds

pentru ¢t € [0,7].

Sa consideram urmatoarea conditie de tangenta
(CT): Pentru fiecare & € D ezista y € F(§), un sir (t,) descrescator la 0 gi un sir
(pn) convergent la 0 astfel incadt

S(tn)é +tu(y +pu) €D

pentru fiecare n € N.

S& observam ca in cazul in care A = 0, (C7) se reduce la conditia de tangenta
ce apare in Teorema 2.10. In plus, ea este echivalenta cu urmatoarea conditie de
tangenta modificata.

(CTM): Pentru fiecare § € D exista y € F(§), un gir (t,) descrescator la 0 §i un
sir (pn) convergent la 0 astfel incat

tn
S(t,)E + / S(tn — s)yds + tupn € D
0

pentru fiecare n € N.

Urmatoarea propozitie reprezinta un rezultat de existenta a solutiilor “aproxi-
mative” pentru (5.3) satisfacand (5.4).
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Propozitia 5.2 Fie X un spatiu Banach real, D o multime nevida si local inchisa
din X, F: D~ X o multifunctie local marginita si cu valori nevide, A : D(A) C
X — X generatorul infinitesimal al unui semigrup de clasa Cy, S(t) : X — X,
t > 0. Daca D satisface conditia de tangenta (CT) atunci pentru fiecare §& € D
exista v > 0, T > 0 gi K > 0 astfel incat multimea D N B(&, 1) este inchisd i
pentru fiecare n € N* gi fiecare vecinatate V. = B(0,1/n) a originii existd cinci
functit masurabile f : [0,T] — X, g : [0,T] — X, o : [0,T] — [0,T], 5 :
{(t,s); 0<s<t<T}—[0,T]siu:[0,T]— X satisfacand

(i) s—+ < a(s) < s, u(a(s)) € DNB(, ) si f(s) € F(u(a(s))), a.p.t. s € [0,T]
(i) [[f(s)ll < K ap.t. s€[0,T]
(ili) w(T) e DN B, )

)

g(s) € Voapt s e [0,T], B(t,s) <t pentru 0 < s <t < T gi functia
t— B(t,s) este neexpansiva pe (s,T|

(iv

St

— S()E + /OtS(t ) f(s)ds + /;S(ﬁ(t, $))g(s) ds (5.5)

pentru fiecare t € [0,T].

Demonstratie. Saluam £ € D arbitrar si sa alegem r > 0, T" > 0, i K > 0 astfel
incat D N B(&,r) este inchisa si
lyll < K (5.6)

pentru fiecare x € DN B({,r) siy € F(x) si

sup [|S(0)€ — €]l + TMe" (K +1) <, (5.7)
o<t<T

unde M > 0 si w > 0 sunt astfel incat [|S(¢)|| < Me** pentru fiecare t > 0. Aceasta
este posibil deoarece D este inchisa, F' este local marginita si S(¢) : X — X, ¢ >0,
este un semigrup de clasa Cj.

Fie n € N* gi fie V = B(0,1/n). Incepem prin a defini functiile f, g, o, 3 si
u pe un interval suficient de mic [0,d] si apoi vom arata cum se extind la intregul
interval [0,7"]. Avand in vedere conditia de tangenta modificata (C7 M), exista
y € F(£),d>0and p eV, depinzand de n si satisfacand

f—i—/ d—s)yds+op € D.
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Sa definim w : [0, ] — X prin

u(t) = S(t)€ + /Ot S(t—s)yds+tp (5.8)

pentru fiecare ¢ € [0,d]. Sa remarcam ca, deoarece
t
ltilrélS(t)é +/ S(t—s)yds+tp=¢
0

uniform pentru p € X cu [jp| < 1siy € X cu [ly| < K, putem alege 0 € (0, 1],
destul de mic Incat u, y si p sa satisfaca urmatoarele relatii

(j) y € F(u(0))

(i) Il < K

(Jij) w(9) € DN B(&,r)
(jv)

Punand f(s) =y, g(s) =p, a(s) =0si B(t,s) = 0pentrus € [0,0]§10 < s <t <4,
din (j) — (jv) si (5.8), deducem usor ca (f, g, «, 3,u) satisfac (i) — (iv) si (5.5) cu
T inlocuit cu ¢.

In continuare, aratam ca pentru fiecare n € IN* exista cel putin o cvintupla
(f,9,a,0,u) a carui domeniu se noteaza cu D(T), unde, pentru a € R

pelV.

D(a) =10,a] x [0,a] x [0,a] x {(t,s); 0 <s<t<a}x[0,al,

satisfacand (i) — (iv) si (5.5). Pentru aceasta vom folosi Teorema Brezis-Browder.
Fie Y multimea acelor (f, g, a, 3, u) definite pe D(a) cu a < T si satisfacand (i) —
(iv) si (5.5) pe [0,a]. Aceasta multime este nevida deoarece u definit de (5.8)
apartine lui 4. Pe U introducem o ordine partiala in modul urmator. Spunem ca

(fu Gus O, Bu, w) definit pe D(a) si (fu, o, i, By, v) definit pe D(b) satisfac

(f'm gu7 aU? B’UJ u) S (f'U? g’U) a'U? /6117 U)

dack @ < b, fuls) = Fu(s), 6uls) = 0u(s), auls) = ouls) apt. s € [0,a] s
Bu(t,s) = Bu(t,s) pentru 0 < s < t < a. Fie de asemenea functia crescatoare
S:U — RU{oo} definita prin S((f, g, o, B,u)) = a.

Fie

Ez{(fi,gi,ozi,ﬁi,ui):D(ai) — X x X x [O,ai] X [O,Cli] XX, ZEN}
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un sir crescator in U. Definim un majorant al lui £ astfel. Punem
a* :=sup{a;; i € N}.

Daca a* = a; pentru un i € N, (f;, g;, a4, Bi, u;) este clar un majorant pentru L.
Daca a; < a* pentru fiecare ¢ € N, definim

f(s) = fi(s), g(s) =gi(s), als)=a(s)
pentru i € N si a.p.t. s € [0,a;] si

Bi(t, s) daca 0<s<t<a; <a*

p(t,s) =

lim 3;(a;, s) daca 0<s<a; <t=a".
(3

Observam acum ca (f, g, «, B, u), unde f, g, a si § sunt definiti ca mai sus iar u este
dat de (5.5), satisface (i), (i7) si (7v). Mai mult, deoarece pentru fiecare s € [0, a*),
functia t — (¢, s) este neexpansiva pe (s,a*] si f,g € L>([0,a*]; X ), un argument
simplu pe baza Teoremei lui Lebesgue [77] arata ca u este continua pe [0, a*]. Deci
exista

li%n ui(a;) = u* = u(a”) (5.9)

in X. Deoarece din (ii7), u;(a;) € D N B(&,r) pentru fiecare i € N, iar D N B(&,r)
este Inchisa, din (5.9) deducem ca u satisface (ii7). In plus

(fiagiaahﬁiaui) S (f7g7aaﬁvu)

pentru fiecare i € N i astfel U satisface ipotezele Teoremei 5.1. Fie (f, g, «, 3, u)
in U cu domeniul D(a) care satisface concluzia Teoremei 5.1.

Sa aratam ca a = T. Pentru aceasta presupunem prin absurd ca a < T si fie
&, = u(a) care apartine lui D N B(&, 7). Din (2), (i), (i), (iv), (5.5), (5.6) si (5.7)

obtinem
6 =€l < IS@E =€l + [ 1S@=9)f )l ds + [ 15(Ba,)g(s)] ds
< Os<1;11<) I1S(t)¢ —&|| + aMe** (K + M) < r.

Din conditia de tangenta combinata cu inegalitatea de mai sus deducem ca exista
Yo € F(&), da € (0, %] cua+d, <Tsip, €V astfel incat

S(04)€a + /()6a S(0a — 8)Yads + dapa € DN B(E, 7). (5.10)
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Definim f, §, & si 3 pe [0,a + J, ] in modul urmator:

_ f(t) daca te€[0,a]
f@) {ya daca t € [a,a+d,],

] g(t) daca te[0,a]
g(t) = { po daca t € [a,a+d,],

| a(t) daca te[0,a]
a(t)—{ a daca t € [a,a+d,],

) B(t, s) daca 0<s<t<a
B(t, s) t—a+f(a,s) daca 0<s<a<t<a-+d,
0 dacd a<s<t<a-+id,

i

f—l—/ (t—s)f ds—l—/ s)ds

pentru ¢t € [0,a + J,]. Pentru a obtine o contradictie e suficient sa aratam ca

(f,g,a,3,@) €U. Este clar ca f, §, &, 3 si @ satisfac (4), (i), (v) si (5.5). Pentru
a arata (7i7), s observam mai intai ca

a(t) =St —a)&, + /;S(t —8)yads+ (t —a)p,

pentru ¢ € [a,a+ d,] i deci a(a+d,) € D. In plus, din (5.10), (7), (i7), (iv), (5.6),
si (5.7), obtinem

Ja(t) — €l < IS — €l + [ 156 — $)Fs) 1 ds + [ 53¢, 9)ats) ds
< sup 1S(t)E —&|| + TMe* (K + M) <r

pentru fiecare ¢ € [0,a + 6,] si deci @(a + d,) € B(§,r). Obtinem ca (iii) este

satisficutii si deci (f, 3, 5, @) € U. Este clar ci (f, 9., ,u) < (f,3,d, 5, 1) si
S((f.9,0,8,u) < S((f. 9,6, 3, ))
ceea ce este in contradictie cu (¢i¢) din Teorema 5.1. 0

Suntem in masura sa prezentam acum un rezultat de viabilitate pentru incluzi-
unea diferentiala (5.3).



Cap. 5 Probleme de optimizare 127

Teorema 5.2 Fie X un spatiu Banach reflexiv, D o multime nevida local inchisa
in X st F': D~ X o multifunctie cu valori inchise convexe care este tare-slab
superior semicontinud i local marginita. Fie A : D(A) C X — X generatorul
infinitezimal al unui semigrup compact de clasa Cy, S(t) : X — X, t > 0. Atunci,
o conditie suficienta ca D sa fie domeniu de viabilitate pentru (5.3) este condifia de

tangenta (CT).

Demonstratie. Fie V ={B(0,1); n € N*} un sistem fundamental de vecinatati
ale originii pentru topologia tare a lui X. In baza Propozitiei 5.2, pentru fiecare
¢ € Dexistar >0,T >0, K > 0 astfel incat DN B(&, r) este inchisa in X gi pentru
fiecare n € IN* exista cel putin o solutie aproximativa (f,,, gn, @, Bn, U,) definita pe
D(T), unde V,, = B(0, 1), satisfdcand

(1) s = L < apls) < s, uplan(s)) € DN BE,T) si fuls) € Flup(an(s))), a.p.t.
€[0,T]

(1) I fa(s)]] < K a.p.t. s€[0,T]
(1) u,(T) € DN B(E,r)

(Iv) gn(s) € Vi, a.p.t. s € [0,T], Bult,s

) < tpentru 0 < s <t < T gifunctia
t — Ba(t, s) este neexpansiva pe (s,7]

5+/ ) fals ds+/ (Bult, $))gnls)ds  (5.11)

pentru fiecare ¢ € [0,7']. Sa remarcam ca (5.11) poate fi rescrisa in forma
unlt) = [ SBult:))gn(s)ds = SOE+ [ St —s)fuls)ds  (5.12)
pentru fiecare n € N* gi ¢t € [0,7"]. Din (Il) avem ca { f,; n € N*} este marginit in

L*>([0,T]; X). Deoarece semigrupul S(t) : X — X, ¢t > 0, este compact, din [94,
p.47] urmeaza ca exista u € C([0,7]; X) astfel incat, cel putin pe un subsir, avem

i (1(t) = [ S(5a(t,9))9(5) s ) = ult)

uniform pentru ¢ € [0,7']. Pe de alta parte, din ({v), avem ca g,(s) € V,, pentru
fiecare n € N* gi a.p.t. s € [0,T]. Astfel

lim /Ot S(Bu(t, 5))gn(s) ds = 0



128 0. Carja

uniform pentru t € [0,7] si deci,
lim w, (¢) = u(t)
uniform pentru ¢ € [0,7']. Avand in vedere ca, din (1),
lim a,(t) =0
uniform pentru ¢ € [0,7 ], urmeaza usor ca

lim Un(an(t)) = u(t)

uniform pentru ¢ € [0,7"] si deci, din (1), u(t) € DNB(&, r) pentru fiecare t € [0,7'].
Sa observam ci exista f € L*([0,T]; X) astfel incat, cel putin pe un subsir,

slab in L2([0,T']; X). Din Teorema 2.9 deducem ca f(t) € F(u(t)) a.p.t. t € [0,T].
Trecand la limita in ambii membri ai egalitatii (5.12) pentru n — oo deducem ca u
este solutie slaba pentru (5.3) si (5.4) si aceasta completeaza demonstratia.

a

Teorema 5.2 a fost demonstrata in [28] folosind Lema lui Zorn.
Prezentam in continuare o aplicatie interesanta in teoria semigrupurilor.

Propozitia 5.3 Fie X un spatiu Banach, S(t), t > 0, un semigrup de clasa Cy pe
X si D C X o multime inchisa. Presupunem condifia

1
lim inf n d(S(t)z,D) =0, Vo e D.

t—o0

Atunci S(t)x € D pentru orice v € D gi t > 0.

Demonstratie. Daca X este reflexiv, se aplica Teorema 5.2. In cazul general, se
poate da o demonstratie directa folosind Principiul Brezis-Browder. Vezi Problema
6.64. .
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5.3 Principiul variational al lui Ekeland

In continuare, vom deduce din Teorema Brezis-Browder un rezultat fundamental
din Analiza functionala neliniara si anume Principiul variational al lui Ekeland [35].

Teorema 5.3 Fie (X, p) un spatiu metric complet si f : X — R U {00} o functie
inferior semicontinua, marginita inferior, cu proprietatea ca exvista x € X astfel
incat f(x) # co. Pentru e > 0 fie xg € X cu proprietatea

flzo) < l}g)f(f(:v) +e.
Fie 6 > 0. Atunci, exista T € X cu urmatoarele proprietati:

() f@) < S

() fla) > f@—%p(x,2), pentru z £7.
Demonstratie.  Fara a restrange generalitatea vom considera § = 1 (altfel

schimbam metrica). Definim pe X ordinea:

vy <= f(r)—ep(z,y) > fy),

si aplicam Teorema 5.1 cu S = —f. Se verifica usor proprietatile de preordine
pentru relatia “ <7 definita mai sus. De asemenea functia S este crescatoare. Sa
aratam ca orice gir crescator este majorat. Fie (x,) un gir crescator. Pentrun < m
avem

f(xn) = f(@m) > € p(2n, Tm). (5.13)

Prin urmare, sirul (f(z,)) este descrescator i minorat, deci este convergent. Din
(5.13) obtinem ca (z,,) este sir Cauchy, deci convergent. Vom arita ca limita sa,
notatd y, este un majorant pentru (x,). Aceasta rezulta din relatia (5.13) facand
m — 00 §i tinand seama ca f este inferior semicontinua, deci

lim f(zm) < f(y)-

m—00

Obtinem
flan) = f(y) = € p(an, y),

ceea ce arata ca x, =y, pentru orice n. Asadar, putem aplica Teorema 5.1 si
deducem ca, pentru orice xy € X exista T € X astfel incat

f(wo) —ep(wo,T) > f(T) (5.14)
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i
f(@) —ep(@,z) 2 f(z) = f(T) = f(2). (5.15)
Din (5.15) deducem

r#T = f(x) > f(T) — ep(z, T). (5.16)

Intr-adevar, presupunand contrariul, din (5.15) obtinem f(z) = f(x), apoi p(z,T) <
0 si deci x = 7.

Asadar, am demonstrat ca in conditiile teoremei, pentru orice zy € X exista
T € X care verifica (5.14) si (5.15). Dar (5.15) este tocmai (c), (5.14) implica
imediat (a), iar daca pe xg il alegem ca in enunt, din (5.14) avem

ep(wo,T) < f(xo) — f(T) < flwo) — gg)f(f(l“) <e

si deci (b). Teorema este astfel complet demonstrata. 0

Rezultatul prezentat mai sus, demonstrat de Ivar Ekeland in 1974 [35], s-a
dovedit extrem de util in numeroase domenii: teoria optimizarii, teoria controlului
optimal, teoreme de punct fix, analiza globala.

[ata o interpretare foarte simpla in teoria optimizarii. Pentru existenta unui
punct de minim al unei functionale f exista rezultate de tip Teorema lui Weierstrass
(vezi Sectiunea care urmeaza). Daca acestea nu functioneaza atunci se cauta solutii
aproximative. Teorema 5.3 ofera astfel de solutii. Mai precis, T dat de Teorema 5.3
este punct de minim pentru functia perturbata

€
v fl2) + 5 (@ 2).

Conditia (b) localizeaza acest punct. Este clar ca exista un balans: daca § este mic
atunci se stie mai bine pozitia lui T dar perturbarea este mai mare. Situatia de
mijloc ar i § = \/e.

Sa observam ca existenta punctului xy din enuntul Teoremei 5.3 este asigurata
intotdeauna de caracterizarea infimumului deci putem sa renuntam la ea, in schimb
pierdem informatia de la concluzie. Avem deci

Corolarul 5.2 Fie X si f ca in Teorema 5.3. Atunci, pentru orice € > 0 exista
T € X cu proprietatile

(1) f(7T) <infuex f(z) +¢;
(i) f(z) = f(T) —ep(z,T), Vo€ X.
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Corolarul 5.3 Fie X spatiu Banach si f diferentiabila Gateaux, inferior semicon-
tinua si marginita inferior. Atunci, pentru orice € > 0 exista T € X cu proprietatile

(1) f(z) <infrex f(2) +6;
(ud) ||f'(@)] <e.
Demonstratie. Aplicam Corolarul 5.2 gi obtinem T care verifica (i) si apoi luam
in (it) x =T+t y unde y este arbitrar in X si ¢t > 0. Obtinem

f@+ty)— f(T)
t

> —¢llyll-

Trecem la limita cu ¢t — 0 si obtinem f'(Z)(y) > —elly|| pentru orice y € X, deci
|f'(Z)(y)| < elly||, ceea ce conduce la (ii). 0

Observatia 5.1 Daca T este punct de minim pentru f atunci (i) si (ii7) se verifica
pentru € = 0. Dar in absenta punctelor de minim putem sa determinam puncte
care “aproape minimizeaza’ f si “aproape satisfac conditia necesara”. Mai precis,
conditiile f(Z) = inf,ex f(z) si f'(T) = 0 sunt satisfacute cu oricata acuratete
dorim. Sa mai observam ca din (7) si (7i7) rezulta existenta unui gir minimizant
(), adica f(x,) — inf.cx f(z), cu proprietatea f’'(z,) — 0. Acest fapt arata ca
urmatoarea conditie de tip Palais - Smale asigura existenta punctelor de minim.

(PS) Daca f'(xn) — 0 dar sirul (f(x,)) este marginit atunci sirul (x,) are un
subgir convergent.

Intr-adevar, din conditia (PS) rezulta ca un subsir al lui (z,,) converge la zy € X
iar din continuitatea lui f urmeaza f(x¢) = inf,ex f(x).

Incheiem aceasta sectiune cu o aplicatie a Teoremei lui Ekeland in teoria punctelor

fixe. Mai precis, vom prezenta o extindere a teoremei contractiilor a lui Banach.
Fie deci (X, p) un spatiu metric complet si f : X — X o functie. Celebrul

principiu al contractiilor afirma ca daca exista un numar € € (0, 1) astfel incat

p(f(x), f(y) <ep(z,y), Va,ye X, (5.17)

atunci f are un punct fix unic (Teorema 4.1). O functie care verifica (5.17) cu
e € (0,1) se numeste contractie. Sa introducem o notiune mai slaba gi anume cea
de contractie directionala. Pentru aceasta, sa precizam ca intr-un spatiu metric
(X, p), pentru z,y € X definim segmentul deschis |z, y[ ca fiind multimea punctelor
z € X distincte de x si y care au proprietatea
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p(z,2) + p(z,y) = p(2,y).
Spunem ca o functie f : X — X este contractie directionala daca este continua

gl existd e € (0, 1) cu urméatoarea proprietate: daca x € X este astfel incat f(z) # x
atunci exista y in |z, f(x)[ astfel incat

p(f(x). [ ()
p(z,y)
Este clar ca intr-un spatiu metric convex, adica un spatiu metric cu proprietatea
ca segmentul deschis |z, y| cu  # y este nevid, orice contractie este o contractie
directionala. Tata un exemplu de contractie directionala care nu este contractie. In
spatiul R? cu metrica

<eg

p((w1, 1), (22,92)) = |21 — 22| + |1 — 92,

luam functia

Vezi Problema 6.65.

Teorema 5.4 Intr-un spatiu metric complet, orice contractie directionala are cel
putin un punct fix.

Demonstratie. Fie (X, p) un spatiu metric complet si f : X — X o contractie
directionala. Definim F': X — R prin

F(z) = p(z, f(x))

si observam ca F' este continua si marginita inferior. Ideea este de a gasi un punct
x care sa minimizeze F' gi mai mult F(z) = 0. Este clar ca acel z va fi punct fix
pentru f. Lipsa unor conditii de compactitate este o problema pentru atingerea
unui punct de minim. Tocmai aici intervine Teorema lui Ekeland. Teorema 5.3
asigura existenta unui punct x cu proprietatea ca pentru orice y € X avem

1—c¢

oy, f(y) = p(z, f(z)) — 5

p(z,y).

Daca x = f(z) atunci demonstratia se incheie. Daca nu, deoarece f este contractie
directionala, exista y # x care satisface
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p(z,y) + ply, f(x)) = p(z, f(z))

p(f(z), f(y)) <ep(z,y).

Avem

0 <ep(z,y) — p(f(x), f(y) <eplx,y) — p(f(y),y) +ply, f(2)) =

(== Dol 2) = o)) + o, F(2)) < ().

Cum € < 1, obtinem = = y. Contradictia la care am ajuns incheie demonstratia.

5.4 Probleme de extrem. Metode directe
in calculul variatiilor

Problematica studiata in aceasta sectiune porneste de la doua rezultate clasice ale
analizei matematice, i anume:

Teorema lui Weierstrass O functie continua f : [a,b] = R, —00 < a < b < o0,
are un minim §i un mazxim pe |a, b|.

Teorema lui Fermat Daca ¢ € int [ este un punct de extrem pentru functia
f: 1 — R gif este deriabila in ¢, atunci f'(c) = 0.

Teorema lui Weierstrass se poate extinde la cazul f: M — R cu M o multime
compacta dintr-un spactiu topologic (separat Hausdorff). In particular, daca X
este spatiu liniar finit dimensional, M poate fi marginita si inchisa. In spatii infinit
dimensionale, rezultatul nu mai este adevarat pentru multimi marginite i inchise
(acestea nefiind numaidecat compacte). Acest fapt se suplinegte prin conditii de
continuitate mai tare. Pe de alta parte, se observa ca pentru existenta punctului
de minim semicontinuitatea inferioara este suficienta.

Pornind de la aceste observatii, vom prezenta in aceasta sectiune o serie de
rezultate privind existenta punctelor de minim, numite in literatura metode directe
in calculul variatislor. Este evident ca ne putem limita doar la probleme legate de
puncte de minim, pentru cele de maxim considerandu-se functia — f.

Sa ne oprim acum asupra teoremei lui Fermat. In esenta, aceasta spune ca daca
f este derivabila pe o multime deschisa din R, atunci punctele de minim din acea
multime sunt solutii ale ecuatiei
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numita de Joseph Louis Lagrange ecuatia lui Euler. Acest rezultat se extinde usor la
cazul spatiilor Banach, derivabilitatea inlocuindu-se cu diferentiabilitatea Gateaux.

In acest mod, obtinem o metoda importanta de rezolvare a ecuatiilor de tip
Euler, rezolvand probleme de minim. Aceasta metoda provine de la Leonhard
Euler (1744). In 1766 el introduce termenul calculul variatiilor. In acest context,
principiul lui Dirichlet are un rol fundamental. Acest principiu afirma existenta
unei solutii a problemei de minim (problema lui Dirichlet):

rnin/ (u2 +ul)dxdy, uw=g pe Fr(D),
D

care este implicit solutie a problemei la limita pentru ecuatia lui Laplace in plan:

Upy + Uy =0 pe D, u=g pe Fr(D),

si care reprezinta ecuatia lui Euler pentru problema de minim a lui Dirichlet.

Principiul lui Dirichlet, numit astfel de Bernhard Riemann in 1857, a fost criticat
de Karl Weierstrass (1870) pe motivul ca problema existentei punctelor de minim nu
este rezolvata. Weierstrass a dat un exemplu de problema variationala care nu are
solutie (are infimum dar acesta nu se atinge). Vezi Problema 6.53. Limitele acestei
abordari constau in faptul ca spatiul de functii pe care se considera problema de
minim, C*(D), este prea restrans si sirac in proprietéti care, dupa cum vom vedea
in continuare, sunt esentiale in studiul problemelor variationale. De exemplu, nu
este reflexiv. Aceste limite au fost sesizate de David Hilbert care, intr-o faimoasa
conferinta prezentata la Congresul mondial al matematicienilor de la Paris din 1900,
a afirmat importanta principiului lui Dirichlet in rezolvarea problemelor la limita,
dar a sugerat ideea generalizarii conceptului de solutie. Acest demers a reprezentat
o cotitura in dezvoltarea ulterioara a matematicii, conducand la aparitia spatiilor
Hilbert si a ideii de ortogonalitate in acestea, introducerea integralei Lebesgue si a
spatiilor (complete) de functii integrabile, introducerea spatiilor Sobolev si a ideii
de reflexivitate.

Ne ocupam acum de studiul existentei in probleme de minim. Fie f : M —
R U {00}, unde M C X iar X este spatiu topologic, si fie problema de minim

i%%} f(z) =m. (5.18)

Rezultatul central este cuprins in urmatoarea teorema.
Teorema 5.5 Fie X un spatiu topologic. Presupunem ca, pentru fiecare o € R,

multimile de nivel
M, ={x e M; f(x) < a}
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sunt compacte. Atunci, f este marginita inferior pe M si isi atinge infimumul,
adica problema de minim (5.18) are solutie in M. In particular, concluzia este
adevarata daca se presupune ca f este inferior semicontinud iar M este compacta.
Concluzia este adevarata daca se impune condifia, mai slaba, ca mulfimile de nivel
sunt secvential compacte.

Demonstratie. Fie m = inf ey f(x). Daca m = oo, f = oo gi concluzia este
clara. Daca m < oo, fie m < ag < oo. Este clar ca intersectia unui numar finit
de multimi de tipul M, cu m < a < «q este nevida. Din proprietatea intersectiei
finite aplicata multimii compacte M,,, exista

Tg € m Ma.

m<a<lag

De aici se obtine ugor ca m = f(xg), ceea ce incheie demonstratia primei parti.
Daca f este inferior semicontinua si M este compacta, atunci multimile de nivel
sunt inchise in M si deci compacte.

Presupunem acum ca multimile de nivel sunt secvential compacte. Fie (z,)
un gir minimizant, adica un gir in M pentru care f(z,) — m. Fie r > m fixat.
Atunci x,, € M, pentru n suficient de mare. Deoarece multimea M, este secvential
compactd, exista un subsgir al lui (z,,), notat (x,,), ce converge la un element z, €
M,. Fie acum m < a < r. Se aplica rationamentul de mai sus pentru (z,, ) si M,
$i obtinem

Xo € m M.,

a>m

ceea ce incheie demonstratia. 0

Daca M nu este marginita, in spatii Banach se impune o conditie de coercivitate
asupra functiei f. In plus, se utilizeaza topologia slaba pentru a evita conditia de
compactitate in topologia tare, destul de restrictiva. Acest fapt este facilitat de
rezultate fine de analiza functionald, cum sunt:

(Alaoglu) O mulfime marginita din dualul unui spafiu normat este slab stelat
relativ compactd.

In particular,

O multime marginita intr-un spativ Banach reflexiv este slab relativ compacta.

(Eberlein-Smulian) O multime intr-un spafiu Banach este slab compactd daca i
numai daca este slab secvential compacta.

Intr-un spatiu Banach, daca M este slab relativ compacta, atunci inchiderea sa
slaba coincide cu inchiderea slab secventiala.

(Mazur) O multime convexd intr-un spatiu Banach este slab inchisa daca i
numai daca este tare inchisa.
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Cititorul interesat poate gasi demonstratiile rezultatelor de mai sus in [79].

Amintim ca intr-un spatiu Banach X, o multime M este slab secvential inchisa
daca pentru fiecare gir (x,) din M, convergent slab la xy, avem xy € M. Multimea
M este slab secvential compacta daca fiecare gir in M are un subsir slab convergent
la un element din M.

Amintim, de asemenea, ca o functie f : M — R U {oo} este slab secvential
inferior semicontinud pe M daca, pentru orice z € M si orice sir (x,) din M slab
convergent la x, avem

f(z) < liminf f(z,).

n—oo

Spunem ca f este coerciva atunci cand, f(z) — oo daca ||z|| — o0, x € M

Teorema 5.6 Fie X un spatiu Banach reflexiv st M C X o multime slab secvential
inchisa. Fie f: M — RU{oo} o functie coerciva si slab secvential inferior semi-
continua pe M. Atunci, f este marginita inferior pe M si isi atinge infimumul.
Concluzia ramane adevarata daca X este dualul unui spativ normat separabil iar
convergenta slaba se inlocuieste cu cea slab stelata.

Demonstratie. Fie (z,,) un gir minimizant in M, deci f(x,,) — m = inf,ep f(2).
Din conditia de coercivitate, sirul (x,) este marginit. Deoarece X este reflexiv,
exista un subsir al sdu, pe care-1 vom nota tot cu (z,), convergent slab la zq € X.
Deoarece M este slab secvential inchisa, xq € M. In sfarsit, din ipoteza asupra
functiei f obtinem

f(zo) < liminf f(z,) = m.

In cazul cand X este dualul unui spatiu normat, se foloseste Teorema lui Alaoglu.
Demonstratia este incheiata. 0

Observatia 5.2 Teorema 5.6 se poate deduce din precedenta daca se observa ca,
in conditia de coercivitate, avem

a:lgl\f/[ f(.’ll') - xGMl’%%’f(xo,R) f(fl?),

unde zy este un element fixat din M.

Urmatorul corolar pune in evidenta situatii care apar destul de frecvent. El se
bazeaza pe teoremele anterioare si pe Problema 6.54. Amintim ca f este convexd
pe multimea convexa M daca

S =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y),
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pentru orice z,y € M si orice t € [0,1]. Daca inegalitatea de mai sus este stricta
pentru x # y i t € (0,1), atunci spunem ca functia f este strict convezd. Este ugor
de vazut ca pentru o functie strict convexa exista cel mult un punct de minim.

Corolarul 5.4 Presupunem ca una din urmdatoarele conditii are loc.

(1) X este spatiu Banach, M este slab secvential compacta, f este slab secvential
inferior semicontinud pe M ;

(17) X este reflexiv, M este convexda marginita si inchisa, f este slab secvential
inferior semicontinua pe M ;

(1ii) X este reflexiv, M este convexrd marginita si inchisa, f este inferior semi-
continud pe M gi converd (sau mai general, cu multimile de nivel conveze);

(w) X este reflexiv, M este convexa si inchisda, f este coerciva, slab secvential
inferior semicontinua pe M ;

(v) X este reflexiv, M este converd i inchisa, [ este coerciva, inferior semi-
continud pe M i converd (sau mai general, cu multimile de nivel convexe).

Atunci, f este marginita inferior pe M si isi atinge infimumaul.

Sa prezentam acum un exemplu semnificativ, si anume problema variationala
patratica. Principiul lui Dirichlet este un caz particular.

Fie X un spatiu normat si a : X x X — R o forma biliniara, adica liniara in
fiecare argument. Spunem ca forma biliniara a este:

marginita, daca exista o constanta k > 0 astfel incat

la(z, )| <k Nzl llyll, Vz,y e X;
simetrica, daca a(x,y) = a(y, x) pentru orice z,y € X;
pozitiva, daca 0 < a(x,x) pentru orice = € X;
strict pozitiva, daca 0 < a(z,x) pentru z # 0;
tare pozitiva sau coerciva, daca exista o constanta ¢ > 0 astfel incat

clz|]* < a(z,x), Vr e X.

Este ugor de verificat ca functia a este continua in ambele argumente.
Sa consideram b € X* gi functionala patratica

() = gate,2) — bla),

careia dorim sa-i studiem existenta minimului pe multimi convexe din X.
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Teorema 5.7 Fie X un spativ Banach reflexiv, M C X o multime convera si
inchisa si a : X x X — R o forma biliniara marginita si simetrica pe X. Pre-
supunem ca una din urmatoarele conditii este adevarata.

(1) a este pozitiva i M este marginita;

(77) a este tare pozitiva.
Atunci, functionala patratica f are punct de minim tn M. Daca a este strict pozitiva
atunci punctul de minim este unic.

Daca M = X, atunci x este punct de minim pentru f daca si numai daca este
solutie a ecuatiei variationale

a(xz,y) =bly), Yy € X.

Demonstratie. Sa notam ¢(t) = f(x +t(y —z)), pentru z,y € M sit € Rsisa
observam ca

o(t) =2 "aly — 2,y — x) + tla(z,y — ) — by — x)) + 27 a(z, x) — b(z).

Daca forma biliniara este pozitiva, atunci functia ¢ este convexa, deci are loc ine-
galitatea
p(t) < (1 =1)p(0) +tp(1), Vit e [0,1],

ceea ce conduce ugor la convexitatea functiei f. Daca a este strict pozitiva, atunci
f este strict convexa. Agadar, in cazul (i) concluzia rezulta din Corolarul 5.4 (7).
Daca a este tare pozitiva atunci,

f@) = clll® = floll fl]l,

ceea ce implica proprietatea de coercivitate pentru f. Prin urmare, in cazul (i7)
concluzia rezulta din Corolarul 5.4 (v). Ultima parte a teoremei rezulta din faptul
ca x este punct de minim pentru f daca si numai daca 0 este punct de minim pentru
©, ceea ce echivaleaza cu ¢'(0) = 0. 0

Ultima parte a teoremei anterioare arata echivalenta dintre problema de minim
si ecuatia de tip Euler corespunzatoare. Este clar ca daca f este diferentiabila
in punctul de minim z, interior multimii M, atunci in mod necesar f'(z) = 0.
Interesant este ca in cazul convex are loc si reciproca.

Teorema 5.8 Fie f : X — R o functie diferentiabila Gateaux, convexa si coer-
civa pe spatiul Banach reflexiv X. Atunci problema de minim pentru f pe X este
echivalenta cu ecuatia f'(z) =0, z € X. In plus, cele doud probleme au solutie.
Daca f este strict conveza, solutia este unica.
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Demonstratie. Demonstratia primei parti se bazeaza pe urmatoarea inegalitate
remarcabila, satisfacuta de functiile convexe derivabile pe o multime convexa M.

fly) > fx)+ (f'(x),y — ), Vx,y € M. (5.19)

Pentru demonstratie, notam ¢(t) = f(z+t(y —z)). Este clar ca ¢ : [0,1] — R este
convexa, derivabila si cu derivata crescatoare. De aici obtinem

0(1) = p(0) = ¢'(0) > ¢'(0), 0<6<1, (5.20)

ceea ce implica inegalitatea dorita.

Faptul ca problema de minim are solutie rezulta din Corolarul 5.4 (iv) si Prob-
lemele 6.55 si 6.56. In esenta, din problemele citate deducem:

O functie convexa si derivabila Gateaux este slab secvential inferior semicon-
tinud.

Demonstratia este incheiata. 0

Sa revenim acum si sa aplicam rezultatele de mai sus la Problema lui Dirichlet.
Consideram problema variationala

min2’1/ Z(@iu)Qd:c—/ fudz; u=gpe Fr(D). (5.21)
D= D

Aici D este o multime deschisa gi marginita in R", z = (&, -+, &,) si yu = du/0g;.
Impreuna cu (5.21) sa consideram problema la limita pentru ecuatia lui Laplace

—Au=f pe D; u=yg pe Fr(D). (5.22)
Dupa cum am precizat mai sus, important este cadrul in care se lucreaza. De exem-
plu, dacd g : Fr(D) — R si f: D — R sunt continue, atunci o functie u € C?*(D),
solutie pentru problema (5.21), este solutie si pentru problema (5.22). Dificultatea

consta in obtinerea existentei pentru problema (5.21). Rezultatul principal este dat
de

Propozitia 5.4 Presupunem cd D este marginitd si deschisa in R™, f € L*(D) si
g € HY(D). Atunci

(i) Problema (5.21) are solutie unicd u € H*(D);

(ii) Aceasta este unica solutie generalizatd uw € H*(D) a problemei (5.22).
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Aici conditia la frontierd pentru problema (5.21) este in sensul u — g € H}(D) iar
solutia generalizata pentru (5.22) este in sensul

/D Z@iu@vdm = /vad:z: Vv € Hy(D), u—g € Hy(D).
i=1

Demonstratie. Amintim c& spatiul Hj(D) este inchiderea multimii C§°(D) in
spatiul Hilbert H'(D). Spatiul H!'(D) consta din functiile u € L?*(D) care au
derivate generalizate d;u € L*(D) pentru i = 1,---,n. Produsul scalar este dat de

(u,v) = /D(uv - Zn: Oyud;v)d.

i=1

Punem X = H}(D) si definim
a(u,v) = / > Oudivdr, bi(v) = / fudz,
D= D

pentru orice u,v € H'(D). Facem schimbarea de variabild w = u — g si obtinem
problema de minim
min 2~ 'a(w, w) — b(w), w € X,

unde am pus b(w) = by (w) —a(w, g). Pentru a aplica Teorema 5.7, avem de verificat
ca forma biliniara a este marginita si tare pozitiva. Marginirea rezulta usor pe baza
inegalitatii lui Schwarz. Faptul ca a este tare pozitiva rezulta din inegalitatea
Poincaré-Friedrichs:

Existd o constantd C' > 0 astfel incat pentru orice u € Hy (D) avem

C /D wrde < /D S (9.
=1

a

Incheiem aceasta sectiune cu un comentariu de natura istorica. Aplicarea meto-
delor directe din calculul variatiilor la probleme la limita pentru ecuatii diferentiale
neliniare de ordinul doi a fost facuta in 1915 de Leon Lichtenstein [59], intr-o lucrare
ce contine toate ingredientele de baza ale prezentarii actuale: considerarea unui sir
minimizant (u,); demonstrarea marginirii lui (u,) in spatiul Sobolev Hy(I), I fiind
un interval, gi folosirea acestei marginiri pentru a se obtine un subsir convergent la
u; folosirea semicontinuitatii slabe a patratului normei din H} (I) pentru a ardta ca
u este punct de minim; folosirea ecuatiei lui Euler pentru a arata ca solutia (slaba)
u este solutia clasica.
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5.5 Inegalitati variationale

Sa observam ca daca a este punct de minim pentru functia f : [a,b] — R atunci,
in mod necesar avem f’(a) > 0, iar daca b este punct de minim atunci f'(b) < 0.
Prin urmare, daca ¢ € [a, b] este punct de minim atunci avem inecuatia

f'(e)(x—¢c) >0, Vx € [a,b],

numita in literatura inecuatie sau inegalitate variationala. Este usor de vazut ca
rezultatul se poate extinde la spatii Banach, pentru functii diferentiabile Gateaux
pe multimi convexe.

Este clar ca, in general, daca c este solutie a inegalitatii variationale, nu rezulta
ca este punct de extrem pentru f. Pentru functii convexe avem urmatorul rezultat.

Teorema 5.9 Fie X un spatiu normat, M C X o multime convexa si f - M — X
o functie convexa si Gateaux diferentiabila. Atunci, x este punct de minim pentru

f daca si numai daca
(f'(x),y —x) >0, Vye M. (5.23)

Demonstratie. Consideram functia ¢(t) = f(z + t(y — x)), t € [0,1] unde
x,y € M sunt fixati. Daca x este punct de minim pentru f atunci ¢(t) > 0 pentru
orice t € [0,1], ceea ce implica ¢'(0) > 0. Acest fapt conduce la (5.23). Reciproc,
daca x este o solutie pentru (5.23), atunci ¢'(0) > 0. Deoarece functia ¢ este
convexa urmeaza ca ¢’ este crescatoare, ceea ce implica (5.20). De aici obtinem
f(y) > f(z) pentru orice y € M si astfel demonstratia este incheiata. 0

In particular, pentru problema variationala patratica avem

Corolarul 5.5 Fie problema de minim

o1
min 5&(:1:, x)—b(zr) =m (5.24)
st inegalitatea variationala
a(x,y —x) > bly —x), Yyé€ M. (5.25)

Daca X este spatiuv Banach reflexiv, M C X este convexa si inchisa, a : X x X — R
este bilintara marginita simetrica si tare pozitiva iar b € X* atunci, problemele
(5.24) i (5.25) sunt echivalente gi au exact o solufie.

In plus, daca M este con, (5.25) este echivalentd cu problema

a(x,z) =b(x), a(x,z)>b(z) Vz € M. (5.26)
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Demonstratie. La fel ca in demonstratia Teoremei 5.7 rezulta ca functionala
f(z) = 27 a(z,x) — b(x) este strict convexa si diferentiabila Gateaux. Concluzia
primei parti urmeaza combinand Teorema 5.7 gi Teorema 5.9. Cand M este con
convex, amintim mai intai ca daca u,v € M atunci u+v € M. Presupunem ca are
loc (5.25). Daca punem y = x + z obtinem inegalitatea din (5.26) iar daca punem
y = 2z si y = 0 obtinem egalitatea din (5.26). Cealalta implicatie este imediata,
prin scadere. 0

Observatia 5.3 Daca luam a(x,y) = (z,y) si X este spatiu Hilbert, obtinem
cunoscuta caracterizare a elementului de norma minima v intr-o multime M convexa
marginita gi inchisa: (u,y — u) > 0 pentru orice y € M.

Rezultatul de mai sus se poate aplica problemei

—Au—cu=f pe D,

ou ou
> _— > _— =
u >0, 7 g >0, <8n ) u=0 pe Fr(D),

unde ¢ > 0, D este o multime marginita din R"™ cu frontiera suficient de regulata.
Consideram spatiul X = H}(D), multimea M = {u € X;u(z) > 0, apt. x €
Fr(D)}, forma biliniara

a(u,v) = /D (Z O;ud;v + cuv) dx
=1

si functionala liniara
b(v) = do+ [ fods.
(v) Fro) gudo + va x

Conditia ¢ > 0 asigura coercivitatea. Solutia inegalitatii variationale (5.26) data de
Corolarul 5.5 este tocmai solutia generalizata a problemei considerate.

Dupa cum se vede din Teorema 5.7 gi Corolarul 5.5, existenta solutiilor pentru
inegalitatea variationala (5.25) rezulta din existenta solutiilor pentru problema de
minim (5.24). Daca forma biliniara a nu este simetrica, atunci se poate considera
inecuatia (5.25) dar ea nu mai provine dintr-o problema variationala. In acest caz,
in spatii Hilbert se poate obtine un rezultat de existenta pentru (5.25) folosind Teo-
rema de punct fix a lui Banach. Urmatorul rezultat apartine lui Guido Stampacchia
[86] (1964).

Teorema 5.10 Presupunem ca X este spativ Hilbert, forma biliniara a este mar-
ginita si tare pozitiva, M C X este convexa si inchisa s1b € X. Atunci inegalitatea
variationala (5.25) are solutie unica in M.
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Demonstratie. Sa observam ca, deoarece forma biliniara a este marginita, exista
un unic operator liniar continuu A : X — X cu

a(z,y) = (Az,y) Va,ye€ X
Fixam ¢t > 0 i z € X si consideram inegalitatea variationala
(x,y—x)y > (z,y —x) —t({z,y —x) — (byy — x)) Yy € M. (5.27)

Din cele de mai sus, pentru fiecare z € M, problema (5.27) are solutie unica in
M, pe care o vom nota Fz. Vom arata ca putem alege ¢ astfel incat operatorul
F . M — M este o contractie. Pentru aceasta, fie 21,20 € M gixy = Fz1, 19 = F2s.
Punem x = 1,y = 5 §i apoi * = x5,y = 1 In (5.27) si obtinem prin adunare

=l = @al* = (I — tA) (21 — 22), 21 — 22).

De aici urmeaza

l1 = ol < |[(I = £A) (21 — 22
Un calcul simplu arata ca
I(1 = tA)ul* < [|ulf?,

pentru orice u € X, unde
> =1+|A|? - 2tc.

Aici constanta ¢ provine din conditia ca forma patratica a este tare pozitiva:
a(z,r) > c||z||* pentru orice x € X. Sa observim ci din conditia aceasta rezulta si
¢ < ||A||. Este clar ca daca alegem t astfel incat 0 < t < 2¢/||Al|?, avem [ < 1 si

|Fz1 — Fz|| <l||z1 — 22]|, V21,20 € M.

Asgadar, F' are punct fix care este solutie a inegalitatii variationale (5.25). 0

Inegalitatea (5.25) este de forma
(A(z),y —z) >0, Yye M, (5.28)

pe care o vom numi tot inegalitate variationala chiar daca A nu este numaidecat
un operator potential, adica de tipul A = f’.

Teoria inegalitatilor variationale de forma (5.28) s-a dovedit deosebit de utila in
diverse domenii. Ea s-a dezvoltat sistematic incepand cu anii 1960 prin lucrarile
lui Gaetano Fichera (1964, problema Signorini), Guido Stampacchia (1965, ecuatii
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diferentiale eliptice cu coeficienti discontinui), Philip Hartman gi Guido Stampac-
chia, Felix Browder (1966, inegalitati variationale cu operatori neliniari monotoni),
Haim Brézis (1968, inegalitati variationale cu operatori pseudo-monotoni).

Sa prezentam un rezultat de existentd pentru (5.28) in cazul in care M este
convexa gi compacta iar A este continua.

Teorema 5.11 Fie X spatiu Banach, M C X o mulfime convera si compacta $i
A X — X* o functie continud. Atunci, inegalitatea variationala (5.28) are cel
putin o solutie in M.

Demonstratie. Se considera functia f(z,y) = —(A(x), y—x) si se aplica Teorema
4.15. .

Ipoteza de compactitate a multimii M se poate slabi, impunand in schimb
ipoteze mai tari asupra functiei A. Un rezultat important in aceasta directie
apartine lui Stepan Karamardian [50] publicat in 1971. Desi rezultatul are loc
in spatii Banach reflexive, pentru a simplifica expunerea il vom prezenta in spatiul

R".

Teorema 5.12 Fie M un con convex inchis si A : R — R"™ continua si tare
monotona pe M, adica

(A(z) — A(y),x —y) > |z — y||2, Vr,y € M.

Atunci inegalitatea variationala (5.28) are solutie unicd in M.

Demonstratie. Din conditia de monotonie avem
(A(x),z) > (A(0),z) + c||z||*, Vz € M.
De aici rezulta ca daca x € M \ K unde
K = {x € M; |lz]) < | A(0)]}/c},
avem (A(z),z) > 0. Pentru fiecare y € M fie
D, = {o € K;(A(x),y - o) > 0}.

Multimile D, sunt inchise in compactul K si vrem sa aratam ca au proprietatea
intersectjiei finite. Pentru aceasta, consideram {yi, - -+, ¥} C M si aplicam Teorema
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5.11 multimii convexe si compacte D = co(K U {y1,- -, ym}). Exista deci zy € D
astfel incat are loc
(A(zg),x —x9) >0, Vo eD.

In particular, (A(xg),y; —xo) > 0 pentru i = 1,---,m si (A(xg),xo) < 0 (deoarece
0 € D), si deci xy € K. Avem deci

To € m Dyi.

1<i<m

Prin urmare, familia de multimi inchise {D,;y € M} are proprietatea intersectiei
finite. Deoarece K este multime compacta, avem

N D, #0.

yeM

Este clar ca orice punct al intersectiei de mai sus este solutie a inegalitatii variati-
onale (5.28).

Pentru unicitate, observam ca daca z; i x5 sunt solutii atunci avem (A(x;), z;) =
0,7=1,2; (A(xy1),22) > 0si (A(z2),z1) > 0. De aici obtinem

clles = 27 < (Alwr) — Alws), s — 2) <O,

deci x1 = x5. Demonstratia este astfel incheiata. 0

Observatia 5.4 Deoarece multimea M este con convex, inegalitatea (5.28) este
echivalenta cu problema

(A(z),z) = 0; (A(2),y) 20, Yy c M.

In cazul in care M este conul pozitiv, adica M = {x € R";z > 0}, este ugor de
vazut ca problema de mai sus este echivalenta cu sistemul

Alx)=y; ©>0; y>0; (x,y) =0,

care apare in diverse probleme de teoria jocurilor, mecanica, economie.

5.6 Teorema de minimax

Fie A gi B multimi nevide gi f : A x B — R o functie. Un element (zg,y9) € A X B
se numeste punct sa pentru f daca

f(zo,y) < f(xo,y0) < f(z,y0) V(x,y) € A X B.
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Conditia de mai sus este echivalenta cu
Igleaé(f<x07 y) = f(xo,y0) = m f(@, v0)-

Exemplul standard este f : R x R — R, f(z,y) = 22 — %, cu punctul sa (0,0).
Inainte de a demonstra teorema principala, sa enuntam o lema. Vezi Problema 6.67
pentru demonstratie.

Lema 5.1 Functia f are punct sa daca si numai daca are loc relatia

minsup f(z,y) = max inf f(z,y). (5.29)

Daca (xg,yo) este punct sa, atunci f(xo,y0) este valoarea comunda a celor doud
expresii din (5.29).

Teorema care urmeaza, numita Teorema de minimaz, da conditii de existentaa
a unui punct sa.

Teorema 5.13 Fie X un spatiu Banach reflexiv si A, B submultimi nevide convexe
marginite si inchise. Fie f: A x B — R o functie care verifica ipotezele

(1) Functia f(-,y) este inferior semicontinud gi convexd pe A pentru fiecare y € B;

(17) functia f(x,-) este superior semicontinud si concavd pe B pentru fiecare x €
A.

Atunci
(a) Functia f are un punct sa;
(b) Punctul (xo,yo) este punct sa pentru f daca si numai daca are loc

minmax f(z, y) = maxmin f(z,y). (5.30)

Daca (o, y0) este punct sa pentru f, atunci f(xo,yo) este valoarea comund a celor
doua expresii din (5.30).
Demonstratie. Sa notam

a =minmax f(z,y); §=maxmin f(z,y).
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Aratam mai intai ca « si § exista. Vom face demonstratia pentru 3, pentru « fiind
analog. Din Corolarul 5.4, pentru fiecare y € B exista z(y) € A cu

f(z(y),y) = min f(z,y).

Sa notam h(y) = —f(2(y),y). Retinem inegalitatea

—f(z,y) < h(y) Vze A (5.31)
Vom arata ca functia h : B — R este inferior semicontinua gi convexa. Va exista
atunci mingep h(y) si apoi b = —mingep h(y). Demonstram ca h este convexa. Din

(47) si (5.31) avem

—flx,tyr + (1 = )y2) < —tf(x,y1) — (1 =) f(z,y2) < th(yr) + (1 —t)h(y2).

pentru orice x € X deci si pentru = z(ty; + (1 — t)y2). Demonstram acum ca
h este secvential semicontinua inferior. Fie sirul (y,) in B convergent la y. Din
(5.31) avem —f(2(y), yn) < h(y,). Trecem la limita si folosim (i7) pentru a obtine
—f(2(y),y) < liminf, . h(y,). Asadar, putem aplica Corolarul 5.4 si deducem ca
functia h are punct de minim pe B, deci (3 exista si f§ = —mingep h(y). Analog
pentru «. In continuare aratam ca a = (3. Este usor de vazut ca f < a. Pentru
a demonstra inegalitatea inversa, aplicam o teorema de punct fix, Teorema 4.18.
Pentru aceasta, inzestram X si Y cu topologia slaba, luam ¢ > 0, punem s = a — ¢,
t = [+ ¢ §i construim multifuntia F : A x A~ A x B,

F(z,y) = {(u,v) € Ax B; f(u,y) <t, f(z,v) > s}

Este usor de vazut ca F are valori nevide i convexe. In plus, A x B este slab
compactd. Ramine s& dovedim cad F~'(u,v) este relativ slab deschisa. Acest fapt
rezulta ugor din

F u,v) = {(x,y) € Ax B; f(u,y) <t, f(x,v) > s},

avand in vedere ca multimile {x € A; f(z,v) < s} si {y € B; f(u,y) > t} sunt
convexe si inchise, deci slab inchise in A si respectiv B. Prin urmare, aplicam
Teorema 4.18 si deducem ca exista un punct fix pentru F, adica (z,y) € F(z,vy).
Avem o — e = s < f(x,y) <t = f+¢e. Cum ¢ este arbitrar obtinem o < (3.
Demonstratia se incheie daca avem in vedere Lema 5.1. 0

Observatia 5.5 Concluzia teoremei anterioare are loc si in cazul in care functiile
f(,y) si —f(z,-) au multimile de nivel convexe, adica sunt cvasiconvexe in loc sa
fie convexe.
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Teorema 5.13 a fost demonstrata de John von Neumann [96] in R™ in 1928, in
legatura cu teoria jocurilor creata de el. Cazul general apartine lui Ky Fan (1952).

Teoria jocurilor consta in determinarea unei balante optimale la o competitie
intre mai multi parteneri. Sa consideram doi jucatori P gi () care au la indemana
cite o multime de strategii A si B. Daca P alege strategia x € A iar () alege
strategia y € B, notam f(x,y) pierderea lui P si deci castigul lui Q). Daca (g, yo)
este punct sa pentru f, avem

f(xo,y) < f(zo,v0) < flz,y0) V(z,y) € Ax B.

Daca P alege strategia xg, atunci castigul lui @ este cel mult egal cu f(zg,yo) si
maximul va fi realizat daca () alege strategia y,. Invers, daca () alege strategia
Yo, pierderea lui P este cel putin egala cu f(zg,yo) $i minumul va fi realizat daca
P alege strategia xy. Prin urmare, strategia (zo,vo) asigura balanta optimala a
intereselor celor doi jucatori. Din acest motiv, punctul sa (zo,yo) al functiei f se
numeste strategie optimala. Teorema 5.13 ofera conditii de existenta a strategiilor
optimale. Daca multimile A si B sunt finite si au mai multe elemente, nu sunt
convexe si deci teorema nu se aplica. Totusi von Neumann a rezolvat acest incon-
venient astfel: se introduce un factor probabilistic, adica jucatorii fac alegerea pe
baza unor probabilitati fixe. Mai precis, preupunem ca P are strategiile aq,---,a,
iar () are strategiile by, ---,b,,. Jucatorul P alege strategia a; cu probabilitatea p;
iar () alege strategia b; cu probabilitatea g;. Consideram multimile

A={peR"0<p <1,) p=1}

=1

B={qeR™0<¢q <1,> ¢; =1},

j=1
si definim functia F': A x B — R prin

n

F(p,q) =3 > flai bj)pig;.

i=1j=1

Perechea (p, q) se numeste strategie mizta iar F(p,q) reprezinta cistigul sperat de
jucatorul @). Consideratii probabilistice arata ca F(p, q) este media castigurilor lui
(@ daca se joaca de multe ori.

Este clar ca sunt indeplinite ipotezele din Teorema 5.13, deci putem afirma ca
exista o strategie mixta optimala (po, qo) si are loc egalitatea

F = minmax F(p, q) = in F(p, q).
(po, qo) = minmax F(p, ¢) = maxmin F(p, ¢)
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5.7 Controlabilitate si timp optimal
pentru sisteme semiliniare

In aceasta sectiune ne ocupam de problema controlabilitatii in timp optimal pentru
sistemul descris de ecuatia

y'(t) = Ay(t) + fy(1)) + u() (5.32)

unde operatorul A genereaza un semigrup de clasa Cy, S(t), ¢ > 0, pe spatiul
Banach reflexiv X, f este o functie lipschitziana si u(-) este un control ce ia valori
in U = B(0,r).

Problema timpului optimal consta in a atinge o multime tinta 7 in timp minim
pornind dintr-un punct initial z i folosind controale admisibile, u(-), adica functii
masurabile de la [0,00) la U. Vom considera aici cazul cand tinta este 7 = {0}.

Pentru un control admisibil u(-), consideram solutia ecuatiei (5.32) care satisface
conditia initiald y(0) = z, adica, functia y € C([0,00), X) care satisface

y(t) = St + /0 "5t — 8)[f(y(s) + uls)|ds. (5.33)

Conform Teoremei 4.19, pentru fiecare control u solutia exista si este unica.
Numim acesta solutie traiectorie a sistemului (5.32) si o notam y(-, z,u). Pentru
t > 0 consideram multimea de controlabilitate la timpul ¢

R(t) = {z € X;y(t,z,u) = 0 pentru un control admisibil u(-)},

multimea de controlabilitate

R=R(®

t>0

gi functia timp optimal (functia lui Bellman) 7": R — [0, 00)
T(x) =inf{t;z € R(¢)}.

Un control pentru care infimumul se atinge se numeste optimal pentru z. Teorema
urmatoare pune in evidenta conditii suficiente de existenta a controalelor optimale.

Teorema 5.14 Daca X este reflexiv gi separabil iar semigrupul S(t) este compact,
atunci pentru fiecare x € R exista cel putin un control optimal. In cazul liniar
(f=0), proprietatea are loc fara conditia ca semigrupul sa fie compact.
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Demonstratie. Fie (u,) un gir de controale admisibile gi un gir (¢,,) descrescator si
convergent la T'(x) cu proprietatea y(t,, x,u,) = 0. Extindem u, pe [0, ;] punand
u,(s) = 0 pentru s € (t,,t;). Conform teoremei lui Alaoglu, si tinand cont de sepa-
rabilitatea lui X si deci a lui L*(0, ¢; X) putem presupune c& u,, converge slab-stelat
in L>(0,t; X) la un control admisibil . Mai departe argumentele sunt diferite.
Daca f =0, se ia x* € X™*, se scrie

@yt o)) = (27, (b)) + /0 S (e — 1) un ()t

Trecand la limita cu n — oo, eventual pe un subsir, ajungem la y(7'(z),z,u) = 0.
In cazul general, se foloseste compactitatea operatorului

t
o — / S(t—s)p(s)ds
0
(vezi Observatia 4.10) pentru a trece la limita. 0

O proprietate remarcabila a functiei timp optimal este data de principiul pro-
gramarii dinamice al lui Bellman. Comentarii asupra acestui principiu vor fi facute
la sfargitul acestei sectiuni.

Pentru orice x € R si orice control u,

T(x) <t+T(y(t,z,u)) (5.34)

pentru orice t > 0 pentru care y(t,z,u) € R, cu egalitate in cazul cind u este
optimal.
Demonstratia acestui rezultat va fi data in Teorema 5.17.

In cele ce urmeaza vom pune in evidenta cateva proprietati ale multimii de
controlabilitate si ale functiei timp optimal. Sa prezentam mai intai o lema in
care evidentiem proprietati ale traiectoriilor sistemului (5.32). Peste tot in aceasta
sectiune presupunem ca f este L-lipschitziana pe X, f(0) = 0 iar w este o constanta
pentru care |[S(t)|| < e** pentru orice t > 0. In general, semigrupul verifica o
inegalitate de forma ||S(¢)|| < Me“!, inegalitate care se poate reduce la cazul M = 1
prin considerarea unei norme echivalente cu cea initiala.

Lema 5.2 (a) Pentru orice v € X gi orice control u avem

t <<L+w>t< r )_ L wvt>o.
Iyt ] < e (el + 1) = 1 vz

In cazul L +w = 0 membrul drept al inegalitatii de mai sus este ||z|| + rt.
(b) Pentru orice x,z € X si orice control u avem

ly(t, z,u) —y(t, z,u)|| < LTz — 2| V> 0. (5.35)
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Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe inegalitatea lui Gronwall:
Fie ¢, h si k functii date de la [ty,T) in R, unde T < +oo. Dacd ¢ este
continud, h € L2.([to, T)), k € Li.([to, T); Ry) si

loc loc

o(t) < hit) + [ K(s)p(s)ds

to
pentru orice t € [ty,T), atunci

t

o(t) < h(t)+ [ h(s)k(s)exp (/St k(u)du) ds

to

pentru orice t € [ty,T), unde exp(a) = e°.

Pentru demonstratia primei parti a lemei, se aplica inegalitatea lui Gronwall
pentru functiile p(t) = e “|y(t, z, u)|, h(t) = ||z] + (r/w)(1 — e ") si k(t) = L.
Pentru (b), ¢(t) si k(t) sunt ca mai sus iar h(t) = ||z — z||. 0

Propozitia 5.5 Fie R > 0 astfel incat (L +w)R <.
(i) In cazul L+ w > 0, pentru orice x € X cu
R <zl <r/(L +w),

exista un control u* astfel incat traiectoria y(t, x,u*) atinge B(0, R) in timp finit §i
satisface inegalitatea

£, u)| < <L+wﬁ/( S > r 5.36
ly(t, 2, )| < e (flaf) = =— ) + 77— (5.36)
pentru orice
- — — R
0<t<t< ! log —+
L+w Tro — ||

unde t este cel mai mic t pentru care y(t,x,u*) € B(0, R).
(17) In cazul L+ w < 0, proprietatea de mai sus are loc pentru orice x € X iar
inegalitatea din (5.36) se rescrie

ly(t, 2, w?)|| < lxf) —rt (5.37)

pentru orice
0<t<t<(|z|]|—R)r "
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Demonstratie. (i) Consideram intai R > 0 si functia

—gYy dacd [ly| <R
- rY
Fr(y) = { —rpyp dacd [ly] = R,

Observam ca este lipschitziana si consideram ecuatia

y'(t) = Ay(t) + fy(t)) + Fr(y(t)) t>0. (5.38)

Pentru x € D(A), pe fiecare interval I = [0, 7], ecuatia (5.38) are o solutie unica
satisfacand y(0) = z. Mai mult, ea este solutie clasica (vezi Teorema 4.20), adica
y € CY(I; X) si satisface (5.38) pe I.

Inmultim ecuatia (5.38) cu y(t) si obtinem

d
ly @1 Iyl < (L +w)lyO1” =yl
pentru ¢ € [0,7], unde  este maximum valorilor lui ¢ pentru care y(t) ¢ B(0, R).
Obtinem

Ip®)ll < llll = rt+ (2 +w) [ ly(s)lds, v e 0.8

care, in cazul L +w < 0 implica (5.37) si, in cazul L +w > 0 implica (5.36) pe baza
inegalitatii lui Gronwall. Este clar ci exista un ¢ ca mai sus fiindca, altfel, lucram
pe orice [0,7] si (5.36) sau (5.37) forteaza existenta unui £. Prin urmare (5.36) si
(5.37) au fost demonstrate pentru € D(A). Prin densitate, ele au loc pentru orice
for x € X. Controlul cerut este

u'(t) = —ry(t)/[y(t)]. (5.39)

In cazul R = 0, observam c& daci Ry < R, atunci avem t; > #, iar solutiile
corespunzatoare yi(+) si yo(+) satisfac

U1 (t) = yg(t) Vt - [O,EQ]

Cu alte cuvinte, traiectoriile ecuatiei (5.38) nu depind de R > 0 pana ating B(0, R).
Luam un sir R,, descrescator si convergent la 0 si obtinem un sir ¢, crescator si
convergent la t care satisface inegalitatile cerute la (i) sau (i7). Demonstratia se
incheie considerand controlul dat de (5.39) pe [0, Z]. 0

Teorema 5.15 (i) Multimea de controlabilitate R este deschisd si functia timp
optimal este local lipschitziana pe R. Mai precis, avem
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(17) In cazul L +w > 0, pentru orice p € (0,7/(L +w)) avem

Il
fEri)

pentru x satisfacand ||z|| < p. Notand

daca x € R si z este astfel incat

o = all < pe (T,

atunci z € R §1
T(z) < T(x) + ez — 2.

(73i) In cazul L4+ w <0 avem R = X i

T(x) < M

pentru orice x € X. Mai mult, pentru orice x,z € X avem

T() = T@)] < - o 2|

(iv) Pentru orice x € R $i z ¢ R avem

1 |z — =
T(z) > — 1 :
(z) 2 L+w ©8 p
In particular,
limT'(z) =00 Vz € FrR. (5.40)

zZ—T

Demonstratie. Punctul (¢) rezulta din celelalte. Sa demonstram (ii). Observam
mai intai ca, din Propozitia 5.5, avem

- R

— ]’

1 T
T(x) < log —Ltw
()_L+w ngw

ceea ce, printr-un calcul elementar, conduce ugor la prima parte a concluziei. Mai
departe, pentru simplificarea expunerii, presupunem existenta controalelor opti-
male. In cazul general, concluzia se obtine printr-un procedeu de aproximare.
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Deoarece y(T'(z),x,u) = 0, din (5.35) deducem
ly(T(x), 2, u)|| < HH Tz — 2| < p,
deci y(T'(x), z,u) € R ceea ce implica z € R si
T(y(T(z), 2,u)) < 7Tz — 2.

Aplicam acum principiul programarii dinamice (5.34) si obtinem concluzia dorita.
Un argument similar da (#i7). Pentru a demonstra (iv), observam ca suntem in
situatia cand L 4+ w > 0. Prin reducere la absurd, presupunem ca

(L+w)T(x) < —logllx —z|/p.

Avem

lz — 2| < pe”EHITE,

ceea ce, folosind (ii), implica z € R. 0

Observatia 5.6 Teorema de mai sus arata ca

lim 7'(z) = 0. (5.41)

z—0

Urmatoarea teorema arata ca daca semigrupul S(t) este compact atunci functia
timp optimal este secvential slab continua. Pentru aceasta folosim urmatorul rezul-
tat.

Lema 5.3 Presupunem ca X este spativ Banach, f este lipschitziana pe X i S(t)
este semigrup compact. Fie 0 < a <t, (x,) un gir slab convergent la x si (u,) slab
convergent la u in L*(0,t; X). Atunci,

y(‘, L, un) - y('v L, U)
in C([a,t]; X), cel putin pe un subgir.

Demonstratie. Demonstratia este standard si se bazeaza pe compactitatea op-
eratorului

o [ S5 = m)e(r) dr
0
de la L*(0,T; X) la C([0,T); X). Vezi Observatia 4.10. 0
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Teorema 5.16 Presupunem ca semigrupul S(t) este compact. Atunci, pentru R >
0 au loc urmatoarele proprietatu.

(1) Daca x € R gi x, — x slab, atunci pentru n suficinet de mare avem x,, € R.
Mai mult, T(z,) — T(z).

(17) Pentru orice x ¢ R si pentru orice sir (x,,) slab convergent la x avem

lim 7'(z,) = co.

n—oo

Demonstratie. Pentru a demonstra prima parte din (¢), luam ¢ > 0 suficient se
mic astfel incat
y(e,z,0) e R

(acest fapt este posibil deoarece R este multime deschisa), luam u, = 0 si, din
Lema 5.3, deducem ca pe un subsir avem

y(e,2,,0) ER

pentru n suficient de mare. Asta implica faptul ca pe un subsir avem x,, € R pentru
n suficient de mare. Deci orice gir slab convergent la x are un subsir in R (slab
convergent la x), ceea ce arata ca prima parte din (i) are loc. In continuare, luam

T* = limsup T'(z,),

n—oo

ludm un subsir (z,, ) astfel incat T'(z,, ) — T* si fixam € > 0. Din Lema 5.3, putem
presupune (extragand eventual un subsir) ca

y(Ea Ty, O) - y(a, x, 0)

Deci
T(y(e, xn,,0)) — T(y(e, z,0)).

Folosim principiul programarii dinamice (5.34) si obtinem
T(xn,) < €+ T(y(g, 20y, 0)),

deci
T <e+T(y(e, x,0)).

Trecem la limita cu € — 0 gi obtinem

limsup T'(x,) < T(x).

n—oo
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Am aratat agsadar ca functia T'(+) este secvential superior semicontinua. Sa demon-
stram acum ca 7'(-) este secvential inferior semicontinua in z € R. Luam

T# = liminf T'(z,,)

n—oo

§i un subsir (x,,) astfel incat T'(x,,) — T#. Intr-o prima etapa, presupunem ca
T# > 0. Fixaim 0 < ¢ < T# gi ludm u,, controlul optimal pentru z,,. Pe baza
Lemei 5.3, putem presupune ca exista un control u astfel incat

y(e’-j, xnk’ unk) - y(57 xz, U),
tare. Folosim din nou principiul programarii dinamice si deducem

De aici obtinem
T(y<57 xnkaunk)) S M
pentru un M > 0. Fie ky astfel incat

[Y(E, Ty ny) — y(e,,w)] < peEFM

pentru k > ky. Din Teorema 5.15 obtinem y(e, z,u) € R si
T(y(e, v u)) < =T(y(e, 2y un,)) + 7Ny (e, 2ng, wny) —yle, z,u)]
pentru k > kg. Prin urmare,
T(xp,) =c+T(y(e, Tn,, Un,))

> e+ T(y(e,z,u) — 7 e M y(e, 20, un,) — y(e, 2, u)].

Facem n — oo si apoi € — 0 si obtinem

hggg}fT(fn) > T(z).
In etapa urmitoare presupunem 7% = 0 si demonstram 7'(z) = 0. Pentru aceasta,
luam ¢ > 0 si pentru fiecare x,, ludm un control vy pe [0,e] definit dupa cum
urmeaza: pe [0,7(z,,)], vr egaleaza controlul optimal iar pe [T(x,,), €], vj este
un control care forteaza traiectoria sa ramana in B(0, R). Acest fapt este posibil
din cauza Propozitiei 5.5. De fapt, putem atinge originea i apoi raminem acolo
deoarece f(0) = 0. Deoarece,

y<€7 xnkvvk) - y(gu z, 'LL)
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pentru un control u, deducem
y(e,z,u) € B(0, R)

deci T'(z) < e. Cum acest fapt are loc pentru orice € > 0 deducem 7T'(z) = 0.
Pentru a demonstra (ii), consideram = ¢ R, consideram un sir (z,,) in R slab
convergent la z i presupunem, prin reducere la absurd, ca

liminf T'(x,) < oco.

n—oo
Rationam ca in demonstratia semicontinuitatii inferioare si deducem
y(e,z,u) € R.
Deci x € R. Contradictia la care am ajuns arata ca
ligrigolfT(xn) = 00,
ceea ce incheie demonstratia. 0

Revenim acum la principiul programarii dinamice. Presupunem ca pentru fiecare
x € R exista un control optimal. Vezi Teorema 5.14.

Teorema 5.17 O functie T : R — R este functia timp optimal daca st numai daca
satisface urmatoarele conditii:

(1) Pentru orice x € R existda un control u si o > 0 astfel incat

T(y(t,z,u)) <T(x)—t Vtel0,o0);

(17) Pentru orice x € R, orice control u gi orice t > 0 pentru care y(t,z,u) € R
avem
T(:’J(taxau)) = T(l’) -t

(13i) lim, 0 T(2) =0;
() lim, ., T(z) =00 V€ FrR;

(v) Functia T' este marginita inferior.
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Demonstratie. Functia timp optimal verifica (7ii), (iv) pe baza Teoremei 5.15 si
(v). Sa aratam ca satisface (¢). In primul rand trebuie observat ca daca y(t, z,u) €
R atunci z € R. Consideram u controlul optimal pentru = i ¢ = T'(x). Luam
t € [0,0) si observam ca

y(T(CL’) - tvy(tvxvu)vu) =0

de unde rezulta (¢). Pentru (i), luam x € R, un control oarecare u si y(¢,z,u) € R.
Fie v un control optimal pentru y(t,z,u). Se verifica usor ca

y(s,y(t,z,u),v) = y(t + s, z,w)

pentru s > 0, unde w(f) = u(f) pentru 0 € (0,t) si w(f) = v(d —t) pentru 6 €
(t,t+s). Cam y(T(y(t,z,u)), y(t,z,u),v) =0, obtinem y(t+7T(y(t, z,u)), x,w) =0
deci

T(x) <t+T(y(t,z,u)).

Sa demonstram acum reciproca. Intr-o prima etapa, aratam ca putem inlocui (7)
cu

(vi) Pentru orice x € R exista un controlu si o € (0,00) astfel incat y(o,z,u) =
0 si T(y(t,z,u)) < T(x)—1t pentru orice t € [0,0).

Sa demonstram acest fapt. Restrangem sistemul de control la multimea R\ {0},
folosim Principiul Brezis-Browder (Teorema 5.1) si deducem ca exista o traiectorie
saturata y(t, x,u) definita pe [0,0) care sa verifice (7). Dar, din (v) rezulta ca o
este finit iar din (iv) rezulta ca

y(o,x,u) ¢ FrR.

Ramane y(o,z,u) = 0, deci (vi) are loc.

Sa presupunem ca avem o functie, s-o notam cu 77, care verifica (vi), (1), (ii7),
(iv) si (v). Facem t — o in (vi), folosim (iii) (deci T(y(o, x,u)) = 0) si obtinem
Ti(x) > o0 > T(x).

Luam in (77) toate traiectoriile care ating tinta si obtinem 73 (z) < T'(x). 0

Functia valoare (in cazul nostru functia timp optimal) intr-o problema gene-
rala de control este utila in obtinerea unei legi de feedback care sa dea traiecto-
ria optimala. Aceasta metoda generala de rezolvare a problemelor de control se
numeste metoda programarii dinamice. Functia valoare este solutia unei ecuatii cu
derivate partiale de tip Hamilton-Jacobi care in cazul problemei timpului optimal
se numeste ecuatia lui Bellman. Cititorul interesat poate consulta [12] pentru rezul-
tate in aceasta directie. In studiul existentei si unicitatii ecuatiei lui Bellman, ca de
altfel a oricarei ecuatii care provine dintr-o problema de control optimal, principiul
de optimalitate al lui Bellman joaca un rol central. El a fost formulat in 1953 de
Richard Bellman.



Capitolul 6

Probleme si solutii

Problema 6.1 FieV = {V;; 1 € I} o familie local finita de submulfimi ale lui X.
Atunce

(a) V ={V;, i € I} este local finitd;
(b) UierVi = Uie Vi

Solutie (a) Fie 2 € X i U o vecinatate deschisa a sa astfel incat U N'V; = 0, cu
exceptia unui numar finit de indici. Dar U N'V; = () implica V; C X \ U. Deoarece
X\ U este inchisa rezulta V; € X \ U si deci V; N U = 0.

(b) Este clar c& U Vi C UserVi. Fie x ¢ Ui Vi. Folosind (a), existd o vecindtate
deschisa U a lui z care intersecteaza cel mult un numar finit de multimi V. Daca
nu intersecteaza nici una atunci U N (U;e;V;) = 0 si deci 2 ¢ Ui V;. Daca U inter-
secteaza V- -+, V;, atunci multimea U N (N7_; (X \ V) este o vecindtate deschisa
a lui z care nu intersecteaza U;c;V;. Deci x & Ui/ V.

Problema 6.2 Sa se arate printr-o demonstratie directa ca R cu topologia uzuala
este spatiu paracompact.

Solutie Fie U o acoperire deschisa. Pentru fiecare n alegem un numar finit de
elemente din U care acopera intervalul [n, n+1] si intersectam pe fiecare cu intervalul
(n—1,n+2). Se obtine o familie de multimi deschise V;,. Atunci familia V = U,c4V,,
este o rafinare local finita a lui U.

Problema 6.3 Fie X un spatiu metric, g : X — R o functie inferior semicon-
tinua, f: X — R o functie superior semicontinud astfel incat f(x) < g(x) pentru
orice x € X. Atunci exista o functie local lipschitziana, h : X — R, astfel incat
f(z) < h(z) < g(z) pentru orice x € X.

159
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Solutie Pentru fiecare numar rational r consideram multimea deschisa

U, ={x; f(x) <r}n{x;g(x) >r}.

Familia {U,.} este o acoperire deschisa a lui X. Fie {V};i € I} o rafinare local finita
a sa gi {p;;i € I} o partitie local lipschitziana a unitatii subordonata ei. Pentru
fiecare i € I, fie r(i) numarul rational pentru care V; C U,(;). Definim

h(z) = r(@)pi(@)
iel
si aratam ca aceasta este functia cautata. Intr-adevar, fie x € X si i € I cu
proprietatea ca p;(x) > 0. Avem x € U, si deci f(x) < r(i) < g(x). Asadar,

)Y pi(x) <D r(i)pi(x) = h(z )Y pi(z) =g(x

Problema 6.4 Fie X spatiu Banach. Consideram functiile marginite ,v¢ : X —
R astfel incat ¢ este superior semicontinud, ¢ este inferior semicontinud gi () <
o(x) pentru orice x € X. Sa se arate ca multifunctia F' : X — R definita prin
F(z) = [¢(z), ¢(x)] este inferior semicontinud.

Solutie Fie xyp € X si V un interval deschis in R cu
VN F(.Q?D) 7é @

Exista vy, vy € V cuth(zg) < vy §i p(zg) > vy. Datorita proprietatilor de continuitate
pentru ¥ si ¢ avem
lim sup¥(z) < (z0) < v

T—x0

vy < @(xg) < liminf p(x).

T—x0

Rezulta ca exista o vecinatate U a lui xy pentru care ¢ (x) < vy i vo < ¢(x) pentru
x € U, ceea ce asigura ca

Fz)nV #£10

pentru xz € U.

Sa observam ca are loc si afirmatia:

Daca F : X ~ R este inferior semicontinua cu valori compacte si conveze
atunci exista 1 §i @ ca mai sus astfel incat F(x) = [(x), p(x)].

Problema 6.5 Fie X spatiu Banach. Consideram functiile marginite ¥, p : X —
R astfel incat 1 este inferior semicontinua, @ este superior semicontinud gi () <
o(x) pentru orice x € X. Sa se arate ca multifunctia F : X ~ R definita prin
F(z) = [¢(z), p(x)] este superior semicontinud.
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Solutie Fie 2y € X si multimea V' deschisa in R astfel incat F(xy) C V. Exista
deci vy, vy astfel incat [vy,v] C V i

v < P(x0) < p(T0) < Vo.

Obtinem
v1 < P(x) < liminfy(x) < limsup p(z) < (o) < v2,
T—T0

T—T0

ceea ce conduce la existenta unei vecinatati U a lui xy pentru care
v < Y(x) < p(x) < vy

pentru z € U. Prin urmare, F'(z) C V pentru orice z € U. Ca si in Problema
6.4, sa observam ca orice multifunctie F' : X ~» R superior semicontinua cu valori
convexe si compacte are forma indicata in enunt.

Problema 6.6 Fie X si Y spatii Banach si T € L(X,Y) un operator surjectiv.
Atunci, pentru orice multime compacta B C'Y, exista o mulfime compacta A C X

astfel incat B C T(A).

Solutie Se ia A = T7'(B) si se aplica faptul cd T~! este multifunctie inferior
semicontinua. Vezi si Problema 6.28. Altfel, se ia inversa la dreapta a functiei T,
fie ea f, si apoi se ia B = f(A).

Problema 6.7 Sd se arate cd multifunctia F : [0,1] ~ R? definitd prin F(z) =
{(t,zt);t > 0} este inferior semicontinud pe [0,1] dar nu este € —  inferior semi-
continud in nici un punct din [0, 1].

Solutie Fie girul (x,), x, — =z, fie (ty,zoto) € F(xo) si fie girul (¢,), t, > 0,
t, — to. Este clar ca y, = (t,, znt,) € F(x,) $i yn — yo. Sa aratam ca F' nu este
e — ¢ inferior semicontinua in xg = 0. Presupunem contrariul si deducem ca exista
d > 0 astfel incat pentru = € [0,1] N S(0,9) avem F(0) C F(z)+ S(0,1). Deci,
pentru n € N exista t,, > 0 astfel incat

(n —t,)* + 22 < 1.
Deducem astfel ca girul ¢, este marginit si apoi ajungem la o contradictie.

Problema 6.8 Determinati F' : X ~ R care sa fie inferior semicontinua si cu
valori compacte, X sa fie multime compacta din R, iar F(x) sd fie nemarginita.

Solutie Seia X = [0,1] si F': [0,1] ~ R definita prin F(x) = 0 daca z = 0 si
F(z) =1[0,1/z] pentru = > 0.
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Problema 6.9 Fie X spatiu normat si A, B C X mulfimi nevide. Arata{i ca
e(A, B) < e implica
e(convA, convB) < g,

unde e(A, B) este definit in (2.6).

Solutie Fie z € convA. Exista (\;),i =1,---,n gl x; € A astfel incat x = > \a;.
Din faptul ca e(A, B) < ¢, exista y; € B astfel incat ||z; — yi|| < . Obtinem
|z — y|| < e unde

Y= Z Aiy; € convB.

Prin urmare, pentru orice = € convA avem d(z,convB) < € si deci
e(convA, convB) < e.

Problema 6.10 Sd se arate cd multifunctia F : R ~ R? definitd prin F(z) =
{z} x (0,00) este e — & superior semicontinud dar nu este superior semicontinud.

Solutie Fiee > 04 0 = e. Se verifica ugor ca F(S(0,¢)) C F(0) + .5(0,¢). Insa,
daca se ia
V=A{(z,y);llyll <1/}

six # 0, este clar ca F(x) ¢ V.

Problema 6.11 Consideram o functie f : [0,T] — R astfel incdt pentru 0 < t <
s <T, f(s)+s> f(t)+t. Presupunem in plus ca ezistd o constanta M astfel incat

pentru orice t € [0,T),
lim inf 7]0(3) — /)

slt s—t

< M.

Atunci f este lipschitziana pe [0,T.

Solutie Consideram multimea inchisa D = epi(f) si aratan ca este domeniu de
viabilitate pentru ecuatia diferentiala

0'(s)=1

W'(s) = M,

Pentru aceasta, trebuie sa aratam ca este verificata conditia de tangenta. Din
ipoteza, exista un gir h,, | 0 astfel incat

ft+hn) < f(t) + M(hn +1/n),
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relatie care se scrie in forma

(&, f(£)) + ha((1, M) + (0, 1/n)) € epi(f),

ceea ce arata ca (1, M) € Tp((t, f(t))). Deci conditia de tangenta se verifica pentru
punctele graficului functiei f. Celelalte puncte sunt interioare lui D, deci conditia de
tangenta se verifica automat. Aplicam Teorema 2.10 si deducem ca pentru s < T'—t
avem (t + s, f(t) + M s) € D. Deci pentru t < t; < T avem

ft)+ Mty —t) > f(t1).

Deoarece f este inferior semicontinua, inegalitatea de mai sus este verificata si
pentru t; = T. Aceasta, Impreuna cu cealalta ipoteza asupra lui f implica

—(t1 —t) < f(t) = f(t) < M(t1 — 1)

pentru 0 < ¢t < t; < T. Prin urmare, functia f este lipschitziana cu constanta
M +1.

Problema 6.12 Fie Fy, F; : [0,1] ~ R? definite astfel: Fy(x) este triunghiul ABC
iar Fy(z) este triunghiul ONA unde punctele A, B, C, N, O au coordonatele
respectiv (1,0), (0,1), (0,z), (1,—1) sz (0,0). Sa se arate ca multifunctia F :
0,1] ~ R? definita prin F(z) = Fi(z) N Fy(z) nu este inferior semicontinud desi
Fy si Fy sunt inferior semicontinue cu valori compacte st conveze.

Solutie Este evident ca Fj gi Fy sunt inferior semicontinue, F'(z) este segmentul
OA daca r = 0 si punctul A daca =z € (0,1]. Multifunctia F' nu este inferior
semicontinua in origine. Intr-adevar, pentru x, = 1/n i yo = {O} € F(0), avem
F(z,) = {A} si deci nu exista y,, € F(x,) astfel ca y, — yo.

Problema 6.13 In Problema 6.12, Iy este constanta si inchisa. Sa se arate ca
daca Fy este constanta deschisa iar Fy este inferior semicontinud atunci Fy N Fy
este inferior semicontinua.

Solutie Fie F; : X ~» Y inferior semicontinua si A C Y deschisa astfel incat
Fi(z) N A # () pentru z € X. Fie D deschisa in Y. Avem de ardtat ca multimea
{z; Fi(x) N AN D # (0} este deschisa, afirmatie care rezulta din semicontinuitatea
inferioara a lui F} si din faptul ca AN D este deschisa.

Problema 6.14 Fie F : X ~ Y o multifunctie strictd. Sd se arate cd dacd F~*(y)
este deschisa pentru orice y € Y atunci F' este local selectionabila.
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Solutie Fie zq € X si yy € F(xg). Este clar ca multimea U = F~!(yy) contine x
si este deschisa. Functia constanta f: U — Y, f(x) = yo , rezolva problema.

Problema 6.15 Fie mulfimea Y = {1,2,3} pe care consideram topologia datd de
multimile deschise 0, Y, {1,3}, {2,3}, {3}. Fie F:R~Y definita prin

) {1} daca <0
Flx) = { {1,3} daca x> 0.

Ardtati ca F este superior semicontinud dar F nu este superior semicontinud. Care
dintre ipotezele Propozifiei 2.4 (ii) nu este indeplinita in acest caz ?

Solutie Se aplica Teorema 2.1 de caracterizare a multifunctiilor superior semi-
continue. Pentru aceasta se iau toate multimile D, deschise in Y, se calculeaza
FT(D) si se constata cd sunt deschise in R. De exemplu, daca D = {2,3} atunci
FT™(D) = 0. Multifunctia F este definitd prin
— 1} daca <0
F(zx) = { . T
() { Y daca x > 0.

Se vede ca (F)*({1,3}) = (—00,0], ceea ce aratd ci F nu este superior semicon-
tinua. Spatiul topologic Y nu este normal.

Problema 6.16 Construiti o multifunctie F : X ~ Y care nu este superior semi-
continua dar pentru care F' este superior semicontinud.

Solutie Consideram F' : R ~ R definita prin F(z) = (z — 1,2 + 1). Este clar ca
{z;F(z) C (—1,1)} = {0}, ceea ce, conform Teoremei 2.1, implica faptul ca F' nu
este superior semicontinua. Aridtim acum ca F este superior semicontinui. Pentru
aceasta putem aplica Teorema 2.5 (i), deoarece F are valori compacte. Aritdm ci
|z1 — x| < € implica e(F(z1), F(x2)) < €. Aceasta revine la urmatorul fapt: daca
|y — 29| <egizy —1 <y <z + 1, atunci exista z cu

To—1l<z<a9+1

incat |y — z| < e. Ultima afirmaje rezultd imediat luand z = y + 3 — x;. Prin
urmare, pentru fiecare zy € R, functia  — e(F(x), F(z()) este continua si deci,
conform Teoremei 2.5 (i), multifunctia F este superior semicontinua in .

Problema 6.17 Dati o demonstratie directa a Corolarului 2.1.
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Solutie Sa presupunem ca X si Y sunt spatii metrice. Altfel lucram cu siruri
generalizate. Vom folosi Teorema 2.3 (iv). Pentru aceasta, fie zy € X, fie multimea
deschisa V' astfel incat F(xo) C V si fie (z,) un gir convergent la xy. Presupunem
ca F(x,) ¢ V pentru n suficient de mare. Exista deci un subsir (x,,) astfel incat

F(xm)N(Y\V)#0, Vm e N.

Se obtine girul (y,,) cu Y € F () $i (ym) apartindnd multimii compacte Y\ V.
Exista deci un subsir al lui (y,,) notat (yx) astfel incat y, — yo € Y \ V. Obtinem
astfel ca yo ¢ F(z0), ceea ce este in contradictie cu faptul ca Graf(F') este multime
inchisa.

Problema 6.18 Fie F': [0,00) ~ [0,00) definita prin

~J0,z]u{i}  dacd x>0
Flx) = { {0} daca x = 0.

Sa se arate ca Graf(F) este multime inchisda iar F nu este superior semicontinud.

Solutie Fie girurile (uy,), (v,) astfel incat v, € F(u,) pentru orice n € N, u,, — u
si v, — v. Daca u > 0, atunci este evident ca v € F(u). Daca u = 0, trebuie
sa aratam ca v = 0. Avem v, € [0,u,] sau v, = 1/u,. Deoarece sirul (v,) este
convergent si u, — 0, avem v, € [0,u,] pentru orice n suficient de mare si deci
v, — 0. Multifunctia F' nu este superior semicontinua in origine deoarece, luand
V =10,1) (multime deschisa in [0,00)), avem F(0) C V i {z; F(z) C V} = {0}.
Prin urmare nu exista U, vecinatate a lui 0, incat F'(U) C V.

Problema 6.19 Fie functiile ¥ st ¢ ca in Problema 6.4. Sa se arate ca exista o
functie continua f astfel incat

U(z) < fz) < o(z)

pentru orice x € X.

Solutie Se aplica Teorema de selectie a lui Michael multifunctiei
Flz) = (), ¢(2)].

Problema 6.20 (Teorema mariajului) Fie X i Y doua multimi nevide gi F :
X ~'Y o multifunctie cu valori nevide si finite. Presupunem

card(A) < card(F(A))

pentru orice mulfime finita A C X. Atunci F' are o selectie injectiva.
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Solutie In cazul cand X este finita, demonstratia se face prin inductie dupa n =
card(X). Pentru n = 1 se alege un element y € F(z). Presupunem rezultatul
adevarat pentru orice X cu card(X) < n si luam un X cu card(X) = n. Se disting
doua cazuri:

(1) card(A) < card(F(A)) pentru orice A C X, A # X. In acest caz se ia
xo € X §1 yo € F(zo) i se aplica presupunerea inductiva pentru X \ {zo} si
Y \ {yo}. Constructia selectiei este evidenta.

(17) Macar pentru un A C X, A # X, avem card(A) = card(F(A)). In aceasta
situatie card(A) < n. Aplicam presupunerea inductiva gi construim o selectie injec-
tiva pe A. Consideram o noua multifunctie F} : X \ A ~ Y \ F(A) care verifica
ipoteza din enunt si deci se aplica din nou ipoteza inductiva. Daca multimea X
este infinita, consideram fiecare F'(z) topologizat cu topologia discreta, deci F(z)
este spatiu compact separat Hausdorff. Luam produsul cartezian F = X cx F(z)
si, conform teoremei lui Tychonoff, spatiul F este compact. Fie {xq,x9, -+, z,} 0
multime finita din X si G acea submultime din F pentru care p(z;) # p(x;) pentru
i# 7, 1,7 €{1,2,---,n}. Aici p(x;) inseamna componenta din F'(z;) a elementului
din F. Multimea G este inchisa si nevida (conform pasului precedent). Clasa tu-
turor multimilor G are proprietatea intersectiei finite (tot din pasul precedent, pe
baza faptului ca reuniunea finita a unor multimi finite este finita) si deci intersectia
tuturor este nevida. Este clar ca un element din aceasta intersectie este selectia
cautata. Solutia prezentata aici a fost data de Paul Halmos si Herbert Vaughan

[43].
Problema 6.21 Fie X si Y spafii Banach si T € L(X,Y) un operator surjectiv.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

(1) Ezista S € L(Y,X) cu proprietatea T o S = I;

(17) Ewxista un subspatiu liniar inchis E a lui X astfel incat

X =kerT® FE.

Sa se deduca de aici ca, daca X este spatiu Hilbert, atunci afirmatia de la (i) este
adevarata.

Solutie Presupunem (ii) si definim 77 : E — Y prin Ti(z) = T(x). Este usor de
vazut ca T} este liniar bijectiv si continuu. Deci S = Ty ' are aceleasi proprietati
si in plus verificd T o S = I. Presupunem acum (i). Este clar cid (SoT)> = SoT
si kerS o T = kerT. Pe de alta parte, daca exista un operator A € L(X,X) cu
A% = A, atunci se verifici usor cd A(X) este multime inchisa si

X = kerd & A(X).
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Problema 6.22 Fie to € R si z9p € R", (to,z0) € D C R"™, D deschisd si
F . D ~ R" inferior semicontinua cu valori nevide inchise si convere. Atunci
incluziunea diferentiald

Z'(t) € F(t,z(t)), z(ty) = xo,

are o solutie x(t) de clasd C' pe o vecindtate a lui ty. In plus, existd o solufie de
clasa C* care este mazimald.

Solutie Se aplica teorema de selectie a lui Michael, se determina o selectie continua
f:D — R™alui F sise aplica teorema clasica a lui Peano.

Problema 6.23 Fie X si Y spatii metrice, F' : X ~ Y o multifunctie inferior
semicontinud, A C X o mulfime inchisa si nevida si f : A —Y o functie continud
cu f(x) € F(x) pentru orice x € A. Sa se arate ca multifunctia G : X ~ Y
definita prin G(z) = {f(x)} pentru x € A si G(x) = F(x) pentru x ¢ A este
inferior semicontinua. Sa se deduca faptul ca daca'Y este spatiu Banach atunci f
se poate prelung: la tot spatiul cu pastrarea continuitatii.

Solutie Vom folosi caracterizarea cu siruri a semicontinuitatii inferioare. Fie xq €
X, yo € G(xo) §i x,, — x9. Dacd xy € A atunci yo = f(zo). Pentru acele valori n
pentru care x, € A, consideram y, = f(z,) iar pentru celelalte consideram y, €
F(z,) dat de semicontinuitatea inferioara pentru F' in xy. Este clar ca y,, € G(x,) si
Yn — Yo. Daca xy ¢ A, cum A este inchisa, se poate considera x,, ¢ A pentru orice
n g se ia y, € F(z,) = G(z,) cu y, — yo. Pentru partea a doua, se ia F(x) =Y
pentru orice x € X, se construieste G ca mai sus si apoi se aplica Teorema de
selectie a lui Michael.

Problema 6.24 Sa se arate ca daca A este o mullime convexd si inchisa intr-un
spatiu liniar topologic st 0 € A atunci A este ideal convexa.

Solutie. Fie (\,) un gir cu A, > 081 >02, A\, = 1, fie (z,) un sir in A marginit
astfel incat seria > 2 | A\, x, este convergenta. Luam m > 1 si scriem

n=1 n=m-+1

Cum A este Inchisa,

Z Ay € A.

n=1
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Problema 6.25 Fie X i Y spatit Banach, T € L(X,Y) si L un con conver
inchis in X. Presupunem ca T(L) =Y. Atunci ezxista 6 > 0 astfel incdt, daca
IS —T| <6, avem S(L) =Y. In plus, exista v > 0 incdt pentru S € L(X,Y) cu
IS —T|| <6 avem: pentru orice y € Y ecuatia Sx = y are o solutie x € L care
verifica ||z]| < y|yll-

Solutie. Se procedeaza ca in demonstratia Teoremei lui Graves. Pentru y € Y se
construiegte inductiv un gir (§,) astfel: £, = 0 iar &, cu n > 1 este astfel incat

T(fn - fnfl) =Y - S(énfl%

571 - g’n—l € L7
||§n - 571—1” < wHy - S(&n—l)”

Acest fapt este posibil deoarece procesul convex inchis

| Tx pentruz € L
Fx) = { ) pentrux ¢ L

este surjectiv si deci, pe baza Teoremei 3.2, exista w > 0 astfel incat, daca y € Y,
exista x € L cu Tx =y si ||z]] < w||y||. Deducem

T(fn - fn—l) = (T - S)(fn—l - fn—2)7

deci

||§n - §n—1|| < 5w||€n—1 - gn—QH‘
Daca § < 1/2w avem

1
an - fnﬂH < 5“5%4 - fanH-

Obtinem astfel ca girul (§,) este Cauchy, deci convergent. Fie ¢ limita sa. Deducem
n final ca { € L, y = S, [|&] < wlyll,

1€nll < &0l + 1162 = &all + - - - + 160 — Enall <

1
14 = 4 ...
<+2+ +2n71

deci ||£]| < 2w||y||. Asadar, concluzia are loc cu 6 < 1/2w si 7 = 2w.

)wllyl < 2]yl

Problema 6.26 Sa se arate ca multimea operatorilor surjectivi din L(X,Y") este
deschisa.
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Solutie. Rezulta din Problema 6.25 luand L = X. Sa prezentam o alta solutie. Se
gtie [101] ca operatorul T' € L(X,Y) este surjectiv daca gi numai daca exista v > 0
astfel incat

1Ty = ylly*ll, Vy"eY™.

Fie S € L(X,Y) cu | T — S|| <. Avem
15*y 1 = =S = Ty + [Ty = (v = [T = S" DIyl

Problema 6.27 Fie X,Y,Z spatii Banach, A € L(X,Z) si B € L(Y,Z) astfel
incat A(X) C B(Y). Sa se arate ca exista o functie continua f:Y — X cu
proprietatea Af = B.

Solutie Se considerd multifunctia F'(y) = A~!By care, pe baza Corolarului 3.2,
verifica ipotezele Teoremei de selectie a lui Michael. Selectia furnizata de aceasta
teorema este functia ceruta.

Problema 6.28 Fie X i Y spatii Banach si T € L(X,Y) un operator surjec-
tiv. Atunci multifunctia F :Y ~ X definita prin F(y) = T (y) este inferior
semicontinua. Multifunctia F' nu este superior semicontinud daca ker(T) # {0}.

Solutie Se aplica principiul aplicatiilor deschise. Prin urmare, T'(D) este deschisa
dacd D este deschisa. Se verificd usor c& F~'(D) = T(D). Pentru ca F si fie
superior semicontinua ar trebui ca 7' sa duca orice multime inchisa intr-o multime
inchisa, ceea ce, in conditiile date este fals. Pentru a dovedi acest fapt, luam

1
A={nxy+ —x1; n>1},
n

unde g € ker(T), xyg # 0 iar x; este astfel incat Tx; # 0. Multimea A este inchisa
iar multimea

T(A) = {:LTxl; n>1}

nu este inchisa. Intr-adevar, 0 € T'(A) i 0 ¢ T'(A).

Problema 6.29 Fie X si Y spatic Banach, K C X st M C Y mulfimi nevide
convezxe si inchise, T € L(X,Y), Cly) = {x € K; Tx € M + y} si zy € C(0).
Presupunem ca 0 € int(T(K) — M). Atunci exista v > 0 astfel incat, pentru orice
reK siyeY cullyl| <7,

Az, C(y)) < ~d(Tx —y, M)(1 + ||z — o))

)
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Solutie Se aplica Teorema 3.2 multifunctiei definite prin F(z) = Tx — M pentru
x € K si F(x) = pentru x ¢ K. Este clar ca

d(y, F(z)) = d(Tx —y, M).

Problema 6.30 In condititle Problemer 6.29 presupunem in plus ca multimile K
si M sunt conuri $i T(K) — M =Y. Aratati ca multifunctia C este lipschitziand.

Solutie Se arata cu usurinta ca multifunctia C verifica ipotezele Corolarului 3.6.

Problema 6.31 Sa se demonstreze Teorema de inversare locald (T'eorema 3.11)
stabilind convergenta algoritmului lui Newton

Tpt1 = T + f/(xn)il(y — f(zn))

la solutia ecuatiei f(x) =y.

Solutie Pentru k£ € (0,1) alegem r > 0 astfel incat

k

£/ (@) = f'(wo)|l < 31 o) 1l

pentru orice € B(xo,r) si

kl|zy — x|

3[1f (o)l

pentru orice z; € B(zg,r), i = 1,2. Consideram A = I — f'(z¢)~' f'(x) si observidm
ca, din prima inegalitate de mai sus, avem ||A|| < k/3 pentru z € B(xzg,r). Prin
urmare, I — A este inversabil si

[f(z1) = f(za) = (o) (21 — w2)[| < (6.1)

17— A) M < 3/(3—k).

Obtinem astfel ca, daca = € B(x,7), f'(z) este inversabil si

17/ < 52 o)

Consideram acum y verificand

£ (o) (f (x0) =) < (L= k)
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i construim sirul (x,) prin algoritmul lui Newton. FEste clar ca =7 € B(xg, 7).
Presupunem ca 1, - - -, x,, apartin multimii B(x, ) si observam ca

2k||zn — xp_1]|

3ILf(n) =]

1f(zn) =yl = I1f (@) = f(2n1) = f(2na)(zn — 20n) || <

3
[ns1 = aall < ﬂllf’(ivo)_lllllf(xn) —yll.

Se deduce astfel ca x,1 € B(xg,7), (x,) este sir Cauchy, deci converge la o solutie
a ecuatiei f(x) =y. Din (6.1) rezulta usor ca solutia este unica in B(zg, ).

Problema 6.32 Fie X si Y spalii Banach si T € L(X,Y) un operator surjectiv.

Sa se arate ca pentru fiecare X > 1 exista o functie continud si omogena f:Y —
X, astfel incat T o f =1 i

IF I < Ainf{|[z[|; Tz = y}.

Solutie Consideram functia v :Y — R definita prin

Y(y) = inf{{|z|;; Tz =y}

Aratam ca este continua. Pentru aceasta, se verifica usor ca are proprietatile
normei, iar apoi, pe baza Teoremei aplicatiilor deschise, exista k£ > 0 incat pentru
oricey € Yexista € X cuTz =ysi ||z]] < k|ly||. Aceasta arata ca v(y) < k||y||.
Deci functia 7 este continua 1in origine si deci este continua peste tot. De fapt v
este o norma echivalenta cu norma lui Y. Consideram U(0,1) = {y € Y ||y|| = 1}
si definim multifunctia £ : U(0,1) ~ X prin

{ a‘l(y) N{ze X;lz] <M(y)} dacd ~(y) >0

Fly) = daca ~(y) = 0.

Multifunctia F' este inferior semicontinua deoarece, pentru o multime D deschisa
in X, F7Y(D) este multimea acelor y € U(0,1) cu proprietatea ci existd z € D
cu T(z) =y si||z]| < M(y). Aceasta multime este deschisa in U(0,1) si deci
in Dom(F). In sfarsit, multifunctia F; = F este inferior semicontinui si are valori
inchise si convexe. Fie g o selectie continua a sa, rezultata din Teorema de selectie
a lui Michael. Definim

h(y) = llyllgCy/llylD
pentru y # 0 si A(0) = 0. Functia h are proprietatile cerute lui f cu exceptia
faptului ca este numai pozitiv omogena. Functia cautata este

f(y) = (h(y) — h(=y))/2.
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Problema 6.33 Multimea numerelor rationale nu se poate scrie ca o intersectie
numdarabila de mulfimi deschise (nu este de tip Gs).

Solutie Presupunem, prin reducere la absurd, ca avem Q = NW,, cu W,, deschise.
Pentru fiecare ¢ € Q fie V, = R\ {q} i

A={W,;ne N}U{V,;:q € Q}.

Multimile din .4 sunt deschise i dense in R. Conform Teoremei lui Baire (Propozitia
6.25), intersectia lor este densa in R. Pe de alta parte, N\W,, C Q iar NV, C R\ Q,
contradictie.

Problema 6.34 Nu exista functii f : R — R continue pe Q si discontinue pe
R\ Q.

Solutie Fie f: R — R o functie. Pentru fiecare n = 1,2, - - - definim multimea
1
U, =|J{U; U deschisa in R, diamf(U) < —}.
n

Este usor de vazut ca multimile U,, sunt deschise si dense in R. Mai mult, C' =
NU, este exact multimea punctelor in care f este continua. Am aratat asadar ca
multimea punctelor in care f este continua este de tip Gs. Rezolvarea se incheie
daca se are in vedere Problema 6.33.

Problema 6.35 Sa se construiasca o functie f : R — R care sa fie continua pe
R\ Q si discontinua pe Q.

Solutie Se considera o functie bijectiva h : N — Q, se ia ¢, = f(n) si apoi se
definegte f(¢.) = 1/n pe Q si f(x) = 0 pe R\ Q.

Problema 6.36 Pentru fiecare numar natural n, fie U, multimea functiilor f €
C10,1] astfel incadt pentru fiecare x € [0,1 —n™1],

sup {'f(y; — I

1
;x<y<x+}>n.
n

Demonstrati ca fiecare U, este deschisa si densa in C[0,1]. Deduceti de aici ca
multimea functiilor f € C[0,1], pentru care exista un punct xy € [0,1) in care f
este deriwabila la dreapta, este de prima categorie.
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Solutie Fixam no € N. Pentru a arata ca U,, este deschisa, este suficient sa
aratam ca daca ( f,;,) este un gir in C|0, 1]\ U,,, convergent la fo in C[0, 1], atunci f, €
C10,1)\U,,. Faptul ca U,, este densa in C|0, 1] rezulta din Teorema de aproximare a
lui Weierstrass. Asadar, multimea C[0, 1]\ (NU,,) este de prima categorie in C[0, 1].
Faptul ca o functie din multimea C]0, 1], care este derivabila la dreapta intr-un
punct din [0, 1), nu poate sa apartina oricarui U, incheie rezolvarea.

Problema 6.37 Sa se arate ca o functie superior semicontinud definitd pe un
spativ Banach cu valori reale este continua pe un rezidual.

Solutie Fie functia superior semicontinua f : X — R, Q = {r,,n € N},
A, = fY—o0,1,) si D, = A, \ intA,. Multimile D,, sunt rare si f este supe-
rior semicontinua in fiecare punct al complementarei multimii UD,,. Intr-adevar,
presupunem = ¢ UD,, si a > f(z). Alegem 71, € (f(x), ). Deoarece x ¢ Dy, avem

x € intAy = fH(—o0, 1] C fH(—00, ).

Problema 6.38 Fie X spatiu Banach si f : X — X o contractie. Atunci functia
0: X € X definita prin 0(x) = x + f(x) este homeomorfism de la X la X.

Solutie Functia 6 este continua si injectiva. Consideram functia g : X x X — X
definita prin g(x,y) = y — f(z). Functia x — g(z,y) are punct fix unic (y).
Obtinem

e(y) =y — fley))
adica 0(p(y)) = y, ceea ce arata ca 6 este functie surjectiva iar ¢ este inversa sa la
dreapta. Cum este si injectiva, functia 6 este bijectiva, inversa ei este ¢ care este
continua conform Teoremei 4.3.

Problema 6.39 Demonstrati Teorema de punct fix al lui Banach folosind Princip-
1l lui Ekeland.

Solutie Enuntul este dat in Teorema 4.1 iar Principiul lui Ekeland in Teorema
5.3. Consideram f(x) = p(z, F(z)) si € = f(z). Dat 6 > 0, exista z astfel incat
p(r,2) <4 si

f(u) +(e/0)p(u, 2) = f(2), Vu.

Punem u = F(z). Atunci,
fu) = p(F(2), F(F(2))) < ap(z, F(2)) = af(2),

deci

(a+¢/0)f(2) = f(2).
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Daca alegem § > (1 —«) e obtinem f(z) = 0. Deci z este punctul fix cdutat. Cum
§ poate fi ales arbitrar cu proprietatea § > (1 — a)~'e, obtinem imediat

p(r,2) < (1—a) e,
ceea ce incheie rezolvarea daca avem in vedere ca € = p(z, F(z)).
Problema 6.40 Fie multimea
C={r=(z1,--,2p);|z| <1, Vi=1,---,p}

si functia continua g : C — RP, g = (91,92, -, gp). Presupunem

gi(wy, - vy, =L xiga, 0, m) 205 gy, - w1, 1, iy, -, 1) <0
pentru orice (x1,Z2,...,x,) € C sii = 1,---,p. Atunci exista x* € C astfel incat
g(x*) =0.

Solutie Intr-o prima etapa presupunem ca inegalitatile din ipoteza sunt stricte.
Punem f;i(z) = x; — g;g:(z). Exista ; > 0 cu =1 < fi(x) < 1 pe C pentru
orice 7. Deci se poate aplica Teorema de punct fix a lui Brouwer. In etapa a
doua presupunem inegalitatile din ipoteza si consideram functia ¢°(x) = g(x) — ez,
g€ > 0. Aplicand rezultatul din prima etapa deducem ca exista x. € C' astfel incat
g°(z.) = 0. Exista un sir (x.,) convergent gi fie * limita sa pentru e, — 0. Obtinem
agadar g(z*) = 0, ceea ce incheie rezolvarea.

Am aratat ca daca Teorema de punct fix a lui Brouwer este adevarata atunci
rezulta Teorema 4.5. Avem de fapt echivalenta intre cele doua teoreme. Intr-adevar,
fiind data functia continua f : C' — C, notam g(x) = f(x) — x si observam ca sunt
verificate inegalitatile din Teorema 4.5. Prin urmare exista z* € C astfel incat
g(x*) = 0 si x* este punct fix pentru f.

Problema 6.41 Fie rqg > 0, Y un spatiu finit dimensional si g : Y — 'Y o functie
continua cu proprietatea ||g(y) —y|| < (1/2)]|y|| pentru ||y|| < ro. Aratati ca pentru
0 <r <ryavem B(0,r/2) C g(B(0,r)).

Solutie Fixam y € B(0,r/2) si aplicam Teorema de punct fix a lui Brouwer
(Teorema 4.4) functiei h(z) = —g(z) + z + y. Este usor de vazut ca h duce sfera
B(0,7) in ea insasi deci exista zy € B(0,r) astfel incat

—g(20)+20+y=2

si deci y = g(2).
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Problema 6.42 Fie funclia g : lo — Iy definita prin g(x) = (0,&1,&, ), unde
x = (&,&, ), si functia f :ly — ly definita prin

1—
1l

flw) = = e+ gle),

unde e = (1,0,---). Ara tati ca f(B(0,1)) C B(0,1), f este continua dar nu are
nici un punct fix.

Solutie Se verifica usor ca g este liniara si ||g(x)|| = ||=|]. Prin urmare, g este
continua si g(B(0,1)) C B(0,1). Maimult, f este continua si || f(z)|| < 1/2+||z||/2,
deci f(B(0,1)) € B(0,1). Sa aratam ca f nu are nici un punct fix. Prin reducere
la absurd, presupunem ca exista zg = (1,12, --) cu proprietatea f(xy) = zo. Un
calcul simplu arata ca m = (1—||xol|)/2, 2 = m, - - - Decin, = (1—||z0|)/2 pentru
orice n = 1,2--- Deoarece zy € ly, urmeaza 7, = 0 pentru orice n si ||zo| = 1,
contradictie.

Problema 6.43 Fie X spatiul Banach al functiilor f : R — R marginite si con-
tinue, inzestrat cu norma supremum. Fie

K={feX;|fl <1 lim f(t)=1 lim f(t)=—1}.

Sa se arate ca mulfimea K este marginita convexa si inchisa in X dar nu are
proprietatea de punct fir, adica exista F': K — K continua fara puncte fixe. Sa se
deduca de aici ca multimea K nu este compacta.

Solutie Definim F' : X — X prin F(f)(t) = f(t — 1). Este clar ca F este
continua (este liniara gi marginita) si ||F(f)| = ||f|l- In plus tliin F(f)(t) =14i
Jim F(f)(t) = —1. Totusi F nu are punct fix. Presupunem ca F(fy) = fo. Deci

fo(t — 1) = fo(t) pentru orice t € R. Rezulta de aici ca fy(0) = fo(k) pentru Z,
ceea ce contrazice faptul ca 1tlier fo(k)=1si 1tlir_n folk) =—1.

Problema 6.44 Fie X un spativ Banach, T : X — X o functie continua care duce
multimi marginite in mulfimi compacte si are proprietatea

T @)

=0.
Jell—oo |||

Atunci, pentru fiecare X > 0 siy € X, ecuatia x = NT'(x) + y are solufie in X.
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Solutie Fie functia f : X — X definita prin f(x) = A\T'(z) + y. Vom arata ca
exista v > 0 astfel incat daca ||z|| < v atunci || f(z)]| <. Se aplica apoi Teorema
lui Schauder. Este clar ca

)l

zll—oo |||

=0.

Deci exista M > 0 astfel incat daca ||z > M avem | f(z)|| < ||z||. Pe de alta
parte, exista r > 0 astfel incat daca ||z|| < M atunci || f(z)|| < r. Daca r < M se
ia v = M iar dacar > M seiay=r.

Problema 6.45 (von Neumann) Fie X si Y multimi nevide convexe compacte in
R™ si respectiv R"™. Fie M st N submultimi inchise in X XY astfel incat multimile
M, ={y;(z,y) € M} si N, = {z;(z,y) € N} sunt nevide si convere pentru orice
reX siyeY. Atunci MO N # 0.

Solutie Se considera multifunctia F': X X Y ~» X x Y definita prin
F(z,y) = N, x M,

si aplicam Teorema lui Kakutani. Multimea X X Y este convexa si compacta in
R™ x R" iar F' are valori inchise si convexe. In plus Graf(F') este inchis. Corolarul
2.1 implica faptul ca F' este superior semicontinua deci are cel putin un punct fix
(20, y0). Rezulta zg € Ny, si yo € M,,, deci (xo,y0) € M N N.

Este interesant de observat ca rezultatul lui von Neumann este de fapt echiva-
lent cu cel al lui Kakutani. Intr-adevar, daca presupunem adevarata afirmatia
din Problema 6.45 si consideram K, F' gi X ca in Teorema lui Kakutani, punem
M = Graf(F),N = {(z,z);x € X} si observam ca elementele multimii M NN sunt
puncte fixe pentru F.

Problema 6.46 Fie X spatiu compact si F' : X ~ X o multifunctie superior
semicontinud cu valori inchise. Atunci, exista o multime compacta C C X astfel
incat F(C) = C.

Solutie Consideram X, = F(X,1), n > 1, cu Xg = X. Avem X, C X,,_1,
deci C' = NX,, este nevida i compacta. Mai mult, F(C') C C. Pentru incluziunea
reciproca, presupunem ¢o € C'\ F'(C) si separam F(C') si ¢g prin G si G disjuncte
si deschise. Multimea F~1(G}) este deschisa si contine C. In plus, X,, C F~1(G})
pentru n suficient de mare, de unde rezulta X, .1 C Gy, deci C' C GGy, contradictie
cu faptul ca ¢y € Gs.



Cap. 6 Probleme si solutii 177

Problema 6.47 Fie multimea K C ly definita prin

1
K= {o= (&) lel < )
st functia continua f : K — K. Sa se arate ca f are cel putin un punct fix.

Solutie Aratam ca multimea K este convexa si compacta si apoi aplicam Teorema
lui Schauder. Convexitatea fiind evidenta, sa demonstram compactitatea.
Pentru € > 0, fie n. astfel incat

oo
1
> 5 <
n=ne n

Consideram multimea K. C K,

K. = {(517527 T 75?15707 o )}

Deoarece
K C K. +¢B(0,1),

si ava nd in vedere ca multimea K. este compacta, urmeaza ca multimea K este
total marginita, deci compacta.

Sa prezentam o alta demonstratie a compactitatii multimii &. Pentru aceasta
vom arata ca multimea K este homeomorfa cu spatiul produs [[,cn I, unde I, =
I =10,1] pentru orice n € N. Pentru aceasta, definim v : [[,cy I, — K prin

(&) =62 ),

n

Este evident ca functia 1) este bijectiva. Sa aratam ca ¢ este continua. Fie z = (§,,),
e > 0, n. incat

i
U=U xUyx---xU, xIxIx---

o vecinatate a lui x, unde

£
U =A{x; € I |z, = &[ < ﬁ}
Daca T = (n,) € U, avem
2

ne  q 1 Ne
Z |*§n - Enn|2 < Z |€n - 77n|2 < i
n=1

n 2
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i

& Tye | €2
Yo - =P < =
’n n” 2

n>ne

Am obtinut asadar ca, daca T € U,

[(z) = (@) <€

si deci 1 este continua in z. Faptul ca 1»~! este continua urmeaza dintr-un rezultat
general (si ugsor de demonstrat) care afirma ca daca 1) este bijectiva si continua
de la un spatiu compact la un spatiu separat Hausdorff atunci f~! este continua.
Trebuie sa precizam insa ca pentru a rezolva problema noastra nu e nevoie ca 1 sa
fie homeomorfism ci e suficient sa fie surjectiva deoarece imaginea printr-o functie
continua a unui spatiu compact este compacta. Subliniem ca aici se aplica Teorema
lui Tychonoff care afirma ca un produs de spatii compacte este spatiu compact.
Precizam ca Andrei N. Tikhonov a publicat rezultatul in 1935 [90] si ca in 1950
John Kelley [51] a aratat ca ea este echivalenta cu axioma alegerii.

Problema 6.48 Folosind Tecorema 4.18, sa se arate ca inegalitatea variationala
(T'(xg),x —x9) >0 YV € K

are solutie xqg € K in ipoteza cal : K C X — X* este continua iar K este nevida
convexa si compacta in spatiul Banach X.

Solutie Presupunem, prin reducere la absurd, ca pentru orice ry € K exista x € K
incat
(T'(z9),x — xp) < 0.

Definim multifunctia F': K ~ K prin
F(zg) ={x € K;(T(z0),z — x9) <0}

si observam c& F'(zg) este nevida si convexa. Sa aratdm cia F~!(x) este deschisd in
K pentru fiecare x € K. Observam ca

Fz) ={xy € K; (T(x0),r — x0) < 0}.

Aratdm cd multimea K\ F~!(z) este inchisd. Fie (z,,) un sir din K\ F~(z) cu z,, —
y. Avem (T'(z,),r — x,) > 0 si din continuitatea lui 7" deducem (T'(y),x —y) > 0.
Obtinem astfel y € K\ F~!(z). Folosim Teorema 4.18 pentru a conchide c& exista
xo € K astfel incat xy € F'(xg), ceea ce este in contradictie cu definitia lui F'(z).
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Problema 6.49 Se considera sistemul de ecuatii
.%(33):07 i:1727"'7p

unde g; : B(0,7) — R sunt functii continue. Presupunem cd

p

> gi(z)z; >0

i=1

pentru ||z|| = r. Aici x = (x;). Sa se arate ca sistemul are cel pulin o solutie.

Solutie Fie g = (g1, -, gp) si presupunem ca g(z) # 0 pentru orice z € B(0,r).
Definim functia

f(@) = —rg(z)/|lg(z)]

care este continua si satisface f(B(0,7)) C B(0,r). Fie z un punct fix pentru f
asigurat de Teorema de punct fix a lui Brouwer. Este clar ca ||z|| = r si in plus

p p

> gi(w)x; = —71,||g($)|| > fil@)z = —illg(fv)ll z_p:xf <0.

i=1 i=1

Contradictia la care am ajuns asigura existenta unei solutii pentru ecuatia g(z) = 0.

Problema 6.50 Fie U = {x € R%||z|| = 1} . Presupunem cd functia continud
g : U — U este homotopa cu o functie constanta pe U. Ardtafi ca existda o functie
continud u : U — R astfel incdt g(x) = exp(iu(zx)) pentru orice v € U.

Solutie Fie H : U x [0,1] — U o functie continua cu proprietatea ca H(z,0) = ¢
si H(z,1) = f(z) pentru orice x € U. Deoarece H este uniform continua, exista
0 > 0 astfel incat

|H(z,t) — H(z,t)|| <2

pentru [t —¥| < dsix € U. Fie 0 =ty < t; < --- < t, = 1 o divizare a
intervalului [0, 1] astfel incat |t;4+1 —¢;| < 6. Vom arata ca daca H(x,t;) este de
forma exp(iu;(z)) atunci si H(z,t;11) este de aceeasi forma. Deoarece

[H (2, t541) = H(z, )] < 2

avem ca H(z,t;11) # —H(x,t;) si deci H(x,tj41)/H(z,t;) # —1. Definim functia
A: U — R incat A(z) sa egaleze masura in radiani a punctului H(x,t;41)/H (x,t;)
de pe cercul trigonometric. Este clar ca H(x,t;+1) = exp(iu;41(x)) unde ujiq(z) =
Mx) + uj(x). Cum H(z,ty) = c este de forma exp(iug(x)) urmeaza ca si f(z)
H(z,t,) este de forma ceruta.
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Problema 6.51 Aratati ca multimea U definita in Problema 6.50 este contractibi-
la, adica aplicatia identica pe U nu este homotopa cu o functie constanta.

Solutie Presupunem contrariul gi, conform Problemei 6.50, deducem ca exista o
functie continua u : U — R astfel incat x = exp(iu(x)) pe U. Definim g : U —

{—1,1} prin
u(x) — u(—x)

g(x) = :
|u(z) — u(—x)]
Este clar ca g este bine definita, continua si ia ambele valori —1 gi 1 deoarece
g(—z) = —g(x). Acest fapt este in contradictie cu proprietatea multimii U de a fi
conexa.

Problema 6.52 Fie a € R i g € Cla,b]. Atunci ecuatia integrala
b
£(t) = a/ sin g(t)dt + g(t)
are o solutie f € Cla,bl.
Solutie Se aplica Principiul Leray-Schauder (Teorema 4.14).

Problema 6.53 Ardtati cd functia f(x) = [*,(tz(t))?dt nu are punct de minim pe
multimea M = {x € C*[-1,1];z(-1) = 0,2(1) = 1}.

Acesta este exemplul dat de Weierstrass in 1870 pentru a arata ca o problema de
minim in calculul variatiilor nu are intotdeauna solutie.
Solutie Se considera sirul (z,) definit prin

1 1 arctannt
zo(t) ==+ =

2 2 arctann
Un calcul simplu arata ca
2

1 nog? 1 g
. ds < / ds.
J(@a) = 2n? arctann / (14 s2)2 *= nZarctann J-oo (1+ s2)2 §

Este clar ca inf,cp f(x) = 0 iar (z,,) este un sir minimizant. Pe de alta parte, daca
x ar fi punct de minim, am avea tx(t) = 0 pentru orice t € [—1, 1] ceea ce ar conduce
la faptul ca functia x este constanta, in contradictie cu (—1) =0 si z(1) = 1.
Un alt exemplu, mai simplu, de problema de minim in calculul variatiilor care
nu are solutie este oferit de functia definita prin f(z) = [J #%(¢)dt si de multimea
= {z € C'0,1];2(0) = 0,z(1) = 1}. Este ugor de vazut ci sirul de functii
definit prin z,(t) = t" este sir minimizant.
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Problema 6.54 Fie X un spatiu Banach, M C X o multime convexa $i inchisa
si f: M — X o functie inferior semicontinua si convexa. Atunci f este secvential
inferior semicontinud.

Solutie Pentru fiecare » € R multimea de nivel M, = {x € M; f(z) < r} este
convexa si inchisa. Daca, prin reducere la absurd, concluzia ar fi falsa ar exista un
sir (z,,) iIn M convergent slab la x si

f(z) > liminf f(z,).

n—oo

Exista deci un numar r astfel incat r < f(z) si x, € M, pentru orice n > ng. Deci
x € M,, ceea ce reprezinta o contradictie.

Problema 6.55 Fie X un spativ Banach, M C X o mulfime convezra si inchisa si
f: M — X o functie Gateauz diferentiabila cu derivata f" monotona pe M. Atunci
f este secvential inferior semicontinua.

Solutie Functionala f’ € X* este monotona daca

(f'(y) = fl(x),y —x) > 0,Vz,y € M.

Notam ¢(t) = f(z + t(y — x)) pentru z,y € M. Atunci ¢ : [0, 1] — R este convexa
si ¢’ este monotona. Din Teorema de medie a lui Lagrange avem

¢(1) = 6(0) = ¢'(6) = ¢'(0), 0 <6 <1,

adica
fy) > flz) + (f(x),y — )

pentru orice x,y € M. Daca x,, converge slab la x, punem in inegalitatea precedenta
Z, In loc de y si obtinem

liminf f(z,) > f(x).
Problema 6.56 Fie X un spatiu Banach, M C X o multime convexa $i inchisa

si f: M — X o functie Gateaux diferentiabila pe M. Atunci f este convexa daca
si numai daca f' este monotond pe M.

Solutie Se introduce functia ¢ ca in problema precedenta si se observa usgor ca f’
este monotona daca si numai daca ¢’ este crescatoare.
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Problema 6.57 (Caristi - Kirk) Fie (X, p) un spatiu metric complet si f : X — R
o functie inferior semicontinua si marginita inferior. Fie T : X — X o functie care
satisface conditia

plx, Tz) < f(x) — f(Tz), Vre X.

Atunci T are un punct fiz.
Solutie Se aplica Corolarul 5.2 cu € = 1/2 si apoi se ia in (i) v = TT.

Observatie Teorema Caristi-Kirk este interesanta prin faptul ca da existenta unui
punct fix pentru o functie careia nu i se impune nici o conditie de continuitate.

Problema 6.58 Sa se extinda enuntul din problema precedenta la cazul multifunc-
tiilor.

Solutie Daca (X, p) si f sunt ca in problema precedenta iar F' : X ~» X este o
multifunctie care verifica relatia

pl,y) < f(x) = fy) Y(z,y) € Graf(F),

atunci exista T € X incat F(7) = {7}.
Problema 6.59 (O generalizare a principiului Brezis-Browder). Fie X o mulfime
cu preordinea “ <7 si fie F': X x X — R o functie care satisface proprietatile:

(i) F(z,y) >0 dacd y = z;

(17) F(x,-) este descrescatoare pentru fiecare v € X ;
(1it) F(-,y) este majorata pe mulfimea {z € X;y < z};
(7i1) Orice sir crescator (x,) in X este majorat i liminf, . F (2,41, 2,) = 0.
Atunci, pentru fiecare v € X existay € X cux <y §i

y=z = F(z,y) =0.

Solutie Fie x € X. Construim inductiv un gir (x,) cu z; = x astfel: daca
x1,- -+, o, sunt definiti, fie a = sup{F(z,z,);z, = z}. Este clar ca 0 < a < 0.
Daca a = 0, consideram y = z,. Daca a > 0, fie ¢ < 1 fixat. Exista x,.1 cu
Ty = Tpyy 81 F(xn01,2,) > ca. Obtinem astfel un gir crescator (x,). Fie y un
majorant al sdu. Aratam ca acesta este elementul dorit. Fie z astfel incat y < z.
Avem

0< F(z,y) < F(z,2,) <a< ¢ 'F(p1, 1)

De aici deducem F(z,y) = 0. Principiul Brezis-Browder se obtine de aici luand

F(z,y) = S(z) — S(y).
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Problema 6.60 Fie f : X — R diferentiabila Gateaux si f' = A+ B. Presupunem
(1) f(x) = 400 pentru ||z| — +o0;
(1) A are invers continuu pe X* si B este compact.

Sa se arate ca [ satisface conditia Palais - Smale (PS).

Solutie Daca sirul (f(x,)) este marginit atunci din (i) rezulta ca sirul (z,) este
marginit. Compactitatea lui B asigura existenta unui subsir (sa-1 notam tot cu
(x,)) incat (Bzx,) converge, prin urmare (Ax,) converge si deci (z,) converge.

Problema 6.61 Fie V un spatiu Banach si S(t), t > 0, un semigrup de clasa Cy
care este contractant, adica ||S(t)|| < 1 pentru oricet > 0. Fie L >0, T >0 gi F
o submultime a lui V. Pe F x [0,T] introducem relafia: (v,t) < (w,s) dacat <'s
si ||S(s —t)v —wl| < L(s —t). Sa se arate ca = este ordine partiald pe F x [0,T].

Solutie Reflexivitatea si antisimetria sunt evidente. Fie acum (v,t) < (w,s) si
(w,s) =< (u,r). Avem ||S(s —t)v —w| < L(s — 1) si

I1S(r — s)w —u| < L(u—s).
Dar
[S(r =)o — ul| <[[S(r—)S(s = t)v = S(u = s)w[| + [|S(r — s)w —ul| <
|S(s = t)v —w| + ||S(r —s)w — u]|.
Problema 6.62 In conditiile Problemei 6.61 presupunem ca F' este inchisa. Con-
sideram functia S : F x [0,T] — R definita prin S(v,t) = t. Sa se arate ca sunt

verificate ipotezele (i) si (ii) din Teorema 5.1.

Solutie Conditia (ii) este evidenta. Pentru (i), fie ((vn, t,)) un gir crescator pe F x
[0, T]. Sirul (¢,) este convergent. Aratam ca (v,) este sir Cauchy, deci convergent,
deoarece F' este multime inchisa. Este clar ca avem

||S<tn+k - tn)vn - Un-‘rk” S L(tn-‘rk - tn)' (62)

Sirul (¢,) fiind convergent, pentru orice € > 0 exista n. € N incat pentru n > n.
avem L(t,x —t,) < e. Pentrun > n. i k,l € N obtinem

[on sk = vnall < [1SEnin = ta)on = S(tags = to)vnll + 2¢.
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Fixam n > n. i facem k — 0o, | — o0 si deducem ca membrul drept al inegalitatii
de mai sus are limita 2e. Deci exista n. incat pentru k,l > n. avem

||Un+k - Un-‘rl” < 357

ceea ce arata ca (z,) este sir Cauchy. Fie ty = lim,,_, z,,. Facem k — oo in relatia
(6.2) si deducem

15 (o = tn)an = xol| < L(to —tn),

ceea ce arata ca (v, t,) < (vo,tp) pentru orice n.

Problema 6.63 In conditiile Problemei 6.62 presupunem in plus ca

e 1

hrﬁ(l)nf n d(S(t)v,D) =0, YveD. (6.3)
Sa se arate ca daca (U,t) satisface conditia (i1i) din Teorema 5.1 atuncit =T.

Solutie Presupunem, prin reducere la absurd, ca ¢ < T. Vom arata ca exista
(v,t) € F x[0,T] cu (7,t) < (v,t) i t > t. Intr-adevar, aplicam (6.3) cu v si
deducem ca exista t' < T — t astfel incat

d(S(t)s, D) < Lt

Prin urmare exista v € D incat ||S(¢')v — v|| < Lt'. Luand si t = ¢ + t/, rezolvarea
se incheie.

Problema 6.64 Demonstrati Propozitia 5.3.

Solutie Pentru cazul cand C' = 0 si semigrupul este contractant se aplica rezultatele
Problemelor 6.61, 6.62 si 6.63 astfel: se ia T > 0, L > 0, v € F si se introduce
ordinea din Problema 6.61. Problema 6.62 asigura ca ipotezele Teoremei 5.1 sunt
verificate. Prin urmare, aplicim concluzia cu zy = (v,0). Deci exista (v,t) care
satisface (i7i). Dar Problema 6.63 afirma ca ¢ = T. Asadar, pentru (v,0) exista
(0,T) cu (v,0) < (v,T). Aceasta inseamna

IS(T)0 — 3| < LT.

Cum v € F, deducem d(S(T)v,F) < LT. Deoarece L este arbitrar, obtinem
d(S(T)v, F) = 0.
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Problema 6.65 In spatiul R? cu metrica

p((x1,91), (T2, 92)) = |11 — 22| + Y1 — 112,

luam functia

=53 2)

Aratati ca f este contractie directionald dar nu este contractie.
Solutie Avem

o). Flaa, ) = oy — ),

ceea ce arata ca f nu este contractie. Pentru a arata ca f este contractie directionala,
fie f(z,y) # (z,y). Notand (a,b) = f(z,y), avem b # y pentru ca altfel ar rezulta si
a = x. Orice element de forma (z, z) cu z intre b §i y apartine segmentului deschis
|(z,y), f(z,y)[. Dar pentru astfel de puncte avem

p(f(x,2), f(z,y)) _ 2

p((z,2),(z,y) 3

Sa remarcam ca, datorita Teoremei 5.4, f are cel putin un punct fix. Spre deosebire
de contractii (care au punct fix unic), contractiile directionale pot sa aiba mai multe
puncte fixe. Acesta e cazul gi pentru functia f data mai sus. Toate elementele de
forma (z,3x/2) sunt puncte fixe pentru f.

Problema 6.66 Fie (X, p) un spatiu metric compact gi F': X — X o functie care
verifica
p(F(x), F(y)) < p(z,y)

pentru orice x,y € X cu x # y. Atunci F' are punct fiv unic u. Mai mult, sirul
aprozimatiilor succesive F"(x) converge la u pentru orice x € X .

Solutie Functia
f(x) = plz, F(z)), © € X,

igi atinge minimul in w. Daca F(u) # u avem
F(E(w) = p(F(u), F*(u)) < p(u, F(u)) = f(u),

ceea ce este fals. Prin urmare, u este punct fix pentru F. Sa luam x € X si sa
considerdm sirul aproximatiilor succesive (F"(x)). Dacd F*(z) = u pentru un k €
N atunci F"(z) = u pentru n > k. Altfel, sirul p(F"(z),u) este strict descrescator
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si deci convergent la r > 0. Cum X este compact, sirul (F™(x)) are un subsir
(F(x)) convergent, sa zicem la z € X. Obtinem

r=p(z,u) = lim p(F"(x),u) = lim p(F"*(z),u) < p(F(2),u).

Este clar ca de aici obtinem z = u. Agadar, orice subsir convergent al girului (F™(x))
converge la u si deci sirul (F™(x)) converge la wu.

Problema 6.67 Functia f: A x B — R are punct sa daca si numai daca are loc
relatia

min zlelgf (z,y) = max inf f(z,y). (6.4)

Daca (xg,yo) este punct sa, atunci f(xo,y0) este valoarea comund a celor doud
expresii din (6.4).

Solutie Amintim ca (g, yo) este punct sa pentru f daca

f(xo,y) < f(xo,90) < f(x,9%0) Y(zr,y) € AxB. (6.5)

Presupunem (6.4). Exista xg € A si yo € B astfel incat

sup f(wo,y) = it f(z,y0).

Cum intotdeauna avem

1nf f(z,90) < f(wo,y0) < sup f(zo,9),
yeB

rezulta ca (o, yo) este punctul sa cautat. Reciproc, din (6.5) obtinem
sup f(zo,y) = f(zo,y0) = inf f(z,y0).
yeB r€A

Avand 1n vedere ca

inf sup f(l' y) < Sup f(I(), )7 inf f(xa yO) S sup inf f(l', y)7 (66)
T€A yeB z€A yeB TEA

urmeaza

inf sup f(z,y) < sup mf f(z,y).
TEA yEB yEB TEA

Deoarece inegalitatea inversa este imediata, avem egalitate. De asemenea, avem
egalitate gi in (6.6). Obtinem astfel

f (o, yo) = sup f(xo,y) = min sup f(z,y) = inf f(=,30) = maxmin f(z,y).
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