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1 Introducere

Functiile cvasi-convexe au fost introduse In 1952 de Ch. B. Morrey, Jr.
(vezi [Mol] gi [Mo2]) cu scopul de a caracteriza semicontinuitatea inferioara
a functionalelor

umzxﬁmmmvwmm

functionale care apar frecvent in problemele de calcul variational. Ulterior
rezultatele lui Morrey au fost extinse de catre Acerbi si Fusco ([AcF]-1984)
si de Marcellini ([Mar] - 1985).

Cvasi-convexitatea intervine esential in teorema urmatoare:

1.1 Teorema. Fie 2 C R" un domeniu marginit, 1 < p < +00,
QxR x R™" - R, g1, Vu € WHP(Q,R™),

[(u)—/ﬂf(t,u(t),Vu(t))dt.

Daca:
1. f este un integrant Carathéodory,
2. exista g : 2 x R™ — R, integrant Carathéodory asa fel incit

|ft 2,y < gt ) - [1+[ly]"), ap.t te€QVeeR™ VyeR",
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3. f(t,x,-) este cvasi-convexd, a.p.t. t € Q, YV € R™,
atunci, oricare ar fi un gir (u;) C Wl’p(Q R™) si oricare ar fi
e Whr(Q,R™ L incit tar Y LB v 7}
u ( ) asa fel incit u; W u §i Vu; o) u

I(u) < liminf I(u;),

j—+oo
sau, altfel spus, I este slab inferior semi-continud pe WHP(Q, R™).

Pentru a ne apropia de definitia cvasi-convexitatii sa consideram urma-
toarea situatie. Fie Q@ C R™ cubul deschis si marginit (0,1)", f : R™" — R
o functie continua, 1 < p < +o0 si fie

I:Wh(Q,R™) - R, I(u / f(Vu(x))dr,Yu € WH(Q,R™).

Sa presupunem ci [ este slab inferior semi-continud pe W1?(Q, R™); alegem
y e R™ " ¢ e COO(Q R™) si, oricare ar fi kK € N*, impartim cubul @ in 2*"
subcuburi de latura 2 7 {Qu} 2kn

Dacid z; = (o}, ...,2}) € Ql stz < a,Vo € Q (x; este coltul din stinga
jos al cubului @) atunci Q=TI (], ) + 3 )

1

Definim atunci g (x) = o ©0(2%(x — 1)) +y -2,V € Q). Se observa ca

astfel am definit a.p.t. ¢ pe Q. Oricare ar fi x € @),

1 1
lr(@)lem < o - l@llzoe + yllrmen - [[2llen < 2% - llollze + yllrme,

= 9ok ok
de unde rezulta ca ¢ € L*(Q,R™) C LP(Q,R™).

Pe de alta parte, ||op(z) —y - zfgm < 55 - [|¢]l de unde rezultd ca

uniform
or(2) T) Y- .
1

Dacd o = (¢}, ..., ") si o = (¢,
1,...,n, Vo € Qy,

™) atunci, Vi = 1,...,m,Vj =

Op), _ 0¢'
Oor; O,

(28— w)) + i,

de unde, Vx € @y,
Vr(z) = V(25 (x — 1)) +y
si deci
IVor (@) lrmen < [Vl + [[ylgmn.
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Rezulta cad Vi, € L>°(Q,R™) C LP(Q,R™) si deci (¢) € WHP(Q,R™).
Fie p’ conjugatul lui p; deoarece pi(x) umf%> y-x, Vg € L (Q,R™),

/Q<sok,g>daf—>/Q<w,g>dx,

unde ¥ (z) =y - x. Evident ¢ € WP(Q,R™) si Vi)(z) =
Oricare ar fi h € L (Q,R™) cu ||h||g~ < +o0,

— h)d hll7oo - Ndr =
/ka Ve, by da < ]l /Q;(wk Vii)de

mn 2k

=l 3237 | VMo = a)de = [l Z/ Vi (2)d.
i=1 =1
Daca [|h]|~ = 400 atunci exista h, € C*(Q,R™), h, 7, b si dedi

/ (Vor — Vi, h)de = / (Vo — NV, h,) d:c—l—/ (Vor — Vi, h—h,)dx.
Q Q Q

[\ J/ [\ J/

-~

Vv
Ak,r Bk,r

Burl < ( [ 1900 = Dulnade) = el =

2kn 5

= Z/Qllvw(f“(iﬂ—xz)ﬂlpmmdw b= helly =
1 !

(/ ||wx||wdx) b= bl

Pentru orice ¢ > 0 exista ry a.l. Hh — hyolly < 537 st exista ko ad., Vb >
Ko, | Asro| < . Rezultd ca Vg, LL Vi si deci ¢y, Lﬁ .
P Wwlp

Deoarece I este slab inferior semi-continua pe Wir(Q, R™),

I(y) < li’?linf I(or).



Pe de alta parte
1() = /Q F(())dz = f(y)

e =Y /Q F(Ve(2H (@ — 20) + y)de = /Q Fly + V()
de unde

f() S/Qf(y+V<,0(x))dx.

Vom vedea in paragraful urmator ca aceasta este chiar relatia care defineste
cvasi-convexitatea lui f.

2 Definitii

2.1 Definitie. Fie f : R™*" — R o functie continug; f este cvasi-convexa
daca Vy € R™" VQ C R" - multime deschisa gi marginita, Vo € C§°(2, R™),

1
fly) < 9] fly+ Ve(z))de
Q
o1, 91
~ ox1 Oxn
In definitia precedenta Vo = este matricea jacobiana a
Oom ., Oom
0z Ozn,

func‘giei ¥ = (9017 e 7§0m)

In propozitia urmatoare vom arata ca definitia cvasi-convexitatii nu de-
pinde de alegerea domeniului €.

Fie p',...,p" € R" fixati al. (p',p’) = 0;5,Vi,j € {1,...,n} i fie Q =
Qp',..p") ={z €R": 0 < (z,p") < 1,Vi=1,...,n}. Q este hipercubul de
latura 1 care se sprijind pe versorii p', ..., p".

2.2 Propozitie. Functia continua [ : R™" — R este cvasi-convexd dacd
si numai daca, Yy € R™" Yo € C°(Q,R™),

f() S/Qf(y+vgo(a:))dg;.



Demonstratie. Necesitatea este evidenta.

Sa demonstram suficienta; fie y € R™" fie Q o multime deschisa si
marginita in R” gi fie ¢ € C5°(Q,R™). Considerdam 2° € R" gi r > 0 a.l.
S(x%7r) 2 Qsifiey® = —r- 370, p) € R"; atunci

QCa®+4°+2r-Q=0Q,.

Intr-adevar, daca x € Q C S(2%r), ||z — 2°|| < r si deci, Vi € {1,...,n},

1 0 .0y i 1 o, L o0 1 0 i\, L
(3= =) = ol = )= ) = ol = a4,
‘<x—:p0,pi>‘§||x—x0||<r:>—7“<<x—x0,pi><7“:>

1 1 1 , 1 1 1
O=—1r - —4+-< — - {z—a%p —<r-—+4+-=1.
Pty gl )ty <rgtg
Rezultd cd 5~ - (r —2° —¢°) € Q, de unde z € 2° + y° + 2r - Q = Q1.
Prelungim pe ¢ pe @)1 dindu-i valoarea 0 in afara lui {2 si notam prelun-

girea tot cu ; evident ¢ € C5°(Q1,R™).

[ 1w+ Voyis = [ fu+Ve@ids— [ fde =
@ Q1 Q1\2

= , fly+ Vo(x))dr — f(y)-|@Q1\ Q|

Facem schimbarea de variabild o = 2° + 3% + 2r - ¢; atunci

1
x€Q1<:)t:2—r-(x—xO—yo)€Q

si deci

/Q f(y+ Vla))dz = (2r)" /Q Flu+ (Vo) (2 440+ 2r))dt — F(y)- Q1 \ 9.

Fie ¢(t) = 5 - o(a® +y° + 2rt); supp = —5-(2° +y°) + 5= - suppyp C Q este
compact si evident 1) € C°(Q,R™). In plus Vib(t) = (V) (z® + 0 + 2rt) si
astfel

/Q fy + Vl(e))dz = (2r)" /Q Fly+ Vo)t — f(y)-1Qu\ 2 >
> Q1 fly) —1Qu\ Q- fly) =12 fy). =



2.3 Observatii. (i) Cubul @ din propozitia precedenta poate fi inlocuit cu
un cub translat in orice punct din R". Deci daca ) este un cub de latura
1 arbitrar din R" atunci functia continua f : R™*" — R este cvasi-convexa
daca si numai daca, Yy € R™*" Vo € C°(Q,R™),

f() S/Qf(y+vgo(x))dx.

(ii) Dac# in propozitia precedentd p', ..., p" sunt versorii e!, ..., e" ai bazei
canonice din R" atunci @ = (0, 1)™.

(iii) Fie p' = {pi,...,pL},....p" = {p},...,p"},n versori ortogonali doi
cite doi din R™ si Q(p',...,p") cubul care se sprijind pe ei; notam cu P =

Pi Py

: sicuT : R" — R" aplicatia definita prin T'(z) = P-x,Vx € R".

Py Ph '
T este o transformare liniara de schimbare a bazei in R"; Vi = 1,...,n, T(p") =
e si T(Q(p',...,p")) = (0,1)" = Q.

Vy € R™" Vo € C5°(Q,R™), poT € C(Q(p', ..., p"),R") (T este home-
omorfism si deci supp(p o T) = T~ !(suppy) este o multime compacti in
Q(p',...,p")); atunci y - P € R™" si deci

f<y~P>§/ fly-P+V(poT)(x))de =

Q(pt,....p")

— [ $u-P+ Vo) Pz = [ i+ Vel2) - Pl
Q Q
Rezulta ca, daca f este cvasi-convexa atunci si f(-T') este cvasi-convexa.

Putem acum sa demonstram ca orice functie convexa este cvasi-convexa.

2.4 Propozitie. Orice functie continud f : R™*" — R convezd este cvasi-
convexa.

Demonstratie. Fie Q = (0,1)"; Yy € R™" Vp € C°(Q,R™) aplicind
inegalitatea lui Jensen obtinem

al Lo+ Velo)ic) < [ o+ Vot



Pe de alta parte

/Q(y + Vo(z))dr =y + ( %(x)dx) i =

Ox;
Q% 1<j<m
1
Ly
=y+ </ ( ﬁ(:p)dxz) dxl...dxi_ldmi+1...dxn) =y.
o1 \Jo O 1<i<n
1<j<m
Propozitia 2.2 ne asigura ca f este cvasi-convexa. .

Reciproca propozitiei 2.4 nu este adevarata.

2.5 Exemplu. Fie functia f : R*** — R definita prin f(z) = det(z), adica,

v Tl T2
daca x = (

tunci = 1124 — a3
s 24 ) atunci f(z) = z124 — xows

1f@) = FOL <yl + 120D - lly = 211, Yy, 2 € R,

deci f este continua.
Fie @ = (0,1)% = (0,1) x (0,1) si fie ¢ = (#1, 92) € C5°(Q,R*); Vo() =
221 (1) 22 (1)

ox1 Oxa : atunci, Yy = < Y1 Y2 ) e R2X2,
522 (x) G2 (x) Y=\ w

iar

0y Opa 0oy s _
[ (G- 520 - G- 52w -

_ s %o
= [ gt @it [ o) g (@

Il
o




Rezulta ca

| fto+ Vot = )
si conform propozitiei 2.2 f este cvasi-convexa.
Functia f nu este convexa; intr-adevar, daca y = ( (1) 8 ) ,2 = ( 8 (i ) €
R2*? atunci f(%y + %Z) = i >0= %f(y) + %f(z)

In cele ce urmeaza vom largi clasa functiilor admisibile ¢ din definitia cvasi-
convexitatii.

2.6 Teorema. Functia continud [ : R™" — R este cvasi-converd dacd si
numai dacd, Yy € R™" VQ C R" - multime deschisd si mdrginitd, Vo €
Wy (2, R™),

fly) < ‘%l : /Qf(y + V(x))dz.

Demonstratie.

Suficienta este consecinta incluziunii C$°(Q, R™) C Wy (2, R™).
Necesitatea. Sa reamintim procedura standard de aproximare

Fie p € C°(R"),p > 0,p(—x) = p(z),suppp C B, [y, p(x)dz = 1 si,

1
Ve > 0,p-(z) = — - p (g) Vu € L'(Q) prelungim u la R™ cu valoarea 0 si

notam prelungirea tot cu U.

Fie u. = u* pe,u(x) = [, u(y) - pe(z — y)dy = [o. u(z —ey) - p(y)dy.
Atunci u. € C*(Q) si u. L—> wiar Viue = 1+ [o, u(z — ey)Vip(y)dy.
Oricare ar fiu € WH(Q, R™), V,u. = u*Vip6 = Viuxp.. Vo € Wol’oo(Q,Rm),

1 .
Vi € L=(Q,R™ ™) si deci (Vo). 25 Vi <V90 = (Vi¢’) 1<i<n)
1<j<m
Rezulta ca ¢. € C*(R",R™) si suppy. C suppy + B. este compact;
suppy = K C €2, deci exista ¢g > 0 al. K® = suppp + B. C Q,Ve < ¢ si
deci p. € C3°(Q2,R™).
Din ipoteza, Vy € R™" Ve < &,

1
(%) fly) < o /f(y + Vo (z))dz.
Dar V. = (V); intr-adevar, V1 <i <n,1 < j <m,

(Vig’)_ (2) :/ (Vie") () - pe( —y)dy = —/n @ (y) - Vilpe(z —y))dy =

n



_ / ) (Vip) (@ = y)dy = V() @),

1
Deci V. = (Vo). L—0> Vi si astfel exista un subsir al lui (V. ).so conver-

gent a.p.t. la V. Pe de alta parte V. este continua cu suport compact in
2; rezulta ca exista M > 0 ad. ||Ve.|gmxn < M. Deoarece f este continua
pe R™" f este marginita pe B(y, M) si atunci putem aplica teorema lui
Lebesgue

/Q f(y + Vu(w))de — / F(y + Veo(a))da.

Rezulta atunci din (x)
1
1) < - [ S+ Vel _

2.7 Exemplu. In teorema precedenta nu putem relaxa conditia ¢ €

Wy (Q,R™) la conditia ¢ € Wh(Q,R™). Intr-adeviir, aga cum am ob-
servat in exemplul 2.5, functia f : R*? — R, f(x) = det(x) este cvsi-
convexi. Fie Q@ = (0,1) x (0,1) si ¢ : Q — R? definitd prin ¢(21,75) =

(2122,0),V (21, 22) € Q. Atunci ¢ € L=(Q,R?) iar V(zy,25) = ( 32 51 ;
deci Vi € L®(Q,R**?), de unde ¢ € WH®(Q,R?).

Totusi, daca y = ( 00

90 | € R?**? atunci

0= fly) > /Q f(y + Vela))de = - / Dardzy — —1.

Putem insa extinde caracterizarea din teorema 2.6 la clasa functiilor periodice
din WHe(R" R™).

Fie Q@ = (0,1)"; functia ¢ : R" — R™ este @ - periodica daca, Vi =
1,...,n, V2, ..., Ti 1, Tizq, -, Ty, € R, functia de o variabila ¢ definita prin
g(t) = f(xy, ...,z 1,1, 2541, ..., T,,) este periodica cu perioada 1.

2.8 Teorema. Fie f: R™" — R o functie continud; f este cvasi-convexd
dacd $i numai dacd, Vy € R™" Vo € WH(R™, R™), ¢ functie Q-periodicd,

fly) < /Q y + Voo(a))do



Demonstratie. Suficienta urmeaza din faptul ca orice functie p €
C5°(Q,R™) poate fi extinsd la o functie Q-periodica din W1 (R" R™).

Necesitatea. Presupunem cd f este cvasi-convexa, y € R™" gi ¢ €
Whe(R" R™) este o functie Q-periodica; definim ¢, : R" — R™ prin
k(1) = 1-p(kz), Vo € R". Atunci g, € W' (R™, R™) si [|@kllr~ = +- ]l
iar [[Vg|| e = [[Vel| oo

Fie Q, = {z € Q : d(x,FrQ) > %}; Q\ @yl — 0.

Fie ¢, € C5°(Q,R) ad. 0 <h, < Liar ¢y, =15 fie My, = [[Vihy[|r= <
+o00. Exista un subsir al sirului (@g)k, (0r,)p a1 |0k, [z < ﬁ,Vp e N
Putem alege acest subsir a.i.

limkinf/ fly+ Voi(x))dr = lim/ [y + Vo, (z))dx.
Q e
Definim 0, = v, - ¢, € Wy (Q,R™). Deoarece f este cvasi-convexi,

f(y-l—VQp(x))dx—i-/ fly+Vo,(z))dr =

) < /Q F(y+V0,(2))dz = »

@p

— [ fy Ve, (@)dat / F () Vo, (2) o, (2) © Vi () )i =
Qp QA\Qp

_ /Q f(y + Vepr, (2))de + &,

unde €, =

) /Q\Q [y + (@) - Vo, (@) + o1, (1) © V45, (2)) = F(y + Veor, (2))] do.

1n(2) - Veor, () |rmen < [V, (@) lrmsn <[ Vg [l < [[Vepllzoe < +00.

ok, (2) @ V(@) lrmn < o, (@)lren - IVEp(2) |rn <lln, e - (V]| <

M,
< < 1.
=M, +1
Din inegalitatile de mai sus rezulta ca, atunci cind z parcurge @\ Q,, ¥+
Yp(2)-Vor, () +pr, (1) @ Vip, (2) parcurge multimea marginita independenta
de p, y+B(0,[|Vel/z=)+B(0,1) € R™*"; de asemenea y+ Vg, () parcurge
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y+ B(0, ||Vpl||r=). Deoarece f este continua pe R™ ", f conserva multimile

marginite; fie deci M = sup,cq\q, f(y+1p(z) - Vr, (2) + o, (2) @ Vi, (x)||;
atunci |e,] <2M - |Q \ Qp| — 0 si deci

W) 1) <tim | [ Fu+ Voo 2| =tim [ fu-+ D (0o

+lime, = limkinf/ [y + Vor(x))d.
b Q

Acum
| s vaianie= [ s o = [ s veis

Dar kQ =Ui_, (z; 4+ Q), unde z; este coltul din stinga jos al fiecarui sub-cub
de laturda 1 obtinut prin divizarea cubului k@ (= deoarece neglijam fetele
acestor sub-cuburi).

Deoarece Vi este QQ-periodica

1 n

| s+ Vetenie =gk | s Vet
si deci

lim inf Vou(x))dr = Vo(x))dr.
(2 int [ $+ VoulaNie = [ -+ Vola)
Din (1) si (2) rezulta

fly) < / Fly + V() da. .
Q

2.9 Observatie. Folosind obsevatia 2.3, (iii) putem inlocui cubul @ =
(0,1)" din teorema precedentd cu un cub Q(p',...,p") sprijinit pe versorii
ortogonali doi cite doi p',...,p" € R™.

In cele ce urmeaza pregatim terenul pentru a caracteriza functiile cvasi-
convexe prin intermediul functiilor lipschitziene ce se anuleaza pe frontiera.

2.10 Lema. Fie Q C R" o mulfime deschisa i marginita; Vr € QO,Vy €
R™\ Q,d(x,y) > d(z, FrQ).

11



Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista z € €,
existd y € R™\ Q ald. d(z,y) < d(z, FrQ); atunci x € Q deoarece, in cazul in
care am presupune ci x € Q\ Q = FrQ, d(z,y) < d(z, FrQ) = 0.

Fie tg = sup{t € [0,1] : (1 —t)z +ty € Q} si

2% = (1 — to)x + toy; atunci exista t, 1ty a.i.
5 y (I—tn)z+tyy € Q deunde 20 € Q.

Daca am presupune ca z° € ) atunci ar exista

r>0ai Bz r)C Q Fie in aceasta situatie,
t =ty + H.tTyH > tosiat = (1 —t)x +t1y z0 + o - (y — x); atunci
ot — 2% = 5 ly — 2l = r si deci &' € B(a° 1) € Q ceea ce este absurd
deoarece t; > tg.

Rezulta ca 20 € Q\ Q = FrQ si atunci d(x,y) = ||z — y|| < d(x,FrQ) <

d(z,2°) =to - ||z — y||, de unde ¢, > 1! Astfel ipoteza facuta este falsa.

2.11 Lema. Fie ¢ € Lip(Q,R™) a.i. plpg = 0 si fie Q1 € R" o multime
deschisd si marginitd cu Q C Qy; prelungim ¢ la €y dindu-i valoarea 0 pe
0\ Q.

Atunci ¢ € Lip(Q21,R") si

L(g, ) = L(p, Q) = sup { HQO(’:’C:Z : gﬁy)H cxy €Qx # y} .

Demonstratie. Fie x,y € (; arbitrari;
1). Daci .y €  atunci () — (y)]| < L(,0) - = — .
2). Daca z € Q,y € Q1 \  atunci, Vz € Fr(Q,

le(z) = el = lle@)ll = lle(x) = e < L, Q) - |z = 2],

de unde, folosind lema 2.10,
le(z) = o)l < Ly, Q) - d(z,FrQ) < L(p, Q) - [lz — y].

3). Daca z,y € m \ Q, [lo(x) — oY)l =0 < L(p, Q) - [l — y|.

In toate cazurile |[p(x)—p(y)|| < L(p, Q)-||z—y||; deci ¢ este lipschitziana
iar L(p, Q1) = L(p, Q).

Urmatoarea caracterizare a cvasi-convexitatii este folosita ca definitie 1 m

[Mo1] (definitia 2.2).
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2.12 Teorema. Functia continuda f : R™" — R este cvasi-convexd dacd
st numai dacd, Vy € R™" VQ C R" - multime deschisa si mdrginitd, Vo €
Lip(Q2,R™) cu ¢lpa =0,

1)< - [ S+ Vel

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca f este cvasi-convexa si fie
y € R™" ) C R" - deschis si marginit si ¢ € Lip(2,R™) cu ¢|pq = 0.

Fie 2; C R™ o multime deschisa si marginita a.i. Q C €;; prelungim ¢ la
Q) dindu-i valoarea 0 pe € \ Q. Lema 2.11 ne asigura ca ¢ € Lip(Qq, R™);
atunci ¢ este uniform continua pe ; si deci este marginita (p este marginita
pe Q ') Rezulta ca o € WH°(Q,R™) si, cum suppy C Q care este compact,
© € W™ (Q,R™).

Datorita teoremei 2.6

1
F0) < oy [, F TN s = o0 | Ta()s
de unde 9
o 10 < g1 [ fs Ve,

Suficienta. Fie y € R™" Q C R" o multime deschisa si marginita si
© = (1, 0m) € W&’W(Q,Rm); consideram ©Q; C R" o multime deschisa,
marginita si convexa a.l. 2 C €y gi prelungim ¢ si Ve cu valoarea 0 pe
Q1 \ Q; atunci p € W, (0, R™). Intr-adevir, deoarece suppy = K C
este compact, exista un deschis G a.i. K C G C G C Q,G este compact si
exista 1o € C°(,R),0 < g < 1 al volg = 1 i Yolrma = 0; suppyyy C
Q,V@/)()h( =0 §i VQO|Q\G = 0.

Atunci, Vi € C§° (4, R) si Vi € {1 n} Jje{l,...m},

Jo, 0i(@) - Viv(z)dz = [ p(z (x)dx =
(1) § = Jxwi(@) -tho(x) - Viyp(z)dz = fK 903(93 Vi(¥ - o) (z )dx—
- fK @i(x) - Y(x) - Viho(x)da = fQ wj(x) - Vi(Y - o) (v)dz
Deoarece ¢ - 1y € C§°(Q, R),
Jo#i(@) - Vil - o) (@)dz = — [, Vig;(z) - ¢(z) - Yo(z)dz =
(2) 4 = Jo Viwi(@) - d(z) - dho(x)dz = — [, Vip;(x) - ¥(2)dz =
=~ Jo, Vipj(z) - ¢(z)dz.
Din (1) si (2) rezulta ca, Vi € {1,....,n},¥j € {1,...,m}, Vi € C°(21, R),

1;%uvaqu=— Vigy() - p(x)da

Q
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(am prelungit Vo prin V,p;(z) = 0,Vr € Oy \ Q).

De aici rezulta ca V,p; este i - derivata slaba a lui ¢, pe €y; deci Vo
este gradientul slab al lui ¢ pe ;.

Este evident ca p, Vi € L>®(Q1,R™) si deci ¢ € WH®(Qy, R™).

Deoarece €2; este convex, ¢ € Lip(€;,R™) de unde ¢ € Lip(Q,R™) si
¢lra = 0.

De fapt am demonstrat ca ¢ € Wol’oo(Q,Rm) = p € Lip(24,R™).

Din ipoteza rezulta ca

1 1 1 _
) < / o V(e = o / Flu+ Vip(@)da-+ g )12\,

de unde

fly) < % '/Qf(y + Voo(r))dz.

Teorema 2.6 ne asigura ca f este cvasi-convexa. .

In continuare vom introduce o notiune mai generala decit cvasi-convexi-
tatea, notiune care are insa avantajul de a se exprima intr-un limbaj mai
apropiat de cel al convexitatii.

2.13 Definitie. Functia f : R™*" — R este "rank-one” convexa daca
functia g : R — R, g(t) = f(y + t(a @ b)), este convexa, Yy € R™" Va €
R™ Vb € R" unde a ® b este matricea de rang unu

ai albl"'albn
a@b=|: |-(b--by) = — a7 b

A, ambl T ambn mxn

Daca f € C*R™*") atunci f este "rank-one” convexid dacd si numai
daca, Vy € R™" Va € R™,Vb € R",

(a@b)” - d*f(y)(a®b) > 0.

2.14 Propozitie. Functia f : R™*" — R este "rank-one” convezrd dacd si
numai dacd, YA € [0,1],Vy,z e R™" cuy —z=a®,

S =Ny +Az) < (L =N f(y) + Af(2).
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Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca functia f este "rank-one”
convexa si fiea € R™. b€ R" siy,z € R™"™ al. y— 2z = a®b. Functia
g:R—=R,g(t) = f(z+t(a®D)),Vt € R, este convexa si deci, VA € [0, 1],

g(1=2) -1+ X-0) < (1 =A)-g(1) +A-¢(0)
fe+1 =X (a®b)<(1—=XN)-f(z+a®b)+ X f(2)

sau
FIL=Ny+A2) < (1= - fly)+ - f(2).
Suficienta. Vy € R™*",Va € R™,Vb € R", definim g : R — R prin
g(t) = f(y +t(a®b)),Vt € R.
Vt,s € R,VA € [0,1] fie 2 = y +t(a®b),w = y + s(a ® b); atunci
z—w=(t—s) (a®b)=|[(t—s)a] ®b si deci

FI=XNz+Aw) < (1=X)-f(z)+ X f(w),
de unde
g(1=XNz4+ w)=fly+ (1 =Nt(a®b)+ As(a®b)) = f(1 =Nz + Iw) <

SA=X)-fly+ta@b) +Af(y+s(a@b)) = (1=A)-g(t) +A-g(s).

Deci functia g este convexa si deci f este "rank-one” convexa .

In finalul acestei sectiuni vom analiza relatiile dintre cele trei tipuri de
convexitate: convexitatea clasica, cvasi-convexitatea i "rank-one” convexi-
tatea.

2.15 Teoremad. Fie functia continud [ : R™" — R, considerdam asertiu-
nile:

(i) f este convexd;

(ii) f este cvasi-convexd;

(iii) f este "rank-one” - converd.

Atunci (1) = (1) = ().

Dacam =1 saun =1 atunci cele trei afirmatii sunt echivalente.
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Demonstratie. Implicatia (/)= (ii) a fost demonstrata in propozitia
24.
(i1)=>(4i7). Presupunem ca f este cvasi-convexa si fie y,z € R™" cu

1
y—z=a®b, unde a € R™,b € R". Deoarece a @b = ([|0]| - a) ® (Wb)

putem presupune ca ||b|| = 1.

Alegem un sistem ortonormat de n versori {p',....,p"} cu p' = b si fie Q
hipercubul sprijinit pe acesti versori.

Definim ¢ : Q — R™ prin

unde y este o functie periodica de perioada 1 pe R care ia valoarea 1 pe
0,1/2) si -1 pe [1/2,1].
(z,b) (y,b)
[ s [T s
0 0

1 1
lall < 5 - Kz =y, 8)] - flall < 5 - llall - [l = yllz-.

() — @ (y)lrm = el =

(w,b)
: / x(s)ds
(y,b)
Rezulta ca ¢ este lipschitziana si marginita pe hipercubul @Q); atunci ¢ €

Whee(Q,R™).
1 a
Fie v = app* + ... + a,p™;p(x) = - (/ X(s)ds) - a. Atunci, daca
0

2

1 a1+1 ‘
y = (a1 4+ 1)pt + asp® + ... + ™, o(y) = 3 (/ x(s)ds) ca=p(r) s
0

deci ¢ este @) - periodica.
Pe baza teoremei 2.8 si a observatiei 2.9,

f(%-y+%-z) s/@f(%-y%-wo(x))dxiar

Vi) = 5 x ((2.0)  (a®b).

Fie Q1 = {z : 0 < (z,b) < 3} §i Q> = {z : 3 < (z,b) < 1}; atunci
Q=01 U Q) (egalitatea are loc cu exceptia unei multimi de masura nula) si
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Velo, =3(a®b),Velg, = —3(a®Db).

f(%~y+%~z) S/lf(%~y+%~z+%~(a®b)))dx+

1 1 1 1 1
+/sz(§-y+§-z—5-(a®b))>d:v=§'f(y)+§‘f(z)-

Deoarece f este continua rezulta ca
FI=XNy+X2) < (1 =N f(y) + Af(2),VA € [0,1]

si deci f este “rank-one” convexa.

Fie acum m = 1; atunci a ® b = (aby ---aby)i1xn = a - b. In acest caz,
Vy,z € R = R" y — 2 € R" si este de forma a ®@ b cua € Rsi b € R,
Conform propozitiei 2.14 “rank-one” convexitatea este echivalenta in acest
caz cu convexitatea.

alb
In cazul n = lLL,a®b=] : = b - a si iarasi rezulta ca, Vy, z €

amb mx1
R™ =R™ y—2=1-(y—2)=a®b. .
2.16 Observatie. In exemplul 2.5 am pus in evidenta o functie cvasi-
convexd care nu este convexd. In 1952 Ch. Morrey a lansat conjectura in
baza careia "rank-one” convexitatea nu antreneaza cvasi-convexitatea daca
m,n > 2.
Sverdk a demonstrat in 1992 ci afirmatia lui Morrey este adeviratd daci
m >3 sin > 2. Cazul m = 2,n > 2 ramine deschis.

3 Inferioara semi-continuitate

Vom incepe cu o teorema de tip Jensen. Pentru notiunile si rezultatele care
se refera la masurile Young se poate consulta [CRV]. Unele rezultate sunt
preluate din monografia in curs de aparitie [FG2].

3.1 Teorema. ([Kal]) Fie Q C R™ o mulfime deschisa i marginita, 1 <
p < +oo, (w) CWH(Q,R™), u € WH(Q,R™) astfel tncit u’ ;11%_) u.
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Atunci existd o masura Young T € Y astfel incit Vu(t) = [gmxn yd7i(y)
a.p.t. t € €.

Oricare ar fi un integrant Carathéodory f : Q x R™" — R cu pro-
prietatile:

Lo |fty)] < g@) - (1 + |lyl|?), a.p.t. t € Q, Vy € R™™ (unde g este o
functie pozitiva masurabila pe 2);

2. f(t,-) este cvasi-converd a.p.t. t € (2,

are loc, a.p.t. t € €,

f <t,4mxnydft(y)) < /Rmmf(tyy)dn(y)'

Pe baza teoremei precedente se poate demonstra cu usurinta teorema
formulata in introducere.

In cele ce urmeazi ne propunem sa largim cadrul in care putem obtine
rezultate de tipul celui din teorema 1.1.

In [F11] am introdus proprietatea unei multimi de functii masurabile de
a fi Jordan asimptotic marginita.

Un interval n-dimensional I C R" este un produs de intervale inchise si
marginite din R: 7 = [ [a;, b;]. O multime elementard E este o reuniune
finita de intervale n-dimensionale care au in comun doar multimi de masura
Lebesgue nuld, deci E = Uy_ I} si |1y N I}] = 0 pentru orice k,1 € {1,....p}
cu k #I.

Vom nota cu £ familia multimilor elementare; £ este un inel care gene-
reaza o-algebra multimilor Borel pe R".

Fie 0 € R” o multime masurabila Lebesgue si marginita, fie A familia
submultimilor masurabile Lebesgue ale lui 2.

3.2 Definitie. O multime H C M(Q,R™) este Jordan asimptotic mar-
ginita daca, pentru orice € > 0, exista £ > 0 si o subfamilie finita £y C &
cu |E| < g, pentru orice E € &, asa fel incit, pentru orice u € H, exista
E,e& cu{teQ:|u(t)] >k} CE,.

Un sir (u;); € M(,R™) este Jordan asimptotic marginit daca mul-
timea H = {u; : i € N} este Jordan asimptotic marginita.

Urmatoarele doua rezultate au fost demonstrate in [F11] (propozitia 3.10
si teorema 3.12).
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3.3 Propozitie. Fie 2 C R™ o multime marginita deschisa i convera si
fie H C WHH(Q,R™) N C(Q,R™) o multime asimptotic marginitd (tight).

Daca, pentru orice uw € H, exista un gradient Vu asa fel incit VH =
{Vu:u € H} C LY (Q,R™") este Jordan asimptotic mdarginitd, atunci H
este de asemenea Jordan asimptotic marginita.

3.4 Teorema. Fie 2 C R" o multime marginita deschisa i convexa si fie
H CWH(Q,R™) NC(Q,R™) o multime asimptotic mdrginitd astfel incit sd
eriste VH - Jordan asimptotic marginita; atunct H este relativ compacta in
topologia convergentei in masurda pe M(,R™).

Pe baza rezultatelor anterioare putem formula teorema urmatoare care
este o replica a teoremei 1.1 formulate in introducere.

3.5 Teorema. Fie Q@ C R" o multime deschisa marginita i convexd,
(ui)ien € WH(Q,R™) N C(Q,R™) un sir asimptotic mdrginit (tight) pen-
tru care sirul gradientilor (Vu;);en este Jordan asimptotic marginit; atunci
exista o functie masurabila u : Q@ — R™ si 0o masura Young T € Y(, R™*")
astfel incit (u;) admite un subsir convergent in masurd si w? la u, a.p.t.
t € Q, 7y admite un baricentru barr; = mexn ydry(y) iar functia v : Q — R™
definita prin v(t) = barr, este masurabild.

Fie acum [ : Q x R" x R™" — R un integrant Carathéodory mdrginit
inferior; atunci

/ f(t,u(t),y)dT (t,y) < hmlnf/ F(t,ui(t), Vu(t))dt.
QxRmXn

i——400

Daca f este in plus si cvasi-convexa in raport cu variabila gradient atunci

/f (¢, u(t ))dt < hmmf/ f(t, ui(t), Vu(t))dt.

1——+00

In cazul particular in care (Vu;)en este un sir uniform integrabil in
LY (Q,R™™) atunci, a.p.t. t € Q,v(t) = Vu(t) si deci

/f(t,u(t),Vu( ))dt < hmmf/ F(t,ui(t), Vu,(t))de.
Q

1——400
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