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1 Introducere

Funcţiile cvasi-convexe au fost introduse În 1952 de Ch. B. Morrey, Jr.
(vezi [Mo1] şi [Mo2]) cu scopul de a caracteriza semicontinuitatea inferioară
a funcţionalelor

I(u) =

∫
Ω

f(t, u(t),∇u(t))dt,

funcţionale care apar frecvent ı̂n problemele de calcul variaţional. Ulterior
rezultatele lui Morrey au fost extinse de către Acerbi şi Fusco ([AcF]-1984)
şi de Marcellini ([Mar] - 1985).

Cvasi-convexitatea intervine esenţial ı̂n teorema următoare:

1.1 Teoremă. Fie Ω ⊆ Rn un domeniu mărginit, 1 ≤ p < +∞,
f : Ω× Rn × Rm×n → R+ şi, ∀u ∈ W 1,p(Ω,Rm),

I(u) =

∫
Ω

f(t, u(t),∇u(t))dt.

Dacă:
1. f este un integrant Carathéodory,
2. există g : Ω× Rm → R+ integrant Carathéodory aşa fel ı̂nĉıt

|f(t, x, y)| ≤ g(t, x) · |1 + ‖y‖p), a.p.t. t ∈ Ω,∀x ∈ Rm,∀y ∈ Rm×n,

1This work has been supported by ANCS and CNCSIS through grants 2-CEx06-11-
10/25.07.2006, 2-CEx06-11-56/25.07.2006, CEx05-D11-23/05.10.2005, GR 214/20.09.2006
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3. f(t, x, ·) este cvasi-convexă, a.p.t. t ∈ Ω, ∀x ∈ Rm,
atunci, oricare ar fi un şir (uj) ⊆ W 1,p(Ω,Rm) şi oricare ar fi

u ∈ W 1,p(Ω,Rm) aşa fel ı̂nĉıt uj
tare−−−−−−→

L∞(Ω,Rm)
u şi ∇uj

slab−−−−−−−→
L∞(Ω,Rm×n)

∇u,

I(u) ≤ lim inf
j→+∞

I(uj),

sau, altfel spus, I este slab inferior semi-continuă pe W 1,p(Ω,Rm).

Pentru a ne apropia de definiţia cvasi-convexităţii să considerăm urmă-
toarea situaţie. Fie Q ⊆ Rn cubul deschis şi mărginit (0, 1)

n
, f : Rm×n → R

o funcţie continuă, 1 ≤ p < +∞ şi fie

I : W 1,p(Q,Rm) → R, I(u) =

∫
Q

f(∇u(x))dx, ∀u ∈ W 1,p(Q,Rm).

Să presupunem că I este slab inferior semi-continuă pe W 1,p(Q,Rm); alegem
y ∈ Rm×n, ϕ ∈ C∞

0 (Q,Rm) şi, oricare ar fi k ∈ N∗, ı̂mpărţim cubul Q ı̂n 2kn

subcuburi de latură 1
2k , {Ql}2kn

l=1.
Dacă xl = (x1

l , ..., x
n
l ) ∈ Ql şi xl ≤ x, ∀x ∈ Ql (xl este colţul din st̂ınga

jos al cubului Ql) atunci Ql =
∏n

i=1(x
i
l, x

i
l + 1

2k ).

Definim atunci ϕk(x) =
1

2k
· ϕ(2k(x− xl)) + y · x, ∀x ∈ Ql. Se observă că

astfel am definit a.p.t. ϕk pe Q. Oricare ar fi x ∈ Q,

‖ϕk(x)‖Rm ≤ 1

2k
· ‖ϕ‖L∞ + ‖y‖Rm×n · ‖x‖Rn ≤ 1

2k
· ‖ϕ‖L∞ + ‖y‖Rm×n ,

de unde rezultă că ϕk ∈ L∞(Q,Rm) ⊆ Lp(Q,Rm).
Pe de altă parte, ‖ϕk(x) − y · x‖Rm ≤ 1

2k · ‖ϕ‖L∞ de unde rezultă că

ϕk(x)
uniform−−−−→

Q
y · x.

Dacă ϕk = (ϕ1
k, ..., ϕ

m
k ) şi ϕ = (ϕ1, ..., ϕm) atunci, ∀i = 1, ...,m,∀j =

1, ..., n,∀x ∈ Ql,
∂ϕi

k

∂xj

=
∂ϕi

∂xj

(2k(x− xl)) + yij,

de unde, ∀x ∈ Ql,
∇ϕk(x) = ∇ϕ(2k(x− xl)) + y

şi deci
‖∇ϕk(x)‖Rm×n ≤ ‖∇ϕ‖L∞ + ‖y‖Rm×n .
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Rezultă că ∇ϕk ∈ L∞(Q,Rm) ⊆ Lp(Q,Rm) şi deci (ϕk) ⊆ W 1,p(Q,Rm).

Fie p′ conjugatul lui p; deoarece ϕk(x)
uniform−−−−→

Q
y · x, ∀g ∈ Lp′(Q,Rm),

∫
Q

〈ϕk, g〉 dx→
∫

Q

〈ψ, g〉 dx,

unde ψ(x) = y · x. Evident ψ ∈ W 1,p(Q,Rm) şi ∇ψ(x) = y.
Oricare ar fi h ∈ Lp′(Q,Rm) cu ‖h‖L∞ < +∞,∫

Q

〈∇ϕk −∇ψ, h〉 dx ≤ ‖h‖L∞ ·
∫

Q

mn∑
i=1

(∇ϕi
k −∇ψi)dx =

= ‖h‖L∞ ·
mn∑
i=1

2kn∑
l=1

∫
Ql

∇ϕi(2k(x− xl))dx = ‖h‖L∞ ·
mn∑
i=1

∫
Q

∇ϕi(x)dx.

Dacă ‖h‖L∞ = +∞ atunci există hr ∈ C∞(Q,Rm), hr
Lp′

−−−→
r→∞

h şi deci∫
Q

〈∇ϕk −∇ψ, h〉 dx =

∫
Q

〈∇ϕk −∇ψ, hr〉 dx︸ ︷︷ ︸
Ak,r

+

∫
Q

〈∇ϕk −∇ψ, h− hr〉 dx︸ ︷︷ ︸
Bk,r

.

|Bk,r| ≤
(∫

Q

‖∇ϕk −∇ψ‖p
Rm×ndx

) 1
p

· ‖h− hr‖p′ =

=

 2kn∑
1

∫
Ql

‖∇ϕ(2k(x− xl))‖p
Rm×ndx

 1
p

· ‖h− hr‖p′ =

=

(∫
Q

‖∇ϕ(x)‖p
Rm×ndx

) 1
p

︸ ︷︷ ︸
M

·‖h− hr‖p′ .

Pentru orice ε > 0 există r0 a.̂ı. ‖h − hr0‖p′ <
ε

2M
şi există k0 a.̂ı., ∀k ≥

k0, |Ak,r0 | < ε
2
. Rezultă că ∇ϕk

w−→
Lp

∇ψ şi deci ϕk
w−−−→

W 1,p
ψ.

Deoarece I este slab inferior semi-continuă pe W 1,p(Q,Rm),

I(ψ) ≤ lim inf
k→∞

I(ϕk).
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Pe de altă parte

I(ψ) =

∫
Q

f(∇ψ(x))dx = f(y)

iar

I(ϕk) =
2kn∑
l=1

∫
Ql

f(∇ϕ(2k(x− xl)) + y)dx =

∫
Q

f(y +∇ϕ(x))dx

de unde

f(y) ≤
∫

Q

f(y +∇ϕ(x))dx.

Vom vedea ı̂n paragraful următor că aceasta este chiar relaţia care defineşte
cvasi-convexitatea lui f .

2 Definiţii

2.1 Definiţie. Fie f : Rm×n → R o funcţie continuă; f este cvasi-convexă
dacă ∀y ∈ Rm×n,∀Ω ⊆ Rn - mulţime deschisă şi mărginită, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω,Rm),

f(y) ≤ 1

|Ω|
·
∫

Ω

f(y +∇ϕ(x))dx.

În definiţia precedentă ∇ϕ =

 ∂ϕ1

∂x1
· · · ∂ϕ1

∂xn

· · ·
∂ϕm

∂x1
· · · ∂ϕm

∂xn

 este matricea jacobiană a

funcţiei ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm).
În propoziţia următoare vom arăta că definiţia cvasi-convexităţii nu de-

pinde de alegerea domeniului Ω.
Fie p1, ..., pn ∈ Rn fixaţi a.̂ı. 〈pi, pj〉 = δij,∀i, j ∈ {1, ..., n} şi fie Q =

Q(p1, ..., pn) = {x ∈ Rn : 0 < 〈x, pi〉 < 1,∀i = 1, ..., n}. Q este hipercubul de
latură 1 care se sprijină pe versorii p1, ..., pn.

2.2 Propoziţie. Funcţia continuă f : Rm×n → R este cvasi-convexă dacă
şi numai dacă, ∀y ∈ Rm×n,∀ϕ ∈ C∞

0 (Q,Rm),

f(y) ≤
∫

Q

f(y +∇ϕ(x))dx.
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Demonstraţie. Necesitatea este evidentă.
Să demonstrăm suficienţa; fie y ∈ Rm×n, fie Ω o mulţime deschisă şi

mărginită ı̂n Rn şi fie ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Rm). Considerăm x0 ∈ Rn şi r > 0 a.̂ı.

S(x0, r) ⊇ Ω şi fie y0 = −r ·
∑n

j=1 p
j ∈ Rn; atunci

Ω ⊆ x0 + y0 + 2r ·Q ≡ Q1.

Intr-adevăr, dacă x ∈ Ω ⊆ S(x0, r), ‖x− x0‖ < r şi deci, ∀i ∈ {1, ..., n},〈
1

2r
· (x− x0 − y0), pi

〉
=

1

2r
·
〈
x− x0, pi

〉
− 1

2r
·
〈
y0, pi

〉
=

1

2r
·
〈
x− x0, pi

〉
+

1

2
.∣∣〈x− x0, pi

〉∣∣ ≤ ‖x− x0‖ < r ⇒ −r <
〈
x− x0, pi

〉
< r ⇒

0 = −r · 1

2r
+

1

2
<

1

2r
·
〈
x− x0, pi

〉
+

1

2
< r · 1

2r
+

1

2
= 1.

Rezultă că 1
2r
· (x− x0 − y0) ∈ Q, de unde x ∈ x0 + y0 + 2r ·Q ≡ Q1.

Prelungim pe ϕ pe Q1 d̂ındu-i valoarea 0 ı̂n afara lui Ω şi notăm prelun-
girea tot cu ϕ; evident ϕ ∈ C∞

0 (Q1,Rm).∫
Ω

f(y +∇ϕ(x))dx =

∫
Q1

f(y +∇ϕ(x))dx−
∫

Q1\Ω
f(y)dx =

=

∫
Q1

f(y +∇ϕ(x))dx− f(y) · |Q1 \ Ω|.

Facem schimbarea de variabilă x = x0 + y0 + 2r · t; atunci

x ∈ Q1 ⇐⇒ t =
1

2r
· (x− x0 − y0) ∈ Q

şi deci∫
Ω

f(y+∇ϕ(x))dx = (2r)n ·
∫

Q

f(y+ (∇ϕ)(x0 + y0 + 2rt))dt− f(y) · |Q1 \Ω|.

Fie ψ(t) = 1
2r
·ϕ(x0 + y0 + 2rt); suppψ = − 1

2r
(x0 + y0) + 1

2r
· suppϕ ⊆ Q este

compact şi evident ψ ∈ C∞
0 (Q,Rm). În plus ∇ψ(t) = (∇ϕ)(x0 + y0 + 2rt) şi

astfel∫
Ω

f(y +∇ϕ(x))dx = (2r)n ·
∫

Q

f(y +∇ψ(t))dt− f(y) · |Q1 \ Ω| ≥

≥ |Q1| · f(y)− |Q1 \ Ω| · f(y) = |Ω| · f(y).
�
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2.3 Observaţii. (i) Cubul Q din propoziţia precedentă poate fi ı̂nlocuit cu
un cub translat ı̂n orice punct din Rn. Deci dacă Q este un cub de latură
1 arbitrar din Rn atunci funcţia continuă f : Rm×n → R este cvasi-convexă
dacă şi numai dacă, ∀y ∈ Rm×n,∀ϕ ∈ C∞

0 (Q,Rm),

f(y) ≤
∫

Q

f(y +∇ϕ(x))dx.

(ii) Dacă ı̂n propoziţia precedentă p1, ..., pn sunt versorii e1, ..., en ai bazei
canonice din Rn atunci Q = (0, 1)n.

(iii) Fie p1 = {p1
1, ..., p

1
n}, ..., pn = {pn

1 , ..., p
n
n}, n versori ortogonali doi

ĉıte doi din Rn şi Q(p1, ..., pn) cubul care se sprijină pe ei; notăm cu P = p1
1 · · · p1

n

· · ·
pn

1 · · · pn
n

 şi cu T : Rn → Rn aplicaţia definită prin T (x) = P ·x, ∀x ∈ Rn.

T este o transformare liniară de schimbare a bazei ı̂n Rn; ∀i = 1, ..., n, T (pi) =
ei şi T (Q(p1, ..., pn)) = (0, 1)n = Q.

∀y ∈ Rm×n,∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Rm), ϕ◦T ∈ C∞

0 (Q(p1, ..., pn),Rn) (T este home-
omorfism şi deci supp(ϕ ◦ T ) = T−1(suppϕ) este o mulţime compactă ı̂n
Q(p1, ..., pn)); atunci y · P ∈ Rm×n şi deci

f(y · P ) ≤
∫

Q(p1,...,pn)

f(y · P +∇(ϕ ◦ T )(x))dx =

=

∫
Q

f(y · P +∇ϕ(z) · P )dz =

∫
Q

f [(y +∇ϕ(z)) · P ]dz.

Rezultă că, dacă f este cvasi-convexă atunci şi f(·T ) este cvasi-convexă.

Putem acum să demonstrăm că orice funcţie convexă este cvasi-convexă.

2.4 Propoziţie. Orice funcţie continuă f : Rm×n → R convexă este cvasi-
convexă.

Demonstraţie. Fie Q = (0, 1)n; ∀y ∈ Rm×n,∀ϕ ∈ C∞
0 (Q,Rm) apliĉınd

inegalitatea lui Jensen obţinem

f

(∫
Q

(y +∇ϕ(x))dx

)
≤
∫

Q

f(y +∇ϕ(x))dx.
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Pe de altă parte∫
Q

(y +∇ϕ(x))dx = y +

(∫
Q

∂ϕj

∂xi

(x)dx

)
1≤i≤n
1≤j≤m

=

= y +

(∫
(0,1)n−1

(∫ 1

0

∂ϕj

∂xi

(x)dxi

)
dx1...dxi−1dxi+1...dxn

)
1≤i≤n
1≤j≤m

= y.

Propoziţia 2.2 ne asigură că f este cvasi-convexă.
�

Reciproca propoziţiei 2.4 nu este adevărată.

2.5 Exemplu. Fie funcţia f : R2×2 → R definită prin f(x) = det(x), adică,

dacă x =

(
x1 x2

x3 x4

)
atunci f(x) = x1x4 − x2x3.

|f(y)− f(z)| ≤ (‖y‖+ ‖z‖) · ‖y − z‖,∀y, z ∈ R2×2,

deci f este continuă.
Fie Q = (0, 1)2 = (0, 1)× (0, 1) şi fie ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ C∞

0 (Q,R2);∇ϕ(x) =(
∂ϕ1

∂x1
(x) ∂ϕ1

∂x2
(x)

∂ϕ2

∂x1
(x) ∂ϕ2

∂x2
(x)

)
; atunci, ∀y =

(
y1 y2

y3 y4

)
∈ R2×2,

f(y +∇ϕ(x)) =

(
y1 +

∂ϕ1

∂x1

(x)

)
·
(
y4 +

∂ϕ2

∂x2

(x)

)
−

−
(
y2 +

∂ϕ1

∂x2

(x)

)
·
(
y3 +

∂ϕ2

∂x1

(x)

)
= f(y) + y4

∂ϕ1

∂x1

(x) + y1
∂ϕ2

∂x2

(x)−

−y3
∂ϕ1

∂x2

(x)− y2
∂ϕ2

∂x1

(x) +
∂ϕ1

∂x1

(x) · ∂ϕ2

∂x2

(x)− ∂ϕ1

∂x2

(x) · ∂ϕ2

∂x1

(x).∫
Q

∂ϕ1

∂x1

(x)dx =

∫
Q

∂ϕ2

∂x2

(x)dx =

∫
Q

∂ϕ1

∂x2

(x)dx =

∫
Q

∂ϕ2

∂x1

(x)dx = 0

iar ∫
Q

(
∂ϕ1

∂x1

(x) · ∂ϕ2

∂x2

(x)− ∂ϕ1

∂x2

(x) · ∂ϕ2

∂x1

(x)

)
=

= −
∫

Q

ϕ1(x) · ∂2ϕ2

∂x1∂x2

(x)dx+

∫
Q

ϕ1(x) · ∂2ϕ2

∂x1∂x2

(x)dx = 0.
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Rezultă că ∫
Q

f(y +∇ϕ(x))dx = f(y)

si conform propoziţiei 2.2 f este cvasi-convexă.

Funcţia f nu este convexă; ı̂ntr-adevăr, dacă y =

(
1 0
0 0

)
, z =

(
0 0
0 1

)
∈

R2×2 atunci f(1
2
y + 1

2
z) = 1

4
> 0 = 1

2
f(y) + 1

2
f(z).

În cele ce urmează vom lărgi clasa funcţiilor admisibile ϕ din definiţia cvasi-
convexităţii.

2.6 Teoremă. Funcţia continuă f : Rm×n → R este cvasi-convexă dacă şi
numai dacă, ∀y ∈ Rm×n,∀Ω ⊆ Rn - mulţime deschisă şi mărginită, ∀ϕ ∈
W 1,∞

0 (Ω,Rm),

f(y) ≤ 1

|Ω|
·
∫

Ω

f(y +∇ϕ(x))dx.

Demonstraţie.
Suficienţa este consecinţa incluziunii C∞

0 (Ω,Rm) ⊆ W 1,∞
0 (Ω,Rm).

Necesitatea. Să reamintim procedura standard de aproximare.
Fie ρ ∈ C∞

0 (Rn), ρ ≥ 0, ρ(−x) = ρ(x), suppρ ⊆ B1,
∫

Rn ρ(x)dx = 1 şi,

∀ε > 0, ρε(x) =
1

εn
· ρ
(x
ε

)
. ∀u ∈ L1(Ω) prelungim u la Rn cu valoarea 0 şi

notăm prelungirea tot cu u.
Fie uε = u ∗ ρε, uε(x) =

∫
Rn u(y) · ρε(x − y)dy =

∫
Rn u(x − εy) · ρ(y)dy.

Atunci uε ∈ C∞(Ω) şi uε
L1

−→ u iar ∇iuε = 1
ε
·
∫

Rn u(x− εy)∇iρ(y)dy.

Oricare ar fi u ∈ W 1,1(Ω,Rm),∇iuε = u∗∇iρε = ∇iu∗ρε. ∀ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm),

∇ϕ ∈ L∞(Ω,Rm×n) şi deci (∇ϕ)ε
L1

−→ ∇ϕ
(
∇ϕ = (∇iϕ

j) 1≤i≤n
1≤j≤m

)
.

Rezultă că ϕε ∈ C∞(Rn,Rm) şi suppϕε ⊆ suppϕ + Bε este compact;
suppϕ = K ⊆ Ω, deci există ε0 > 0 a.̂ı. Kε = suppϕ + Bε ⊆ Ω,∀ε ≤ ε0 şi
deci ϕε ∈ C∞

0 (Ω,Rm).
Din ipoteză, ∀y ∈ Rm×n,∀ε ≤ ε0,

(∗) f(y) ≤ 1

|Ω|
·
∫
f(y +∇ϕε(x))dx.

Dar ∇ϕε = (∇ϕ)ε; ı̂ntr-adevăr, ∀1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,(
∇iϕ

j
)

ε
(x) =

∫
Rn

(
∇iϕ

j
)

(y) · ρε(x− y)dy = −
∫

Rn

ϕj(y) · ∇i(ρε(x− y))dy =

8



=

∫
Rn

ϕj(y) · (∇iρε)(x− y)dy = ∇i(ϕ
i
ε)(x).

Deci ∇ϕε = (∇ϕ)ε
L1

−−→
ε→0

∇ϕ şi astfel există un subşir al lui (∇ϕε)ε>0 conver-

gent a.p.t. la ∇ϕ. Pe de altă parte ∇ϕε este continuă cu suport compact ı̂n
Ω; rezultă că există M > 0 a.̂ı. ‖∇ϕε‖Rm×n ≤ M . Deoarece f este continuă
pe Rm×n, f este mărginită pe B(y,M) şi atunci putem aplica teorema lui
Lebesgue ∫

Ω

f(y +∇ϕε(x))dx→
∫

Ω

f(y +∇ϕ(x))dx.

Rezultă atunci din (∗)

f(y) ≤ 1

|Ω|
·
∫

Ω

f(y +∇ϕ(x))dx.
�

2.7 Exemplu. În teorema precedentă nu putem relaxa condiţia ϕ ∈
W 1,∞

0 (Ω,Rm) la condiţia ϕ ∈ W 1,∞(Ω,Rm). Într-adevăr, aşa cum am ob-
servat ı̂n exemplul 2.5, funcţia f : R2×2 → R, f(x) = det(x) este cvsi-
convexă. Fie Q = (0, 1) × (0, 1) şi ϕ : Q → R2 definită prin ϕ(x1, x2) =

(x1x2, 0),∀(x1, x2) ∈ Q. Atunci ϕ ∈ L∞(Q,R2) iar ∇ϕ(x1, x2) =

(
x2 x1

0 0

)
;

deci ∇ϕ ∈ L∞(Q,R2×2), de unde ϕ ∈ W 1,∞(Q,R2).

Totuşi, dacă y =

(
0 0
2 0

)
∈ R2×2, atunci

0 = f(y) >

∫
Q

f(y +∇ϕ(x))dx = −
∫ 1

0

2x1dx1 = −1.

Putem ı̂nsă extinde caracterizarea din teorema 2.6 la clasa funcţiilor periodice
din W 1,∞(Rn,Rm).

Fie Q = (0, 1)n; funcţia ϕ : Rn → Rm este Q - periodică dacă, ∀i =
1, ..., n,∀x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn ∈ R, funcţia de o variabilă g definită prin
g(t) = f(x1, ..., xi−1, t, xi+1, ..., xn) este periodică cu perioada 1.

2.8 Teoremă. Fie f : Rm×n → R o funcţie continuă; f este cvasi-convexă
dacă şi numai dacă, ∀y ∈ Rm×n,∀ϕ ∈ W 1,∞(Rn,Rm), ϕ funcţie Q-periodică,

f(y) ≤
∫

Q

f(y +∇ϕ(x))dx.

9



Demonstraţie. Suficienţa urmează din faptul că orice funcţie ϕ ∈
C∞

0 (Q,Rm) poate fi extinsă la o funcţie Q-periodică din W 1,∞(Rn,Rm).
Necesitatea. Presupunem că f este cvasi-convexă, y ∈ Rm×n şi ϕ ∈

W 1,∞(Rn,Rm) este o funcţie Q-periodică; definim ϕk : Rn → Rm prin
ϕk(x) = 1

k
·ϕ(kx),∀x ∈ Rn. Atunci ϕk ∈ W 1∞(Rn,Rm) şi ‖ϕk‖L∞ = 1

k
·‖ϕ‖L∞

iar ‖∇ϕk‖L∞ = ‖∇ϕ‖L∞ .
Fie Qp = {x ∈ Q : d(x,FrQ) > 1

p
}; |Q \Qp| → 0.

Fie ψp ∈ C∞
0 (Q,R) a.̂ı. 0 ≤ ψp ≤ 1 iar ψp|Qp

= 1 şi fie Mp = ‖∇ψp‖L∞ <

+∞. Există un subşir al şirului (ϕk)k, (ϕkp)p a.̂ı. ‖ϕkp‖L∞ ≤ 1
Mp+1

,∀p ∈ N.

Putem alege acest subşir a.̂ı.

lim inf
k

∫
Q

f(y +∇ϕk(x))dx = lim
p

∫
Q

f(y +∇ϕkp(x))dx.

Definim θp = ψp · ϕkp ∈ W
1,∞
0 (Q,Rm). Deoarece f este cvasi-convexă,

f(y) ≤
∫

Q

f(y+∇θp(x))dx =

∫
Qp

f(y+∇θp(x))dx+

∫
Q\Qp

f(y+∇θp(x))dx =

=

∫
Qp

f(y+∇ϕkp(x))dx+

∫
Q\Qp

f(y+ψp(x)·∇ϕkp(x)+ϕkp(x)⊗∇ψp(x))dx =

=

∫
Q

f(y +∇ϕkp(x))dx+ εp,

unde εp =

=

∫
Q\Qp

[
f(y + ψp(x) · ∇ϕkp(x) + ϕkp(x)⊗∇ψp(x))− f(y +∇ϕkp(x))

]
dx.

‖ψp(x) · ∇ϕkp(x)‖Rm×n ≤ ‖∇ϕkp(x)‖Rm×n≤̇‖∇ϕkp‖L∞ ≤ ‖∇ϕ‖L∞ < +∞.

‖ϕkp(x)⊗∇ψp(x)‖Rm×n ≤ ‖ϕkp(x)‖Rm · ‖∇ψp(x)‖Rn≤̇‖ϕkp‖L∞ · ‖∇ψp‖L∞ ≤

≤ Mp

Mp + 1
< 1.

Din inegalităţile de mai sus rezultă că, atunci ĉınd x parcurge Q\Qp, y+
ψp(x)·∇ϕkp(x)+ϕkp(x)⊗∇ψp(x) parcurge mulţimea mărginită independentă
de p, y+B(0, ‖∇ϕ‖L∞)+B(0, 1) ⊆ Rm×n; de asemenea y+∇ϕkp(x) parcurge
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y+B(0, ‖∇ϕ‖L∞). Deoarece f este continuă pe Rm×n, f conservă mulţimile
mărginite; fie deci M = supx∈Q\Qp

‖f(y+ψp(x) ·∇ϕkp(x)+ϕkp(x)⊗∇ψp(x)‖;
atunci |εp| ≤ 2M · |Q \Qp| → 0 şi deci

(1) f(y) ≤ lim
p

[∫
Q

f(y +∇ϕkp(x))dx+ εp

]
= lim

p

∫
Q

f(y +∇ϕkp(x))dx+

+ lim
p
εp = lim inf

k

∫
Q

f(y +∇ϕk(x))dx.

Acum∫
Q

f(y+∇ϕk(x))dx =

∫
Q

f(y+(∇ϕ)(kx))dx
(x= 1

k
z)

=
1

kn
·
∫

kQ

f(y+∇ϕ(z))dz.

Dar kQ =̇∪kn

j=1 (xj +Q), unde xj este colţul din st̂ınga jos al fiecărui sub-cub
de latură 1 obţinut prin divizarea cubului kQ (=̇ deoarece neglijăm feţele
acestor sub-cuburi).

Deoarece ∇ϕ este Q-periodică∫
Q

f(y +∇ϕk(x))dx =
1

kn
· kn ·

∫
Q

f(y +∇ϕ(x))dx

şi deci

(2) lim inf
k

∫
Q

f(y +∇ϕk(x))dx =

∫
Q

f(y +∇ϕ(x))dx.

Din (1) şi (2) rezultă

f(y) ≤
∫

Q

f(y +∇ϕ(x))dx.
�

2.9 Observaţie. Folosind obsevaţia 2.3, (iii) putem ı̂nlocui cubul Q =
(0, 1)n din teorema precedentă cu un cub Q(p1, ..., pn) sprijinit pe versorii
ortogonali doi ĉıte doi p1, ..., pn ∈ Rn.

În cele ce urmează pregătim terenul pentru a caracteriza funcţiile cvasi-
convexe prin intermediul funcţiilor lipschitziene ce se anulează pe frontieră.

2.10 Lemă. Fie Ω ⊆ Rn o mulţime deschisă şi mărginită; ∀x ∈ Ω̄,∀y ∈
Rn \ Ω̄, d(x, y) ≥ d(x,FrΩ).
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Demonstraţie. Presupunem, prin reducere la absurd, că există x ∈ Ω̄,
există y ∈ Rn \ Ω̄ a.̂ı. d(x, y) < d(x,FrΩ); atunci x ∈ Ω deoarece, ı̂n cazul ı̂n
care am presupune că x ∈ Ω̄ \ Ω = FrΩ, d(x, y) < d(x,FrΩ) = 0.

b b bx0 y

x

Fie t0 = sup{t ∈ [0, 1] : (1− t)x+ ty ∈ Ω} şi
x0 = (1− t0)x+ t0y; atunci există tn ↑ t0 a.̂ı.
(1− tn)x+ tny ∈ Ω de unde x0 ∈ Ω̄.
Dacă am presupune că x0 ∈ Ω atunci ar exista
r > 0 a.̂ı. B(x0, r) ⊆ Ω. Fie, ı̂n această situaţie,

t1 = t0 + r
‖x−y‖ > t0 şi x1 = (1 − t1)x + t1y = x0 + r

‖x−y‖ · (y − x); atunci

‖x1− x0‖ = r
‖x−y‖ · ‖y− x‖ = r şi deci x1 ∈ B(x0, r) ⊆ Ω ceea ce este absurd

deoarece t1 > t0.
Rezultă că x0 ∈ Ω̄ \ Ω = FrΩ şi atunci d(x, y) = ‖x − y‖ < d(x,FrΩ) ≤

d(x, x0) = t0 · ‖x− y‖, de unde t0 > 1 ! Astfel ipoteza făcută este falsă.
�

2.11 Lemă. Fie ϕ ∈ Lip(Ω̄,Rm) a.̂ı. ϕ|FrΩ = 0 şi fie Ω1 ⊆ Rn o mulţime
deschisă şi mărginită cu Ω̄ ⊆ Ω1; prelungim ϕ la Ω1 d̂ındu-i valoarea 0 pe
Ω1 \ Ω̄.

Atunci ϕ ∈ Lip(Ω1,Rn) şi

L(ϕ,Ω1) = L(ϕ, Ω̄) = sup

{
‖ϕ(x)− ϕ(y)‖

‖x− y‖
: x, y ∈ Ω̄, x 6= y

}
.

Demonstraţie. Fie x, y ∈ Ω1 arbitrari;
1). Dacă x, y ∈ Ω̄ atunci ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ ≤ L(ϕ, Ω̄) · ‖x− y‖.
2). Dacă x ∈ Ω̄, y ∈ Ω1 \ Ω̄ atunci, ∀z ∈ FrΩ,

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ = ‖ϕ(x)‖ = ‖ϕ(x)− ϕ(z)‖ ≤ L(ϕ, Ω̄) · ‖x− z‖,

de unde, folosind lema 2.10,

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ ≤ L(ϕ, Ω̄) · d(x,FrΩ) ≤ L(ϕ, Ω̄) · ‖x− y‖.

3). Dacă x, y ∈ Ω1 \ Ω̄, ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ = 0 ≤ L(ϕ, Ω̄) · ‖x− y‖.
În toate cazurile ‖ϕ(x)−ϕ(y)‖ ≤ L(ϕ, Ω̄)·‖x−y‖; deci ϕ este lipschitziană

iar L(ϕ,Ω1) = L(ϕ, Ω̄).
�

Următoarea caracterizare a cvasi-convexităţii este folosită ca definiţie ı̂n
[Mo1] (definiţia 2.2).
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2.12 Teoremă. Funcţia continuă f : Rm×n → R este cvasi-convexă dacă
şi numai dacă, ∀y ∈ Rm×n,∀Ω ⊆ Rn - mulţime deschisă şi mărginită, ∀ϕ ∈
Lip(Ω̄,Rm) cu ϕ|FrΩ = 0,

f(y) ≤ 1

|Ω̄|
·
∫

Ω̄

f(y +∇ϕ(x))dx.

Demonstraţie. Necesitatea. Presupunem că f este cvasi-convexă şi fie
y ∈ Rm×n,Ω ⊆ Rn - deschis şi mărginit şi ϕ ∈ Lip(Ω̄,Rm) cu ϕ|FrΩ = 0.

Fie Ω1 ⊆ Rn o mulţime deschisă şi mărginită a.̂ı. Ω̄ ⊆ Ω1; prelungim ϕ la
Ω1 d̂ındu-i valoarea 0 pe Ω1 \ Ω̄. Lema 2.11 ne asigură că ϕ ∈ Lip(Ω1,Rm);
atunci ϕ este uniform continuă pe Ω1 şi deci este mărginită (ϕ este mărginită
pe Ω̄ !). Rezultă că ϕ ∈ W 1,∞(Ω,Rm) şi, cum suppϕ ⊆ Ω̄ care este compact,
ϕ ∈ W 1,∞

0 (Ω,Rm).
Datorită teoremei 2.6

f(y) ≤ 1

|Ω1|
·
∫

Ω1

f(y+∇ϕ(x))dx =
1

|Ω1|
·f(y)·|Ω1\Ω̄|+

1

|Ω1|
·
∫

Ω̄

f(y+∇ϕ(x))dx

de unde
|Ω̄|
|Ω1|

· f(y) ≤ 1

|Ω1|
·
∫

Ω̄

f(y +∇ϕ(x))dx.

Suficienţa. Fie y ∈ Rm×n,Ω ⊆ Rn o mulţime deschisă şi mărginită şi
ϕ = (ϕ1, ..., ϕm) ∈ W 1,∞

0 (Ω,Rm); considerăm Ω1 ⊆ Rn o mulţime deschisă,
mărginită şi convexă a.̂ı. Ω ⊆ Ω1 şi prelungim ϕ şi ∇ϕ cu valoarea 0 pe
Ω1 \ Ω; atunci ϕ ∈ W 1,∞

0 (Ω1,Rm). Într-adevăr, deoarece suppϕ = K ⊆ Ω
este compact, există un deschis G a.̂ı. K ⊆ G ⊆ Ḡ ⊆ Ω, Ḡ este compact şi
există ψ0 ∈ C∞

0 (Ω1,R), 0 ≤ ψ0 ≤ 1 a.̂ı. ψ0|Ḡ = 1 şi ψ0|Rn\Ω = 0; suppψ0 ⊆
Ω̄,∇ψ0|K = 0 şi ∇ϕ|Ω\G = 0.

Atunci, ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω1,R) şi ∀i ∈ {1, ..., n}, j ∈ {1, ...,m},

(1)


∫

Ω1
ϕj(x) · ∇iψ(x)dx =

∫
K
ϕj(x) · ∇iψ(x)dx =

=
∫

K
ϕj(x) · ψ0(x) · ∇iψ(x)dx =

∫
K
ϕj(x) · ∇i(ψ · ψ0)(x)dx−

−
∫

K
ϕj(x) · ψ(x) · ∇iψ0(x)dx =

∫
Ω
ϕj(x) · ∇i(ψ · ψ0)(x)dx.

Deoarece ψ · ψ0 ∈ C∞
0 (Ω,R),

(2)


∫

Ω
ϕj(x) · ∇i(ψ · ψ0)(x)dx = −

∫
Ω
∇iϕj(x) · ψ(x) · ψ0(x)dx =

= −
∫

G
∇iϕj(x) · ψ(x) · ψ0(x)dx = −

∫
G
∇iϕj(x) · ψ(x)dx =

= −
∫

Ω1
∇iϕj(x) · ψ(x)dx.

Din (1) şi (2) rezultă că, ∀i ∈ {1, ..., n},∀j ∈ {1, ...,m},∀ψ ∈ C∞
0 (Ω1,R),∫

Ω1

ϕj(x) · ∇iψ(x)dx = −
∫

Ω1

∇iϕj(x) · ψ(x)dx
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(am prelungit ∇ϕ prin ∇iϕj(x) = 0,∀x ∈ Ω1 \ Ω).
De aici rezultă că ∇iϕj este i - derivata slabă a lui ϕj pe Ω1; deci ∇ϕ

este gradientul slab al lui ϕ pe Ω1.
Este evident că ϕ,∇ϕ ∈ L∞(Ω1,Rm) şi deci ϕ ∈ W 1,∞(Ω1,Rm).
Deoarece Ω1 este convex, ϕ ∈ Lip(Ω1,Rm) de unde ϕ ∈ Lip(Ω̄,Rm) şi

ϕ|FrΩ = 0.
De fapt am demonstrat că ϕ ∈ W 1,∞

0 (Ω,Rm) =⇒ ϕ ∈ Lip(Ω1,Rm).
Din ipoteză rezultă că

f(y) ≤ 1

|Ω̄|
·
∫

Ω̄

f(y+∇ϕ(x))dx =
1

|Ω̄|
·
∫

Ω

f(y+∇ϕ(x))dx+
1

|Ω̄|
·f(y) · |Ω̄\Ω|,

de unde

f(y) ≤ 1

Ω
·
∫

Ω

f(y +∇ϕ(x))dx.

Teorema 2.6 ne asigură că f este cvasi-convexă.
�

În continuare vom introduce o noţiune mai generală deĉıt cvasi-convexi-
tatea, noţiune care are ı̂nsă avantajul de a se exprima ı̂ntr-un limbaj mai
apropiat de cel al convexităţii.

2.13 Definiţie. Funcţia f : Rm×n → R este ”rank-one” convexă dacă
funcţia g : R → R, g(t) = f(y + t(a ⊗ b)), este convexă, ∀y ∈ Rm×n,∀a ∈
Rm,∀b ∈ Rn unde a⊗ b este matricea de rang unu

a⊗ b =

 a1
...
am

 · (b1 · · · bn) =

 a1b1 · · · a1bn
. . .

amb1 · · · ambn


m×n

= aT · b.

Dacă f ∈ C2(Rm×n) atunci f este ”rank-one” convexă dacă şi numai
dacă, ∀y ∈ Rm×n,∀a ∈ Rm,∀b ∈ Rn,

(a⊗ b)T · d2f(y)(a⊗ b) ≥ 0.

2.14 Propoziţie. Funcţia f : Rm×n → R este ”rank-one” convexă dacă şi
numai dacă, ∀λ ∈ [0, 1],∀y, z ∈ Rm×n cu y − z = a⊗ b,

f((1− λ)y + λz) ≤ (1− λ)f(y) + λf(z).
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Demonstraţie. Necesitatea. Presupunem că funcţia f este ”rank-one”
convexă şi fie a ∈ Rm, b ∈ Rn şi y, z ∈ Rm×n a.̂ı. y − z = a ⊗ b. Funcţia
g : R → R, g(t) = f(z + t(a⊗ b)),∀t ∈ R, este convexă şi deci, ∀λ ∈ [0, 1],

g((1− λ) · 1 + λ · 0) ≤ (1− λ) · g(1) + λ · g(0)

care se rescrie

f(z + (1− λ) · (a⊗ b)) ≤ (1− λ) · f(z + a⊗ b) + λ · f(z)

sau
f((1− λ)y + λz) ≤ (1− λ) · f(y) + λ · f(z).

Suficienţa. ∀y ∈ Rm×n,∀a ∈ Rm,∀b ∈ Rn, definim g : R → R prin
g(t) = f(y + t(a⊗ b)),∀t ∈ R.

∀t, s ∈ R,∀λ ∈ [0, 1] fie z = y + t(a ⊗ b), w = y + s(a ⊗ b); atunci
z − w = (t− s) · (a⊗ b) = [(t− s)a]⊗ b şi deci

f((1− λ)z + λw) ≤ (1− λ) · f(z) + λ · f(w),

de unde

g((1− λ)z + λw) = f(y + (1− λ)t(a⊗ b) + λs(a⊗ b)) = f((1− λ)z + λw) ≤

≤ (1− λ) · f(y + t(a⊗ b)) + λf(y + s(a⊗ b)) = (1− λ) · g(t) + λ · g(s).

Deci funcţia g este convexă şi deci f este ”rank-one” convexă
�

În finalul acestei secţiuni vom analiza relaţiile dintre cele trei tipuri de
convexitate: convexitatea clasică, cvasi-convexitatea şi ”rank-one” convexi-
tatea.

2.15 Teoremă. Fie funcţia continuă f : Rm×n → R; considerăm aserţiu-
nile:

(i) f este convexă;
(ii) f este cvasi-convexă;
(iii) f este ”rank-one” - convexă.
Atunci (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii).
Dacă m = 1 sau n = 1 atunci cele trei afirmaţii sunt echivalente.
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Demonstraţie. Implicaţia (i)=⇒ (ii) a fost demonstrată ı̂n propoziţia
2.4.

(ii)=⇒(iii). Presupunem că f este cvasi-convexă şi fie y, z ∈ Rm×n cu

y − z = a⊗ b, unde a ∈ Rm, b ∈ Rn. Deoarece a⊗ b = (‖b‖ · a)⊗
(

1

||b||
· b
)

putem presupune că ‖b‖ = 1.
Alegem un sistem ortonormat de n versori {p1, ..., pn} cu p1 = b şi fie Q

hipercubul sprijinit pe aceşti versori.
Definim ϕ : Q→ Rm prin

ϕ(x) =
1

2
·

(∫ 〈x,b〉

0

χ(s)ds

)
· a,

unde χ este o funcţie periodică de perioadă 1 pe R care ia valoarea 1 pe
[0, 1/2) şi -1 pe [1/2, 1].

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖Rm =
1

2
·

∣∣∣∣∣
∫ 〈x,b〉

0

χ(s)ds−
∫ 〈y,b〉

0

χ(s)ds

∣∣∣∣∣ · ‖a‖ =

=
1

2
·

∣∣∣∣∣
∫ 〈x,b〉

〈y,b〉
χ(s)ds

∣∣∣∣∣ · ‖a‖ ≤ 1

2
· |〈x− y, b〉| · ‖a‖ ≤ 1

2
· ‖a‖ · ‖x− y‖Rn .

Rezultă că ϕ este lipschitziană şi mărginită pe hipercubul Q; atunci ϕ ∈
W 1,∞(Q,Rm).

Fie x = α1p
1 + ... + αnp

n;ϕ(x) =
1

2
·
(∫ α1

0

χ(s)ds

)
· a. Atunci, dacă

y = (α1 + 1)p1 + α2p
2 + ...+ αnp

n, ϕ(y) =
1

2
·
(∫ α1+1

0

χ(s)ds

)
· a = ϕ(x) şi

deci ϕ este Q - periodică.
Pe baza teoremei 2.8 şi a observaţiei 2.9,

f

(
1

2
· y +

1

2
· z
)
≤
∫

Q

f

(
1

2
· y +

1

2
· ∇ϕ(x)

)
dx iar

∇ϕ(x) =
1

2
· χ (〈x, b〉) · (a⊗ b) .

Fie Q1 = {x : 0 < 〈x, b〉 < 1
2
} şi Q2 = {x : 1

2
< 〈x, b〉 < 1}; atunci

Q=̇Q1 ∪ Q2 (egalitatea are loc cu excepţia unei mulţimi de măsură nulă) şi
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∇ϕ|Q1 = 1
2
(a⊗ b),∇ϕ|Q2 = −1

2
(a⊗ b).

f

(
1

2
· y +

1

2
· z
)
≤
∫

Q1

f

(
1

2
· y +

1

2
· z +

1

2
· (a⊗ b))

)
dx+

+

∫
Q2

f

(
1

2
· y +

1

2
· z − 1

2
· (a⊗ b))

)
dx =

1

2
· f(y) +

1

2
· f(z).

Deoarece f este continuă rezultă că

f((1− λ)y + λz) ≤ (1− λ)f(y) + λf(z),∀λ ∈ [0, 1]

şi deci f este “rank-one” convexă.
Fie acum m = 1; atunci a ⊗ b = (ab1 · · · abn)1×n = a · b. În acest caz,

∀y, z ∈ R1×n = Rn, y − z ∈ Rn şi este de forma a ⊗ b cu a ∈ R şi b ∈ Rn.
Conform propoziţiei 2.14 “rank-one” convexitatea este echivalentă ı̂n acest
caz cu convexitatea.

În cazul n = 1, a ⊗ b =

 a1b
...
amb


m×1

= b · a şi iarăşi rezultă că, ∀y, z ∈

Rm×1 = Rm, y − z = 1 · (y − z) = a⊗ b.
�

2.16 Observaţie. În exemplul 2.5 am pus ı̂n evidenţă o funcţie cvasi-
convexă care nu este convexă. În 1952 Ch. Morrey a lansat conjectura ı̂n
baza căreia ”rank-one” convexitatea nu antrenează cvasi-convexitatea dacă
m,n ≥ 2.

Šverák a demonstrat ı̂n 1992 că afirmaţia lui Morrey este adevărată dacă
m ≥ 3 şi n ≥ 2. Cazul m = 2, n ≥ 2 rămı̂ne deschis.

3 Inferioară semi-continuitate

Vom ı̂ncepe cu o teoremă de tip Jensen. Pentru noţiunile şi rezultatele care
se referă la măsurile Young se poate consulta [CRV]. Unele rezultate sunt
preluate din monografia ı̂n curs de apariţie [FG2].

3.1 Teoremă. ([Kal]) Fie Ω ⊆ Rn o mulţime deschisă şi mărginită, 1 ≤
p < +∞, (uj) ⊆ W 1,p(Ω,Rm), u ∈ W 1,p(Ω,Rm) astfel ı̂nĉıt uj w−−−→

W 1,p
u.
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Atunci există o măsură Young τ ∈ Y astfel ı̂nĉıt ∇u(t) =
∫

Rm×n ydτt(y)
a.p.t. t ∈ Ω.

Oricare ar fi un integrant Carathéodory f : Ω × Rm×n → R cu pro-
prietăţile:

1. |f(t, y)| ≤ g(t) · (1 + ‖y‖p), a.p.t. t ∈ Ω, ∀y ∈ Rm×n (unde g este o
funcţie pozitivă măsurabilă pe Ω);

2. f(t, ·) este cvasi-convexă a.p.t. t ∈ Ω,
are loc, a.p.t. t ∈ Ω,

f

(
t,

∫
Rm×n

ydτt(y)

)
≤
∫

Rm×n

f(t, y)dτt(y).

Pe baza teoremei precedente se poate demonstra cu uşurinţă teorema
formulată ı̂n introducere.

În cele ce urmează ne propunem să lărgim cadrul ı̂n care putem obţine
rezultate de tipul celui din teorema 1.1.

În [Fl1] am introdus proprietatea unei mulţimi de funcţii măsurabile de
a fi Jordan asimptotic mărginită.

Un interval n-dimensional I ⊆ Rn este un produs de intervale ı̂nchise şi
mărginite din R: I =

∏n
i=1[ai, bi]. O mulţime elementară E este o reuniune

finită de intervale n-dimensionale care au ı̂n comun doar mulţimi de măsură
Lebesgue nulă, deci E = ∪p

k=1Ik şi |Ik ∩ Il| = 0 pentru orice k, l ∈ {1, ..., p}
cu k 6= l.

Vom nota cu E familia mulţimilor elementare; E este un inel care gene-
rează σ-algebra mulţimilor Borel pe Rn.

Fie Ω ⊆ Rn o mulţime măsurabilă Lebesgue şi mărginită, fie A familia
submulţimilor măsurabile Lebesgue ale lui Ω.

3.2 Definiţie. O mulţime H ⊆M(Ω,Rm) este Jordan asimptotic măr-
ginită dacă, pentru orice ε > 0, există k > 0 şi o subfamilie finită Ef ⊆ E
cu |E| < ε, pentru orice E ∈ Ef , aşa fel ı̂nĉıt, pentru orice u ∈ H, există
Eu ∈ Ef cu {t ∈ Ω : ‖u(t)‖ > k} ⊆ Eu.

Un şir (ui)i ⊆M(Ω,Rm) este Jordan asimptotic mărginit dacă mul-
ţimea H = {ui : i ∈ N} este Jordan asimptotic mărginită.

Următoarele două rezultate au fost demonstrate ı̂n [Fl1] (propoziţia 3.10
şi teorema 3.12).
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3.3 Propoziţie. Fie Ω ⊆ Rn o mulţime mărginită deschisă şi convexă şi
fie H ⊆ W 1,1(Ω,Rm) ∩ C(Ω,Rm) o mulţime asimptotic mărginită (tight).

Dacă, pentru orice u ∈ H, există un gradient ∇u aşa fel ı̂nĉıt ∇H =
{∇u : u ∈ H} ⊆ L1(Ω,Rm×n) este Jordan asimptotic mărginită, atunci H
este de asemenea Jordan asimptotic mărginită.

3.4 Teoremă. Fie Ω ⊆ Rn o mulţime mărginită deschisă şi convexă şi fie
H ⊆ W 1,1(Ω,Rm)∩C(Ω,Rm) o mulţime asimptotic mărginită astfel ı̂nĉıt să
existe ∇H - Jordan asimptotic mărginită; atunci H este relativ compactă ı̂n
topologia convergenţei ı̂n măsură pe M(Ω,Rm).

Pe baza rezultatelor anterioare putem formula teorema următoare care
este o replică a teoremei 1.1 formulate ı̂n introducere.

3.5 Teoremă. Fie Ω ⊆ Rn o mulţime deschisă mărginită şi convexă,
(ui)i∈N ⊆ W 1,1(Ω,Rm) ∩ C(Ω,Rm) un şir asimptotic mărginit (tight) pen-
tru care şirul gradienţilor (∇ui)i∈N este Jordan asimptotic mărginit; atunci
există o funcţie măsurabilă u : Ω → Rm şi o măsură Young τ ∈ Y(Ω,Rm×n)
astfel ı̂nĉıt (ui) admite un subşir convergent ı̂n măsură şi w2 la u, a.p.t.
t ∈ Ω, τt admite un baricentru barτt =

∫
Rm×n ydτt(y) iar funcţia v : Ω → Rm

definită prin v(t) = barτt este măsurabilă.
Fie acum f : Ω × Rn × Rm×n → R un integrant Carathéodory mărginit

inferior; atunci∫
Ω×Rm×n

f(t, u(t), y)dτ (t, y) ≤ lim inf
i→+∞

∫
Ω

f(t, ui(t),∇ui(t))dt.

Dacă f este ı̂n plus şi cvasi-convexă ı̂n raport cu variabila gradient atunci∫
Ω

f(t, u(t), v(t))dt ≤ lim inf
i→+∞

∫
Ω

f(t, ui(t),∇ui(t))dt.

În cazul particular ı̂n care (∇ui)i∈N este un şir uniform integrabil ı̂n
L1(Ω,Rm×n) atunci, a.p.t. t ∈ Ω, v(t) = ∇u(t) şi deci∫

Ω

f(t, u(t),∇u(t))dt ≤ lim inf
i→+∞

∫
Ω

f(t, ui(t),∇ui(t))dt.
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mesures et mesures de Young (̂ın curs de apariţie).
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