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1 Introducere

Subiectul tratat in cele ce urmeaza este inspirat de lucrarea [CRAFS-2005]
unde se studiaza rezultate de trecere la limita pentru solutiile unei clase de
ecuatii diferentiale de ordin doi de tipul

u”<t) = fn(tv u(t)v u/(t))7
(Pn) { u(O) = u(l) =0.

In lucrarea citatd instrumentele de bazi utilizate sint teorema de compaci-
tate a lui Helly pentru sirul derivatelor de ordin 1 a solutiilor si teorema de
compacitate a lui Prohorov pentru sirul asimptotic marginit al derivatelor de
ordin 2.

Aplicarea acestor rezultate de compacitate a fost posibila datorita ipotezei
ca sirul (f,(+,0,0)), oy este marginit in L ([0, 1]).

Problema pe care ne-am pus-o a fost daca rezultatele de trecere la limita
ramin valabile si pentru siruri nemarginite din L} ([0, 1]).

Marginirea unui sir in LL([0, 1]) asigurd, pe linga asimptotica sa marginire
(care permite aplicarea teoremei de compacitate a lui Prohorov) si utilizarea
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unor rezultate de compacitate slaba care completeaza teorema lui Prohorov
(lema biting, teorema lui Saadoune-Valadier).

Asa cum am observat 1nsa, aceste rezultate continua sa functioneze ac-
ceptabil si pentru o clasi de siruri nemarginite in LL([0,1]) - sirurile Jordan
asimptotic marginite.

Definitia acestei clase de siruri s-a bazat pe nevoia de a indeplini conditiile
teoremei lui Fréchet de compacitate in masura, teorema care va inlocui teo-
rema mai restrictiva a lui Helly.

Intr-o prim& variantd am introdus notiunea de clasa de functii Jordan
asimptotic marginita in cazul particular al functiilor reale de o variabila reala
in [FGT-2006], unde am prezentat o alternativa la lucrarea [CRAFS-2005]
pentru problema particulara

/ u”(t) = fn(t)7
(Pn) { w(0) = u(1) = 0.

Rezultatele obtinute au fost extinse apoi la cazul general al functiilor definite
pe un spatiu (2,4, x) cu masura finita luind valori intr-un spatiu Banach
separabil ([F1-2007]). S-a obtinut extensia la cazul general a lemei biting si
a teoremei lui Saadoune-Valadier. In cazul particular cind €2 este un deschis
convex din R” s-a obtinut un rezultat de compacitate in masura pentru siruri
din spatiul Sobolev Wan (). Astfel daci un sir (u,) € Wen () este asimp-
totic marginit iar girul gradientilor (Vu,) este Jordan asimptotic marginit
atunci (u,) admite un subgir convergent in masura. Acest rezultat a in-
tervenit in mod esential in obtinerea unor solutii relaxate pentru problema
clasica a calculului variational in [F2-2007]

In lucrarea de fata vom trata cazul nemarginit pentru problema generala
(P,) din [CRAFS-2005].

Ne vom ocupa de cazul ecuatiei diferentiale de ordin 1, studiul problemei
de ordin 2 reducindu-se la acesta. In final vom aborda cazul incluziunilor
diferentiale, caz in care girul gradientilor converge la un subgradient al limitei
sirului (f,,)n-

Notiunile i rezultatele referitoare la masurile Young sint cele din [CRAFV],
[V-1994] sau [FGT].



2 Problema diferentiala

Fie E = R?, Wévl([o’ 1)) = {u € Cg([0,1]) : v/ € LL([0,1])} dotat cu norma
ullw = [[ullo + [[«[|1, unde

1
lullo = sup [u(®)le, [[v/]x 2/0 [/ (#)]| zdlt.

te[0,1]
Remarcam ca W' ([0,1]) este spatiu Banach fatd de norma || - ||y si ci
aceasta norma este o norma mai tare decit norma uzuala pe spatiul Sobolev
1,1
Wi ([0,1]).

Fie f : [0,1]) x E — FE o functie cu proprietatile:

f1)- f(-,x) este masurabila Lebesgue,Vz € E.

f2)- [(-,0) € L([0,1]).

f3). 38 € LL([0,1]) cu [|8]ly < 5 ad., a.p.t. t €[0,1],
If(tx) = fty)lle < BE) - llz —ylle, Ve, y € E.

2.1 Teoremi. In ipotezele f1)— f3) de mai sus exista gi este unicd o functie
we Wgy'([0,1]) a.i.

w'(t) = f(t,u(t)), ap.t. t €]0,1],
(P){ w(0) = 0. !

In plus
1
lullo <2 fy 11£(2,0)ll e,
[/l <2 [y 1£(t,0]|gdt.

Demonstratie. Din ipotezele f;) — f3) de mai sus rezulta ca, a.p.t.
t€|0,1],Vz,y € E,

() 1t 2)lle < B(E) -zl + [/ 0)e,
sau, dac notez cu c(t) = max{3(t), || f(t,0)| g}, c € LL([0,1]) si
£t 2)|le < )1+ ||z||g), vt € [0,1],Vz € E.
Din inegalitatea () rezulta ci, Yu € Cg([0,1]),Vt € [0,1],
1f & u)le < BE) - lu@®lle + 110 < c)(L+ [[ullo),
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deci f(-,u(-)) € LL(]0,1]),Yu € Cg([0,1]).

t
Se observa cu usurinta ca (P) <= (I)|u(t) = / f(s,u(s))ds|.
0

Yu € Wg'([0,1]) definim T'(u) : [0,1] — f? prin T'(u)(t) = fot f(s,u(s))ds.
T'(u) este continud pe [0,1] si [T(u)|z < [y 1f (s, u(s)llzds = [1f(,u()l-
in plus (T(w) = f(.u()) € LL((0.1]) 5

||(T(U))'I|1=/0 1 u(@)ledt = [[£Cul )l

Deci T : WE'([0,1]) — Wx' ([0, 1]).
Un calcul simplu ne conduce la:

IT(w) = T (@) lw < 2018111 - llu = vllw, Yu,v € Wg ([0, 1]),

ceea ce arata ca T este o contractie. Rezulta din teorema lui Banach ca exista
o functie unica v € W' ([0,1]) ai. T(u) = u.
Utilizind relatia (%) de mai sus obtinem:

M%ZW@%SAWWW®MM§A6@MMMMH

1 1 1
+ [ 10 lede < 18-+ [ 1Ol < Glellr |1 0) st

de unde rezulta |lullp < 2f01 | f(,0)| gdt.
Deoarece ||u’”1 = fol Hf(t,u(t))HEdt, rezulta la fel ca mai sus Hul”l <

1
2 [, (¢, 0l pdt. .

3 Cazul marginit

3.1 Teorema. Oricare ar fin € N fie f, : [0,1] x E — E functia care
verifica ipotezele:

f1)- fu(s,x) este masurabila Lebesque Nz € E.
f3). 3B, € LL([0,1]) cu ||Bulls < 5 a.i., ap.t. t €0,1],
[t 2) = fat9)lE < Bu(®) - |z — ylle, Vo,y € E.
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Fie u, € Wy'([0,1]) solutia unicd a problemei

(P,) { u'(t) = fn(t,U(t)), a.p.t. t € [0, 1],

Daca sirul (f,(-,0)), este marginit in Ly([0,1]) atunci existd un subsir al
i (up)n (notat tot cu (uy)n,), exista u € BVg([0,1]), exista T € Yg([0,1])
astfel incit
i). u, — u siu(0) =0.
Ly
YE
wi). Functia v :[0,1] — E,v(t) = barr, = [, xdn(x) este integrabild.
). Dacd in plus sirul ((un, ) )nen este uniform integrabil in L ([0, 1])
atunci

/0 (u(t),v(t)) dt <lim inf/o (un (t),ul, (1)) dt.

n

Demonstratie. Presupunem ca exista M > 0 a.l. fol | fn(t,0)||pdt <
M,Vn € Nsifie A = {to, ..., t,} o divizare a intervalului [0, 1]; atunci, Vn € N,

Valn) = D (tiar = () ||E—Z|| / Fuls, n(5))dsl| 1 <

te+1

(s ()] s < / But) - lun () | 2t + / 1ol 0) | it <

<Z/

1 1
< llunllo - 18]l + / 1t 0)l| et < 2 / |t O) ] dt < 2M.
0 0

Rezulta ca sirul (u,), are variatie egal marginita si cum ||u,||o < 2M, rezulta,
conform teoremei lui Helly, ca (u,), are un subsir, notat tot cu (u,),, con-
vergent punctual la o functie cu variatie marginiti u € BVg([0,1]). In plus
u(0) = 0.

Datorita teoremei convergentei marginite a lui Lebesgue, u, L—1> u.

E
Deoarece |lu,/|[1 < 2M,Vn € N, (u,'), este asimptotic marginit (Ve >
0,3k >0ai p({t€l0,1]: ||uw/(t)||g > k}) < e).
Putem atunci apela la teorema lui Prohorov; deci exista o masura Young
T € YE([0,1]) ¢i un subsir al lui (u,’), (notat tot cu (u,'),) a..
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u!, — T (aceasta inseamna ca, Vf € C*(E),VA C [0, 1] masurabila Lebesgue,

Ve
Ja fwd’@)dt — [, [ f(z)dm(z)).
Punctele iii) gi iv) sint consecinte ale punctelor i) si ii) gi a lemei produsu-
lui fibrat (vezi [CRAF-2004]).

4 Multimi Jordan asimptotic marginite

4.1 Definitie. O multime H C Mg([0, 1]) este Jordan asimptotic mar-
ginita daca, pentru orice € > 0, exista £k > 0 si o subfamilie finita Z de
sub-intervale ale lui [0, 1] a.i., Vf € H, exista o subfamilie 7y C Z cu

w(UTr) <esi (=0 Uz,

(UZ; este reuniunea intervalelor familiei Zy).
Un sir (un)n, € Mg(]0,1]) este Jordan asimptotic marginit daca
multimea H = {u, : n € N} este Jordan asimptotic marginita.

O justificare a denumirii de mai sus este oferita de urmatoarea caracteri-
zare (vezi Teorema 3.4 din [F1-2007]). Oricare ar i H C Mg([0,1]) fie

Ap(o0) = {t € Q : limsupsup ||u(s)| = +oo} :

s—t u€EH

O multime H C Mg([0,1]) este Jordan asimptotic marginita daca si
numai dacd, pentru orice € > 0, exista o acoperire finita a lui H, {H;, ..., Hp},
al,Vi=1,..p,

1y (Am;(00)) <e.

In cele ce urmeaza prezentam versiunile lemei biting si a teoremei Saadoune-
Valadier pentru cazul sirurilor neméarginite in L.

4.2 Teorema. (Theorem 2.10 din [F1-2007]) Pentru orice sir Jordan asimp-
totic marginit (f,) C LE([0,1]), se poate gdsi un subsir, notat tot cu (fn)n,
un sir descrescator de multimi masurabile (By)pen cu p(Mo2gB,) = 0 si o
functie masurabila f a.1., Vp € N,

1). f € LL(0,1]\ B)).

2). nL)
) f (0,1\By



4.3 Teorema. (Theorem 2.11 din [F1-2007]) Pentru orice sir Jordan asimp-
totic marginit (f,) C LL([0,1]) se poate gdsi un subsir, notat tot cu (f,), si

o masurda Young T € Yg([0,1]) a.i

1) fo-D"m

(2) 7, are un baricentru  f(t), a.p.t. t € [0,1],
f(t) =bar(r) = [, zdr(z);

(3) fn_)f

Aceste rezultate au netezit calea obtinerii unui rezultat de compacitate
in masura.

4.4 Teorema. (Theorem 3.12 din [FGT-2006], [F1-2007])

Fie F C W4'([0,1]) o multime asimptotic mdrginitd a.i. F' = {f': f € F}
este Jordan asimptotic marginita;, atunct F' este relativ compacta in topologia
convergentei in masurd.

5 Cazul Jordan asimptotic marginit

5.1 Teorema. Oricare ar fin € N, fie f, : [0,1] x E — E o functie care
verifica ipotezele fi) — f3) ale teoremei 3.1 si fie (uy), C Wé’l([O, 1]) sirul
format cu solutiile problemei (P,).

Presupunem ca (uy,), este asimptotic marginit gi ca exista un gir Jordan
asimptotic marginit (pn), € M ([0,1]) a.i

fnt, )|l < @n(t), a.p.t. t€][0,1],Va € E.

Atunci exista un subsir al sirului (u,), notat tot cu (u,), exista u €

Mg([0, 1]) EIT € yE([O,l]) a.i

i Un,

zz) ul,
))E

i11). Funcma t — bart; este masurabila.
iv). Daca ((un, u;) )n este uniform integrabil in Lg([0,1])

atunci fo (t), barr;) dt < liminf,, fol (un (t),u, (1)) dt.
v).  Dacd sirul (uy), este marginit in L ([0,1]) atunci

u € Ly([0,1]) si

|ltn — ully — n(u,) = lim, sup, f(||un||E>k | (t)]| £dt.

vi). Daca (uy), este uniform integrabil atunci u,, — u.
Ll



Demonstratie. Oricare ar fi n € N si oricare ar fi ¢t € [0, 1],
|t un ()|l < @n(t). Rezulta ca sirul (u,'), este Jordan asimptotic
marginit. Deoarece (u,,), este asimptotic marginit se poate aplica teorema
4.4; deci (u,), admite un subgir convergent in masura la o functie u €
ME([Ov 1])

Teorema lui Prohorov aplicata lui (u,,),, furnizeaza o masura Young T €
Ye([0,1]) ad. u, 5 T.

E

Fie (7;)ico,1] dezintegrarea masurii 7; a.p.t. ¢ € [0, 1], 74 are un baricentru
~ 2
v(t) = barr; si functia v este masurabila. In plus v/, 2 v.

Sa presupunem acum ca ({un,u,)” ), este uniform integrabil; punctele
i) gi ii) ne permit sa utilizam lema produsului fibrat (vezi [CRAF-2004]).
Rezulta atunci ca

(U, ul

n) = Ou() @ T.

YExE

Deoarece aplicatia U : [0, 1] x EXE — R, ¥(t,z
Carathéodory pentru care sirul (V(., un() e
rezulta ca

/0 (u( ))dt = / / y) dri(y )dtghmninf /0 1 (un(t), u,'(t)) dt

si astfel am demonstrat punctul iv) al teoremei.
v). Daca (uy,), este marginit in L}([0, 1]) din teorema 6.1.11 din [SV-1995]
rezulta cd u € L([0,1]) si ca [Ju, —ull; — n(u,). Dacd, mai mult, (u,), este

uniform integrabil in LL([0,1]) atunci n(u,) = 0 si deci u,, — u.
LE

,y) = (z,y), este un integrant
)7 ) este uniform integrabil,

)

5.2 Observatie. Daca ((u,,u,)), este uniform integrabil in L} ([0, 1]) atunci
inegalitatea de la punctul 1v) se transforma in egahtate Mai mult, putem
demonstra ca, Vt € [0, 1] fo s), barr) ds = lim,, fo un(s),ul,(s)) ds.

Sa remarcam ca, Vt € [0, 1]

! / 1 2 1 2
| s ) ds = 5 Ol = 5 )

si deci L - [[u(t)]|2 = [ (u(s), barr,) ds.

In ipoteza c& u este derlvablla rezulta ca

u'(t) = barr, Vt € [0,1]. In cazul incluziunilor diferentiale putem renunta
la aceasta ipoteza.



6 Incluziuni diferentiale

Fie f :[0,1] x E' — R un integrant marginit semi-continuu inferior si convex
sifie f*:[0,1] x E — R, f*(t,y) = sup,[(z,y) — f(t,7)], conjugata Fenchel
a lui f; f* este de asemenea un integrant inferior semicontinuu, convex si
marginit inferior.

Inegalitatea Young-Fenchel ne spune ca, a.p.t. t € [0, 1],

u'(t) € Of (8, u(t)) <= f(t,u(t)) + f*(t,v'(1)) < (u(t), u'(t))

si aceasta este echivalent cu

/Of(t,u(t)dt+/0 f*(t,u’(t))dt§/0 (u(t),u'(t)) dt.

6.1 Teorema. Fie (f,)nenu{oo} un sir de integranti Crathéodory marginiti
st convexi §i (B,)n C LY([0,1]) un sir mdrginit a..
1) 1falt2) = Fult.9)] < Bul®) - 12 =yl
Vn € N,vt € [0,1],Vx,y € E.
2) { liminf,, f,,(Sn, Tn) > foo(s,2),V(Sn, zn) — (s, 7)
| limindy £ (6, yn) = f(69), V(i yn) — (Ly)
Atunci, ¥n € N fie u,, € Wg'([0,1]) solutia incluziungi diferentiale

D) { ) €350,

Presupunem ca
3). ({(tn,u))nen este un sir uniform integrabil din Lg([0,1]).
Atunci ezista un subsir al sirului (uy,),, notat tot cu (uy),, exista o functie
u € BVE([0,1]) si T € Yr([0,1]) astfel incit:
i). u, — u st u(0) = 0.
L
Ve
iii). Functia t — v(t) = bart, este integrabila $i

iv). /0 Foolt, u(t))dt + /0 FL(to(t))dt < /0 (u(t), v(t)) dt.

6.2 Observatie. Demonstratia teoremei precedente se bazeaza pe teo-
rema de existenta a solutiei incluziunii diferentiale (vezi teorema 2.2 din
[ACT-2002]) si pe demonstratia teoremei 3.1 prezentata in sectiunea 3.
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Remarcam ca iv) ne asigura ca

v(t) = barmy € 0fs(t,u(t)),
D) { u(0) = 0 ’

deci ca baricentrul lui 7; este subgradient pentru fo In u(t), a.p.t. t € [0, 1].
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