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1 Introducere

Subiectul tratat ı̂n cele ce urmează este inspirat de lucrarea [CRdFS-2005]
unde se studiază rezultate de trecere la limită pentru soluţiile unei clase de
ecuaţii diferenţiale de ordin doi de tipul

(Pn)

{
u′′(t) = fn(t, u(t), u′(t)),
u(0) = u(1) = 0.

În lucrarea citată instrumentele de bază utilizate ŝınt teorema de compaci-
tate a lui Helly pentru şirul derivatelor de ordin 1 a soluţiilor şi teorema de
compacitate a lui Prohorov pentru şirul asimptotic mărginit al derivatelor de
ordin 2.

Aplicarea acestor rezultate de compacitate a fost posibilă datorită ipotezei
că şirul (fn(·, 0, 0))n∈N este mărginit ı̂n L1

E([0, 1]).
Problema pe care ne-am pus-o a fost dacă rezultatele de trecere la limită

rămı̂n valabile şi pentru şiruri nemărginite din L1
E([0, 1]).

Mărginirea unui şir ı̂n L1
E([0, 1]) asigură, pe l̂ıngă asimptotica sa mărginire

(care permite aplicarea teoremei de compacitate a lui Prohorov) şi utilizarea

1This work has been supported by ANCS and CNCSIS through grants 2-CEx06-11-
10/25.07.2006, 2-CEx06-11-56/25.07.2006, CEx05-D11-23/05.10.2005, GR 214/20.09.2006
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unor rezultate de compacitate slabă care completează teorema lui Prohorov
(lema biting, teorema lui Saadoune-Valadier).

Aşa cum am observat ı̂nsă, aceste rezultate continuă să funcţioneze ac-
ceptabil şi pentru o clasă de şiruri nemărginite ı̂n L1

E([0, 1]) - şirurile Jordan
asimptotic mărginite.

Definiţia acestei clase de şiruri s-a bazat pe nevoia de a ı̂ndeplini condiţiile
teoremei lui Fréchet de compacitate ı̂n măsură, teoremă care va ı̂nlocui teo-
rema mai restrictivă a lui Helly.

Într-o primă variantă am introdus noţiunea de clasă de funcţii Jordan
asimptotic mărginită ı̂n cazul particular al funcţiilor reale de o variabilă reală
ı̂n [FGT-2006], unde am prezentat o alternativă la lucrarea [CRdFS-2005]
pentru problema particulară

(P ′
n)

{
u′′(t) = fn(t),
u(0) = u(1) = 0.

Rezultatele obţinute au fost extinse apoi la cazul general al funcţiilor definite
pe un spaţiu (Ω,A, µ) cu măsură finită lûınd valori ı̂ntr-un spaţiu Banach
separabil ([F1-2007]). S-a obţinut extensia la cazul general a lemei biting şi
a teoremei lui Saadoune-Valadier. În cazul particular ĉınd Ω este un deschis
convex din Rp s-a obţinut un rezultat de compacitate ı̂n măsură pentru şiruri
din spaţiul Sobolev W 1,1

Rm(Ω). Astfel dacă un şir (un) ⊆ W 1,1
Rm(Ω) este asimp-

totic mărginit iar şirul gradienţilor (∇un) este Jordan asimptotic mărginit
atunci (un) admite un subşir convergent ı̂n măsură. Acest rezultat a in-
tervenit ı̂n mod esenţial ı̂n obţinerea unor soluţii relaxate pentru problema
clasică a calculului variaţional ı̂n [F2-2007]

În lucrarea de faţă vom trata cazul nemărginit pentru problema generală
(Pn) din [CRdFS-2005].

Ne vom ocupa de cazul ecuaţiei diferenţiale de ordin 1, studiul problemei
de ordin 2 reduĉındu-se la acesta. În final vom aborda cazul incluziunilor
diferenţiale, caz ı̂n care şirul gradienţilor converge la un subgradient al limitei
şirului (fn)n.

Noţiunile şi rezultatele referitoare la măsurile Young ŝınt cele din [CRdFV],
[V-1994] sau [FGT].
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2 Problema diferenţială

Fie E = Rp, W 1,1
E ([0, 1]) = {u ∈ CE([0, 1]) : u′ ∈ L1

E([0, 1])} dotat cu norma
‖u‖W = ‖u‖0 + ‖u′‖1, unde

‖u‖0 = sup
t∈[0,1]

‖u(t)‖E, ‖u′‖1 =

∫ 1

0

‖u′(t)‖Edt.

Remarcăm că W 1,1
E ([0, 1]) este spaţiu Banach faţă de norma ‖ · ‖W şi că

această normă este o normă mai tare deĉıt norma uzuală pe spaţiul Sobolev
W 1,1

E ([0, 1]).
Fie f : [0, 1]× E → E o funcţie cu proprietăţile:

f1). f(·, x) este măsurabilă Lebesgue,∀x ∈ E.
f2). f(·, 0) ∈ L1

E([0, 1]).
f3). ∃β ∈ L1

+([0, 1]) cu ‖β‖1 < 1
2

a.̂ı., a.p.t. t ∈ [0, 1],
‖f(t, x)− f(t, y)‖E ≤ β(t) · ‖x− y‖E,∀x, y ∈ E.

2.1 Teoremă. În ipotezele f1)−f3) de mai sus există şi este unică o funcţie
u ∈ W 1,1

E ([0, 1]) a.̂ı.

(P )

{
u′(t) = f(t, u(t)), a.p.t. t ∈ [0, 1],
u(0) = 0.

În plus
‖u‖0 ≤ 2

∫ 1

0
‖f(t, 0)‖Edt,

‖u′‖1 ≤ 2
∫ 1

0
‖f(t, 0‖Edt.

Demonstraţie. Din ipotezele f1) − f3) de mai sus rezultă că, a.p.t.
t ∈ [0, 1],∀x, y ∈ E,

(∗) ‖f(t, x)‖E ≤ β(t) · ‖x‖E + ‖f(t, 0)‖E,

sau, dacă notez cu c(t) = max{β(t), ‖f(t, 0)‖E}, c ∈ L1
+([0, 1]) şi

‖f(t, x)‖E ≤ c(t)(1 + ‖x‖E),∀t ∈ [0, 1],∀x ∈ E.

Din inegalitatea (∗) rezultă că, ∀u ∈ CE([0, 1]),∀t ∈ [0, 1],

‖f(t, u(t))‖E ≤ β(t) · ‖u(t)‖E + ‖f(t, 0)‖E ≤ c(t)(1 + ‖u‖0),
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deci f(·, u(·)) ∈ L1
E([0, 1]),∀u ∈ CE([0, 1]).

Se observă cu uşurinţă că (P ) ⇐⇒ (I) u(t) =

∫ t

0

f(s, u(s))ds .

∀u ∈ W 1,1
E ([0, 1]) definim T (u) : [0, 1] → E prin T (u)(t) =

∫ t

0
f(s, u(s))ds.

T (u) este continuă pe [0, 1] şi ‖T (u)‖E ≤
∫ 1

0
‖f(s, u(s))‖Eds = ‖f(., u(.))‖1.

În plus (T (u))′ = f(., u(.)) ∈ L1
E([0, 1]) şi

‖(T (u))′||1 =

∫ 1

0

‖f(t, u(t))‖Edt = ‖f(., u(.))‖1.

Deci T : W 1,1
E ([0, 1]) → W 1,1

E ([0, 1]).
Un calcul simplu ne conduce la:

‖T (u)− T (v)‖W ≤ 2‖β‖1 · ‖u− v‖W ,∀u, v ∈ W 1,1
E ([0, 1]),

ceea ce arată că T este o contracţie. Rezultă din teorema lui Banach că există
o funcţie unică u ∈ W 1,1

E ([0, 1]) a.̂ı. T (u) = u.
Utiliẑınd relaţia (∗) de mai sus obţinem:

‖u‖0 = ‖T (u)‖0 ≤
∫ 1

0

‖f(t, u(t))‖Edt ≤
∫ 1

0

β(t) · ‖u(t)‖Edt+

+

∫ 1

0

‖f(t, 0)‖Edt ≤ ‖β‖1 ·‖u‖0+

∫ 1

0

‖f(t, 0)‖Edt <
1

2
‖u‖0+

∫ 1

0

‖f(t, 0)‖Edt,

de unde rezultă ‖u‖0 ≤ 2
∫ 1

0
‖f(t, 0)‖Edt.

Deoarece ‖u′||1 =
∫ 1

0
‖f(t, u(t))‖Edt, rezultă la fel ca mai sus ‖u′‖1 ≤

2
∫ 1

0
‖f(t, 0‖Edt.

�

3 Cazul mărginit

3.1 Teoremă. Oricare ar fi n ∈ N fie fn : [0, 1] × E → E funcţia care
verifică ipotezele:

f1). fn(·, x) este măsurabilă Lebesgue,∀x ∈ E.
f2). fn(·, 0) ∈ L1

E([0, 1]).
f3). ∃βn ∈ L1

+([0, 1]) cu ‖βn‖1 < 1
2

a.̂ı., a.p.t. t ∈ [0, 1],
‖fn(t, x)− fn(t, y)‖E ≤ βn(t) · ‖x− y‖E,∀x, y ∈ E.
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Fie un ∈ W 1,1
E ([0, 1]) soluţia unică a problemei

(Pn)

{
u′(t) = fn(t, u(t)), a.p.t. t ∈ [0, 1],
u(0) = 0.

Dacă şirul (fn(·, 0))n este mărginit ı̂n L1
E([0, 1]) atunci există un subşir al

lui (un)n (notat tot cu (un)n), există u ∈ BVE([0, 1]), există τ ∈ YE([0, 1])
astfel ı̂nĉıt

i). un −→
L1

E

u şi u(0) = 0.

ii). u′n −→YE

τ .

iii). Funcţia v : [0, 1] → E, v(t) = barτt =
∫

E
xdτt(x) este integrabilă.

iv). Dacă ı̂n plus şirul (〈un, u
′
n〉
−)n∈N este uniform integrabil ı̂n L1

R([0, 1])
atunci ∫ 1

0

〈u(t), v(t)〉 dt ≤ lim inf
n

∫ 1

0

〈un(t), u′n(t)〉 dt.

Demonstraţie. Presupunem că există M > 0 a.̂ı.
∫ 1

0
‖fn(t, 0)‖Edt ≤

M, ∀n ∈ N şi fie ∆ = {t0, ..., tq} o divizare a intervalului [0, 1]; atunci, ∀n ∈ N,

V∆(un) =

q−1∑
k=0

‖un(tk+1 − un(tk)‖E =

q−1∑
0

‖
∫ tk+1

tk

fn(s, un(s))ds‖E ≤

≤
q−1∑
0

∫ tk+1

tk

‖fn(s, un(s))‖Eds ≤
∫ 1

0

βn(t) · ‖un(t)‖Edt +

∫ 1

0

‖fn(t, 0)‖Edt ≤

≤ ‖un‖0 · ‖βn‖1 +

∫ 1

0

‖fn(t, 0)‖Edt ≤ 2

∫ 1

0

‖fn(t, 0)‖Edt ≤ 2M.

Rezultă că şirul (un)n are variaţie egal mărginită şi cum ‖un‖0 ≤ 2M , rezultă,
conform teoremei lui Helly, că (un)n are un subşir, notat tot cu (un)n, con-
vergent punctual la o funcţie cu variaţie mărginită u ∈ BVE([0, 1]). În plus
u(0) = 0.

Datorită teoremei convergenţei mărginite a lui Lebesgue, un −→
L1

E

u.

Deoarece ‖un
′||1 ≤ 2M, ∀n ∈ N, (un

′)n este asimptotic mărginit (∀ε >
0,∃k > 0 a.̂ı. µ({t ∈ [0, 1] : ‖un

′(t)‖E ≥ k}) < ε).
Putem atunci apela la teorema lui Prohorov; deci există o măsură Young

τ ∈ YE([0, 1]) şi un subşir al lui (un
′)n (notat tot cu (un

′)n) a.̂ı.
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u′n −→YE

τ (aceasta ı̂nseamnă că, ∀f ∈ Cb(E),∀A ⊆ [0, 1] măsurabilă Lebesgue,∫
A

f(un
′(t))dt →

∫
A

∫
E

f(x)dτt(x)).
Punctele iii) şi iv) ŝınt consecinţe ale punctelor i) şi ii) şi a lemei produsu-

lui fibrat (vezi [CRdF-2004]).
�

4 Mulţimi Jordan asimptotic mărginite

4.1 Definiţie. O mulţime H ⊆ME([0, 1]) este Jordan asimptotic măr-
ginită dacă, pentru orice ε > 0, există k > 0 şi o subfamilie finită I de
sub-intervale ale lui [0, 1] a.̂ı., ∀f ∈ H, există o subfamilie If ⊆ I cu

µ
(⋃

If

)
< ε şi (‖f‖ ≥ k) ⊆

⋃
If

(
⋃
If este reuniunea intervalelor familiei If ).
Un şir (un)n ⊆ ME([0, 1]) este Jordan asimptotic mărginit dacă

mulţimea H = {un : n ∈ N} este Jordan asimptotic mărginită.

O justificare a denumirii de mai sus este oferită de următoarea caracteri-
zare (vezi Teorema 3.4 din [F1-2007]). Oricare ar fi H ⊆ME([0, 1]) fie

AH(∞) =

{
t ∈ Ω̄ : lim sup

s→t
sup
u∈H

‖u(s)‖ = +∞
}

.

O mulţime H ⊆ ME([0, 1]) este Jordan asimptotic mărginită dacă şi
numai dacă, pentru orice ε > 0, există o acoperire finită a lui H, {H1, ..., Hp},
a.̂ı., ∀i = 1, ..., p,

µ∗J (AHi
(∞)) < ε.

În cele ce urmează prezentăm versiunile lemei biting şi a teoremei Saadoune-
Valadier pentru cazul şirurilor nemărginite ı̂n L1.

4.2 Teoremă. (Theorem 2.10 din [F1-2007]) Pentru orice şir Jordan asimp-
totic mărginit (fn) ⊆ L1

E([0, 1]), se poate găsi un subşir, notat tot cu (fn)n,
un şir descrescător de mulţimi măsurabile (Bp)p∈N cu µ(∩∞p=0Bp) = 0 şi o
funcţie măsurabilă f a.̂ı., ∀p ∈ N,

1). f ∈ L1
E([0, 1] \Bp).

2). fn
w−−−−→

[0,1]\Bp

f .
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4.3 Teoremă. (Theorem 2.11 din [F1-2007]) Pentru orice şir Jordan asimp-
totic mărginit (fn) ⊆ L1

E([0, 1]) se poate găsi un subşir, notat tot cu (fn), şi
o măsură Young τ ∈ YE([0, 1]) a.̂ı.:

(1) fn
T−→ τ ;

(2) τt are un baricentru f(t), a.p.t. t ∈ [0, 1],
f(t) = bar(τt) =

∫
E

xdτt(x);

(3) fn
w2

−→ f.

Aceste rezultate au netezit calea obţinerii unui rezultat de compacitate
ı̂n măsură.

4.4 Teoremă. (Theorem 3.12 din [FGT-2006], [F1-2007])
Fie F ⊆ W 1,1

E ([0, 1]) o mulţime asimptotic mărginită a.̂ı. F ′ = {f ′ : f ∈ F}
este Jordan asimptotic mărginită; atunci F este relativ compactă ı̂n topologia
convergenţei ı̂n măsură.

5 Cazul Jordan asimptotic mărginit

5.1 Teoremă. Oricare ar fi n ∈ N, fie fn : [0, 1] × E → E o funcţie care
verifică ipotezele f1) − f3) ale teoremei 3.1 şi fie (un)n ⊆ W 1,1

E ([0, 1]) şirul
format cu soluţiile problemei (Pn).

Presupunem că (un)n este asimptotic mărginit şi că există un şir Jordan
asimptotic mărginit (ϕn)n ⊆M+([0, 1]) a.̂ı.

‖fn(t, x)‖E ≤ ϕn(t), a.p.t. t ∈ [0, 1],∀x ∈ E.

Atunci există un subşir al şirului (un), notat tot cu (un), există u ∈
ME([0, 1]),∃τ ∈ YE([0, 1]) a.̂ı.

i). un
µ−→ u,

ii). u′n −→YE

τ ,

iii). Funcţia t 7→ barτt este măsurabilă.

iv). Dacă (〈un, u
′
n〉
−)n este uniform integrabil ı̂n L1

R([0, 1])

atunci
∫ 1

0
〈u(t), barτt〉 dt ≤ lim infn

∫ 1

0
〈un(t), u′n(t)〉 dt.

v). Dacă şirul (un)n este mărginit ı̂n L1
E([0, 1]) atunci

u ∈ L1
E([0, 1]) şi

‖un − u‖1 −→ η(un) = limk supn

∫
(‖un‖E≥k)

‖un(t)‖Edt.

vi). Dacă (un)n este uniform integrabil atunci un −→
L1

E

u.
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Demonstraţie. Oricare ar fi n ∈ N şi oricare ar fi t ∈ [0, 1],
‖fn(t, un(t))‖E ≤ ϕn(t). Rezultă că şirul (un

′)n este Jordan asimptotic
mărginit. Deoarece (un)n este asimptotic mărginit se poate aplica teorema
4.4; deci (un)n admite un subşir convergent ı̂n măsură la o funcţie u ∈
ME([0, 1]).

Teorema lui Prohorov aplicată lui (un
′)n furnizează o măsură Young τ ∈

YE([0, 1]) a.̂ı. u′n −→YE

τ .

Fie (τt)t∈[0,1] dezintegrarea măsurii τ ; a.p.t. t ∈ [0, 1], τt are un baricentru

v(t) = barτt şi funcţia v este măsurabilă. În plus u′n
w2

−→ v.

Să presupunem acum că (〈un, u
′
n〉
−)n este uniform integrabil; punctele

i) şi ii) ne permit să utilizăm lema produsului fibrat (vezi [CRdF-2004]).
Rezultă atunci că

〈un, u
′
n〉 −−−→YE×E

δu(.) ⊗ τ..

Deoarece aplicaţia Ψ : [0, 1]×E×E → R, Ψ(t, x, y) = 〈x, y〉, este un integrant
Carathéodory pentru care şirul (Ψ(., un(.), un

′(.))−)n este uniform integrabil,
rezultă că∫ 1

0

〈u(t), v(t)〉 dt =

∫ 1

0

∫
E

〈u(t), y〉 dτt(y)dt ≤ lim inf
n

∫ 1

0

〈un(t), un
′(t)〉 dt

şi astfel am demonstrat punctul iv) al teoremei.
v). Dacă (un)n este mărginit ı̂n L1

E([0, 1]) din teorema 6.1.11 din [SV-1995]
rezultă că u ∈ L1

E([0, 1]) şi că ‖un−u‖1 → η(un). Dacă, mai mult, (un)n este
uniform integrabil ı̂n L1

E([0, 1]) atunci η(un) = 0 şi deci un −→
L1

E

u.
�

5.2 Observaţie. Dacă (〈un, u
′
n〉)n este uniform integrabil ı̂n L1

R([0, 1]) atunci
inegalitatea de la punctul iv) se transformă ı̂n egalitate. Mai mult, putem
demonstra că, ∀t ∈ [0, 1],

∫ t

0
〈u(s), barτt〉 ds = limn

∫ t

0
〈un(s), u′n(s)〉 ds.

Să remarcăm că, ∀t ∈ [0, 1],∫ t

0

〈un(s), u′n(s)〉 ds =
1

2
· ‖un(t)‖2

E →
1

2
· ‖u(t)‖2

E

şi deci 1
2
· ‖u(t)‖2

E =
∫ t

0
〈u(s), barτs〉 ds.

În ipoteza că u este derivabilă rezultă că
u′(t) = barτt,∀t ∈ [0, 1]. În cazul incluziunilor diferenţiale putem renunţa

la această ipoteză.
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6 Incluziuni diferenţiale

Fie f : [0, 1]×E → R un integrant mărginit semi-continuu inferior şi convex
şi fie f ∗ : [0, 1] × E → R, f∗(t, y) = supx[〈x, y〉 − f(t, x)], conjugata Fenchel
a lui f ; f ∗ este de asemenea un integrant inferior semicontinuu, convex şi
mărginit inferior.

Inegalitatea Young-Fenchel ne spune că, a.p.t. t ∈ [0, 1],

u′(t) ∈ ∂f(t, u(t)) ⇐⇒ f(t, u(t)) + f ∗(t, u′(t)) ≤ 〈u(t), u′(t)〉

şi aceasta este echivalent cu∫ 1

0

f(t, u(t)dt +

∫ 1

0

f ∗(t, u′(t))dt ≤
∫ 1

0

〈u(t), u′(t)〉 dt.

6.1 Teoremă. Fie (fn)n∈N∪{∞} un şir de integranţi Crathéodory mărginiţi
şi convexi şi (βn)n ⊆ L1

+([0, 1]) un şir mărginit a.̂ı.
1). |fn(t, x)− fn(t, y)| ≤ βn(t) · ‖x− y‖E,

∀n ∈ N,∀t ∈ [0, 1],∀x, y ∈ E.

2).

{
lim infn fn(sn, xn) ≥ f∞(s, x),∀(sn, xn) → (s, x)
lim infn f ∗n(tn, yn) ≥ f ∗∞(t, y),∀(tn, yn) → (t, y)

.

Atunci, ∀n ∈ N fie un ∈ W 1,1
E ([0, 1]) soluţia incluziunii diferenţiale

(ID)

{
u′n(t) ∈ ∂fn(t, u(t)),
un(0) = 0.

Presupunem că
3). (〈un, u

′
n〉)n∈N este un şir uniform integrabil din L1

R([0, 1]).
Atunci există un subşir al şirului (un)n, notat tot cu (un)n, există o funcţie

u ∈ BVE([0, 1]) şi τ ∈ YE([0, 1]) astfel ı̂nĉıt:
i). un −→

L1
E

u şi u(0) = 0.

ii). u′n −→YE

τ .

iii). Funcţia t 7→ v(t) = barτt este integrabilă şi

iv).

∫ 1

0

f∞(t, u(t))dt +

∫ 1

0

f ∗∞(t, v(t))dt ≤
∫ 1

0

〈u(t), v(t)〉 dt.

6.2 Observaţie. Demonstraţia teoremei precedente se bazează pe teo-
rema de existenţă a soluţiei incluziunii diferenţiale (vezi teorema 2.2 din
[ACT-2002]) şi pe demonstraţia teoremei 3.1 prezentată ı̂n secţiunea 3.
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Remarcăm că iv) ne asigură că

(ID)

{
v(t) = barτt ∈ ∂f∞(t, u(t)),
u(0) = 0

,

deci că baricentrul lui τt este subgradient pentru f∞ ı̂n u(t), a.p.t. t ∈ [0, 1].
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