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Rezumat. Teoremele de compacitate tare in LP(0, T; B) reprezinta instru-
mente importante in demonstarea existentei solutiilor anumitor probleme de
evolutie.

In cazul in care B este finit dimensional teorema clasici a lui Riesz-Fréchet-
Kolmogorov prezinta conditia de concentratie tare drept conditie necesara si
suficienta de compacitate.

Cazul infinit dimensional a fost intens studiat; J. P. Aubin (1963), J. L. Lions
(1961, 1969), J. Simon (1987), J. M. Rakotoson si R. Temam (2001), R. Rossi
si G. Savaré (2002) prezinta conditii de compacitate tare in LP(0,T; B).

In general aceste rezultate adauga la conditia de concentratie tare a lui Riesz-
Fréchet-Kolmogorov o conditie de asimptotica marginire.

Vom prezenta diverse tipuri de asimptotica marginire si rezultatele de com-

pacitate aferente.

1 Introducere

Fie 1 < p < 400 g1 LP(0,T;R™) spatiul functiilor p-integrabile definite pe
(0,7") cu valori in R™. Unul dintre rezultatele celebre de compacitate tare in
LP(0,T;R™) este teorema lui Riesz-Fréchet-Kolmogorov.

1.1 Teorema (vezi de exemplu Th. IV.26 din [2]).
Fiel < p < 400 st U C LP(0,T;R™) o multime marginita in LP; U
este relativ compacta tn topologia tare a lui LP daca si numai daca verifica
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conditia de concentratie tare:

T—h
(CT) lim sup/ [u(t + h) —u(t)|, dt = 0.
0

hl0 yeu

Daca U C W1P(0,T;R™) atunci marginirea in L>° a multimii gradientilor
lui U asigura indeplinirea conditiei (CT).

1.2 Corolar. Fie U C W'?(0,T;R™) o multime mdrginitd in W?; dacd
VU = {Vu : u € U} este marginita in L>(0,T;R™) atunci U este relativ
compacta in topologia tare a lui LP(0,T;R™).

1.3 Observatie. In cazul in care functiile iau valori intr-un spatiu infinit
dimensional conditia (CT) nu mai este suficienta pentru a asigura com-
pacitatea tare. intr—adevér, fie C[0,1] spatiul Banach al functiilor reale
si continue pe [0,1] Inzestrat cu norma convergentei uniforme || - || si fie,
Vn € N, f, : [0,1] — R, f.(z) = 2™ evident f, € C[0,1]. Definim,
Vn € Nyu, : (0,1) — C[0,1],u,(t) = fn,Vt € (0,1) si fie U = {u, : n € N}.
Deoarece u,, sint functii constante, U C L*>(0,1; C[0,1]) € L*(0,1; C|0, 1]).
Conditia (CT) este evident verificata insa U nu este relativ compacta in
topologia tare a lui L'(0,1; C[0, 1]). Asa cum vom observa mai departe U nu
este asimptotic marginita.

In sectiunea 2 vom scufunda spatiul functiilor masurabile in spatiul ma-
surilor Young. Vom defini multimile asimptotic marginite de masuri Young
si vom da mai multe caracterizari ale acestei notiuni. Apoi vom identi-
fica conditiile in care o submultime de functii masurabile este asimptotic
marginita.

Sectiunea 3 va pune in evidenta rolul asimptoticei marginiri in studiul
compacitatii submultimilor de masuri Young. Tot aici se va introduce pro-
dusul a doua masuri Young si se va studia comportarea compacitatii vis-a-vis
de aceasta operatie.

Sectiunea 4 incepe cu o trecere in revista a principalelor teoreme de com-
pacitate tare in LP(0,T’; B) unde B este un spatiu Banach separabil. Se arata
ca in toate aceste teoreme pe linga conditia (CT) apare, sub una sau alta
dintre formele sale echivalente, conditia de asimptotica marginire.

Forma generala a unui astfel de rezultat este data de R. Rossi i G. Savaré
in [9]. Vom prezenta un rezultat de compacitate in masura care, adaugat la
o conditie de uniforma integrabilitate, va conduce la conditia de compacitate



tare. Interesant este ca in caracterizarea compacitatii in masura intervine, pe
linga asimptotica marginire, o conditie de concentratie slaba. Astfel, intr-un
mod schematic:
“Compacitate tare = concentratie tare + asimptotica marginire”
“Compacitate In masura = concentratie slaba + asimptotica marginire”.
In ambele situatii asimptotica marginire este esentiala.

2 Asimptotica marginire

Fie P un spatiu polonez (un spatiu metrizabil i separabil pentru care exista
o metrica completa compatibila) si fie Bp borelienele lui P. Notam cu A o-
algebra multimilor masurabile Lebesgue si cu g masura Lebesgue pe (0, 7).

O masura Young pe P este o masura pozitiva 7 : A ® Bp — R, cu
proprietatea T (A x P) = u(A),VA € A.

Datorita unei teoreme de dezintegrare se poate identifica orice masura
Young T cu o aplicatie 7. care, la orice t € (0,7), asociaza o probabilitate 7
pe P cu conditia ca aplicatia t — 7,(C') sa fie (A — Bp)-masurabila, oricare
arfi C € Bp (T =1).

Vom nota cu Y(0,T; P) sau, daca nu exista pericol de confuzie, cu Y(P)
spatiul masurilor Young pe P.

Pentru orice integrant marginit (sau pozitiv) ¥ : (0,7) x P — R si orice
T =71 € Y(P) avem:

/(O’T)XP\I/(t,x)dT(t,x) = /OT (/P \I’(t,l‘)th(fL‘)) dt

(vom prescurta du(t) = dt).

Vom nota functia caracteristicd a multimii A cu 14 iar Cy(P) va nota
multimea functiilor reale, continue si marginite definite pe P.

Un sir de masuri Young (7"), € Y(P) este convergent stabil la T €
Y(P) daca, oricare ar fi A € A si oricare ar fi f € Cy(P),

/ La- f(z)dT™(t,z) = /(/f x)dr](x >dt—>
_>/ </f )dr(z ) /(OI)XPIlA-f(x)dT(t,x)



v . . Sp v o o
Vom nota aceasta situatie cu 7" — T; aceasta convergenta genereaza

topologia stabila §p pe Y(P).
Sa notam acum cu M (P) multimea functiilor (A — Bp)-masurabile

u: (0,T) — P. Daca d este o metrica compatibila cu topologia lui P atunci
T

aplicatia d(u,v) = min{ 1. d(u(t), v(t))}dt defineste o pseudo-metrica pe
p Y ) , ) 3 p p

0
M(P), pseudo-metrica care genereaza topologia convergentei in masura:
Up 5w Ve > 0,1im p({t € (0,T) : d(un(t), u(t)) > e}) = 0.

Vom mai nota aceasts situatie cu u, — u.

Vom realiza acum o scufundare a lui M(P) in Y(P) astfel: Yu € M(P),Vt €
(0,T) fie 6y masura Dirac cu suportul in {u(t)}. Aplicatia t > dyg
reprezinta dezintegrarea unei masuri Young elementare 7.

T (Ax B) = u(Anu *(B)),YA € A VB € Bp sau

T
/ U(t,x)dT"(t,x) = / U(t,u(t))dt, V¥ integrant marginit.
(0,T)xP 0

Aplicatia u +— T este o scufundare a lui M(P) in Y(P); vom identifica u
cu masura Young elementara asociata 7" si atunci

w T o /Af(un(t))dt . /A </P f@)dn(x)) dt. VA € ANF € Cy(P).

In cazul in care T = T este o masura Young elementara asociata unei functii
u € M(P) atunci

Sp Iz
Uy — U S Uy — U.

Rezulta ca urma topologiei stabile Sp pe M(P) este topologia convergentei
in masura.

Mai retinem ca, deoarece masura Lebesgue pe (0,7") nu are atomi, M(P)
este dens in Y(P) (vezi teorema 2.2.3 din [3]).

In cele ce urmeazd vom nota cu Kp familia tuturor multimilor compacte
din P. Reamintim ca o aplicatie ¢ : P — [0,400] este inf-compacta daca,
Va € Ry, 1([0,a]) € Kp. Fiecare aplicatie inf-compacta este s.c.i. si deci
boreliana. Un integrant inf-compact este o aplicatie masurabila W : (0,7") x
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P — R, cu proprietatea ci, V¢t € (0,T),¥(t,-) este aplicatie inf-compacta.
Vom nota cu Pp multimea tuturor probabilitatilor pe P. Multimea Pp se
poate de asemenea scufunda in Y(P) prin aplicatia p — TP definita prin
TP = u ® p; dezintegrarea lui T? este aplicatia constanta 77 = p,Vt € (0, 7).
Fie (pn)n € Pp C V(P);

5 e
P — T < pulf) A /An(f)dt,VA € AVf e Cy(P).

Observam ca p, Se, p < pu(f) — p(f),Vf € Cp(P); deci urma topologiei

stabile 8p pe Pp este topologia slaba pe spatiul probabilitatilor (topologia
“narrow”). O multime H C Pp este asimptotic marginita (“tight”) daca,
Ve > 0,3K € Kp al. p(P\ K) <e,Vp e H.

Sintem acum pregatiti sa prezentam urmatoarea teorema de caracterizare.

2.1 Teorema. Fie P un spatiu polonez si fie Y(P) spatiul masurilor Young
pe P si field C Y(P). Conditiile urmdatoare sint echivalente:
(Ty) Ve>0,3K € Kp a.i. T((0,T) x (P\K)) <e,VT €U.
(Tz) J¢: P —[0,400] inf-compactd a.i.
SUp, <y fOT Jpe(x)dr(x)dt < +oo.
(T3) Ve >0, exista o mulfime asimptotic marginita H C Pp a.i.
T (Pp\H) e Asipn({te (0,T): 7, € Pp\H}) <e,Vr. €U.
(T4) Ve >0,3C € A® Bp a.i., Vt € (O,T),
Cr={xeP:(t,x) e C} € Kp si sup,, T(((0,7) x P)\ C) < e.
(T5)  Ezista un integrant inf-compact W : (0,T) x P — [0, +0o0] a.i.
SUP,ey T(¥) < +00.
(T) Ve >0, exista o multifunctie masurabila T : (0,T) — Kp a.i.

sup, ey [y (P \T(t))dt < e.

Demonstratie. Conditia (7}) exprimd ca {17 ((0,T)x-): T €U} C Pp
este asimptotic marginitd. Atunci echivalenta (7)) <= (73) revine la o
caracterizare cunoscuta a multimilor asimptotic marginite in Pp.

(Iy) = (13): Fie ¢ : P — [0,+00] o aplicatie inf-compacta si fie M =
sup, ey T (Lo, 1) ® ¢) < +o0. Pentru orice € > 0, fie H = {p € Pp : p(p) <
%} Atunci H este o submultime asimptotic marginita si slab inchisa in Pp.
Deci, pentru orice 7. € U, 7Y (Pp\ H) € Asi p(r7'(Pp\ H)) < e.

(T3) = (T1): Din (T3), pentru orice ¢ > 0 exista o multime asimptotic
marginitd H C Pp asa fel incit, pentru orice 7. € U, 7 (Pp \ H) € A si
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w(t ' (Pp\ H)) < 5. Fie K € Kp aga fel incit p(P \ K) < %, pentru orice
p € H. Atunci, pentru orice T € U,

T((0,7) x (P\ K)) = / (P K)dt = / AP\ K)dtt

~1(Pp\H)

(Ty) = (T}4): Pentru orice € > 0, fie K € Kp aga fel incit

T((0,T)x (P\K)) < ¢, pentru orice T € U. Atunci C = (0,7) x K verifica
conditiile din (7).

(Ty) <= (T}): Pentru orice C' € A ® Bp avind sectiunile compacte,

[': (0,7) — Kp definita prin I'(t) = C;, pentru orice t € (0,7), este o
multifunctie masurabila (Gr = {(¢t,z) € (0,7) x P:x € ['(t)} € A® Bp).
Reciproc, pentru orice multifunctie masurabila T' : (0,7) — Kp, daca C =
Gr, C € A® Bp si C; € Kp, pentru orice t € (0,7). Echivalenta lui (7}) cu
(Ts) rezulta observind ca, pentru orice T € U,

T(((0.T) x P)\ C) = / (P Cy)dt = / A(P\T(0)dt.

(T5) = (T): Fie U : (0,7) x P — [0,400] un integrant inf-compact asa

fel Incit M = sup,cy T(¥) < 4o00. Pentru orice ¢ > 0, fie multifunctia
M

I': (0,7) — Kp definita prin I'(t) = {m eP:VY(tx) < —} , pentru orice
€

t € (0,T) (deoarece ¥ este inf-compacta, I'(t) € Kp, pentru orice t € (0,7T)).
Deoarece ¥ este (A ® Bp)-masurabila, graficul lui I',

Gr={(t,z) :z € (t)} = {(t,:c) U (t,x) < %} e A® Bp

si deci I' este masurabila.
In plus, pentru orice T =7 € U,

/OTTt(P\F(t))dt _ /OT - <{x €P:Utz) > g}) it <

e T

9
< —- V)dt = — -
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(Ts) = (T5): Pentru orice n € N*, fie I';, : (0,7) — Kp o multifunctie
masurabila asa fel incit

T
1
sup/ T(P\T,(t))dt < —
Te€H JO 3n
si fie Tg(t) = 0, pentru orice t € (0,7). Este evident ca se pot alege
multifunctiile masurabile (I',),eny In aga fel incit, pentru orice ¢t € (0,7)
siorice n € N,T',(¢) C T 41(t). Fie atunci ¥ : (0,7) x P — [0, +00] definita
prin
B 2" xw e Ly () \ In(t) :
U(t,x) = { oo, z€ P\URTh(t) pentru orice (t,z) € (0,7) x P.

Pentru orice a > 0,

{(t,z) : U(t,z) < a} = U {(t,z) :x €T () \ ()} =

2"<a
= U H{(t,x):x eThi(O)\{(t,z) :z €T (1)}] € A.
2"<a
Deci VU este un integrant.
Pentru orice t € (0,7T) si orice a € Ry, U(¢,-)7*([0,a]) = [',11(t), unde n este
partea intreaga a numarului %. Atunci I' este un integrant inf-compact.
n
T T
Fie T € U; atunci, / T (Moo (P\ T, (2)) dt = hm/ T(P\T(t)dt =0
0
si deci, aproape pentru orice t € (0,7), 7 (N;2o(P \ I's(¢)) = 0.

Atunci, aproape pentru orice t € (0,7T), 74(¥) = U(t, z)dr(x)+
MoZo(P\T'n(?))

T Z/H 2" dry(x Zgn [hta1(t) \ ['n(2)) et donc

1 \Fn (t)

T<w>=/0 )it - 22" / 7 (Tt (0) \ Ta(t)) dt <

<Z2" / TtP\F())dt<u((0,T))+Z(g)n:u((O,T))nLZ.

Imphcagla (T5) = (T1), cu care se incheie demonstratia echivalentei tuturor
conditiilor (7}) — (7%), este o consecinta a teoremei de compacitate a lui

Prohorov (teorema 3.2). .



2.2 Definitie. O multime & C Y(P) care indeplineste una dintre conditiile
echivalente (7)) — (7%) din teorema precedenta se numeste multime asimp-
totic marginita de masuri Young. Vom spune de asemenea ca o multime
U C M(P) C Y(P) pentru care multimea de masuri Young elementare
{T* :u € U} satisface una dintre aceste conditii este multime asimptotic
marginita de functii.

2.3 Observatie. Putem sa remarcam imediat din conditia (7}) ca o mul-
time de probabilitati H C Pp este asimptotic marginita (in sensul definitiei
date Inainte de teorema precedenta) daca si numai daca {77 = u@p:p € H}
este o multime asimptotic marginita de masuri Young. Rezulta ca definitia
precedenta prelungeste notiunea de asimptotica marginire de la Pp la Y(P).

Conditiile echivalente din teorema 2.1 pot fi imediat traduse in limbajul
multimilor de functii masurabile (privite ca submultimi ale lui Y(P)); de-
oarece vom face frecvent apel la acestea in sectiunea 4, le vom prezenta in
corolarul de mai jos.

2.4 Corolar. Fie P un spatiu polonez, fie M(P) C Y(P) multimea functi-

ilor masurabile de la (0,T) la P si fie U C M(P). Conditiile urmdatoare sint

echivalente:

(Th) Ve>0,3K € Kp a.i. sup ey pu(u™(P\K)) <e.

(Tz) Fp: P — [0,400] inf-compacta a.i. sup,cy fOTgp(u(t))dt < +o0.

(Ts) Ve >0, exista o mulfime asimptotic marginita H C Pp a.i.
ey ({1 € (0,T) : 6uy ¢ HY) < &

(T4) Ve >0,3C € A® Bp a.i., Vt € (O,T),
Co={zx€P:(t,z) €C} € Kp si sup,cpy pn((0,T)\u(C)) <e
(undew: (0,T) — (0,T) x P,u(t) = (t,u(t))).

(T5)  Ezista un integrant inf-compact ¥ : (0,T) x P — [0, 4+00] a.i.
SUp,cp fOT W (t,u(t))dt < +oc.

(T) Ve >0, ezista o multifunctie masurabila I' : (0,T) — Kp a.i.
sup,ep p({t € (0,7) : u(t) € T(1)}) <e.

Oricare dintre aceste condifii este echivalenta cu faptul ca U este mulfime
astmptotic marginita de functii.

2.5 Observatii. (i) In cazul particular in care P = R™, U C M(R™) este
asimptotic marginita daca si numai daca verifica conditia

(T7) Ve > 0,3k > 0 astfel incit sup,c p({t € (0,7T) : ||u(t)|[zm > k}) < e.
Aceasta conditie justifica denumirea de multime asimptotic marginita.
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(ii) Oricare ar i U C L*(0,7;R™) € M(R™), LP-marginita, U este
asimptotic marginita.

Daca locul lui R™ se considera un spatiu Banach infinit dimensional
rezultatul nu se mai pastreaza. Sa consideram de exemplu multimea U =
{u, : n € N} C L'(0,1;C[0,1]) prezentatd in observatia 1.3; U este L'-
mirginita: Vn € N, w1 = [ [Jun(®)llopo.ndt = || fallooy = 1.

Daca am presupune ca U este asimptotic marginita ar exista un compact
K C C[0,1] ai. pu(u,'(C[0,1] \ K)) < %,Vn € N; de aici ar rezulta ca
{fn : n € N} C K ceea ce este imposibil caci aceasta multime nu este
echicontinua in punctul 1.

3 Compacitate in (Y (P),Sp)

Conditia de asimptotica marginire joaca un rol important in caracterizarea
multimilor compacte din spatiul (Y (P),8p). Deoarece acest spatiu este
metrizabil, compacitatea multimilor este echivalenta cu secventiala compa-
citate a lor. Urmatorul rezultat este un caz particular al teoremei de com-
pacitate a lui Prohorov; el se poate gasi in monografia lui J. Warga din 1972
(vezi [12]).

3.1 Teorema. Daca P este un spatiu polonez compact atunci (Y(P),Sp)
este spatiu metric compact.

3.2 Teorema (teorema lui Prohorov-teorema 4.3.5 din [3]).
Fie P un spatiu polonez; o multime U C Y(P) este Sp - secvential com-
pacta daca st numai daca U este asimptotic marginita.

3.3 Observatie. Fie U C M(P) C Y(P) o multime asimptotic marginita;
atunci U este Sp - relativ compacta. In particular, orice multime U C
LY0,T;R™) L' - marginita este Sp - relativ compactd deci si secvential
compacta. Orice gir (u,,), € U admite astfel un subsir (uy, ), 8p-convergent
la o masura T € Y(P).

Daca suppr; este format, aproape pentru toti ¢t € (0,7'), dintr-un punct
{u(t)} atunci u € M(P), T = T* §i up, = u.

Vom introduce acum o operatie de produs intre masurile Young si vom

studia comportarea proprietatii de compacitate fata de aceasta operatie. Re-
marcam ca nu este vorba de operatia de produs fibrat al masurilor Young
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introdusa si studiata in [3] ci de un alt tip de produs introdus de M. Valadier
in [11].

Fie P, si P, doua spatii poloneze si fie 1 = (0,7}), Qs = (0,T3) dotate cu
o - algebrele multimilor masurabile Lebesgue A; si respectiv A; si cu masurile
Lebesgue pu1, p2. Definitiile pe care le vom da sint cazuri particulare ale unor
situatii mult mai generale.

FieQ =0 x0, A= A®@A, 1t = 1o, P = Py X Py si Bp = Bp, @Bp,.

Aplicatia ¢ : (1 X Py) X (Q2 X Py) — Q x P definita prin ¢(t1, 1, to, x2) =
((t1,t2), (x1, 7)) este masurabila.

Daca T' € Y(Q, Py) si T2 € Y(Qy, ) atunci definim 7 : A® Bp — R,
prin T(E) = (T & T2)(¢~}(E)).

T este o masurd pe AQBp si, VA € A, T(AxP) = (T'®@T?) (¢ H(Ax P)).
Fie £ = o (A x P) = {(t1, 21,12, 12) : (t1,t2) € A}; atunci

(T OTYE) = [ T BT (t0)
O x Py

Dar E, 41) = Ay, X P de unde T2?(E, 4,)) = p2(As,) deci

(T'@T?)(E) = /

Ql ><P1

pia(Ar AT (b, 1) = /Q1 (/Pl M2(At1)d7t11(951)> dpa (t1)

- / pa(An)dpn (t) = (1 © ) (A) = p(A).

Rezulta ca T este o masura Young pe P = P| X P.

Vom nota aceastd masurd 7 = 7'®7? si o vom numi mésura produs
a masurilor 71 si 72 pe spatiul P.

Fie E = Ax B,A € A, B € Bp; atunci, ‘v’(tl,xl),(gp_l(E))(tl o =
Ay, x By, si, aplicind teorema lui Fubini obtinem: ’

(TY&T2)(E) = (T'eT?) (¢ () = / T (7 B ey AT t1,20) =

_ /Q (/P T2( Ay, Bxl)thll(ggl)) dnts) =
SAAl

Té(Bxl)dua(tz)> dnll(:vl)] dpn (t) =

a1
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-1/ (/] )i o)) duatenyinn 1) -

-~

(7, ©72,)(B)

- / L, (t2) - (7t © 72)(B)dpua(ta)dpus (t1) = / (r ©72)(B)dpt).
Q1 J Qo A

Pe de alta parte, T(E) = [, (B)du(t), de unde 7, = 7 @ 72, aproape
pentru toti t € €.

3.4 Teorema.
(i) Daca Uy C Y(Q, P1) si Uy C Y(Q9, Py) sint asimptotic marginite
atunci
U U, = {7-1®7-2 : 7-1 € U1,7'2 S UQ}

este asimptotic marginita.

(i)Fie (T""), € Y(Q,P), T" € Y(, Py), (T*"), € V(Q, ), T? €
s 8
V(Qq, P) asa fel incit T LT g T2 22 T2 gtunci

Demonstratie. (i) U; si U, fiind asimptotic marginite, pentru orice
e >0, 1K, € ICpl,ElKQ < ICP2 asa fel Incit Tl(Ql X (Pl \Kl)) < 81,\V/7_1 eU,
€ €

$i T2(Q X (P \ K3)) < €2,YT? € U, unde am notat & = — §i €2 = ——.
2T2 2,-Z—‘l

Atunci K = K1 X Ky € Kp; VT = T'®T? € U; ® Uy avem:
TOQx (P\K))=(T'@T*) (¢ (Qx (P\K)) =
= (T'OT) (e QX [(P\ K1) x Ko U Py x (P \ Ky)))) =
= (T'OT) (e (2 x (P \ K1) X K2) U™ (Q x (P x (P \ Ky)))) =
= (T'RT) (U x (PL\ K1) x Qo x Ko) +(T'RT?) (U x Py x Qo x (P\ K>)) =
= Tl(Ql X (Pl \ Kl)) . TZ(QQ X KQ) —f-Tl(Ql X Pl) . 7-2(92 X (PQ \ KQ)) <
<e-To+T)-e9=c¢.

Rezulta ca U; ® Uy este asimptotic marginita.
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(i) Sa presupunem ci (TH"®T23"), nu este §p - convergent la T!®TZ;
fie atunci g9 > 0,Ag € A, fo € Cy(P) si fie un subsir al lui (TP"®@7T23"),
(notat tot (T1"®72"),) asa fel incit

‘<7-1,n®7-2,n>(1A0 ® fo) — (T'RTH (14, ® fo)’ > e9,Vn € N.

Deoarece (T1™), si (T%"), sint stabil convergente ele sint stabil relativ
compacte si atunci teorema lui Prohorov (teorema 3.2) ne asigura ca ele sint
asimptotic marginite. Punctul (i) ne asigurd ca {T'"®@T?" : n € N} este
asimptotic marginita i atunci, utilizind din nou teorema lui Prohorov, sirul
(TH"®T2™m), are un subsir (notat tot (7H"®@T2™"),) convergent la o masura
Young 0 € Y(2, P). Atunci acest subsir verifica urmatoarele doua conditii:

1) [(TeT*)(La, @ fo) = (T'OT?)(1a, ® fo)| > c0,¥n € N.

2) ThneTn 52, o,
Oricare ar fi A; € Ay, Ay € As, f1 € Co(P1), fo € Cyo(Py), A= A1 X Ay €
Asif=fi® fo € Cy(P); din (2) rezulta ca
(THRT*") (L@ f) = O0(la @ f).

Dar
(T (La@ f) = (T T*") (Lla® f)oy) =

= (Tl,ﬂ &® 7-27n)(:H-A1 X f17 ]]-A2 ® f2) = TL”(]]‘Al ® fl) ' TQ’n(]]'AQ ® f2) -
— ’Tl(ﬂAl ® f1) 7_2(11142 ® f2).
Rezulta ca

Ola@f)=T'1a ® f) TAa, ® fo) = (T'@T*) (14 ® f).

Multimile de forma A; x As formeaza un semi-inel si, daca doua masuri
coincid pe un semi-inel, coincid pe o-inelul generat. Deci

O(l,e f)=(T'@T*)(Ls® f),VAE AVf = fi® fr € Cy(P)

Fie acum P, si P, doua spatii poloneze compacte in care P, si P, se
scufunda dens.
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Vf e Cy(P) fie (fn)n sirul transformatelor Yosida ale lui f:
folz) = inf{f(y) + n-d(z,y) : y € P},Vn € N, unde d este o metrica
compatibila pe P.

Atunci, f, este functie Lipschitz, Vn € N, si f,, T f. Pentru orice n € N,
vom nota cu f, prelungirea Lipschitz a functiei f, la spatiul P = P, x P,.

O consecinta a teoremei Stone-Weierstrass ne asigura ca multimea
ot fi-fsineN fi e C(P), fi € C(P),Vi = 1,...,n} este densa in
C(P). Atunci, Vn € N,Ve > 0,3k, € N, 3f}, ..., fi» € C(P),3f}, ..., fam €
C(P,) adi.

kn
sup | fulz) — Z filzy) - folw2)] <e.

z=(z1,m2)€P

Rezulta imediat de aici ca
O(la® f,) =(T°&T*)(1a® fn),Yn €N
si, deoarece f, T f, teorema convergentei monotone ne asigura ca
Ol f)=(T'@T*) (14 ® f),VA € A VS € Cy(P).

Din ultima relatie rezulta cd T'®T?2 = O ceea ce face ca relatiile (1) si (2)

sa fie contradictorii. .

4 Rezultate de compacitate tare in L?(0,7; B)

In aceasti sectiune vom reaminti trei rezultate de compacitate tare in spatiul
LP(0,T; B), unde B este un spatiu Banach separabil. Vom arata ca in esenta
aceste teoreme adauga conditiei de concentratie tare o conditie de asimptotica
marginire.

Vom demonstra ca asimptotica marginire plus o conditie de concentratie
slaba caracterizeaza compacitatea in masura. Pe baza acestui rezultat vom
prezenta teorema lui Rossi-Savaré.

Fie deci B un spatiu Banach separabil, 1 < p < +oo si fie LP(0,T; B)
spatiul functiilor cu valori in B p-integrabile Bochner.

4.1 Definitie. O multime U C L?(0,T; B) satisface conditia de concen-
tratie tare, sau conditia (CT) daca verifica relatia:

T—h
(CT) lim sup/ Ju(t + h) —u(t)|" dt = 0.
0

hl0 weU
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4.2 Definitie. O multime U C L?(0,7; B) se numeste p-uniform inte-
grabila daca verifica una dintre urmatoarele doua conditii echivalente:

(1) lim sup/ |w||” dt = 0.
a—+00 7 (”“H]gza) i

2 lim sup/ || dt = 0.

) i sup [l

4.3 Observatii. (i) Daca U C LP(0,T; B) este p-uniform integrabila atunci

U este LP-marginita. Intr-adevar, din conditia de p-uniforma integrabi-

litate rezultd ci existd a > 0 al., Yu € U, [ |ul|”.dt < 1; atunci
(lull g =a) B

sup,ey Jull,» < (1+a”- T)5.

(ii)) Daca 1 < p < ¢ < +oo i U este marginita in L9(0,7;B) C
LP(0,T; B) atunci U este p-uniform integrabila. Intr-adevir, daci
sup,cp llull,, < M atunci, VA € A,

sop [ Jullae < (o= - ([ HuH‘;dt>Z < (A5 a7

uelU

Conditia (2) din definitia 4.2 ne arata ca U este p-uniform integrabila.
Reamintim un rezultat de compacitate clasic datorat lui Vitali.

4.4 Teorema. Mulfimea U C LP(0,T; B) este tare relativ compacta daca si
numai daca U este relativ compacta in masura si p-uniform integrabila.

4.5 Propozitie. Fie U C L?(0,T; B) o multime LP-marginita. Daca U
verifica condifia de concentratie tare (CT) atunci U este p-uniform integra-

bila.

Demonstratie. Deoarece |||u(t + h)||, — [Ju(t)]| ;| < |Ju(t + k) — u(t)||,
rezulta din conditia (CT):

T—h

limsup/ llu(t + D)5 = [lu(t)],|"dt = 0.
hl0 weU 0

Deoarece U este marginita in LP, forma scalara a teoremei lui Riesz-Fréchet-

Kolmogorov (teorema 1.1) ne spune ca multimea {||lul|, : u € U} este relativ

compacta in topologia tare a spatiului L”(0,7;R). Teorema precedenta ne

asigura ca U este p-uniform integrabila. .
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4.6 Teorema (teorema Lions-Aubin - vezi [4] pentru spatii Hilbert si [1]).
Fie U C LP(0,T; B) o multime care verifica conditia (CT). Presupunem ca
exista un spativ Banach By € B (By este scufundat compact in B) asa fel
incit U este LP-marginita in LP(0,T; By); atunci U este relativ compacta in
topologia tare a spatiului LP(0,T; B).

4.7 Teorema (teorema lui Gutman - vezi [7]).
Fie U C L?(0,T; B) o multime LP-mdrginita care verifica conditia (CT)
st in plus conditia:

Ve > 0,3K € Kp astfel incit sup u(u ' (B\ K)) < ¢.

uelU

Atunci U este relativ compacta in topologia tare a spatiului LP(0,T; B).

4.8 Teorema. Fie By € B un spatiu Banach scufundat compact in B si
fie U C LP(0,T; By) C L*(0,T; B) o multime marginita in L*(0,T; B) care
verifica conditia (CT) si in plus:

Ve > 0,3k >0 a.i. suppu ({t € (0,T): Ju() 5, > k}) <e.

ucU

Atunci U este tare relativ compacta in LP(0,T; B).

4.9 Observatie. In ultimele trei teoreme apare conditia (CT) plus o con-
ditie de asimptotica marginire. intr—adevér, in teorema 4.6 se poate defini
lall’, .z € Bo.

+o0o ,z € B\ By.
a€Ry, 0 ([0,a]) = {z € By : [|z]| 5, < a%} este marginita in By deci relativ
compacta gi inchisa in B deci compacta; astfel ¢ este aplicatie inf-compacta.
In plus, deoarece, Yu € U,u((0,T)) C By,

aplicatia ¢ : B — [0, +00] prin ¢(z) = { Oricare ar fi

T T
sup/ o(u(t))dt = sup/ u@®)], dt < 4o0.
uelU Jo wel Jo 0
Aceasta este chiar conditia (73) din corolarul 2.4

In teorema 4.7 conditia care apare este conditia (7}) din corolarul 2.4.
Conditjia care apare in teorema 4.8 spune ca Ve > 0, 3K = {x € By : ||z, <
k} € Kp asa fel incit

sup p(u”' (B \ K)) = iggu({t € (0,7« [lu®)llp, > k}) <e.

uelU
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Rezultatul urmator caracterizeaza compacitatea tare ca fiind asimptotica
marginire plus o conditie de concentratie slaba.

4.10 Teorema. I. Fie P un spatiu polonez si fie U C M(P) o mulfime
asimptotic marginita. Presupunem ca exista o aplicatie inferior semi-continuad
e: P x P —|0,+00], cu proprietatea ca e(x,y) =0 < x =y, asa fel incit

T—h
(CS) lim sup/ e(u(t + h),u(t))dt = 0.
hl0 yeU 0

Atunci U este relativ compacta in masura.

II. Reciproc, daca U C M(P) este relativ compacta in mdsurd atunci
U este asimptotic marginita si verifica conditia de concentratie slaba (CS)
pentru orice metrica continua si marginita, e : P x P — R,

Demonstratie. 1. Presupunem ca U C M (P) este asimptotic marginita
si verifica conditia (CS) cu aplicatia inferior semi-continua e : P x P —
[0, +00] care se anuleaza numai pe diagonala Ap a lui P.

Aga cum am observat topologia convergentei in masura pe M(P) este
metrizabila; astfel U este relativ compacta in masura daca si numai daca este
secvential compacta. Fie deci (u,), € M(P). Deoarece U este asimptotic
marginita, teorema lui Prohorov (teorema 3.2) ne asigura ca exista un subsir
al lui (uy), (pe care il vom nota tot (u,),) convergent stabil la o masura

Young: wu, S Y(P). Pentru a arata ca (u,), este convergent in

masura este suficient sa demonstram ca T este o masura Young elementara
. ) . .. v . U e A 12
asociata unei functii masurabile u € M(P) caci, in acest caz, u,, — u.

Vom arata ca, a.p.t. t € (0,T), supp(7;) este format dintr-un singur punct
{u(t)}. Vom parcurge pentru aceasta trei etape:

(1) 1}3?3% /0 ' /0 o [ / /P XPe(u,v)d(THs@Tt)(u,v)} dtds — 0.
@) /0 : [ / /P el v)dn(u)dn(v)] dt = 0.

(3) supp(7;) este format dintr-un singur punct, a.p.t. ¢ € (0,7).
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T—s
(1) Fie r(h) = sup sup / e(un(t + 5), un(£))dt. Din conditia (CS).
s€(0,n] n Jo
Ve > 0,36 > 0 ai. Vh € (0,8),Yn € N, [[ 7" e(u,(t + ), u,(t))dt < e.
Vh € (0,0); Vs € (0,h],0 < s < § si deci

T—s
sup/ e(un(t + s),u,(t))dt < e de unde
0

T—s
sup sup/ e(un(t+ ), un(t))dt <e
s€(0,h] n Jo

si deci lﬁ]g r(h) =0

T—s
Vh > 0,Vs € (0,h],¥n € N,/ e(un(t + s),un(t))dt < r(h). Integram

0
ultima relatie dupa s € (0, h] si obtinem:

/Oh [/OTse(un(t + s),un(t))dt} ds < h-r(h), sau

(%) //A(h) e(un(t + ), un(t))dtds < h-r(h),Yh > 0,¥n € N,

unde am notat A(h) = {(s,t) € (0,7) x (0,T) : s € (0,h],0 <t <T — s}.
Vom face schimbarea de variabila s +— s — ¢, ¢ +— ¢ in baza careia (x) devine

(%) //B(h) e(un(s),un(t))dsdt < h-r(h),Vh > 0,¥n € N,

unde B(h) = {(s,t) € (0,7) x (0,7): 0 <t <T,t <s<t+h}.

8(0,T) % (0,T)
—

Teorema 3.4 ne asigura ca T“*®T """ T®T si, deoarece

A(s,t,z,y) = Lpuy(s,t) - e(x,y) definegte un integrant i.s.c. si pozitiv, din
propozitia 2.1.12 din [3],

(TRT)(A) < limninf(T“”®7'“")(A),

sau, utilizind si (xx),

(55 %) //B(h) {//Pxpe(x,y)d(rt @) y)| dids <
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< lirrhinf //B(h) e(un(t), uy(s))dtds < h-r(h).

Aplicind schimbarea de variabila inversa s — t 4+ s,t — t obtinem

//B<h) U/pxp e(z,y)d(7s @ 7) (=, y)] dtds =
L o

si, utilizind (* * %),

/oh /oT_S U/pXP e(@,y)d(ri4s @ 1) (2, y)} =t

care, tinind cont de relatia Incadrata, ne conduce la (1).
Pentru a demonstra (2) avem nevoie de doua leme:

4.11 Lema. Fie T = (7¢)ico,r) € Y((0,T)P); pentru orice S < T vom nota
tot cu T restrictia la (0,S).
Oricare ar fi h € (0,T — S) definim 7" : (0 S) — P(P) prin 7' = 1e1p.

Atunci (T")her-s) € V((0,9), P) si T =22 <°SO> T.

Demonstratie. Intii observam ca, VC' € Bp, aplicatia t — 7, "(C) este
(Al — Bp)-misurabild. Intr-adevir, VB € Bg, (1.44(C))"" (B) = —h +
(1.(C)) "' (B) € Al,. Deci (Th)he(oj_g) c Y((0,8), P).

Reuniunile finite si disjuncte de intervale formeaza o algebra ce genereaza
o-algebra Al  pe (0,5) si atunci

8(0.9)

h—0

T 25T & Th(IlA®f) — T(1a®f),VA = (a,b) C (0,5),Vf € Cy(P).

Fie deci A = (a,b) € (0,5) si f € Cp(P). Functia definita prin p(t) =

[ f p f(z)dr(x) este din LY(0,T) si atunci, folosind proprietatea de invarianta
la transla‘gn a masurii Lebesgue,

S S+h
(e - | nAu>«xt+hyu=1A*'ﬂhhuﬂ-@aMtz

S+h b+h
= [ Lesnien®-eode= [ et

+h
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_ / " oty + /b " o)t - / "

b+h a+h
Jar / s@(t)dt’ <l -
b a

sideci TH(1a@ f) — [Pot)dt =T(1a® f) .

4.12 Lema. Fiee: P x P — [0,400] o aplicatie i.s.c. care se anuleaza
numai pe diagonala lui P, Ap; aplicatia ¥ : (0,T) x P — [0, +o0] definita
prin W(t,x) = [,e(x,y)dn(y),Y(t,x) € (0,T) x P, este un integrant i.s.c. si
pozitiv.

< flloo - b s

Demonstratie. Presupunem intii ca functia e este continua si marginita pe
P x P; atunci ¥ este masurabila in raport cu ¢ (7. este masura Young) si con-
tinud in raport cu x: z, — x = e(x,,y) — e(x,y) si deci [, e(xy,y)dr(y) —
[pe(z,y)dr(y). Rezulta atunci ca ¥ este un integrant Carathéodory.

In cazul general, deoarece P X P este metrizabil, orice functie i.s.c. si
marginita inferior pe P X P este limita unui sir crescator de functii continue
i marginite (girul transformatelor Yosida). Deci exista e, : Px P — [0, +00)
continue gi marginite a.l. e, T e. Aplicind teorema convergentei monotone
obtinem:

U, (1, 7) = //Pxpen(x,y)dn(y) | W),

Dar (¥,,), este un sir de integranti Carathéodory si deci ¥ = sup,, ¥,, este
masurabila si i.s.c. .

(2) Revenim la demonstratia lui (2). Cu notatiile din lema 4.12 conditia
demonstrata la punctul (1) se rescrie:

1 h T—s
i /0 /0 /P U(t, 2)dr, o (x)dtds = 0

de unde, facind schimbarea de variabila s — hs,t — ¢, fixind un ¢ > 0 si
aplicind lema lui Fatou, obtinem:

1 h T—s
0 0= liminf 1 /0 /O /P U(t, 2)dris s (2)dtds —

1 T—hs
:liminf/ / /\I/(t,x)th+h5($)dtds >
hloJo Jo P
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T—e
> liminf/ / / (t,x)driyps(x)dtds = hmmf/ (Lio,r—e) - V)ds

hl0

_/0 hrill%nfT (Lo, r—-) - V)ds.

Lema 4.11 ne asigura ca 7" % T si cum W este i.s.c. §i pozitiv, aplicind

din nou propozitia 2.1.12 din [3], obtinem:

h%nfThS(IL(O,T_s) 0) > T (L, r—e - 0).

Revenind la relatia (!):

1 T—e
OZ/ T(I].(O’T,E)'\If)dSZT(loT,E . / / tl”i’t
0
T—¢
[ [ [ ctwanyinae
0 pJp

Deoarece e > 0 si € > 0 este arbitrar,

/oT [//pxp el y)d“(ﬂf)dﬁ(y)} dt =0

care este conditia (2).
(3) Conditia (2) ne conduce in mod evident la

// e(x,y)d(n @ 7)(x,y) =0, a.p.t. t € (0,7T)
PxP
sau
(n®mn) ({(x,y) € Px P:e(x,y) >0}) =0, apt. t€(0,7)
ceea ce, tinind cont de proprietatile functiei e, revine la
supp(r; ® 1) € Ap, a.p.t. t € (0,7).

Sa presupunem ca supp(7;) ar contine doua puncte distincte x,y € P; fie
atunci U,V doud multimi deschise in P ai z €¢ Uy € Vi UNV = 0.
Atunci 7(U) > 0 si (V) > 0 de unde (1, @ 74)(U x V) = 7(U) - 7(V') > 0.
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Pe de alta parte (7,@7)(UxV) = (,97) (UxV)NAp) = (:@7)(0) =0
ceea ce este absurd.

Rezulta ca. a.p.t. t € (0,7), suppry = {u(t)}. Aplicatia v : (0,7) — P
este bine definita. Oricare ar fi A € Bp, ga : (0,7) — R, definita prin
ga(t) = 7:(A), este masurabila, de unde u='(A) = {t € (0,T) : u(t) € A} =
{t € (0,T):galt) =1} =g,'(1) € A. Rezulta ci u € M(P)gica T =T

II. Fie acum U € M(P) o multime relativ compacta in masurd; atunci
aderanta in masurd a sa, U, este o multime compacta in spatiul pseudo-
metrizabil M (P) si deci este compacta in spatiul (Y (P), 8); conform teoremei
3.2, U este asimptotic marginita.

Fie acum e : P x P — R, o metrica marginita de M > 0 si continua fata
de topologia lui P; sa arétém ca U verifica condi‘gia (CS) 1n raport cu e.

Definim,Vu,v € M(P) fo (t))dt.

0. este o pseudo- metrlca pe ./\/l( ); sa aratam ca d, este continua in raport
cu topologia convergentei in masura.

Daca presupunem ca exista un sir (u,), € M(P) convergent in masura
la u € M(P) pentru care 0¢(u,,u) - 0, 3¢ > 0 si exista un subsir (notat
tot (un)n) ad. de(un, u) > &9, ¥n € N. Deoarece u, £, u putem presupune ci
(un(t))n este convergent in Pla u(t) a.p.t. ¢ € (0,T) si deci e(uy,(t), u(t)) — 0
a.p.t. t € (0 T) Deoarece e este marginita, rezulta din teorema lui Lebesgue
cd §(Up, u fo un(t), u(t))dt — 0 ceea ce contrazice d.(u,,u) > &o.

Deci u, & u = 5e(un, u) — 0. Daca si v, £, v atunci

10e (U, V1) — Oe(u, )| < e (U, w) + Oe(vy, v) — 0.

Deci 6, este continua In raport cu topologia convergentei in masura si astfel
(U, ) este un spatiu pseudometric compact.

Vom defini, Vh € (0,T), fr : U — R prin fj,(u) = fOT_he(u(t—i-h),u(t))dt.
Oricare ar fi u,v € U,Vh € (0,T),

T—h
MMO—EMNSA le(u(t + h),u(t)) = e(v(t + h),v(t))|dt <

< / lelult + h), ot + ) + e(u(t), o(t))] dt < 26, (u,v).

Rezulta ca f, sint uniform Lipschitz pe U gi deci A = {f, : h € (0,T)} C
C(U,R) este uniform echicontinua. In plus, Vh € (0,7,

|fa(u)| < M(T —h) < M-T,YueU.
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Deci multimea A este uniform marginita. Teorema lui Arzela-Ascoli ne
asigura ca A este relativ compacta in topologia convergentei uniforme pe
C(U,R).

Vom arita acum cd, Yu € U, limy,_¢ f,(u) = 0.

a). Daca u € C(0,T; P) atunci limy_ou(t + h) = u(t),vt € (0,7 — h) si
cum e este marginita,

T—h
fnlu) = / e(u(t+ h),u(t))dt — 0.
0 —>
b). Yu € M(P),3(u,), € C((0,T;P) ai wu, — u, ap.t. si dec
de(up,u) — 0. Rezulta ca Ve > 0,3py ad. de(up,u) < 5.
Din a), fn(up,) — 0 sideci 30 > 0 ad. fi(up,) < 5,Vh < 4.
Atunci, Vh cu 0 < h <9,

fh(u) = fh(u) - fh(upo) + fh(upo) <

< [ bttt + R, 0e)) = e 0+ ), 0]+ 5 <

0

Do ™

< /OThe(u(t 4R,y (t+ 1))t + /OThe(u(t),upo (t))dt + g =

= /h e(u(t), up, (t))dt + /0 7 e(u(t),upo(t))ng < 26, (1, 1) +§ <e

Deoarece limy, g f5(u) = 0 punctual si {f, : h € (0,T)} este compacta in
topologia convergentei uniforme rezulta ca lim, .o f;(v) = 0 uniform dupa
u € U si deci

T—h
lim sup/ e(u(t+h),u(t))dt =0
h—0 4eU 0
care este exact conditia de concentratie slaba (CS). .

Pe baza teoremei precedente putem demonstra cu usurinta teorema lui
Rossi-Savaré si, aga cum am remarcat in observatia 4.9, si teoremele 4.6
(teorema Lions-Aubin), 4.7 (teorema lui Gutman) si 4.8.
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4.13 Teorema (teorema Rossi-Savaré - vezi [9]).
Fie B un spatiu Banach separabil, 1 < p < 400 i U C LP(0,T; B) o multime
LP-marginita.

Daca U wverifica condifia de concentratie tare (CT) gi este asimptotic
marginita atunci U este tare relativ compacta in LP(0,T; B).

Demonstratie. Fie aplicatia e : B x B — R, definita prin e(x,y) =
|l — yH;,VI,y € B. Evident e este i.s.c. pe Bx Bsie(z,y) =0< z=y.
Conditia (CT) este exact conditia de concentratie slaba in raport cu e din
teorema 4.10. Deoarece U este asimptotic marginita, conform punctului I al
acestei teoreme, U este relativ compacta in masura.

Propozitia 4.5 ne spune ca U este p-uniform integrabila si atunci teorema

4.4 ne asigura ca U este tare relativ compacta. .
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