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1 Introduction

Le but de ce travail est de donner des nouvelles démonstrations pour quelques
résultats topologiques fondamentaux dans la théorie des mesures de Young -
des résultats de densité et de compacité.

D’ une certaine facon, les mesures de Young généralisent les fonctions me-
surables. Méme si elles ont été introduites pour obtenir des solutions relaxées
pour les problemes variationnels, les mesures de Young représentent un outil
important pour d’autres branches de I’ analyse mathématique.

La théorie des mesures de Young est présentée dans le cadre général des
espaces de Souslin réguliers ce qui permet d’ inclure ici le cas particulier des
espaces de Banach séparables muni avec la topologie faible.

L. C. Young ([You]) a construit les mesures dont il s’agit ensuite pour le
cas particulier des espaces euclidiens. Le passage vers les espaces métrisables
compacts a été fait par J. Warga ([War]) et au localement compacts par H.
Berliocchi et J. M. Lasry ([BeL]). Le besoin de trouver des solutions relaxées
pour les problemes de controle dans des situations de plus en plus générales
a conduit a I’élargissement de la théorie dans le cas des espaces polonais ou
sousliniens (a voir les travaux de E.J. Balder - [Bal], [Ba2], M. Valadier -

[Va2], Ch. Castaing, P. Raynaud de Fitte et M. Valadier - [CRV]).

“Ce travail a été soutenu par ANCS et CNCSIS parmi les grants
2-CEx06-11-10,,25.07.2006, 2-CEx06-11-56,25.07.2006, CEx05-D11-23,705.10.2005,
GR 214,720.09.2006



Dans la section 2 nous présentons la définition des mesures de Young et
la topologie stable sur I’espace de mesures de Young.

La section 3 est dédié aux sous-espaces partout denses dans l’espace de
mesures de Young et la dérniere section aux théoremes de compacité.

2 Mesures de Young

Nous utiliserons les notations suivantes:

e () est un ensemble quelconque,

e A est une o—algebre de sous-ensembles de €,

e i1 € ca™(A) une mesure o—additive et compleéte.

e (S, 7g) désigne un espace souslinien régulier,

e B¢ sont les boréliens de S.

Nous rappelons que S est un espace normal et radonien (ca(Bs) = Rea(Bs)).
e Ps est la famille de toutes les probabilités sur S munie de la topologie
étroite,

e C désigne la tribu borélienne de Pg.

e R est la tribu borélienne de R muni de sa topologie usuelle,

® Bjp est la tribu borélienne du sous-espace [0, 1] C R.

Si X est un espace topologique quelconque et By sa tribu borélienne, une
application f: Q — X est (A — Bx)-mesurable si f~'(B) € A, pour tout
B € By.

e M(X) désigne I’ ensemble de toutes les applications (LA — Bx )-mesurables.
En particulier, si X = R, nous notons M pour M(R).

e Pour tout f € M(X), f désigne I’ ensemble de toutes les applications de
M(X) p-presque partout (u-p.p.) égales avec f.

Si (X, || - ||) est un espace de Banach séparable,

o LYQp, X) = L(p, X) = {f € MX) : [[fll = [ [ flldp < 400} et

o L'(Q,p, X) = L', X) = {f : f € L1 (1, X)}.

Plus particulierement, £!(u) = £'(u,R) et L'(p) = L' (u, R).

Pour les définitions et les propriétés des espaces polonais et sousliniens on
peut consulter [Bol], [Eng] ou bien [Sch].

2.1 Définitions. Un intégrand sur S est une application (A ® Bg) -
mesurable, U : Q x S — R.

Un intégrand ¥ est dit L' - borné s’ il existe une application ¢ € L(u)
telle que |U(t, x)| < ¢(t), pour tout t € Q et pour tout = € S.



U est dit s.c.i. (s.c.s.) si, pour tout ¢t € €, I'application W(¢,-) est s.c.i.
(s.c.s.) sur S.

L’intégrand ¥ est un intégrand de Carathéodory si, pour tout ¢ € Q, U(t, -)
est continue sur S.

L’ensemble des intégrands de Carathéodory bornés sur {2 x S est noté par
Cthb(Q x S).

2.2 Définition. Une mesure de Young sur {2 x S est une mesure positive
T: A® Bs — R, telle que, pour tout A € A,

T(Ax S) = pu(A).

D’ apres une théoreme de désintégration (a voir [Val]), on peut identifier
chaque mesure de Young 7 avec sa désintégration 7 et en raison de cette
identification on peut dire qu’ une mesure de Young est une application
7:Q — Pg, (A—=C) - mesurable.

On notera par Y(£2 x 5), V(S) ou simplement par ) (s’ il n’ a pas
d’ ambiguité sur I’ espace S) 1" espace des mesures de Young sur 2 x S.

2.3 Remarques.

(i) Y(S) C ca™(A® Bg) et aussi Y(S) C M(Ps).

(ii) Soit 7 une mesure de Young sur 2 x S et 7 sa désintégration; pour tout
intégrand positif ¥ (ou pour toute ¥ € L(T))

/st‘l’“’x)dm’x) = /Q ( /S W<t7x>d7t<x>> dp(t).

(ili) Soit T € Y(95); pour tout A € A, I” application T(A x .) : Bsg — Ry
est une mesure positive sur S; alors T (A X .) € Reat(Bg). Donc, pour tout
e > 0, il existe K € Kg tel que

T % (S\K)) <e.

(iv) Une mesure de Young est aussi une famille {r; : ¢ € Q} des proba-
bilités sur S telle que, pour tout C' € A ® Bg, 1" application t — 7,(C}) soit
mesurable. Ainsi s’ expliquent les diverses dénominations, comme mesures
paramétrées, probabilités de transition, sous lesquelles sont, quelquefois notées
les mesures de Young .



2.4 Définition. Pour toute probabilité v € Pg, la mesure produit

TV = n®v est une mesure de Young dont la désintégration est I’ application
constante 77 = v, pour tout ¢t € ). On dit que T" est la mesure de Young
associée a la probabilité v.

La fonction v — TV est une injection de 1" espace Pg dans Y(S5); ce qui
nous permet d’écrire: Pg C YV(5).

Plus généralement, si n € N* {A;,..., A,} est une A-partition de Q et
Vi,....,Vn € Pg, I application 7 : Q@ — Pg, 7y = Y 0 v - ]lAi(t) est une
mesure de Young. 7 est la désintégrée de la mesure T ou T(A x B) =
Yo vi(B) - p(ANA;), pour tout A € A et pour tout B € Bg.

On dit dans ce cas que 7 (ainsi que T ), est une mesure de Young
en escalier. On note £(A, Pg) le sousensemble des mesures de Young en
escalier.

Le second cas particulier important de mesures de Young est celui des
mesures associées a des applications mesurables de ) dans S.

Soit M(S) 1" ensemble de toutes les applications (A — Bg) - mesurables;
pour tout u € M(S) soit 7" : Q@ — Pg,7"(t) = 7' = dy(), pour tout ¢t € €
(0. est la mesure de Dirac). Pour tout B € Bg, |” application g% définie de 2
dans [0, 1] par g}, = 7%(B) = lu—l(B) est (A — Bjo1)) - mesurable et alors 7*

est (A — C) - mesurable et par suite est une mesure de Young.

2.5 Définition. 7% est dite la mesure de Young associée a 1’ application
mesurable u.

On dira aussi qu'une mesure de Young 7 provient d’ une application
s’ il existe une application mesurable u € M(S) telle que 7 = 7.

2.6 Remarques. L’ application v — T" est une injection de I’ espace
M(S) dans Y(S) (nous identifions les applications qui coincident p - presque
partout); alors, en identifiant u avec 7", nous pouvons considérer que

M(S) € Y(5).

Soit S un espace souslinien régulier, 4 une o - algebre sur 1’ ensemble
Q et pu € cat(A) une mesure complete par rapport a A. La famille des
applications

Cthh(Qx S)={1,® f: Ac A [ eCyS)}

est un sous-ensemble de 1" ensemble Cth®(Q2 x S) des intégrands de Carathé-
odory bornés sur 2 x S.



2.7 Définition. Soit Y(5) I’ espace des mesures de Young sur 2 x S; pour
tout ¥ =1, ® f € Cth§(Q x S) soit Iy : Y(S) — R définie par

()= [ Wttt = [ n()dute)
QxS A
ou 7(, est la désintégration de T .

La topologie stable sur )(S) est la topologie projective sur Y(S) en-
gendrée par la famille des applications Fg = {Iy : ¥ € Cthj(Q x S)}, donc
la moins fine des topologies sur )(.S) rendant continues les applications de
la famille Fg; cette topologie est notée §(Y(.S)) ou simplement 8 s” il n’ y a
pas d’ ambiguité sur I’ espace souslinien S.

”La suite généralisée (T%);c; C V(S) est 8 - convergente vers T € Y(S5)” est

notée T —> T
2.8 Remarques. (i) 7' — T si et seulement si
THU) — T(¥), pour toute ¥ € Cthb(Q x 9)
Soit:
T(1,®f)—T(1,®f), pour tout A€ A et tout f € Cy(S).

et, si nous utilisons les désintégrées, pour tout f € Cp(5), la suite généralisée
(7°(f))ier € L) est faiblement convergente vers 7.(f) € L£(u).

(i) Soit (T%);er S V(S) et T € V(9).

Pour tout A € A, (T*(A x +))ier € Rea™(Bg) et T(A x +) € Rea™(Bg). Alors

TiLT@Ti(Ax-)LT(Ax-), pour tout A € A

(¢’ est-a-dire la suite généralisée (T*(A x -)),.; est étroitement convergente
vers T (A x -)).
(ili) La topologie stable sur J(S) est notée dans [CRV] par 73

2.9 Théoreme. Soit S un espace souslinien métrisable; pour tout suite
généralisée (T")ic; C V(S) et tout T € Y(S) les deux conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) T T,

(2) THW) — T(¥), pour tout ¥ € Cth®(Q x 9).



3 Résultats de densité

Nous donnons d’ abord un lemme que nous utiliserons pour montrer deux
résultats de densité sur 1" espace Y(.5).

3.1 Lemme. Soit S un espace souslinien régulier; pour tout T € Y(S) et
pour tout € > 0, il existe un compact K € Kg et une mesure T' € Y(K) tels
que, pour tout ¥ € Cth®(Q2 x S),

IT(W) = T' (Wlaxx)| < - [¥]o-

Démonstration. Selon le (iii) de la remarque 2.3, pour tout 7 € Y(5)
et tout € > 0, il existe un compact K € Kg tel que

1) T@x (S K)) = / n(S\ K)du(t) < =

Soit A ={t € Q: 7(K) = 0}; comme K € Bg, I” application ¢t — 7(K) est
(A — Bpp,j) - mesurable et donc A € A. De plus,

(2) w(A) < /

A

A (S\I)dpu(t)+ /

O\A

(S\K)dp(t) = / (S\K)dp(t) <

Q

=~ M

Soit une probabilité fixée v € Py alors on peut définir 7" : Q — Py par

1

(B = m-Tt(B) ,teQ\A

v(B) ,te A

, pour tout t € Q2 et tout B € By.

L’ application ¢ — 7/(B) est (A — Bj,1) - mesurable et donc 7/ est

(A—Cf) - mesurable. Alors, elle est la désintégrée d’ une mesure 7’ € Y(K).
Pour tout intégrand ¥ € Cth®(Q x S), V' = W lqux€ Cth®(Q x K); on a
alors, d” apres (1) et (2),

() — T/(W)| < /

Q\A

+/A [/g|ﬁ/(t,x)|drt(x)+/K|\Il(t,g;)|d,/(x)] du(t) <
< fu penine - [ S

6

du(t)+

/S U(t, 2)dr(x) — / U(t, 2)dr (x)

K

du(t)+




+/Q\A </S\K |m(t,x)\dn(:¢)) dp(t) + 2[|¥llo - n(A) <
< [ TS ([ e aldn) dutt) + 10l T (@ x (5K +

\A (K

9 9
25| Wllo < [ ]o- / 7S\ K)dp(t) + = Wl + = 1 Wllo <
Q\A

||‘1’||o+— W0 =& - [[¥]lo.

3.2 Théoréme. Soit S un espace souslinien régulier; alors I’ espace E(A, Ps)
des mesures de Young en escalier est dense dans (Y(S),8).

Démonstration. Par définition 2.4, T € E(A,Pg)siT = v+ 1
ou {Aj,..., A, } est une A - partition de Q et v4, ..., v, € Pg.
I- Si S est métrisable, pour tout 7 € Y(S), il existe une suite (7")pen C

E(A,Pg) telle que 77 R T, pour tout t € €. Alors, pour tout A € A et
f e Cy(S),

™1, 0f) = / 2 (f)du(t) — / n(f)du(t) = T(L, ® )

Ay

done T" =% T et T € E(A, 'PS)S.

I1- Soit S un souslinien régulier et T € Y(.5); puisque la topologie stable sur
Y(S) est engendrée par la famille Fg = {Iy : ¥ € Cthj(Q x S)}, pour tout
8§ -voisinage V de T, il existe ¢ > 0,n € N*, Uy, ... ¥, € Cth}(Q x 9) tels

que
n

U=} (T(W) -, T(¥;) +¢]) CV,
i=1
ou
U={0 Y :|0¥,)—-T(,)| <ei=1,..,n}
Soit, pour tout i = 1,...,n, ¥, = IIA_ ® fi,ou A; € Aet f; € Cp(5) et soit
M =max{||fillo:i=1,...,n}.
D’ apres le lemme 3.1, il existe un compact K € Kg et une mesure 7’ € Y(K)
tels que

|T(V) — T'(VUlaxk)| | ®¥]lo, pour tout ¥ € Cth®(Q2 x S).

<
2M



Pour tout ¢ = 1,...,n soit ¥V, = U, gy k= ]1 ® filx€ Cthy(Q x K); alors
U'={0"cY(K):|0oW) —-T'(9)] <53, 2—1 .,n} est un 8y - voisinage
de T’ et alors il existe 0" € E(A,Px) N U'.

Soit o', la désintégrée de 07, o' = > °0_ v} - IlBj, oll, pour tout j = 1,....p,
Vi € Pk et B; € A; alors, si, pour tout j = 1,...,p, v : Bsg — [0,1] est
définie par v;(B) = v;(B N K), les v; sont des probabilités sur S et donc
o=>" v ]lBj € E(A,Ps).

Supposons que O a pour désintégrée . Montrons que 0 € U. Pour tout
1=1,...,n

0 (0) =T (W] < 0(0) = 0"(¥}) | +]07()) = T (W) |+ |7(¥)) = T (1) <
<0+ 4 ISl <e

Donc o e U CV.
Alors, pour tout 8 - voisinage V de T, V() E(A, Pgs) # 0, c’est-a-dire,

T € E(A, 775)8 et (A, Ps) est partout dense dans (Y(5), 8).

3.3 Théoreme. Soit S un espace souslinien régulier; si la mesure | est
sans atome, alors M(S) est partout dense dans (Y(S),8).

Démonstration.
I- Considérons d’abord le cas ou .S un espace souslinien compact. La topologie
stable sur Y(S) est engendrée par la famille Fg = {Iy : ¥ € Cth}(2 x S)}.
Soit T € Y(S); pour tout A € A, tout f € C°(S) = C(S) et tout & > 0, soit
I(T; A foe)= 1" (Io(T) — &, Iy(T) +¢[) ot ¥ = I,®fc¢ Cthy(Q x 9).
p

Alors la famille des ensembles U = ﬂ I(T; A, fr,e),oupe N* {A4,... A}
k=1

CAA{fi,.... fp} CC(S) et € > 0, est une base de voisinages ouverts pour 7

dans (Y(5),8). On peut choisir les ensembles Ag, k = 1, ..., p, disjoints deux a

deux; en effet, on peut toujours trouver les ensembles Bl, ..., B, € A disjoints

deux & deux tels que, pour tout k = 1, ..., p, il existe %, ..., Tk e {l,....q} avec
Tk

A, = U B;r. Alors, si on note g; = f chaque fois que B; C Ay, I’ ensemble
J
7=1

q P
:ﬂ TBl,gla ngTAkafk:» =U.
k

= =1
D’ apres le theoreme 3.2, E(A,Ps) est partout dense dans Y(5).

8



Alors il suffit de montrer que, pour tout 7 € (A, Pg) et tout voisinage V/

de T, VN M(S) # 0.

Soit done T = Y 71_, v;- IlBj € E(A, Pg)ouvy,...,v, € Pset {By,..., B,} est
une A - partition de ). D’ apres la remarque ci-dessus, pour tout voisinage
V de T dans (Y(5),8), il existe p € N, {A;,..., 4,} C A disjoints deux a

deux, fi,..., f, € C(S) et € > 0 tels que

p
(1) U=()I(T; A, fr.e) C V.
k=1
£
Soit &1 = —-— > 0; alors la famill
oit 1= 5y > 0s alors Ja famille

{Dy = ﬂ it (Mfely) —en fuly) +e1] ) iy € S}

est un recouvrement ouvert de I’ espace compact S.

Soit alors {D,, : ¢ = 1,...,n} un sous-recouvrement fini de \S; si nous notons
avec C; = Dy, \ Uj«; D,,, pour tout i = 2, ...,n et C; = D, alors {C1,...,Cy}
est une Bg - partition de S

Pour tout i = 1,...,n, soit z; € C; un point fixé; alors, pour tout z € C; et
tout k=1, ...,p,

(2) [fe(2) = fe(zi)l < [fu(2) = fulya)| + | fu(yi) — fu(zi)] < 2e1.
Pour tout j =1,...,q, tout ¢ = 1,...,n et tout k =1, ..., p, soit

v

Alors, pour tout j =1,...,q et tout k =1, ..., p,

ZO‘Z’ = (Z Vj(Ci)) (BN Ag) = v5(S) - (B N Ag) = (B N Ay).

Comme g n’ a pas d’atome, d’ apres un théoreme de Saks (voir [War|, Th.
[.4.10), pour tout j = 1,...,q et tout k = 1, ..., p, il existe une A - partition
de B; N Ay, {Bf; :i=1,...,n} telle que

kY _ k o
(4) w(Bj;) = ag;, pour tout i = 1,...,n.

9



Alors, pour tout k=1, ..., p,

Ak:O B;NAy) = UUB U(OBZ.

Pour tout i =1, ...

(5)

Alors {DF :i=1,...
Soit u : Q — S, u =

(5)

—

4)

j=1 i=1

,nettout k=1, ...

ZVj(fk)

Jj=1

£ im0
szg

VJ'(]lCZ. ® fk:) N

i)

J=1 j=1li=1 =1 \j=1

, P, soit
q
k
- U Bj;
j=1

,n} est une A - partition de Ay, pour tout k =1

D1 i ]1

Dl’

(L, ® ) - T, @ fi)| =

(HAWB]_ ® fr) — ZH;T“(]lDf R fr)| =

ka ()| &
) AN

i=1 j=1

(Ar N By)

(A N Bj)

®

vi(L, @ fi) - w(Ax 0 By) — fi(zi)al

(Ax N Bj) — fu(zi) - vi(Ch) -

— fr(2:)))] - n(Ax N B;j) <

Vj(ﬂci & (fk

j=1 i=1

<23 [ 1860) - i) 8 2

7j=1 =1

10

ooy D
u € M(S) et, pour tout k =1, ...

' Dy

(Ax N By)| =



<251221/] (A N Bj) —2slzuAkﬂB)—251,u(Ak)
j=1 i=1 j=1
Alors, d” apres (1), T* € (V_, I(T; Ag, fr.e) =U C Vet VN M(S) # 0.
II- Soit maintenant S un espace souslinien régulier et soit T € Y(.5).
Pour tout 8 - voisinage V de T il existe p € N*, Uy, ..., U, € Cth§(Q2 x S) et
g > 0 tels que

(6) U={0ecYS):|0(T)-T(V)| <e,k=1,...,p} CV.

Soit M = max{||¥l|lo : £ = 1,...,p}; d” apres le lemme 3.1, il existe un
compact K € Kg et une mesure 7' € Y(K) tels que

(1) |T(T) = T (Ulaxk)| < ﬁnmno, pour tout ¥ € Cth*(Q x S).

Pour tout k = 1,....p, si U}, = Uy [oxk, ¥, € Cthl(Q2 x K); en effet, si
\Ijk = I]'Ak ®fk7 \IIZ; = I]'Ak & (fer)
Alors

p

U = (VI(T'; A, filk,€) =

k=1
={0" e Y(K) : |0"(¥}) = T'(V))| <&,k =1,...,p}

est un 8k - voisinage de T’ € Y(K).
D’ apres la partie I, il existe une application v’ : Q — K, (A—Bg) - mesurable
telle que 7% € U’, d’ on

(8) |TY (W) — T/ ()| < %, pour tout k£ =1,...,p.

Alors 1" application u : 2 — S, définie par u(t) = u/(t), pour tout ¢t € €, est
(A — Bg) - mesurable. D" apres (7) et (8), pour tout k =1, ..., p,

[TH( W) = T(Ue)| = [T(V}) — T (¥y)] <

< TY(W) = T W)+ 1T/ (0,) = T(Te)] < 5 + Wkl <e.

2M
Alors T € U C V et donc VN M(S) # 0.

11



4 Compacité dans ’espace
de mesures de Young

Soit S un espace souslinien régulier et soit Kg la famille de tous les ensembles
compacts de S. Rappelons qu'une application ¢ : S — [0, 00| est inf-
compacte si, pour tout a € R,,¢1([0,a]) € Ks. Chaque application inf-
compacte est s.c.i. et, par suite, est une application borélienne.

Un intégrand ¥ : QxS — R, est dit inf-compact si, pour tout t € , ¥(¢,.)
est une application inf-compacte. Il est clair que tout intégrand inf-compact
est un intégrand s.c.i.

4.1 Théoreme. Soit S un souslinien régulier, soit Y(S) l’espace des mesures
de Young sur Q x S et soit H C Y(S); considérons les conditions suivantes:
(T1) pour tout € > 0, il existe K € Kg tel que
T x (S\K)) <e, pour toute T € H.
(Ty) il existe une application ¢ : S — [0, +00] inf-compacte telle que
Sup,en T (]1Q & 90) < +00.
(T3) pour tout € > 0, il existe un ensemble tendu H C Pg tel que, pour
toute 7. € H, 7 ' (Ps\H) € Aet u{t€ Q: 1€ Ps\ H}) <e.
(Ty) pour tout € > 0 il existe C € AR Bg tel que, pour tout t € €,
Ci={xeS:(t,s) eC}teKs et sup, e, T((2xS)\C) <e.
(T5) il existe un intégrand inf-compact W : Q x S — [0, 4o00] tel que
SUp,ep T (V) < 400.
(Ts) pour tout € > 0 il existe une multiapplication mesurable I' : Q — Kg

telle que sup ¢y, [om(S\T(t))du(t) < e.
Alors:

(Th) = (1z) = (13)

U
(Th) = (1) = (Tt)

4.2 Définition. Soit S un souslinien régulier; un ensemble H C )(S5)
est dit tendu si, pour tout € > 0 il existe un compact K € Kg tel que
T(Q x (S\ K)) <e¢, pour toute T € H.

Une suite généralisée (T*);c; C V(9) est tendue si I'ensemble {7 : ¢ € [}
est tendu.

12



4.3 Remarques.
(i) La condition d’étre tendu est équivalente aux conditions (73) et (73) du
théoreme précédent.
(il) D’apres la remarque précédente, pour tout T € Y(S),{T} est tendu.
(iii) Dans [CRV] on utilise le terme de ”strictement tendu” pour un ensemble
qui vérifie I'une des conditions équivalentes (77) a (73) du théoreme 4.1 et le
terme de ”souplement tendu” lorsque 'une des conditions équivalentes (74 a
(T%) est satisfaite.
(iv) La condition (75) du théoreme 4.1 apparait dans [Bal] et la condition
(T%) dans [JaM].
(v) Dans le théoreme 4.3.14 de [CRV], il est montré que, si S est un sousli-
nien régulier et un espace de Prokhorov, alors (7)) = (T}) et donc toutes
les conditions (77) a (7g) sont équivalentes. Ceci s’applique, en particulier,
lorsque S' est polonais.

(vi) Soit H € M(S) une famille des applications mesurables et H =
{T% :uw e H} C Y(S) (selon la définition 2.5 et la remarque 2.6); H est
tendu si et seulement si

(T) Ve > 0,3K € Ks t.q. p(u'(S\K)) <e,Vu € H.

Nous dirons dans ce cas que la famille H C M(S) est tendue.

Une suite généralisée (u');c; € M(S) sera dite tendue si le sous-ensemble
{u*:i €I} de M(S) est tendu.

(vii) Dans le cas particulier ott S = R%, H est tendue si et seulement si

(T.) Ve>0,3k>0tq. p(llul] >Ek) =p{t:|u@)] >k}) <e,YVue H

ot || - || est la norme usuelle sur R?. Dans ce cas, nous avons la propriété

suivante:
Tout ensemble borné H C L' (u, RY) € M(R?) est tendu.

4.4 Théoréme. Soit S un espace souslinien compact; alors (Y(S5),8) est
un espace compact.

Démonstration. Soit C(S) = C,(S) l'espace des applications réelles
continues sur S, muni de la norme || - [|o de la convergence uniforme; soit
L, C(9)) = {f € M(C(9)) - Il = Jo I fllodp < +o00}.

Si L' (u, C(S)) = {f : f € L1, C(S))}, L (1, C(S)) est un espace de Ba-
nach pour lequel nous notons son dual topologique [Ll(u, c(S ))]/
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Nous pouvons associé a chaque ¥ € Cth?(2x S) I'application oy : Q — C(S5)
définie par ¢g(t) = ¥(t,-), pour tout t € Q et alors oy € L'(u, C(S)).
Comme sup,.q ||¢w(t)[|o = sup,cq sup,eg |Y(t, z)| < +00, gy est bornée.
L’application ¥ — g est un bijection de Cth®(Q x S) sur le sous-ensemble
E des applications bornées de L'(u, C(S)). En effet, pour toute fonction f
bornée de L'(u,C(S)), Papplication ¥ : Q x S — R, ¥(t,z) = f(t)(z), est
mesurable en ¢ et continue en z (car, si, pour tout z € S, ¢, : C(S) — R,
¢:(g9) = g(x), pour toute g € C(S), V(-,z) = ¢, o f est la composition de la
fonction continue ¢, avec la fonction mesurable f). Alors ¥ est un intégrand
de Carathéodory. De plus, pour tout (t,z) € Q x S,

W@wﬂﬁﬂﬂmb§2£Wﬂmm<+m,

d’ou ¥ € Cth®(Q x S). Et il est clair que ¢y = f.
Pour toute T € Y(9), soit f* : L'(u, C(S)) — R définie par

/ (/ fO)(x)drm(x )dﬂ(t), pour toute f € L'(u, C(S)).

Nous remarquons que, pour toute f € L'(u, C(S)),

/Q sup [£(£) ()| dpu(t) / 1F()lodu(t) < +oo et alors

zesS

£ < / 1/ O llodut) = 1]l

Donc l'application T + f* est bien définie comme une application de Y(S5)
a valeurs dans [Ll(,u,C(S))]/. De plus, || f7|| = supy <1 [f7(f)] < 1; clest-
a-dire I'image F' de cette application, soit:

F={f7-T Y}

!/

est contenue dans la boule unité fermée de [L'(y, C(9))] .
Pour toute suite généralisée (T%);c; C Y(S), d’apres le théoreme 2.9, T* N
T si et seulement si TH(W) — T (), pour tout ¥ € Cth®(2 x S) ce qui est
équivalent a f* (ow) — fi(pw) oua f5(f) — fi(f), pour toute f € F.

Comme l'ensemble E est dense dans L' (u, C'(9)), il résulte que T* S Tsiet
seulement si (f;),.; est faiblement*-convergente vers f dans [L'(u, C(S ))]/
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Alors (Y(5),8) est homéomorphe au sous-ensemble F' de la boule unité
fermée de [L'(p, C’(S))]/ muni de la topologie faible*. Pour achever la
démonstration, il suffit donc de montrer que F' est faiblement*-fermé.

Soit alors f* un point dans la fermeture faible* de F. 1l existe une suite
généralisée (T")ier € V(S) telle que (f),.; est faiblement*-convergente vers
1*. Alors, pour toute ¥ € Cth®(Q2 x S),

F7i(w) = () ou T(¥) — f*(pu).

Pour tout A € A, l'application T(A x -) : C(S) — R, définie par:
T(Ax f) =lim; T'(1, ® f) est une forme linéaire et positive, donc une
mesure de Radon sur S ( soit T(A x ) € Rea™(Bg)). De plus T(A x S) =
lim; T¢(A x S) = u(A), pour tout A € A et alors T € Y(S).

Comme, pour tout ¥ € Cth®(Q x S), T(¥) = lim; T/(¥) = f*(py), il résulte
que f* = freF.

4.5 Théoréme (théoreme de Prokhorov).

a) Soit S un souslinien régulier et H un sous-ensemble tendu de Y(95);
alors 'H est relativement S-compact.

b) Soit S un souslinien régulier et aussi un espace de Prokhorov; si H est
un sous-ensemble relativement 8-compact de Y(S), alors H est tendu.

Démonstration. a)- Nous rappelons que, d’apres le (i) de la remarque 4.3,
H est tendu si et seulement s’il existe une application ¢ : S — [0, +o0]
inf-compacte telle que M = sup, 4 7 (1, ® ) < +o0.

(al) Nous considérons d’abord S souslinien métrisable; dans ce cas, il peut
étre plongé dans un compact métrisable S. Du théoreme 4.4, il ressort que

(V(S),85) est un espace compact et alors il est homéomorphe a un sous-

espace de (Y(5),83). )

Pour toute suite généralisée (T);e;r € H C YV(S) C YV(S), il existe une
sous-suite généralisée (T%);c; et une mesure de Young 7 € YV(S) telle que
T 25, T,

Soit Iapplication ® : S — [0, +o00],

| p(z) sizeS,
<I>(:p)_{ +oo sizeS\S.
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Alors, pour tout a € Ry, ®7'([0,a]) = ¢'([0,a]) € Ks C Kg, donc ® est
une application inf-compacte sur S et alors s.c.i. et bornée inférieurement.

T(1l, ®¢) < hmjmfﬂ'(]lQ ® ) = n%nfﬂ(ﬂﬂ ®Rp) <M

/Q ( /S d)(x)dﬁ(:v)) dyu(t) = /Q ( /S SO(%)dﬁ(m)) .

(/) \S(+c>0)th($)) dult) < M < +oc,

D’ou I’ on peut voir que, pour presque tout ¢t € Q,7(S\ S) = 0 et donc
T € Y(S). Alors T N ; donc H est relativement S-compact.
(a2) Soit maintenant (.S, ¢) un souslinien régulier quelconque et H un sous-
ensemble o-tendu de Y(S) (c’est-a-dire tendu par rapport aux compacts de
(S,0)). 1l existe une distance d sur S telle que la topologie engendrée, oy,
est moins fine que o, est de type dénombrable et Bs(o4) = Bs(o). Soit 84 la
topologie stable sur Y(S) par rapport a (S, 04). Alors (S, 04) est un souslinien
métrisable et, comme (g € K(s,0,), H est aussi o4-tendu. D’apres (al), H
est 84- relativement compact.
Une suite généralisée (T%);c; C V(S) est §4-convergente vers T € Y(S) si et
seulement si, pour tout A € Aet tout f € Cy(S,04), T'(1 ,®@f) — T(1,®f).
Comme Cy(S,04) C Cy(S,0) on peut remarquer que §; C 8.
Comme H est o-tendu, il existe une application ¢ : (S,0) — [0, +0o0] o-inf-
compacte telle que M = sup,y 7'(]1Q ® p) < +oo.
Soit (T%);e; € H une suite généralisée; comme H est relativement 8 4-compact
il existe une sous-suite généralisée (T%);c; et une mesure de Young 7 € Y(S5)
telle que T % T

Montrons que T% —> T.
Soit A € Aet f: (S,0) — Ry une application o-s.c.i.; pour tout £ > 0,
soit . = f+e-p: (S,0) — R.. Alors ¢, est o-inf-compacte; en effet,
pour tout a € Ry, p-1([0,a]) = {z € S: f(z)+e-¢(x) <a} C{zes:
o(z) < 2} = ¢([0,2]). Comme ¢, est o-s.c.i., ¢ '([0,a]) est un o-fermé
contenu dans le g-compact ¢~'([0, ¢]). Alors ¢ '([0,a]) € K(s0) € K(s,0)
d’ott - 1([0, a]) est fermé dans (S, 04) et alors . est une application 74-s.c.i.
et inférieurement bornée. Donc

T, ®e) < limjinfTij(]lA ® ©e)
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et alors

lminf 7%(1, ® f) +e- M > liminf 75(1, ® ¢.) > T(1, ® ¢.) >
J J

>T(1, ® f) pour tout € >0

et alors, pour toute application positive et o-s.c.i.,
liminf 7%(1, ® f) > T(1, ® f).
J

Il est clair que l'inéqualité est valable aussi pour toute application bornée

inférieurement et o-s.ci. et alors T4 —> T.
b)- Soit S un souslinien régulier qui est aussi un espace de Prokhorov (c’est
a dire tout ensemble relativement étroitement-compact de Rcat(Bg) est
tendu). Or, 'application ® de Y(S) dans Rca™(Bg) définie par &(7) =
T(Q2 x +)), pour toute T € Y(5), est (8§ — Tg)-continue ( ou T, désigne la
topologie étroite sur Rea™(Bg)). Done, si H C Y(S) est relativement S-
compact, ®(H) est relativement Tg-compact dans Rea™(Bg) et alors ®(H)
est tendu. Donc, pour tout € > 0 il existe K € Kg tel que, pour tout
TeH,QT)S\K)=TQx (S\K)) <e.

4.6 Remarques. (i) Comme cas particulier du résultat précédent, nous
avons:

Si S est un espace polonais, alors H C Y(S) est relativement S-compact si
et seulement st 'H est tendu.

(ii) Le fait que tout ensemble uniformément intégrable de L'(u) est rela-
tivement faiblement compact dans (L'(u),||.|[1) (le théoréeme de Dunford-
Pettis) est maintenant une conséquence du théoréme de Prokhorov. En effet
si H est un sous-ensemble uniformément intégrable de L (1) alors H est borné
et, d’apres 4.3, H est tendu. Le théoreme de Prokhorov (4.5) nous assure
que H est relativement 8-compact. Alors toute suite généralisée (u');er € H
admet une sous-suite généralisée (u');c; — S-convergente vers une mesure de

Young 7 € Y(R). Comme (u") ;e est uniformément intégrable et 7% ST,
alors (u") ;e est faiblement convergente vers u : @ — R ot u(t) = [, zdn(z),
pour tout t € Q (cf.[Va2]); donc H est relativement faiblement compact dans

L), 11-110)-

Nous donnons deux résultats sur la compacité séquentielle sur (Y(5), ).
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4.7 Théoreéme. Soit S un souslinien régulier. Si H C Y(S) est un ensem-
ble tendu, alors il est séquentiellement S-compact.

Démonstration. 1) Nous supposons d’abord que S est un souslinien
métrisable. Ract(Bg) et Pg sont métrisables et de type dénombrable. La
tribu borélienne C de Pg est donc dénombrablement engendrée.

Soit (T")neny une suite de mesures de Young de H; pour tout n € N, 7"
est donc une application mesurable de (2,.A) a valeurs dans (Pg,C). La
plus petite o-algebre, Ay, sur €2 pour laquelle toutes les applications 7" sont
mesurables est alors dénombrablement engendrée; il est évident que Ay C A.
Soit p1p la restriction de p sur Ay et soit Vo(S) espace de mesures de Young
sur (2, Ao, o), donc 'espace de toutes les applications 7. : Q — Pg, (Ao —C)-
mesurables ou bien des mesures T : Ag®@Bg — R, pour lesquelles T (AxS) =
to(A), pour tout A € Ay. On peut remarquer que po n’est pas, en général,
une mesure complete sur Aj.
Soit 8¢ la topologie stable sur Yo(S5); Vo(S) € V(S) et 8o C Sly,(s)
Soit @ : Y(S) — Vo(S) l'application qui, a chaque T € Y(S5), associe la
restriction ®(T) = T [ 4,08s; alors ® est une surjection (8 — 8y)-continue.
Comme H C Y(S) est tendu, d’apres le théoréme 4.5, il est relativement
S-compact et alors ®(H) est relativement Sy-compact. Mais (Vo(5), o) est
un espace métrisable, donc ®(H) est séquentiellement compact.
Soit alors (T#),cn une sous-suite de (T™),en et soit T € Vo(S) C V(9) telle
que ®(7kn) 5, 7. Montrons que T*» -5 T.
Soit A € A et soit f € (Cp(5); 'application v : Ay — R, définie par
v(B) = p(A N B), pour tout B € A, est une mesure sigma-additive et
finie absolutement continue par rapport a uo : Ay — R,. D’apres le
théoreme de Radon-Nikodym , il existe une fonction g € LY, Ao, po) telle
que V(B) = u (AN B = [ 9(t)duo(t), pour tout B € Ay; en particulier,
= [, 9(t)duo(t) Alors

(L, @ f) = / 1, (6) (£ )du(t) = /Qg@)‘cb(rkn)t(f)duo(t)e

H/ Fdpolt) /]1 du(t) = T(1, ® f).

2) Supposons maintenant que (S, o) est un souslinien régulier. Soit H C Y(S)
un ensemble o-tendu. Nous pouvons considérer une distance d sur S telle
que la topologie engendrée, o4, est de type dénombrable et moins fine que o;
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et que Bg(og4) = Bs(o). Alors (S, 04) est un souslinien métrisable et, comme
nous avons montré dans la démonstration du théoreme 4.5, la topologie stable
84 sur Y(S,04) est moins fine que la topologie stable 8§ sur Y(S, o).
L’adhérence ‘H de H dans l'espace ((S),8) est S-compacte et alors
8 7= 84l7. Mais, d’apres la premiere partie de la démonstration, H est

séquentiellement 8g-compact et alors il est séquentiellement S-compact.

La proposition suivante donne une réciproque de cette propriété.

4.8 Proposition. Soit S un espace polonais. Si H C Y(S) est un ensemble
séquentiellement S-compact, alors il est tendu.

Démonstration. L’application ® : Y(S) — Rea™(Bg) définie pour tout
T € Y(S), par ®(T) = T(Q x ), est (8§ — Tg)-continue. Alors ®(H) est
séquentiellement Tg-compact dans Rea™(Bg). Comme (Rca™(Bg),Ts) est
métrisable, ®(H) est relativement compact et alors ®(H) est tendu, d’ou H

est tendu. .
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