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1 Introduction

Le but de ce travail est de donner des nouvelles démonstrations pour quelques
résultats topologiques fondamentaux dans la théorie des mesures de Young -
des résultats de densité et de compacité.

D’ une certaine façon, les mesures de Young généralisent les fonctions me-
surables. Même si elles ont été introduites pour obtenir des solutions relaxées
pour les problèmes variationnels, les mesures de Young représentent un outil
important pour d’autres branches de l’ analyse mathématique.

La théorie des mesures de Young est présentée dans le cadre général des
espaces de Souslin réguliers ce qui permet d’ inclure ici le cas particulier des
espaces de Banach séparables muni avec la topologie faible.

L. C. Young ([You]) a construit les mesures dont il s’agit ensuite pour le
cas particulier des espaces euclidiens. Le passage vers les espaces métrisables
compacts a été fait par J. Warga ([War]) et au localement compacts par H.
Berliocchi et J. M. Lasry ([BeL]). Le besoin de trouver des solutions relaxées
pour les problèmes de contrôle dans des situations de plus en plus générales
a conduit à l’élargissement de la théorie dans le cas des espaces polonais ou
sousliniens (à voir les travaux de E.J. Balder - [Ba1], [Ba2], M. Valadier -
[Va2], Ch. Castaing, P. Raynaud de Fitte et M. Valadier - [CRV]).

*Ce travail a été soutenu par ANCS et CNCSIS parmi les grants
2-CEx06-11-10�25.07.2006, 2-CEx06-11-56�25.07.2006, CEx05-D11-23�05.10.2005,
GR 214�20.09.2006

1



Dans la section 2 nous présentons la définition des mesures de Young et
la topologie stable sur l’espace de mesures de Young.

La section 3 est dédié aux sous-espaces partout denses dans l’espace de
mesures de Young et la dérnière section aux théorèmes de compacité.

2 Mesures de Young

Nous utiliserons les notations suivantes:
• Ω est un ensemble quelconque,
• A est une σ–algèbre de sous-ensembles de Ω,
• µ ∈ ca+(A) une mesure σ–additive et complète.
• (S, τS) désigne un espace souslinien régulier,
• BS sont les boréliens de S.
Nous rappelons que S est un espace normal et radonien (ca(BS) = Rca(BS)).
• PS est la famille de toutes les probabilités sur S munie de la topologie
étroite,
• C désigne la tribu borélienne de PS.
• BR est la tribu borélienne de R muni de sa topologie usuelle,
• B[0,1] est la tribu borélienne du sous-espace [0, 1] ⊆ R.
Si X est un espace topologique quelconque et BX sa tribu borélienne, une
application f : Ω → X est (A− BX)–mesurable si f−1(B) ∈ A, pour tout
B ∈ BX .
• M(X) désigne l’ ensemble de toutes les applications (A−BX)–mesurables.
En particulier, si X = R, nous notons M pour M(R).
• Pour tout f ∈ M(X), f̄ désigne l’ ensemble de toutes les applications de
M(X) µ-presque partout (µ-p.p.) égales avec f .
Si (X, ‖ · ‖) est un espace de Banach séparable,
• L1(Ω, µ,X) = L1(µ, X) = {f ∈M(X) : ‖f‖1 =

∫
Ω
‖f‖dµ < +∞} et

• L1(Ω, µ,X) = L1(µ, X) = {f̄ : f ∈ L1(µ, X)}.
Plus particulièrement, L1(µ) = L1(µ, R) et L1(µ) = L1(µ, R).
Pour les définitions et les propriétés des espaces polonais et sousliniens on
peut consulter [Bo1], [Eng] ou bien [Sch].

2.1 Définitions. Un intégrand sur S est une application (A ⊗ BS) -
mesurable, Ψ : Ω× S → R.
Un intégrand Ψ est dit L1 - borné s’ il existe une application φ ∈ L1(µ)
telle que |Ψ(t, x)| ≤ φ(t), pour tout t ∈ Ω et pour tout x ∈ S.
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Ψ est dit s.c.i. (s.c.s.) si, pour tout t ∈ Ω, l’application Ψ(t, ·) est s.c.i.
(s.c.s.) sur S.
L’intégrand Ψ est un intégrand de Carathéodory si, pour tout t ∈ Ω, Ψ(t, ·)
est continue sur S.
L’ensemble des intégrands de Carathéodory bornés sur Ω × S est noté par
Cthb(Ω× S).

2.2 Définition. Une mesure de Young sur Ω×S est une mesure positive
τ : A⊗ BS → R+ telle que, pour tout A ∈ A,

τ (A× S) = µ(A).

D’ après une théorème de désintégration (à voir [Va1]), on peut identifier
chaque mesure de Young τ avec sa désintégration τ et en raison de cette
identification on peut dire qu’ une mesure de Young est une application
τ : Ω → PS, (A− C) - mesurable.

On notera par Y(Ω× S),Y(S) ou simplement par Y (s’ il n’ a pas
d’ ambiguité sur l’ espace S) l’ espace des mesures de Young sur Ω× S.

2.3 Remarques.
(i) Y(S) ⊆ ca+(A⊗ BS) et aussi Y(S) ⊆M(PS).
(ii) Soit τ une mesure de Young sur Ω× S et τ sa désintégration; pour tout
intégrand positif Ψ (ou pour toute Ψ ∈ L1(τ ))∫

Ω×S

Ψ(t, x)dτ (t, x) =

∫
Ω

(∫
S

Ψ(t, x)dτt(x)

)
dµ(t).

(iii) Soit τ ∈ Y(S); pour tout A ∈ A, l’ application τ (A × .) : BS → R+

est une mesure positive sur S; alors τ (A× .) ∈ Rca+(BS). Donc, pour tout
ε > 0, il existe K ∈ KS tel que

τ (Ω× (S \K)) < ε.

(iv) Une mesure de Young est aussi une famille {τt : t ∈ Ω} des proba-
bilités sur S telle que, pour tout C ∈ A ⊗ BS, l’ application t 7→ τt(Ct) soit
mesurable. Ainsi s’ expliquent les diverses dénominations, comme mesures
paramétrées, probabilités de transition, sous lesquelles sont, quelquefois notées
les mesures de Young .
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2.4 Définition. Pour toute probabilité ν ∈ PS, la mesure produit
τ ν = µ⊗ν est une mesure de Young dont la désintégration est l’ application
constante τ ν

t = ν, pour tout t ∈ Ω. On dit que τ ν est la mesure de Young
associée à la probabilité ν.

La fonction ν 7→ τ ν est une injection de l’ espace PS dans Y(S); ce qui
nous permet d’écrire: PS ⊆ Y(S).

Plus généralement, si n ∈ N∗, {A1, ..., An} est une A-partition de Ω et
ν1, ..., νn ∈ PS, l’ application τ : Ω → PS, τt =

∑n
i=1 νi · 1Ai

(t) est une

mesure de Young. τ est la désintégrée de la mesure τ où τ (A × B) =∑n
i=1 νi(B) · µ(A ∩ Ai), pour tout A ∈ A et pour tout B ∈ BS.
On dit dans ce cas que τ (ainsi que τ ), est une mesure de Young

en escalier. On note E(A,PS) le sousensemble des mesures de Young en
escalier.

Le second cas particulier important de mesures de Young est celui des
mesures associées à des applications mesurables de Ω dans S.

Soit M(S) l’ ensemble de toutes les applications (A− BS) - mesurables;
pour tout u ∈ M(S) soit τu : Ω → PS, τu(t) ≡ τu

t = δu(t), pour tout t ∈ Ω
(δ. est la mesure de Dirac). Pour tout B ∈ BS, l’ application gu

B définie de Ω
dans [0, 1] par gu

B = τu
. (B) = 1

u−1(B)
est (A− B[0,1]) - mesurable et alors τu

est (A− C) - mesurable et par suite est une mesure de Young.

2.5 Définition. τu est dite la mesure de Young associée à l’ application
mesurable u.

On dira aussi qu’une mesure de Young τ provient d’ une application
s’ il existe une application mesurable u ∈M(S) telle que τ = τu.

2.6 Remarques. L’ application u 7→ τ u est une injection de l’ espace
M(S) dans Y(S) (nous identifions les applications qui cöıncident µ - presque
partout); alors, en identifiant u avec τ u, nous pouvons considérer que
M(S) ⊆ Y(S).

Soit S un espace souslinien régulier, A une σ - algèbre sur l’ ensemble
Ω et µ ∈ ca+(A) une mesure complète par rapport à A. La famille des
applications

Cthb
0(Ω× S) =

{
1

A
⊗ f : A ∈ A, f ∈ Cb(S)

}
est un sous-ensemble de l’ ensemble Cthb(Ω×S) des intégrands de Carathé-
odory bornés sur Ω× S.

4



2.7 Définition. Soit Y(S) l’ espace des mesures de Young sur Ω× S; pour
tout Ψ = 1

A
⊗ f ∈ Cthb

0(Ω× S) soit IΨ : Y(S) → R définie par

IΨ(τ ) =

∫
Ω×S

Ψ(t, x)dτ (t, x) =

∫
A

τt(f)dµ(t)

où τ(.) est la désintégration de τ .
La topologie stable sur Y(S) est la topologie projective sur Y(S) en-

gendrée par la famille des applications FS = {IΨ : Ψ ∈ Cthb
0(Ω × S)}, donc

la moins fine des topologies sur Y(S) rendant continues les applications de
la famille FS; cette topologie est notée S(Y(S)) ou simplement S s’ il n’ y a
pas d’ ambiguité sur l’ espace souslinien S.
”La suite généralisée (τ i)i∈I ⊆ Y(S) est S - convergente vers τ ∈ Y(S)” est

notée τ i S−→ τ .

2.8 Remarques. (i) τ i S−→ T si et seulement si

τ i(Ψ) → τ (Ψ), pour toute Ψ ∈ Cthb
0(Ω× S)

soit:

τ i(1
A
⊗ f) → τ (1

A
⊗ f), pour tout A ∈ A et tout f ∈ Cb(S).

et, si nous utilisons les désintégrées, pour tout f ∈ Cb(S), la suite généralisée
(τ i

. (f))i∈I ⊆ L1(µ) est faiblement convergente vers τ.(f) ∈ L1(µ).
(ii) Soit (τ i)i∈I ⊆ Y(S) et τ ∈ Y(S).
Pour tout A ∈ A, (τ i(A× ·))i∈I ⊆ Rca+(BS) et τ (A× ·) ∈ Rca+(BS). Alors

τ i S−→ τ ⇐⇒ τ i(A× ·) T−→ τ (A× ·), pour tout A ∈ A

(c’ est-à-dire la suite généralisée (τ i(A× ·))i∈I est étroitement convergente
vers τ (A× ·)).
(iii) La topologie stable sur Y(S) est notée dans [CRV] par τW

Y1 .

2.9 Théorème. Soit S un espace souslinien métrisable; pour tout suite
généralisée (τ i)i∈I ⊆ Y(S) et tout τ ∈ Y(S) les deux conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) τ i S−→ τ .
(2) τ i(Ψ) → τ (Ψ), pour tout Ψ ∈ Cthb(Ω× S).
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3 Résultats de densité

Nous donnons d’ abord un lemme que nous utiliserons pour montrer deux
résultats de densité sur l’ espace Y(S).

3.1 Lemme. Soit S un espace souslinien régulier; pour tout τ ∈ Y(S) et
pour tout ε > 0, il existe un compact K ∈ KS et une mesure τ ′ ∈ Y(K) tels
que, pour tout Ψ ∈ Cthb(Ω× S),

|τ (Ψ)− τ ′(Ψ�Ω×K)| < ε · ‖Ψ‖0.

Démonstration. Selon le (iii) de la remarque 2.3, pour tout τ ∈ Y(S)
et tout ε > 0, il existe un compact K ∈ KS tel que

(1) τ (Ω× (S \K)) =

∫
Ω

τt(S \K)dµ(t) <
ε

4
.

Soit A = {t ∈ Ω : τt(K) = 0}; comme K ∈ BS, l’ application t 7→ τt(K) est
(A− B[0,1]) - mesurable et donc A ∈ A. De plus,

(2) µ(A) ≤
∫

A

τt(S\K)dµ(t)+

∫
Ω\A

τt(S\K)dµ(t) =

∫
Ω

τt(S\K)dµ(t) <
ε

4
.

Soit une probabilité fixée ν ∈ PK ; alors on peut définir τ ′ : Ω → PK par

τ ′t(B) =


1

τt(K)
· τt(B) , t ∈ Ω \ A

ν(B) , t ∈ A
, pour tout t ∈ Ω et tout B ∈ BK .

L’ application t 7→ τ ′t(B) est (A− B[0,1]) - mesurable et donc τ ′. est
(A−CK) - mesurable. Alors, elle est la désintégrée d’ une mesure τ ′ ∈ Y(K).
Pour tout intégrand Ψ ∈ Cthb(Ω × S), Ψ′ = Ψ�Ω×K∈ Cthb(Ω × K); on a
alors, d’ après (1) et (2),

|τ (Ψ)− τ ′(Ψ′)| ≤
∫

Ω\A

∣∣∣∣∫
S

Ψ(t, x)dτt(x)−
∫

K

Ψ(t, x)dτ ′t(x)

∣∣∣∣ dµ(t)+

+

∫
A

[∫
S

|Ψ(t, x)|dτt(x) +

∫
K

|Ψ(t, x)|dν(x)

]
dµ(t) ≤

≤
∫

Ω\A

∣∣∣∣∫
K

Ψ(t, x)dτt(x)−
∫

K

Ψ(t, x)

τt(K)
dτt(x)

∣∣∣∣ dµ(t)+
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+

∫
Ω\A

(∫
S\K

|Ψ(t, x)|dτt(x)

)
dµ(t) + 2‖Ψ‖0 · µ(A) ≤

≤
∫

Ω\A

τt(S \K)

τt(K)

(∫
K

|Ψ(t, x)|dτt(x)

)
dµ(t) + ‖Ψ‖0 · τ (Ω× (S \K)) +

+2
ε

4
· ‖Ψ‖0 ≤ ‖Ψ‖0 ·

∫
Ω\A

τt(S \K)dµ(t) +
ε

4
· ‖Ψ‖0 +

ε

2
· ‖Ψ‖0 <

<
ε

4
· ‖Ψ‖0 +

3ε

4
· ‖Ψ‖0 = ε · ‖Ψ‖0. �

3.2 Théorème. Soit S un espace souslinien régulier; alors l’ espace E(A,PS)
des mesures de Young en escalier est dense dans (Y(S), S).

Démonstration. Par définition 2.4, τ ∈ E(A,PS) si τ =
∑n

i=1 νi ·1Ai
,

où {A1, ..., An} est une A - partition de Ω et ν1, ..., νn ∈ PS.
I- Si S est métrisable, pour tout τ ∈ Y(S), il existe une suite (τ n)n∈N ⊆
E(A,PS) telle que τn

t
T−→ τt, pour tout t ∈ Ω. Alors, pour tout A ∈ A et

f ∈ Cb(S),

τ n(1
A
⊗ f) =

∫
A

τn
t (f)dµ(t) →

∫
A

τt(f)dµ(t) = τ (1
A
⊗ f)

donc τ n S−→ τ et τ ∈ E(A,PS)
S
.

II- Soit S un souslinien régulier et τ ∈ Y(S); puisque la topologie stable sur
Y(S) est engendrée par la famille FS = {IΨ : Ψ ∈ Cthb

0(Ω× S)}, pour tout
S -voisinage V de τ , il existe ε > 0, n ∈ N∗, Ψ1, ..., Ψn ∈ Cthb

0(Ω × S) tels
que

U =
n⋂

i=1

I−1
Ψi

(]τ (Ψi)− ε,τ (Ψi) + ε[ ) ⊆ V,

où
U = {σ ∈ Y(S) : |σ(Ψi)− τ (Ψi)| < ε, i = 1, ..., n}.

Soit, pour tout i = 1, ..., n, Ψi = 1
Ai
⊗ fi, où Ai ∈ A et fi ∈ Cb(S) et soit

M = max{‖fi‖0 : i = 1, ..., n}.
D’ après le lemme 3.1, il existe un compact K ∈ KS et une mesure τ ′ ∈ Y(K)
tels que

|τ (Ψ)− τ ′(Ψ�Ω×K)| < ε

2M
· ‖Ψ‖0, pour tout Ψ ∈ Cthb(Ω× S).
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Pour tout i = 1, ..., n soit Ψ′
i = Ψi�Ω×K= 1

Ai
⊗ fi�K∈ Cthb

0(Ω × K); alors

U ′ = {σ′ ∈ Y(K) : |σ′(Ψ′
i)− τ ′(Ψ′

i)| < ε
2
, i = 1, ..., n} est un SK - voisinage

de τ ′ et alors il existe σ′ ∈ E(A,PK)
⋂

U ′.
Soit σ′, la désintégrée de σ′, σ′ =

∑p
j=1 ν ′j · 1Bj

, où, pour tout j = 1, ..., p,

ν ′j ∈ PK et Bj ∈ A; alors, si, pour tout j = 1, ..., p, νj : BS → [0, 1] est
définie par νj(B) = ν ′j(B ∩ K), les νj sont des probabilités sur S et donc
σ =

∑p
j=1 νj · 1Bj

∈ E(A,PS).

Supposons que σ a pour désintégrée σ. Montrons que σ ∈ U . Pour tout
i = 1, ..., n,

|σ(Ψi)−τ (Ψi)| ≤ |σ(Ψi)−σ′(Ψ′
i)|+ |σ′(Ψ′

i)−τ ′(Ψ′
i)|+ |τ ′(Ψ′

i)−τ (Ψi)| <

< 0 +
ε

2
+

ε

2M
· ‖f‖0 ≤ ε.

Donc σ ∈ U ⊆ V.
Alors, pour tout S - voisinage V de τ , V

⋂
E(A,PS) 6= ∅, c’est-à-dire,

τ ∈ E(A,PS)
S

et E(A,PS) est partout dense dans (Y(S), S).
�

3.3 Théorème. Soit S un espace souslinien régulier; si la mesure µ est
sans atome, alors M(S) est partout dense dans (Y(S), S).

Démonstration.
I- Considérons d’abord le cas où S un espace souslinien compact. La topologie
stable sur Y(S) est engendrée par la famille FS = {IΨ : Ψ ∈ Cthb

0(Ω× S)}.
Soit τ ∈ Y(S); pour tout A ∈ A, tout f ∈ Cb(S) = C(S) et tout ε > 0, soit
I(τ ; A, f, ε) = I−1

Ψ (]IΨ(τ )− ε, IΨ(τ ) + ε[) où Ψ = 1
A
⊗ f ∈ Cthb

0(Ω× S).

Alors la famille des ensembles U =

p⋂
k=1

I(τ ; Ak, fk, ε), où p ∈ N∗, {A1, ..., Ap}

⊆ A, {f1, ..., fp} ⊆ C(S) et ε > 0, est une base de voisinages ouverts pour τ
dans (Y(S), S). On peut choisir les ensembles Ak, k = 1, ..., p, disjoints deux à
deux; en effet, on peut toujours trouver les ensembles B1, ..., Bq ∈ A disjoints
deux à deux tels que, pour tout k = 1, ..., p, il existe ik1, ..., i

k
rk
∈ {1, ..., q} avec

Ak =

rk⋃
j=1

Bikj
. Alors, si on note gl = fk chaque fois que Bl ⊆ Ak, l’ ensemble

W =

q⋂
l=1

I(τ ; Bl, gl,
ε

q
) ⊆

p⋂
k=1

I(τ ; Ak, fk, ε) = U .

D’ après le théorème 3.2, E(A,PS) est partout dense dans Y(S).
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Alors il suffit de montrer que, pour tout τ ∈ E(A,PS) et tout voisinage V
de τ , V ∩M(S) 6= ∅.
Soit donc τ =

∑q
j=1 νj ·1Bj

∈ E(A,PS) où ν1, ..., νq ∈ PS et {B1, ..., Bq} est

une A - partition de Ω. D’ après la remarque ci-dessus, pour tout voisinage
V de τ dans (Y(S), S), il existe p ∈ N∗, {A1, ..., Ap} ⊆ A disjoints deux à
deux, f1, ..., fp ∈ C(S) et ε > 0 tels que

(1) U =

p⋂
k=1

I(τ ; Ak, fk, ε) ⊆ V.

Soit ε1 =
ε

2µ(Ω)
> 0; alors la famille

{
Dy =

p⋂
k=1

f−1
k ( ]fk(y)− ε1, fk(y) + ε1[ ) : y ∈ S

}

est un recouvrement ouvert de l’ espace compact S.
Soit alors {Dyi

: i = 1, ..., n} un sous-recouvrement fini de S; si nous notons
avec Ci = Dyi

\ ∪j<iDyj
, pour tout i = 2, ..., n et C1 = Dy1 alors {C1, ..., Cn}

est une BS - partition de S
Pour tout i = 1, ..., n, soit zi ∈ Ci un point fixé; alors, pour tout z ∈ Ci et
tout k = 1, ..., p,

(2) |fk(z)− fk(zi)| ≤ |fk(z)− fk(yi)|+ |fk(yi)− fk(zi)| < 2ε1.

Pour tout j = 1, ..., q, tout i = 1, ..., n et tout k = 1, ..., p, soit

(3) αk
ij = νj(Ci) · µ(Bj ∩ Ak).

Alors, pour tout j = 1, ..., q et tout k = 1, ..., p,

n∑
i=1

αk
ij =

(
n∑

i=1

νj(Ci)

)
· µ(Bj ∩ Ak) = νj(S) · µ(Bj ∩ Ak) = µ(Bj ∩ Ak).

Comme µ n’ a pas d’atome, d’ après un théorème de Saks (voir [War], Th.
I.4.10), pour tout j = 1, ..., q et tout k = 1, ..., p, il existe une A - partition
de Bj ∩ Ak, {Bk

ij : i = 1, ..., n} telle que

(4) µ(Bk
ij) = αk

ij, pour tout i = 1, ..., n.
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Alors, pour tout k = 1, ..., p,

Ak =

q⋃
j=1

(Bj ∩ Ak) =

q⋃
j=1

n⋃
i=1

Bk
ij =

n⋃
i=1

(
q⋃

j=1

Bk
ij

)
.

Pour tout i = 1, ..., n et tout k = 1, ..., p, soit

(5) Dk
i =

q⋃
j=1

Bk
ij

Alors {Dk
i : i = 1, ..., n} est une A - partition de Ak, pour tout k = 1, ..., p.

Soit u : Ω → S, u =
∑n

i=1 zi · 1∪p
l=1Dl

i

; u ∈M(S) et, pour tout k = 1, ..., p,∣∣∣τ (1
Ak
⊗ fk)− τ u(1

Ak
⊗ fk)

∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
q∑

j=1

τ (1
Ak ∩Bj

⊗ fk)−
n∑

i=1

τ u(1
Dk

i

⊗ fk)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
q∑

j=1

νj(fk) · µ(Ak ∩Bj)−
n∑

i=1

fk(zi)µ(Dk
i )

∣∣∣∣∣ (5)
=

(5)
=

∣∣∣∣∣
q∑

j=1

n∑
i=1

νj(1Ci
⊗ fk) · µ(Ak ∩Bj)−

n∑
i=1

q∑
j=1

fk(zi)µ(Bk
ij)

∣∣∣∣∣ (4)

≤

(4)

≤
q∑

j=1

n∑
i=1

∣∣∣νj(1Ci
⊗ fk) · µ(Ak ∩Bj)− fk(zi)α

k
ij

∣∣∣ (3)
=

(3)
=

q∑
j=1

n∑
i=1

∣∣∣νj(1Ci
⊗ fk) · µ(Ak ∩Bj)− fk(zi) · νj(Ci) · µ(Ak ∩Bj)

∣∣∣ =

=

q∑
j=1

n∑
i=1

∣∣∣νj(1Ci
⊗ (fk − fk(zi)))

∣∣∣ · µ(Ak ∩Bj) ≤

≤
q∑

j=1

n∑
i=1

∫
Ci

|fk(z)− fk(zi)|dνj(z) · µ(Ak ∩Bj)
(2)

≤

10



(2)

≤ 2ε1

q∑
j=1

n∑
i=1

νj(Ci)µ(Ak ∩Bj) = 2ε1

q∑
j=1

µ(Ak ∩Bj) = 2ε1µ(Ak) ≤ ε.

Alors, d’ après (1), τ u ∈
⋂p

k=1 I(τ ; Ak, fk, ε) = U ⊆ V et V ∩M(S) 6= ∅.
II- Soit maintenant S un espace souslinien régulier et soit τ ∈ Y(S).
Pour tout S - voisinage V de τ il existe p ∈ N∗, Ψ1, ..., Ψp ∈ Cthb

0(Ω× S) et
ε > 0 tels que

(6) U = {σ ∈ Y(S) : |σ(Ψk)− τ (Ψk)| < ε, k = 1, ..., p} ⊆ V.

Soit M = max{‖Ψk‖0 : k = 1, ..., p}; d’ après le lemme 3.1, il existe un
compact K ∈ KS et une mesure τ ′ ∈ Y(K) tels que

(7) |τ (Ψ)− τ ′(Ψ�Ω×K)| < ε

2M
‖Ψ‖0, pour tout Ψ ∈ Cthb(Ω× S).

Pour tout k = 1, ..., p, si Ψ′
k = Ψk �Ω×K , Ψ′

k ∈ Cthb
0(Ω × K); en effet, si

Ψk = 1
Ak
⊗ fk, Ψ′

k = 1
Ak
⊗ (fk�K).

Alors

U ′ =

p⋂
k=1

I(τ ′; Ak, fk�K , ε) =

= {σ′ ∈ Y(K) : |σ′(Ψ′
k)− τ ′(Ψ′

k)| < ε, k = 1, ..., p}

est un SK - voisinage de τ ′ ∈ Y(K).
D’ après la partie I, il existe une application u′ : Ω → K, (A−BK) - mesurable
telle que τ u′ ∈ U ′, d’ où

(8) |τ u′(Ψ′
k)− τ ′(Ψ′

k)| <
ε

2
, pour tout k = 1, ..., p.

Alors l’ application u : Ω → S, définie par u(t) = u′(t), pour tout t ∈ Ω, est
(A− BS) - mesurable. D’ après (7) et (8), pour tout k = 1, ..., p,

|τ u(Ψk)− τ (Ψk)| = |τ u′(Ψ′
k)− τ (Ψk)| ≤

≤ |τ u′(Ψ′
k)− τ ′(Ψ′

k)|+ |τ ′(Ψ′
k)− τ (Ψk)| <

ε

2
+

ε

2M
· ‖Ψk‖0 ≤ ε.

Alors τ u ∈ U ⊆ V et donc V ∩M(S) 6= ∅.
�
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4 Compacité dans l’espace

de mesures de Young

Soit S un espace souslinien régulier et soit KS la famille de tous les ensembles
compacts de S. Rappelons qu’une application ϕ : S → [0, +∞] est inf-
compacte si, pour tout a ∈ R+, ϕ−1([0, a]) ∈ KS. Chaque application inf-
compacte est s.c.i. et, par suite, est une application borélienne.
Un intégrand Ψ : Ω×S → R+ est dit inf-compact si, pour tout t ∈ Ω, Ψ(t, .)
est une application inf-compacte. Il est clair que tout intégrand inf-compact
est un intégrand s.c.i.

4.1 Théorème. Soit S un souslinien régulier, soit Y(S) l’espace des mesures
de Young sur Ω× S et soit H ⊆ Y(S); considérons les conditions suivantes:
(T1) pour tout ε > 0, il existe K ∈ KS tel que

τ (Ω× (S \K)) < ε, pour toute τ ∈ H.
(T2) il existe une application ϕ : S → [0, +∞] inf-compacte telle que

supτ∈H τ
(
1

Ω
⊗ ϕ

)
< +∞.

(T3) pour tout ε > 0, il existe un ensemble tendu H ⊆ PS tel que, pour
toute τ. ∈ H, τ−1

. (PS \H) ∈ A et µ({t ∈ Ω : τt ∈ PS \H}) ≤ ε.
(T4) pour tout ε > 0 il existe C ∈ A⊗ BS tel que, pour tout t ∈ Ω,

Ct = {x ∈ S : (t, s) ∈ C} ∈ KS et supτ∈H τ ((Ω× S) \ C) < ε.
(T5) il existe un intégrand inf-compact Ψ : Ω× S → [0, +∞] tel que

supτ∈H τ (Ψ) < +∞.
(T6) pour tout ε > 0 il existe une multiapplication mesurable Γ : Ω → KS

telle que supτ∈H
∫

Ω
τt(S \ Γ(t))dµ(t) < ε.

Alors:

(T1) ⇐⇒ (T2) ⇐⇒ (T3)
⇓

(T4) ⇐⇒ (T5) ⇐⇒ (T6)

4.2 Définition. Soit S un souslinien régulier; un ensemble H ⊆ Y(S)
est dit tendu si, pour tout ε > 0 il existe un compact K ∈ KS tel que
τ (Ω× (S \K)) < ε, pour toute τ ∈ H.
Une suite généralisée (τ i)i∈I ⊆ Y(S) est tendue si l’ensemble {τ i : i ∈ I}
est tendu.
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4.3 Remarques.
(i) La condition d’être tendu est équivalente aux conditions (T2) et (T3) du
théorème précédent.
(ii) D’après la remarque précédente, pour tout τ ∈ Y(S), {τ } est tendu.
(iii) Dans [CRV] on utilise le terme de ”strictement tendu” pour un ensemble
qui vérifie l’une des conditions équivalentes (T1) à (T3) du théorème 4.1 et le
terme de ”souplement tendu” lorsque l’une des conditions équivalentes (T4 à
(T6) est satisfaite.
(iv) La condition (T5) du théorème 4.1 apparâıt dans [Ba1] et la condition
(T6) dans [JaM].
(v) Dans le théorème 4.3.14 de [CRV], il est montré que, si S est un sousli-
nien régulier et un espace de Prokhorov, alors (T4) =⇒ (T1) et donc toutes
les conditions (T1) à (T6) sont équivalentes. Ceci s’applique, en particulier,
lorsque S est polonais.

(vi) Soit H ⊆ M(S) une famille des applications mesurables et H =
{τ u : u ∈ H} ⊆ Y(S) (selon la définition 2.5 et la remarque 2.6); H est
tendu si et seulement si

(T ) ∀ε > 0,∃K ∈ KS t.q. µ
(
u−1(S \K)

)
< ε,∀u ∈ H.

Nous dirons dans ce cas que la famille H ⊆M(S) est tendue.
Une suite généralisée (ui)i∈I ⊆ M(S) sera dite tendue si le sous-ensemble
{ui : i ∈ I} de M(S) est tendu.
(vii) Dans le cas particulier où S = Rd, H est tendue si et seulement si

(Te) ∀ε > 0,∃k > 0 t.q. µ(‖u‖ ≥ k) = µ({t : ‖u(t)‖ ≥ k}) < ε,∀u ∈ H

où ‖ · ‖ est la norme usuelle sur Rd. Dans ce cas, nous avons la propriété
suivante:

Tout ensemble borné H ⊆ L1(µ, Rd) ⊆M(Rd) est tendu.

4.4 Théorème. Soit S un espace souslinien compact; alors (Y(S), S) est
un espace compact.

Démonstration. Soit C(S) = Cb(S) l’espace des applications réelles
continues sur S, muni de la norme ‖ · ‖0 de la convergence uniforme; soit
L1(µ, C(S)) = {f ∈M(C(S)) : ‖f‖1 =

∫
Ω
‖f‖0dµ < +∞}.

Si L1(µ, C(S)) = {f̄ : f ∈ L1(µ, C(S))}, L1(µ, C(S)) est un espace de Ba-
nach pour lequel nous notons son dual topologique

[
L1(µ, C(S))

]′
.
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Nous pouvons associé à chaque Ψ ∈ Cthb(Ω×S) l’application ϕΨ : Ω → C(S)
définie par ϕΨ(t) = Ψ(t, ·), pour tout t ∈ Ω et alors ϕΨ ∈ L1(µ, C(S)).
Comme supt∈Ω ‖ϕΨ(t)‖0 = supt∈Ω supx∈S |Ψ(t, x)| < +∞, ϕΨ est bornée.
L’application Ψ 7→ ϕΨ est un bijection de Cthb(Ω× S) sur le sous-ensemble
E des applications bornées de L1(µ, C(S)). En effet, pour toute fonction f
bornée de L1(µ, C(S)), l’application Ψ : Ω × S → R, Ψ(t, x) = f(t)(x), est
mesurable en t et continue en x (car, si, pour tout x ∈ S, φx : C(S) → R,
φx(g) = g(x), pour toute g ∈ C(S), Ψ(·, x) = φx ◦ f est la composition de la
fonction continue φx avec la fonction mesurable f). Alors Ψ est un intégrand
de Carathéodory. De plus, pour tout (t, x) ∈ Ω× S,

|Ψ(t, x)| ≤ ‖f(t)‖0 ≤ sup
t∈Ω

‖f(t)‖0 < +∞,

d’ou Ψ ∈ Cthb(Ω× S). Et il est clair que ϕΨ = f .
Pour toute τ ∈ Y(S), soit f ∗τ : L1(µ, C(S)) → R définie par

f ∗τ (f) =

∫
Ω

(∫
S

f(t)(x)dτt(x)

)
dµ(t), pour toute f ∈ L1(µ, C(S)).

Nous remarquons que, pour toute f ∈ L1(µ, C(S)),∫
Ω

sup
x∈S

|f(t)(x)| dµ(t) =

∫
Ω

‖f(t)‖0dµ(t) < +∞ et alors

|f ∗τ (f)| ≤
∫

Ω

‖f(t)‖0dµ(t) = ‖f‖1.

Donc l’application τ 7→ f ∗τ est bien définie comme une application de Y(S)
à valeurs dans

[
L1(µ, C(S))

]′
. De plus, ‖f ∗τ ‖ = sup‖f‖1≤1 |f ∗τ (f)| ≤ 1; c’est-

à-dire l’image F de cette application, soit:

F = {f ∗τ : τ ∈ Y(S)},

est contenue dans la boule unité fermée de
[
L1(µ, C(S))

]′
.

Pour toute suite généralisée (τ i)i∈I ⊆ Y(S), d’après le théorème 2.9, τ i S−→
τ si et seulement si τ i(Ψ) → τ (Ψ), pour tout Ψ ∈ Cthb(Ω × S) ce qui est
équivalent à f ∗τ i(ϕΨ) → f ∗τ (ϕΨ) ou à f ∗τ i(f) → f ∗τ (f), pour toute f ∈ E.

Comme l’ensemble E est dense dans L1(µ, C(S)), il résulte que τ i S−→ τ si et
seulement si (f ∗τ i)i∈I est faiblement*-convergente vers f ∗τ dans

[
L1(µ, C(S))

]′
.
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Alors (Y(S), S) est homéomorphe au sous-ensemble F de la boule unité
fermée de

[
L1(µ, C(S))

]′
muni de la topologie faible*. Pour achever la

démonstration, il suffit donc de montrer que F est faiblement*-fermé.
Soit alors f ∗ un point dans la fermeture faible* de F . Il existe une suite
généralisée (τ i)i∈I ⊆ Y(S) telle que (f ∗τ i)i∈I est faiblement*-convergente vers
f ∗. Alors, pour toute Ψ ∈ Cthb(Ω× S),

f ∗τ i(ϕΨ) → f ∗(ϕΨ) ou τ i(Ψ) → f ∗(ϕΨ).

Pour tout A ∈ A, l’application τ (A× ·) : C(S) → R, définie par:
τ (A × f) = limi τ i(1

A
⊗ f) est une forme linéaire et positive, donc une

mesure de Radon sur S ( soit τ (A × ·) ∈ Rca+(BS)). De plus τ (A × S) =
limi τ i(A× S) = µ(A), pour tout A ∈ A et alors τ ∈ Y(S).
Comme, pour tout Ψ ∈ Cthb(Ω×S),τ (Ψ) = limi τ i(Ψ) = f ∗(ϕΨ), il résulte
que f ∗ = f ∗τ ∈ F .

�

4.5 Théorème (théorème de Prokhorov).
a) Soit S un souslinien régulier et H un sous-ensemble tendu de Y(S);

alors H est relativement S-compact.
b) Soit S un souslinien régulier et aussi un espace de Prokhorov; si H est

un sous-ensemble relativement S-compact de Y(S), alors H est tendu.

Démonstration. a)- Nous rappelons que, d’après le (i) de la remarque 4.3,
H est tendu si et seulement s’il existe une application ϕ : S → [0, +∞]
inf-compacte telle que M = supτ∈H τ (1

Ω
⊗ ϕ) < +∞.

(a1) Nous considérons d’abord S souslinien métrisable; dans ce cas, il peut
être plongé dans un compact métrisable S̄. Du théorème 4.4, il ressort que
(Y(S̄), SS̄) est un espace compact et alors il est homéomorphe à un sous-
espace de (Y(S̄), SS̄).
Pour toute suite généralisée (τ i)i∈I ⊆ H ⊆ Y(S) ⊆ Y(S̄), il existe une
sous-suite généralisée (τ ij)j∈J et une mesure de Young τ ∈ Y(S̄) telle que

τ ij
SS̄−→ τ .

Soit l’application Φ : S̄ → [0, +∞],

Φ(x) =

{
ϕ(x) si x ∈ S,
+∞ si x ∈ S̄ \ S.
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Alors, pour tout a ∈ R+, Φ−1([0, a]) = ϕ−1([0, a]) ∈ KS ⊆ KS̄, donc Φ est
une application inf-compacte sur S̄ et alors s.c.i. et bornée inférieurement.

τ (1
Ω
⊗ φ) ≤ lim inf

j
τ ij(1

Ω
⊗ Φ) = lim inf

j∈J
τ ij(1

Ω
⊗ ϕ) ≤ M

ou ∫
Ω

(∫
S̄

Φ(x)dτt(x)

)
dµ(t) =

∫
Ω

(∫
S

ϕ(x)dτt(x)

)
dµ(t)+

+

∫
Ω

(∫
S̄\S

(+∞)dτt(x)

)
dµ(t) ≤ M < +∞.

D’où l’ on peut voir que, pour presque tout t ∈ Ω, τt(S̄ \ S) = 0 et donc

τ ∈ Y(S). Alors τ ij S−→ τ ; donc H est relativement S-compact.
(a2) Soit maintenant (S, σ) un souslinien régulier quelconque et H un sous-
ensemble σ-tendu de Y(S) (c’est-à-dire tendu par rapport aux compacts de
(S, σ)). Il existe une distance d sur S telle que la topologie engendrée, σd,
est moins fine que σ, est de type dénombrable et BS(σd) = BS(σ). Soit Sd la
topologie stable sur Y(S) par rapport à (S, σd). Alors (S, σd) est un souslinien
métrisable et, comme K(S,σ) ⊆ K(S,σd),H est aussi σd-tendu. D’après (a1), H
est Sd- relativement compact.
Une suite généralisée (τ i)i∈I ⊆ Y(S) est Sd-convergente vers τ ∈ Y(S) si et
seulement si, pour tout A ∈ A et tout f ∈ Cb(S, σd),τ i(1

A
⊗f) → τ (1

A
⊗f).

Comme Cb(S, σd) ⊆ Cb(S, σ) on peut remarquer que Sd ⊆ S.
Comme H est σ-tendu, il existe une application ϕ : (S, σ) → [0, +∞] σ-inf-
compacte telle que M = supτ∈H τ (1

Ω
⊗ ϕ) < +∞.

Soit (τ i)i∈I ⊆ H une suite généralisée; commeH est relativement Sd-compact
il existe une sous-suite généralisée (τ ij)j∈J et une mesure de Young τ ∈ Y(S)

telle que τ ij
Sd−→ τ .

Montrons que τ ij S−→ τ .
Soit A ∈ A et f : (S, σ) → R+ une application σ-s.c.i.; pour tout ε > 0,
soit ϕε = f + ε · ϕ : (S, σ) → R+. Alors ϕε est σ-inf-compacte; en effet,
pour tout a ∈ R+, ϕ−1

ε ([0, a]) = {x ∈ S : f(x) + ε · ϕ(x) ≤ a} ⊆ {x ∈ S :
ϕ(x) ≤ a

ε
} = ϕ−1([0, a

ε
]). Comme ϕε est σ-s.c.i., ϕ−1

ε ([0, a]) est un σ-fermé
contenu dans le σ-compact ϕ−1([0, a

ε
]). Alors ϕ−1

ε ([0, a]) ∈ K(S,σ) ⊆ K(S,σd)

d’où ϕ−1
ε ([0, a]) est fermé dans (S, σd) et alors ϕε est une application τd-s.c.i.

et inférieurement bornée. Donc

τ (1
A
⊗ ϕε) ≤ lim inf

j
τ ij(1

A
⊗ ϕε)
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et alors

lim inf
j

τ ij(1
A
⊗ f) + ε ·M ≥ lim inf

j
τ ij(1

A
⊗ ϕε) ≥ τ (1

A
⊗ ϕε) ≥

≥ τ (1
A
⊗ f) pour tout ε > 0

et alors, pour toute application positive et σ-s.c.i.,

lim inf
j

τ ij(1
A
⊗ f) ≥ τ (1

A
⊗ f).

Il est clair que l’inéqualité est valable aussi pour toute application bornée

inférieurement et σ-s.c.i. et alors τ ij S−→ τ .
b)- Soit S un souslinien régulier qui est aussi un espace de Prokhorov (c’est
à dire tout ensemble relativement étroitement-compact de Rca+(BS) est
tendu). Or, l’application Φ de Y(S) dans Rca+(BS) définie par Φ(τ ) =
τ (Ω × ·)), pour toute τ ∈ Y(S), est (S − TS)-continue ( où Ts désigne la
topologie étroite sur Rca+(BS)). Donc, si H ⊆ Y(S) est relativement S-
compact, Φ(H) est relativement TS-compact dans Rca+(BS) et alors Φ(H)
est tendu. Donc, pour tout ε > 0 il existe K ∈ KS tel que, pour tout
τ ∈ H, Φ(τ )(S \K) = τ (Ω× (S \K)) < ε.

�

4.6 Remarques. (i) Comme cas particulier du résultat précédent, nous
avons:
Si S est un espace polonais, alors H ⊆ Y(S) est relativement S-compact si
et seulement si H est tendu.
(ii) Le fait que tout ensemble uniformément intégrable de L1(µ) est rela-
tivement faiblement compact dans (L1(µ), ‖.‖1) (le théorème de Dunford-
Pettis) est maintenant une conséquence du théorème de Prokhorov. En effet
si H est un sous-ensemble uniformément intégrable de L1(µ) alors H est borné
et, d’après 4.3, H est tendu. Le théorème de Prokhorov (4.5) nous assure
que H est relativement S-compact. Alors toute suite généralisée (ui)i∈I ⊆ H
admet une sous-suite généralisée (uij)j∈J −S-convergente vers une mesure de

Young τ ∈ Y(R). Comme (uij)j∈J est uniformément intégrable et τ ij S−→ τ ,
alors (uij)j∈J est faiblement convergente vers u : Ω → R où u(t) =

∫
R xdτt(x),

pour tout t ∈ Ω (cf.[Va2]); donc H est relativement faiblement compact dans
L1(µ), ‖.‖1).

Nous donnons deux résultats sur la compacité séquentielle sur (Y(S), S).
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4.7 Théorème. Soit S un souslinien régulier. Si H ⊆ Y(S) est un ensem-
ble tendu, alors il est séquentiellement S-compact.

Démonstration. 1) Nous supposons d’abord que S est un souslinien
métrisable. Rac+(BS) et PS sont métrisables et de type dénombrable. La
tribu borélienne C de PS est donc dénombrablement engendrée.
Soit (τ n)n∈N une suite de mesures de Young de H; pour tout n ∈ N, τn

.

est donc une application mesurable de (Ω,A) à valeurs dans (PS, C). La
plus petite σ-algèbre, A0, sur Ω pour laquelle toutes les applications τn

. sont
mesurables est alors dénombrablement engendrée; il est évident que A0 ⊆ A.
Soit µ0 la restriction de µ sur A0 et soit Y0(S) l’espace de mesures de Young
sur (Ω,A0, µ0), donc l’espace de toutes les applications τ. : Ω → PS, (A0−C)-
mesurables ou bien des mesures τ : A0⊗BS → R+ pour lesquelles τ (A×S) =
µ0(A), pour tout A ∈ A0. On peut remarquer que µ0 n’est pas, en général,
une mesure complète sur A0.
Soit S0 la topologie stable sur Y0(S); Y0(S) ⊆ Y(S) et S0 ⊆ S�Y0(S).
Soit Φ : Y(S) → Y0(S) l’application qui, à chaque τ ∈ Y(S), associe la
restriction Φ(τ ) = τ �A0⊗BS

; alors Φ est une surjection (S − S0)-continue.
Comme H ⊆ Y(S) est tendu, d’après le théorème 4.5, il est relativement
S-compact et alors Φ(H) est relativement S0-compact. Mais (Y0(S), S0) est
un espace métrisable, donc Φ(H) est séquentiellement compact.
Soit alors (τ kn)n∈N une sous-suite de (τ n)n∈N et soit τ ∈ Y0(S) ⊆ Y(S) telle

que Φ(τ kn)
S0−→ τ . Montrons que τ kn

S−→ τ .
Soit A ∈ A et soit f ∈ Cb(S); l’application ν : A0 → R+ définie par
ν(B) = µ(A ∩ B), pour tout B ∈ A0, est une mesure sigma-additive et
finie absolutement continue par rapport à µ0 : A0 → R+. D’après le
théorème de Radon-Nikodym , il existe une fonction g ∈ L1(Ω,A0, µ0) telle
que ν(B) = µ(A ∩ B) =

∫
B

g(t)dµ0(t), pour tout B ∈ A0; en particulier,
µ(A) =

∫
Ω

g(t)dµ0(t). Alors

τ kn(1
A
⊗ f) =

∫
Ω

1
A
(t) · τ kn

t (f)dµ(t) =

∫
Ω

g(t) · Φ(τ kn)t(f)dµ0(t) →

→
∫

Ω

g(t) · τt(f)dµ0(t) =

∫
Ω

1
A
(t) · τt(f)dµ(t) = τ (1

A
⊗ f).

2) Supposons maintenant que (S, σ) est un souslinien régulier. SoitH ⊆ Y(S)
un ensemble σ-tendu. Nous pouvons considérer une distance d sur S telle
que la topologie engendrée, σd, est de type dénombrable et moins fine que σ;
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et que BS(σd) = BS(σ). Alors (S, σd) est un souslinien métrisable et, comme
nous avons montré dans la démonstration du théorème 4.5, la topologie stable
Sd sur Y(S, σd) est moins fine que la topologie stable S sur Y(S, σ).

L’adhérence H de H dans l’espace (Y(S), S) est S-compacte et alors
S�H= Sd �H. Mais, d’après la première partie de la démonstration, H est
séquentiellement Sd-compact et alors il est séquentiellement S-compact.

�

La proposition suivante donne une réciproque de cette propriété.

4.8 Proposition. Soit S un espace polonais. Si H ⊆ Y(S) est un ensemble
séquentiellement S-compact, alors il est tendu.

Démonstration. L’application Φ : Y(S) → Rca+(BS) définie pour tout
τ ∈ Y(S), par Φ(τ ) = τ (Ω × ·), est (S − TS)-continue. Alors Φ(H) est
séquentiellement TS-compact dans Rca+(BS). Comme (Rca+(BS), TS) est
métrisable, Φ(H) est relativement compact et alors Φ(H) est tendu, d’où H
est tendu.

�
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