Produsul vectorial, dublu vectorial gi produsul mixt.

Produsul vectorial a doi vectori liberi.

Fie B = {i, j, k} 0 baza ortonormata pozmva in V5 orientat. Pentru
doi vectori @ = 2% + 22§ + 2%k, v = y"i + y%j + v3k, definim produsul
lor vectorial ca fiind vectorul

;_ 2l oy _ ) )
uxv=|j 2> y° | =@ -2 y)i— (2"’ -2y )+ (2l — 2Py k.
k 333 y3
Proprietati:

V)ixj=k jxk=k kxi=j;

V2) Aplicatia x : (4,7) € V3 x V3 — @ X 0 € V5 este biliniara i
antisimetrica (4 X v = —0 X 4);

V3) @ x v = 0 dacd si numai dacd vectorii @ si ¥ sunt coliniari;

Vi) uxv La,uxolo

V5) Daca @ si © necoliniari atunci {u, v,u X v} este o baza pozitiva.

V6) Daca u # 0 si v # 0 atunci |u x 0| = |u||v|sin Z(u,v) este aria
paralelogramului construit pe cei doi vectori aplicati in acelagi punct.

Produsul dublu vectorial.

Pentru trei vectori liberi 4, v, w, produsul dublu vectorial @ x (v X w)
este dat de:

ux (0 xw)=<u,w>0v—<u0v>1w0.
Produsul dublu vectorial (z x ©) X @ are urmatoarea exprimare:
(U x0) X w=<7v,w>u—<uw>7.

Produsul mixt.
Produsul mixt a trei vectori liberi @, 0, w este numarul real (u, v, w),
definit prin

(4,0, W) =< U, 0 X V> .

Proprietati:

M1) Aplicatia (-, -,-) : V3 X V3 X V3 — R este o forma trei-liniara

M2) Produsul mixt este o aplicatie antisimetrica: (u,v,w) = —(v,u, W),
(w,v,w) = —(u,w,v), etc.

M3) (u,v,w) = 0 daca si numai daca vectorii sunt coplanari.

M4) Daca u,v si w sunt necoplanari atunci |(u,v,w)| este egal cu
volumul paralelipipedului construit pe cei trei vectori aplicati in acelasi
punct;
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M5) Daca @ = x'i+a?j+23%k, v = yli+y?j+yiksiw = 2Yi+ 225+ 25k
atunci
y!
y: oz
%

Baza reciproca.

Fie B = {€1, €3, €3} o baza oarecare in V5. Baza B* = {€}, é5, €5} se
numeste baza reciprocd bazei B daca < €;,€; >= d;;. Vectorii bazei
reciproce la fel orientate cu baza data sunt dati de:
ég X ég x ég X él . él X ég

(61,65,83)" °  (é1,62,e3)" °  (€1,62,03)
Se observa ca o baza este ortonormata daca si numai daca coincide cu
reciproca sa.

Probleme:

P1) Sa se calculeze produsul vectorial @ x
perechi de vectori: i) @ = i + 2j, v = 3k; ii)
Ti + 45 + 6k; iil) u = j + 2k, v = 2i + 3k.

P2) Se consideri vectorii @, b si ¢ necoliniari doi cate doi. Sa se arate
cda+b+ ¢ =0 daca si numai dacid @ x b = b x ¢ = € x a. Utilizati
aceasta pentru a demonstra teorema sinusurilor intr-un triunghi.

P3) Sa se determine produsul scalar < @,v > stiind ca |u| = 8,
0| =15 g1 |u x 0] = 72.

P4) Sa se afle aria paralelogramului construit pe vectorii a = @ + 20
si b = 2u+0 stiind c& 4 si ¥ sunt vectori unitari care formeaza un unghi
de 7/6.

P5) Se considera punctele A, B, C € &; fixe. Sa se arate ca vectorul
MAx BC+MB x CA+MC x AB nu depinde de alegerea punctului
M € &;. Determinati lungimea acestui vector.

Solutie. Pentru un alt punct N € & avem NAxBC+NBxCA+
NC x AB = (NM +MA) x BC+(NM +MB) x CA+(NM + MC) x
AB = NM x (AB+BC+CA)+ MAx BC+MB x CA+ MC x AB.
Deoarece AB + BC + CA = 0 se obtine ci MAx BC +MB x CA +
W X z@ = m X BT%—]VE X CTA—H_V@ X E oricare ar fi punctele
M, N € V3. Pentru M = A se obtine ca acest vector este 9AC x AB
si deci norma sa este de patru ori aria triunghiului ABC.

P6) Pentru vectorii @ = i+2j+2k, v = 2i+3j+4k si w = 5i+j+3k
sa se calculeze vectorii @ X (0 x w) si (@ X 0) X w.

P7) Precizati in ce conditii vectorul a = @ x (0 X w) este coliniar cu
vectorul b = ¥ — .

P8) Sa se verifice care dintre tripletele urmatoare contin vectori
coplanari:

—k

pentru urmatoarele

/17 — . —
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Dau=i+2j—k v=9—11j+13k ¢i w = 20 + 4j — 2k;
i) =8 —3j +2k, 0 =2 —ksiw=4—6j+ 2k. -
P9) Sa se exprime produsele mixte (a,a+b,a+b+¢) si (a+b,b+
¢,¢+ a) in functie de produsul mixt (a, b, ¢).
P10) Sa se arate ca Va, b, ¢ si d € V3 are loc egalitatile:
<axbéexd>=<a,c><bd>—<a,d><bc>,
(@axb) x (¢ xd) = (a,cb)d— (b¢d)a= (a,b,d)c— (a,b,e)d.
Solutie. Folosind definitia produsului mixt, antisimetria sa i dublul
produs vectorial avem < a x b, X 0 >= (a,b,u x 0) = (u x v,a,b) =
< (uxv)xa,b>=<< u,a>v— <9,a>1ub>=<u,a><0,b>—<
v,a >< u,b >. Pentru cea de a doua egalitate avem (axb) x (¢ xd) =<
axbd>c—<axbc>d=(a,b,d)c— (a,b,c)d.
P11) Demonstrati ca are loc identitatea lui Jacobi:
uXx (0xw)+0x (wxu)+wx (uxv)=0Vu0,0 € V.
Daca u, v gi w sunt necoplanari identitatea lui Jacobi se poate scrie
UXUW 4+ x0"+wxw =0,
{u*,v*,w*} fiind baza reciproca bazei {u, v, w}.
P12) Se considera vectorii necoplanari @, v si w.

ii) Sa se arate ca are loc egalitatea

(xv)x (vxw) v

(@ x 0,0 x w,w xu) (40,0)
iii) Demonstrati ca baza {u,v,w} este reciproca bazei {u*, v*, w*}.
iv) Sa se arate ca are loc egalitatea < u + v + w, u* + v* + w* >= 3.
v) Sa se arate ca {v* x w*, w* x u*, u* x v*} este baza reciproca bazei
{v xw,w x u,u x v}

P13) Se considera o baza {a,b, ¢} si {a*,b*,c*} baza reciproca.
i) Pentru un vector arbitrar « € V3 avem:

U =<1u,a>a"+ <ub>b+ <u,é>c,

U =<1u,a" >a+ < u,b" > b+ < u,¢& > ¢

ii) Folositi relatiile (1) pentru a demonstra:




P14)

i) Se considera punctele necoplanare O, A, B gi C. Fie H proiectia
punctului O pe planul (ABC) iar Q centrul sferei circumscrise tetrae-
drului OABC. Sa se exprime vectorii oH si OS} in functie de vectorii

—0A, b=0B,c=0C

ii) Fie OXYZ un triedru si A € (OX, B € (OY, C € (OZ variabile
astfel incat planul (ABC) este paralel cu un plan dat. Sa se determine
locul geometric al centrelor sferelor circumscrise tetraedrului OABC.

Solutie.

i) Vectorii @, b, ¢ sunt necoplanari si deci constituie o bazi in V5,
pe care o presupunem orientatii pozitiv. Fie a*,b*, ¢ baza reciproca.
Relativ la aceasti bazd vectorul OH are urmitoarea exprimare

OH =< OH,a>a+<OH,b>b"+ < OH,¢> ¢

Deoarece OH L (ABC) ¢i H € (ABC) obtinem ca OH L AH,OH L
BH si OH | CH. Prima relatie de perpendicularitate implica <
Oﬁ AH >= 0. Folosind faptul ca AH=0H —a obtinem ca

< OH,a >=|OH|*.
Exprimand volumul tetraedrului OABC in doua moduri obtinem
OH|-|axb+bxé+exal=(ab,e).
In consecinta

Of — (

In mod analog
00 =< 00,a > a*+ < 00,b> b+ < O, ¢ > ¢
Deoarece 2 este egal departat de varfurile tetraedrului OABC avem ca

106> = |AQ)2 =< 00 — a, 00 — a >= |06 — 2 < O}, a > +|al>.

Din aceasta relatie obtinem

1
< 00,a >= 51l



Vectorul OS} are urmatoarea exprimare
1 L
0% = (laf'a” + [b]*0" + |ef*e")
1 (2)
- 2@0.0) <|a| bx ¢+ |b]*e x a+|e| axb)

ii) Fixam Ay € (0OX, By € (OY si Cy € (OZ astfel planul (4gByC)
este paralel cu planul dat. Pentru orice alte puncte A € (OX, B € (OY
si C' € (OZ astfel (ABC) paralel cu (AyByCy) rezulta ca exista A > 0
asthel ca OA = )\O—>Ao, OB = AO By si OC = )\O—C'S. Folosind relatia
(2) pentru O si O} obtinem ci

0% = \OQe, \ > 0.

Din aceasta relatie obtinem ca locul geometric este o semidreapta cu

originea in punctul O.
P15) Sa se rezolve urmatoarele ecuatii vectoriale: a x z
sia

b, @
(dx:z’:)zggidx(dx(---X(dxj)))—bpentrua%o b

L

Solutie. Deoarece @ L b se obtine c& {a, b,a x b} sunt ortogonali doi
cate doi si deci constituie o baza in V3. Daca T = aa+ b+ va x b este
solutie a ecuatiei a x T =b atuncib=a x z = a x (aa—l—ﬁb—i—’ya X b) =

Ba x b—~|al?b. Se obtine ca 3 = 0si —v|a|> = 1. In consecinti, solutia
1

ecuatiei @ x T = b este T = ad — |a|2a X b.
Conform celor prezentate mai sus rezolvand ecuatia @ x (@ x Z) = b
pentru a X T se obtine a X ¥ = aa — Wa x b. Deoarece a x T 1 a s
: - : .. N T L _ -
obtine v = 0. In consecinta ecuatiile ax (axz) = bsiaxz = ——zaxb

sunt echivalente. Solutia celei de a doua ecuatie este

_ _ 1 ]_ | - _ 1
x:aa—w a X —W(axb) = qa — Wa

Pentru ultima ecuatie se procedeaza prin inductie, discutandu-se cazurile
n par si n impar.
y . N . { axz=>h
P16) Sa se rezolve sistemul de ecuatii vectoriale: o
<a,r>=m,
pentru a # 0 si a L b.
P17) Dacé vectorii @, b si ¢ sunt necoplanari atunci sistemul de
<a,r >=m,
ecuatii { < b,7 >=n, admite solutie unica.
<C,x>=p



Indicatie. Fie {a*,b*,c*} baza reciproca bazei {a,b,¢}. Se cauti
solutia sistemului dat sub forma (1).

P18) Sa se determine conditiile necesare gi suficiente pentru ca sis-
temul de ecuatii vectoriale { ax ?—F{) Xy=c ,cu |al®> 4+ |b? # 0 sa

> bxr—axy=d

fie compatlbll In caz de compatibilitate sa se scrie solutia generala.

Solutie. Inmultlnd scalar prima ecuatie cu @ si a doua cu b se
obtine (EL b,y) =< a,¢ > si (a,b,y) =< b,d >. O prima conditie
necesara pentru Compatlblhtatea sistemului dat este < @, ¢ >=< b, d >.
Asemadna tor dacd inmultim scalar prima ecuatie cu bsia doua cu a
se obtine (a@,b,7) = — < b,¢ > i (a,b,7) =< a@,d > ceea ce implica
< a,d >= — < b,¢ >. In continuare vom arita c& cele dous conditjii
< a,¢ >=<b,d > s < a,d >= — < b,¢ > sunt si suficiente pentru
compatibilitatea sistemului dat.

Solutia ecuatiei < @ x b, T >= — < b, ¢ > este

Cum (@ x b)* = aa + (b obtinem

inmul'gind la stanga vectorul z cu a se obtine

_<bhe _ o _ _
axx:|_<x’;|2>a><(a><b)+ﬁa><b:< b, e > b* + Bla x b|*(a x b)*.
a
Asemanator
l_)xgj:Tatcb‘jl_)x(axl_))—fydxl_):<d,5>d*—fy|a><l_)|2(d><l_))*.

Scazand cei doi vectori obtinem

T—bxy=<a,e>a+<be>b+(8—7)axb?@xb)*

I

Deci z, y satisfac prima ecuatie a sistemului dat daca si numai daca
<c,axb>=]axb*(f—2). In mod asemanitor se obtine c& vectorii
x, y satisfac a doua ecuatie a sistemului dat daca si numai daca <



¢,a x b>=|a x b|*(a+d). In consecinti solutia sistemului dat este

—<be _

T = ’;X’bcyz>axb+aa+ﬁb,

. <a,c>_ - (a,b,e)\ _ (a,b,¢)\ -

= = b — - — | b.
axiE *(5 |axb|2>“+<a+|axb|2

P19) Vectorii liberi a si b fiind necoliniari, si se rezolve ecuatia:
a*+z<ab> |b*+<ab>
|a||a + b |bl|@ + b
P20) Se considera vectorii liberi O—/L Ob si oC ortogonali doi cate
doi. Notam |m\ = a, |@| =bsi O_d] = c¢. Sa se arate ca:

mx@+@xo-mo-dxm:abc<;m+;@+;w).

P21) Fie OABC un tetraedru regulat. Daca notam OA=a, OB =
b, OC = ¢ si se arate cd vectorii @ x (b x &), bx (¢x @) i € x (@ x b)
sunt coliniari cu B—d, CA si respectiv AB.

P22) Se considera triunghiul ABC in care AA; este inaltime si BC' =
a. Sa se arate ca

m:;mx(@x@).



