Fisa de exercitii 1
Inductia matematica. Multimi de numere

Exercitiul 1. Sa se demonstreze ca numarul functiilor definite pe o multime cu n elemente
intr-o multime cu m elemente este m™. Deduceti ca numarul submultimilor unei multimi cu n
elemente este 2.

Solutie. Fie A o multime cu n elemente si B o multime cu m elemente si notam prin F (4, B)
multimea tuturor functiilor f : A — B. Vrem sa demonstram ca |F (4, B)| = m".
Fixam B = {y1, ..., Ym } si proceddm prin inductie dupa n, numarul de elemente din domeniu. Mai

precis, pentru n € N*, consideram propozitia:

P (n):|F (A, B)| =m", pentru orice multime A cu n elemente.

Etapa de verificare: Presupunem n = 1, deci putem scrie A = {z}. F (A, B) este formata atunci
din functiile f; : A — B, f; () =y;, j =1,...,m. Asadar |F (4, B)| = m si P (1) este adevarata.

Etapa inductiva: Fie n € N. Presupunem ca P (n) este adevarata: |F (A, B)| = m™ pentru orice
A cu elemente si demonstram

P(n+1):|F (A, B)] =m™", pentru orice multime A’ cu n + 1 elemente.

Fie deci o multime A’ cu n + 1 elemente. Fixam z € A’ si scriem A" = A U {2z} unde A este o
multime cu n elemente. Din ipoteza inductiva stim

|7 (A, B)| =m"
Consideram functiile ¢ : F (A, B) x B — F (A, B) care asociaza perechii (f,y) € F (A, B) x B, functia

f(z), dacaze A
y, dacaz==x

fiA = B, f’(z)—{

siy: F(A',B) — F (A, B) x B, definita prin
(ff+A—B)e F(A,B)~ (fla, f(z)) € F(A,B)x B
Se verificd usor ca ¢ si ¢ sunt inverse una alteia, deci ¢ este bijectiva. Asadar:
|F(A',B)| = |F (A,B) x B| = |F (A,B)||B| =m" - m = m" ™!

Deci P (n + 1) este adevarata.

Din principiul inductiei, rezulta ca P (n) este adevarata pentru orice n € N*.

Observatie. Functia ¢ definitd mai sus asociaza unui y € B si unei functii f : A — B extensia sa
f+ A= Au{z} — B ce satisface f’ (z) = y. Inversa sa 1 asociaza unui f’ : A" — B, restrictiile la A
respectiv {x}.

A doua afirmatie, legatd de numarul submultimilor unei multimi cu n elemente, se deduce din
prima parte dupa cum urmeaza. Fie A o multime cu n elemente. Fiecdrei submultimi C' C A 1i
asociem functia caracteristica

xc:A—{0,1}
(z) = 1, dacazxzeC
X =91 0, dacize A\C

obtinand astfel o functie

x:P(A) — F(A,{0,1}), C+— xc



Reciproc, fiecarei functii f : A — {0,1} putem si ii asociem submultimea f~* (1) a lui f, obtinand
o aplicatie

h:F(A{0,1}) > P(A), f— F (1)

Este usor de verificat ca x si h sunt inverse una alteia deci:
P (A)] = [F(A,{0,1})] =

Observatie. O demonstratie mai intuitivd a formulei F(A,B) = m™ este urméatoarea. Notam
A={xy,...,zn}si B={y1,...,Ym}. O functie f : A — B este determinata (in mod unic) de valorile
P, e £ ().

Asadar, avem m valori posibile pentru f(x1). Pentru fiecare alegere a lui f(z;), avem m moduri
de alegere a lui f(x2). In total, obtinem m - m moduri de alegere a valorilor f(z1) si f(z2). Repetand
procedeul pentru restul valorilor, obtinem ca numarul de functii A — Bestem-m-...m=m". R

Exercitiul 2. Sa se calculeze urmatoarele sume. Demonstrati apoi prin inductie matematica
formulele gasite.

() 1-2-3+2-3-44---+n-(n+1) (n+2);
() 1-11+2-21 4+ +n-nl

k+2
() ;k!+(k+1)!+(k+2)!;

1
()Z )V +kvE+1

1 2 n
(e) 135 3577 T@n-1) @n+l) @n+3)

Solutie. (a) Avem
k(k+1)(k+2) =k +3k% +2k

pentru orice k € N*, deci:

n

S k(k+1)(k+2) = Zk3+32k2+22k

k=1
_ n? (n+1) +3n(n+1)(2n+1) +2n(n+1)
4 6 2
1
= M (n2+n—|—4n+2+4>
4
- nn+1)(n+2)(n+3)
B 4
Consideram acum propozitia:
- 1 2 3
Z (h+1) (k+2) = Mt ””4* ) +3) e
pe care o vom demonstra prin inductie.
Etapa de verificare: Pentru n = 1, propozitia devine
1-2-3-4

P(1):1-2-3=
(1):i1-2:3=—=

si este evident adevarata.



Etapa inductiva: Fie n > 1 astfel incat P (n) este adevarata si aratam ca

n+1
P(n+1):Zk(k:+1)(k+2):(”+1)(n+2)4(n+3)(n+4)
k=1
este adevarata. Avem:
n+1 n
S k(k+1)(k+2) :Z Y(k+2)+ (n+1)(n+2)(n+3)
k=1

<n+1><n4+2><”+3> +(n+1)(n+2)(n+3)

_ m+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4

deci P (n+ 1) este adevarata. Din principiul inductiei, P (n) este adevarata pentru orice n € N*.
(b) Calculam mai intai suma direct:

||
M:

(k+1-1)- Zk+1'—k'

el
Il
—

k!

I
M=
NE

(k+ 1) —

e
Il
—
e
Il
=

=n+1))-1

Consideram acum propozitia:
n
P n):Zk-k!:(n+l)!—1, n € N*
=1

pe care o vom demonstra prin inductie.
Etapa de verificare: Pentrun =1, P (1) : 1-1! = (1 4 1)! — leste evident adevarata.
Etapa inductiva: Fie n > 1. Presupunem ca P (n) este adevarata si aratam ca

n+1
Pn+1):> (k+1)-(k+1)!=(n+2)!-1
k=1
este adevarata. Avem:

n+1 n

D kK= k-kl+(n+1) (n+1)

k= k=1
=n+1)!-1+Mn+1) (n+1)!
=(n+2)!-1

deci P (n + 1) este adevarata. Din principiul inductiei, P (n) este adevarata pentru orice n € N*.
(c) Pentru orice k € N*, avem

k+2 B k+2 _ k+2
K+ (k+DM+(k+2)! KA+k+1+(+1)(k+2)  kl(k+2)>
1 k41 k+2-1
CR(Kk+2) (B+2)! (k+2)!
1 1

Tkt (k+2)



deci

n

k+2 " “
Zk'+(k+1)'+ k+ 2)! z::l - !
1 1 1 1
5*"*@:iﬁ—§"“—@Hay
1 1
T2 (n+2)

Pentru ultimele doua sume, vom deduce formulele, justificarea prin inductie facdndu-se analog.
(d) Pentru orice k € N*, avem

1 B 1 VEr1-VE
b+ DVE+EVEFT  VEVEFT (VE+T+VE)  VEVE+]
1
VE VE+1
deci
SR R S B T
P+ D)VE+kVE+T S VE VE+T
RTINS RN
V1T V2 VoVt
1
=1—
vn+1
(e) Vom determina constante A, B, C' € Q astfel incat
k A B C

k-0t (2k+3) 2k—1 2k+1 2k+3
pentru orice k € N*. Aducéand la acelasi numitor si simplificand obtinem
k=4(A+B+C)k*+ (8A+4B)k+3A—-3B-C

pentru orice k € N*, deci

A+B+C=0
8A+4B =1
3A-3B-C
Rezolvand acest sistem obtinem A = 11—6, B = 16, C = —13—6. Asadar
k 11 | 3 1

= — = S Vk € N*
@k D2kt 1)(2k13) 162k 1 162k+1 162k+3 " °©

de unde gasim:

n

k 1 & 1 2 o 32
Z(2k—1)(2k+1)(2k+3):EZ%—NLE %1 16 2= 2
k=1 k=1 k=2 k=3
_1(1+1>+2<1+1> 3<1+1>
16 3 16 \3 2n+1 16 \2n+1  2n+3
1 (2 1 3 )
- 16 m+1 2n+3



1
Exercitiul 3. Aratati ca pentru a € R\ {0}, avem a + — € Z, atunci pentru orice n € N, avem
a

1
a”+a7€Z.

Solutie. Consideram predicatul P (n) : a" + a% € Z, unde n € N.

Etapa de verificare: P (0) este evident adevarata, iar P (1) este adevarata din ipoteza.

Etapa inductiva: Fie n > 0. Presupunem ca P (n —1) si P(n) sunt adevarate si aratam ca
P (n+ 1) este adevarata. Avem:

1 1 1 1
+1 -1
<an+a")(a+a) a* +aT +1+an +F
1

Deoarece P (n) si P (1) sunt adevirate, rezulti c& membrul stdng este numér intreg. Dar a" '+ — €
7, deci a™t! + an1+1 este intreg, ceea ce inseamna ca P (n + 1) este adevaratd. Din principiul inductiei,
rezulta ca P (n) este adevarata pentru orice n € N.

Observatie. Putem determina explicit numerele reale a astfel incat a + % €.

1
Daca a + % € 7, atunci existd k € Z astfel incat a + — = k, sau echivalent a®> — ka + 1 = 0.
a

Cum a este real, trebuie ca discriminantul acestei ecuatii sa fie pozitiv adica: k* — 4 > 0, adica
|k| > 2. Rezolvand ecuatia, gasim c& numerele ciutate sunt

k+Vk?—4
a:f,kez,w > 2.
De exemplu, pentru k = 4, obtinem c& a = 2 4 /3 are proprietatea a + é €. |

~

Exercitiul 4. Fie £ un numar natural fixat. Sa se demonstreze ca:

1 n
(a) (1 + k:) >1+ %, pentru orice numar natural n;

2

1\™ n o n
b 1+ — 1+-—+ —
()(+k) <l+-+43

pentru orice numar natural n < k.

\.

Solutie. (a) Procedam prin inductie dupa n.
Pentru n = 1, inegalitatea devine 1 + % >1+ %, evident adevarata. Presupunem ca

1\" n
1+ — >14+ —
(W) “1 T

si demonstram ca

1\ "+l n-+1
1+ — > 1
(*k) SR

1\ 1\" 1 n 1
14+ — =(14- 1+ >(1+-—) 1+~
(14z) = (1+5) (+7)2 (1 5) (1+5)

n+l n n+1
=1 —>1
* k * k2 — + k
Din principiul inductiei, inegalitatea este adevarata pentru orice n € N*.
Observatie. Inegalitatea este un caz particular al inegalitatii lui Bernoulli.

(b) Procedam prin inductie dupd n (numarul k£ raméanand fixat). Pentru n = 1, inegalitatea

Avem

devine 1 + % <1+ % + ,172, evident adevarata. Fie n < k. Presupunem ca inegalitatea este adevarata

1\ " 2

pentru n:

ko k2


https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli%27s_inequality

si aratam ca inegalitatea pentru n + 1:

1\t n+1 (n+1)>
1+ = 1
( +—k> <l ——+ 0

(observam ca n + 1 < k). Folosind ipoteza inductiva

()= () (

n+1+n+n
k k2

@‘3/—\
w
\_/
7 N
_
+
| =
N—

=1+

Este suficient deci sa aratam

k2 k= k2
sau echivalent
n? n-+1
— <
k3 — k2
Dar n+1 < k deci
n? 1 n 1 _n+ 1

BoeE Seht) =0

deci inegalitatea este adevarata pentru n + 1. Din principiul inductiei rezulta concluzia ceruta.
Observatie. Combinind (a) si (b), pentru n = k obtinem ca:

1\" 2
2:1+”§O+><1+"+Z:3
n n n n

Exercitiul 5. Folosind inductia matematica sa se demonstreze urmatoarele inegalitati:

1 1
b —— > 1,V > 1,
1+n+2+ +3n+1 =
) P >1,¥n > 1;
ntl ' nt2 Tmai o e

(c) n™ < (n!)? < 271 wn > 3;

(d) (a3 +a+--+a)(b3+b3+ - +b2) > (a1bs + agby + -+ + anbyn)?, a;, b; € R;

n n n 2
(e) (Z a?) <Z bg) = (Z aibi> + Z (aibj - ajbi)Q, ai,bi € R.
i=1 i=1 i=1

1<i<j<n

Solutie. (a) Consideram pentru fiecare n € N*, propozitia

>1

1
+

P : .« e
(n) n+1 n+2+ +3n+1

Etapa de verificare: P (1) : 5 + + > 1 este echivalenta cu 5 > 1, ce este evident adevarata.
Etapa inductiva: Presupunem ca are loc P (n) si aratam ca

1 1
- +ot

. >1
n+2 n+3 3n+4

P(n+1):




Avem atunci:

1 11 1 1 1 1 1
n+2+’”+3n+4__n+1+<n+1+””+3n+1>+3n+2+3n+3+3n+4

1 1 1 1
n+1+3n+2+3n+3+3n+4

>1-—

Pentru a arata P(n + 1), este suficient sa aratam ca

1 n 1 n 1 n 1 S
n+1 3n+2 3n+3 3n+4—

0

Aceasta inegalitate este echivalenta cu

6n + 6 S 2
Bn+2)(3n+4) ~ 3n+3

sau Inca

2-(3n+3)°>2((Bn+3)" - 1)

care este evident adevarata.
Observatie. O demonstratie alternativa este urmatoarea. Notam

L L + + ! >0
= -y
n+l n+2 3n+1" —

Avem atunci:

1 1 1 1
xwd_x”_<n+2+'”+3n+4>_<n+1+””+3n+1)
I S S 1
“3n+2 3n+3 3n+4 n+1l

Folosind calculele de mai sus, rezulta ca pentru orice n > 0 are loc

1 n 1 n 1 n 1 -
n+1 3n+2 3n+3 3n+4

0

ceea ce arata ca sirul (z,), este strict crescator. Deducem atunci ca, pentru orice n > 1 avem
Ty >x0=1

(b) Folosind acelasi procedeu ca in punctul precedent in pasul inductiv obtinem

1 - I 1 +< 1 - 1 )+ 1 N 1 N 1
n+2 3n+4  n+1 n+1 3n+1 3n+2 3n+3 3n+4
1 1 1 1

Tntl  3mt2 3n+3 3ni4

<2

Dar noi am aratat ca
1 1 1 1

n+1 + 3n + 2 +3n+3 +3n+4 2
de unde deducem ca membrul stang al lui P(n + 1) este mai mic decat un numar de forma 2 + ¢ cu
€ > 0. De aici nu putem deduce ca are loc P(n + 1), ceea ce inseamn ca acest procedeu inductiv nu
va duce la rezultatul dorit.

De aceea, vom modifica inegalitatea astfel incat pasul inductiv sd poata fi demonstrat relativ usor.
Consideram astfel:

0

1 1
+ot

Q(n):n+1+n+2 ‘ 3n+1< n+1’

n>1

Cum este evident ca din inegalitatea @ (n) rezulta concluzia dorita, este suficient si demonstram Q(n),
prin inductie dupa n.



Etapa de verificare: Q (1) : 5 4+ 1+ 1 < 2 — 1 este echivalentd cu 13 < 3, ce este evident

12
adevarata.
Etapa inductiva: Fie n € N*. Presupunem ca are loc Q(n) si demonstram Q(n + 1). Avem

atunci:
1 n n 1 B 1 +< 1 n n 1 >+ 1 n 1 n 1
n+2 3In+4  n+1 n+1 3n+1 3n+2 3n+3 3n+4
< + 2 1 + L + L + L
n—+1 n+1 3n+2 3n+3 3n+4
Dar noi vrem sa demonstram ca
L + + <2
n-+2 3n+4 n-+2

deci este suficient sa aratam ca pentru orice n > 1 are loc

1 1 1 1 1 1

2 — <2
n+1+ n+1+3n—|—2+3n+3+3n+4_ n+ 2

Aceasta inegalitate este echivalenta cu:

6n + 6 2 1 1 2((3n+3)? — (3n+2)(3n + 4)) 1
(3n—|—2)(3n—|—4)_3n+3§n+1_n+2 — (3n +2)(3n + 4)(3n + 3) S(n+1)(n+2)
2 1

— 3(3n +2)(3n +4) = n+2
< 2(n+2)<3Bn+2)3n+4)

Ultima inegalitate este evident adevarata pentru orice n € N*, deci:

! +-ooF ! < ! +2 ! + ! + ! + !
n+2 3n +4 n+1 n+1 3n+2 3n+3 3n+4
<2- !
- n+2

Asadar Q(n + 1) este adevarata. Din principiul inductiei rezulta ca Q(n) are loc pentru orice n > 1.
Evident Q(n) implica inegalitatea ceruta (b).

Observatie. Membrul stang al inegalitatii cerute este acelasi x,, ca la punctul precedent. Deoarece
(n)n este strict crescator, un majorant (constant) al sirului nu va putea fi obtinut direct prin inductie:
daca z, < 2, nu putem deduce ca are loc si x,41 < 2.

Inegalitatea modificata, pe de alta parte, compara sirul z,, nu cu o constanta, ci cu un alt sir

crescator, si anume a, = 2 — . In pasul inductiv am demonstrat ca sirul z,, creste mai 'lent’

n+1
decat cel cu care comparam:

Tptl — Tn < Apg1 — Ap

Din aceasta inegalitate si 1 < aj rezulta ca z,, < a, pentru orice n > 1:
Tp =Tp —Tp_1+- 22— 21+a1<ap —ap_1+---a2—ar+a =ay

O solutie alternativa mai scurta rezulta din studiul convergentei lui z,. Un rezultat standard din

analiza spune ca sirul
1 1
Up =14+ =4+ ---+——1Inn
2 n

este convergent la un numar real vy (numit constanta Euler-Mascheroni). Este clar atunci ca:

n+1 oo
oo,
n

In3

Tn = (Uspe1 + In(Bn+1)) — (up, + Inn) = ugp1 — up + In

Cum sirul (z,,), este strict crescator obtinem estimarea x,, < In 3, pentru orice n.


https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_constant

(c) Consideram propozitia P (n) : n < (n!)* < 27»=1) n > 3,
Etapa de verificare: P (3): 3% < (3!)? < 26 este evident adevirati.
Etapa inductiva: Fie n > 3. Presupunem ca

P(n):n" < (n!)? < 27D
este adevarata si aratam ca
Pn+1):(n+1)"" < (n+1))? < 2n(n+D)
este adevarata. Avem:

(n+1)"" pr (n4+ 1" (n))?

(n+1H? a2 nm (n+ 1))
n" \" 1
~ () (1+n> nt 1

n

n
Din ipoteza inductiva stim ca (Zﬁ < 1. Pe de alta parte, din exercitiul precedent avem (1 + %) <3,
iar n > 3 implica n%_l < %. Deci membrul drept al egalitatii de mai sus este mai mic decat 1-3 - %.
Asadar:
( ) 5 <1-3-—-<1

((n+ 1)} 4

Pentru cealalta inegalitate procedam similar:
(n+1H* () ((n+1))? 20+D)
on(n+1) ~ 9n(n—1) (n|)2 on(n—1)

(a)? (n+ 1>2

~ on(n-1) on

n

.. . NV < 1?2 .
Din ipoteza inductiva stim ca 2(?"7)_1) < 1. De asemenea, are loc n + 1 < 2", Vn € N*, deci

((n+1))?

on(n i) <l:-1=1

Deducem astfel ca P (n + 1) este adevarata. Din principiul inductiei, P (n) este adevarata pentru orice

n > 3.
Observatie. Si aici putem da o demonstratie directa. Avem mai intai

M) =1 -n)2-(n—1))(n-1)= [ k(n+1—k)

k=1
Este usor de vazut ca pentru orice k = 2,...,n — 1 avem
kn+1—k)>n
iar pentru k = 1 si k = n avem egalitate. Rezulta ca
n n
(n!)? = Hk(n—i—l—k) > Hn:nn
k=1 k=1

Pentru cealalta inegalitate, folosim inegalitatea
k< 2F

pentru orice k > 1 si obtinem:

nl < 2.92...9n — glt2-in _ o0t



Ridicand la patrat, gasim inegalitatea din dreapta. (d) Consideram propozitia, pentru n € N*,

n n n 2
P (TL) : Za? Z bg = (Z ain-) + Z (aibj — a,jbi)Q ,Va;, by € R

i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

Cum P (1) este evident adevarata, putem trece la pasul inductiv: presupunem P (n) adevarata si
aratam ca P (n + 1) este adevarata. Avem atunci:

n+1 2 n 2
<Z aibi> = (Z a;b; + an+1bn+1>
i—1

i=1
n 2 n
= (Z ad%‘) +2an41bn 41 Z abi + a2 b5y
i=1 i=1
n
S (aby —aibi)? = > (aibj —abi)’ + > (aibpr1 — apg1bi)’
1<i<j<n+1 1<i<j<n i=1
9 n n n
= Z (aibj — ajbi) + bgz—&-l Z a? — 2an+1bn+1 Z aibi + aiﬂ Z bl2
1<i<j<n i=1 i=1 i=1
de unde

n+1 2 n 2
<Z aibi> + Z (aibj — ajbi)2 = <Z ain-) + Z (aibj — ajbi)Q
i=1 i=1

1<i<j<n+1 1<i<j<n

n n
2 2 2 2, 2 2
+an by 0 Y ai+ap g Y b
i=1 i=1
n n

2 2, 2 2
= Z a; Z bi + ap by
i1 =1

n n

2 2, 2 2
+bpp ) af +ang Y b
i=1 i=1
n+1 n+1

= @) b
i=1 =1

deci P (n+ 1) este adevarata. Din principiul inductiei matematice, P (n) este adevaratd pentru orice
n € N*.

Observatie. Punctul (c) rezulta imediat din (d). Inegalitatea de la (c) poarta numele de
inegalitatea Cauchy-Schwarz (vezi link-ul sau link-ul pentru demonstratii si aplicatii).

Observatie. Pentru n = 3, identitatea (d) poate fi rescrisa vectorial sub forma

2
ull® - [[ol* = {u, v)* + flu x v]]?

pentru orice vectori u,v € R3. |

Exercitiul 6. Si se demonstreze ci pentru orice numir natural n avem: 10" + 18n — 28 : 27.

Solutie. Considersm, pentru fiecare n € N, propozitia P (n) : 10" + 18n — 28 : 27

Pentru n = 0, propozitia devine 10° + 18 - 0 — 28 : 27 sau echivalent —27 : 27, ce este evident
adevarata.
Presupunem propozitia adevarata pentru n > 0 si o aratam pentru n + 1. Trebuie deci sa aratam

cd 10" +18 (n + 1) — 28 : 27. Avem:

10"+ 4+ 18 (n + 1) — 28 = 10 (10" + 18n — 28) — 18- 10n + 28 - 10 + 18n — 10
=10(10" + 18n — 28) — 18 - 9n + 27 - 10

10


https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%E2%80%93Schwarz_inequality
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Cauchy-Schwarz_Inequality

Din ipoteza inductiva deducem ca membrul drept se divide cu 27, deci propozitia este adevarata pentru

n + 1. Din principiul inductiei rezulta concluzia cerutd: 10™ + 18n — 28 : 27 pentru oricen € N. W

Exercitiul 7. Sa se demonstreze ca orice numar intreg n poate fi reprezentat, intr-o infinitate
de moduri, sub forma n = £12+224 ...+ m?, pentru un anumit numar natural m si o anumita
alegere a semnelor 4 sau —.

Solutie. Mai intai observam ca este suficient sa demonstram rezultatul pentru orice n € N (pentru
n < 0 inversam semnele pentru orice reprezentare a lui —n € N si obtinem o reprezentare a lui —n).
Deci, putem presupune ca n € N.

In al doilea rand, observdm ci daci n admite o scriere de forma n = +12 + 22 + ... + m? atunci
admite o infinitate de astfel de scrieri. Intr-adevir, folosind egalitatea

0=(m+1)*=(m+2)2—(m+3> +m+4?—(m+5>*+m+6)>+(m+7)?>—(m+28)?
deducem ca:

n=+12+2>4+ .. +m?
=412 422+ ..+ (m +8)*
=4+124+22+ ..+ (m+16)*=...

deci n admite o infinitate de reprezentari (din ce in ce mai lungi).
Ramaéne astfel sa demonstram ca pentru orice n € N, are loc:

P (n) : n se poate scrie in cel putin un mod sub forma n = +1? £ 2% + ... + m?.
Vom demonstra aceasta prin inductie cu pasul k = 4. Mai precis vom arata ca P (0), P (1), P (2),
P (3) sunt adevarate si ca are loc implicatia P (n) = P (n+4).

Egalitatile

0=12+22-324+42-52-62+7°

1=12
2=-12-22_-32442
3=—12422

arata ca P (0), P (1), P(2), P (3) sunt adevarate.
Presupunem acum ci n admite o scriere n = +1%2 4+ 22 4+ ... + m? si demonstram aceasta pentru
n + 4. Folosind egalitatea

(m+1)2%=(m+22%=(m+3)>*+(m+4)>*=4
obtinem ca
n4+4==4124+224 . +m?+(m+1)* = (m+2)% - (m+3)>+ (m+4)>°

deci n+4 admite o reprezentare de forma ceruta. Asadar P (n + 3) este adevarata. Folosind principiul
inductiei, deducem ca P (n) este adevarata pentru orice n € N. |

Exercitiul 8. Sa se arate ca un patrat poate fi impartit in n patrate pentru orice n # 2,3, 5.
Sa se arate ca un cub poate fi Tmpartit iIn n cuburi pentru n > 58.
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(a) n="=6 (b)yn="7 (c)n=28

Solutie. Pentru n = 4, Impartim patratul in 4 taindu-l cu mediatoarele laturilor. Pentru n > 6,
folosim inductie cu pas k = 3. Pentru n = 6,7, 8, impartim conform figurii de mai jos. Pentru pasul
inductiv n — n + 3, procedim astfel. Impértim péatratul original in patru ca mai sus. Unul dintre
patratele mici obtinute il impéartim, conform ipotezei inductive in n patrate. Am obtinut astfel o
impartire a patratului original in n + 3 patrate. Din principiul inductiei rezulta concluzia dorita.

Exercitiul 9. Daca ay,ag,...,a,, n > 2, sunt numere reale pozitive, atunci

ar+ax+---+ap
- .

Vairag - an <

Putem presupune ca a; sunt strict pozitive. Vom prezenta mai multe solutii (cu si fara folosirea
inductiei).

Solutia 1. Logaritméand, inegalitatea este echivalenta cu:

Inay+...+Ina, Slnal—{—...—i—an

n n

Aceasta rezulta imediat din Inegalitatea lui Jensen aplicata functiei concave In. |

Solutia 2. Procedam prin inductie dupa n. Mai precis consideram, pentru n > 2, propozitia

a1 +...+a
P(n): "al...anggﬁal,...,an>0
n

Etapa de verificare: Aratam P (2) : /ajas < algaQ,Val, ag > 0. Prelucram prin echivalente:

vaitag <

a1+ a

< a1 +az —2y/a1/az >0
= (Vai—az)’ 20

Ultima inegalitate este evident adevarata, deci P (2) este adevarata.
Fie n > 3 si presupunem ca P (n — 1) este adevarata. Vom arata ca P (n) este adevarata. Fie deci
ai,...,ap > 0. Fara a restrdnge generalitatea, putem presupune ca a; < as < ... < a,. Notam

pentru simplitate g = /ay ... a,. Atunci

g < Yayp...an =ay
gZ Jay...a1 = ay

deci (g9 — a1) (an, — g) > 0. Prelucram prin echivalente:

(g—a1)(an —g) >0 <= ga, — ¢* — a1a, +a1g >0
a1an

<~ ap —g— +a; >0

ailn
— a1+an>g+

12



Din P (n — 1) obtinem

a1Gn a1Gn

n
ags+ ...+ an—1+ >(n—1) ”—i/ag...an_l P =(n-1) " %:(n—l)g

Combinédnd aceste inegalitati, deducem:

a1Gn

a1 +ay+...an_1+ap >as+ ... +ap_1+ +g

>n-1)g+g=nyg
deci P (n) este adevarata. Din principiul inductiei, inegalitatea este adevarata pentru orice n > 2. W

Solutia 3 (Cauchy). Strategie: Demonstram mai intai ca inegalitatea mediilor are loc pentru n =
2™ m > 1, apoi, pentru n general o deducem aplicand-o convenabil pentru o putere 2 mai mare ca
n.

Fie asadar propozitia

m ar+ ...+ agm
P(m): ?V/a1.. agm < 2—m,Va1,...,a2m >0

asociata lui m € N*.

P (1) este inegalitatea mediilor pentru doud numere, demonstratd in Solutia 2 (etapa de ver-
ificare). Presupunem acum P (m) si demonstram P (m + 1). Fie astfel a1,...,a9m+1 > 0. Avem
atunci:

aj + ...+ AGgm+1 1 /a1+...4+agm Aom+1 + ...+ Ggm+1
om+1 9 +

- om om
1

3 (Va1 .. agm + *\fagm i1 ... agm+1)

2 \/ 27<l/a1 e a2ma2m+1 e a2m+l

1
= 2m+,/a1 c o Qom+1

deci are loc P (m + 1). Din principiul inductiei rezulta P (m) are loc pentru orice m > 1.
Consideram acum cazul general n > 2. Consideram ay,...,a, > 0 si notam prin M si G mediile
aritmetica respectiv geometrica ale numerelor a; si vrem sa aratam M > G.
Alegem m € N* astfel incdt n < 2™. Aplicim inegalitatea mediilor pentru urmatoarele 2™ numere:
Q1yeeeeyQpy, M, M, ... M si obtinem:

Y

1+...+a,+2"—n)M
om

m a
*NVay...ap, M2 <

sau echivalent

G < M@ n) M

2m
sau Inca
GrM*" T < M

ceea ce revine la G < M, adica ceea ce voiam si aratam. |

Solutia 4. Impértind prin produsul a; . .. a,, inegalitatea este echivalents cu

nd a1 as an__ _ ay " as 4ot an,
aj .

..Qp a1 ... Gy aj...0an aj...0an aj...0an aj...0ap

Notand z; = —%— > 0,4 = 1,...,n, are loc z122 ...z, = 1 iar inegalitatea ce trebuie s o aratam
7 a1...an ) ) s 10y 142 n

este: n < x14+x24+ ...+ x8.
Pentru n > 2, consideram propozitia:
P (n) : Pentru orice z1,...,z, >0cuxy...zp =1lareloczi +...2, > n

pe care o vom demonstra prin inductie. Inainte de aceasta, vom demonstra un rezultat auxiliar.
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Lema. Fiez,y € R. Daca x > 1siy <1 atunciz+y > 1+ xy.

Demonstratie. Avem 1 +z2y—z—y=(z—1)(y—1) <0.

Etapa de verificare: Vrem sa aratam ca are loc P (2). Pentru aceasta, fie 1,22 > 0 cu 129 = 1.
Amandoua 1, z9 nu pot fi strict mai mici ca 1 (altfel z1z2 < 1) si nici strict mai mari ca 1 (in caz
contrar x1xo > 1), deci unul este < 1 si celalalt este > 1. Putem presupune x; > 1 si 29 < 1. Aplicdnd
Lema pentru aceste doua numere, obtinem

1+ w2 > 1+ 2102 = 2

deci P(2) este adevarata.

Etapa inductiva: Presupunem ca P (n) este adevarata si aratam P (n + 1). Fie astfel x1, ...., 241 >
0cuxp...zn41 = 1. Analog ca in etapa de verificare, unul dintre x; trebuie sa fie > 1 si unul < 1.
Eventual renumerotand numerele z;, putem presupune ca x1 > 1 si z2 < 1. Din lema avem atunci

Ty +x2 > 1+ 2172

iar din ipoteza inductiva aplicata celor n — 1 numere (z1x2),x3,...,x, (produsul lor este evident 1)
avem
T o+ 23+ ...+, >n—1

Combinand cele doua inegalitati obtinem:
T+ +...+xp>1+x129+23+... .+, >1+n—-1=n

deci P (n) este adevarata. Din principiul inductiei, P (n) este adevarata, pentru orice n > 2. |

Exercitiul 10. Se considera patratul de latura 2" Tmpartit in 2" x 2" patrate de latura unu.
Sa se arate ca daca se elimina un patrat oarecare de latura unu, atunci restul patratului de
latura 2" poate fi acoperit cu figuri formate din trei patrate de latura unu in forma de L.

Solutie. Procedam prin inductie dupa n. Pentru n = 1, patratul de latura 2 este impartit in patru
patrate de latura 1 ca in figura de mai jos. Eliminand oricare dintre cele patru, ramanem cu 3 patrate
in forma de L. Presupunem acum elimindnd un patrat de laturs 1 dintr-unul de latura 2”1, obtinem
o figura ce poate fi acoperita cu L-uri, si demonstram acelasi lucru pentru patratul de latura 2™ minus
un patrat de latura 1.

Impartim patratul de laturd 27 in patru pétrate de laturd 2771, pe care le notam Pj, i = 1,..,4.
Patratul eliminat se afla intr-unul dintre P;, presupunem pentru simplitate P;. Atunci putem aplica
ipoteza inductiva lui P; din care am eliminat patratul de latura 1, si il acoperim cu L-uri. A mai
ramas sa acoperim cu figuri L celelalte 3 patrate Ps, P3, Py. Pentru aceasta consideram figura L in
jurul centrului patratului care are cite un patrat component in P, P; respectiv Py. Asadar, figura
P, U Py U Py este formata din acest L central si 3 patrate de latura 27=1 din care am eliminat cite un
patrat de latura 1. Din ipoteza inductiva si acestea pot fi acoperite cu figuri L. Am acoperit astfel

tot patratul de latura 2" cu figuri L. Din principiul inductiei, obtinem concluzia ceruta.
|

Exercitiul 11. Se considera n drepte care impart un plan in regiuni cu interioare disjuncte.
Doua regiuni se numesc vecine daca au In comun cel putin un segment. Sa se arate ca sunt
suficiente doua culori pentru a colora regiunile date, astfel incat doua regiuni vecine sunt colorate
diferit.

Vom da doua demonstratii, una prin inductie, cealalta fara. Vom nota cele doua culori prin A si
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(a) n= (b) Pasul inductiv

Fig. 2: Exercitiul 11

Solutia 1. Inductie dupa numarul n al dreptelor. Pentru n = 1, avem 2 regiuni, coloram una cu A4,
cealalta cu B. Presupunem ca am obtinut o colorare a regiunilor determinate de n drepte, si realizam
o colorare dupa ce mai adaugam si a (n + 1)-a dreapta. Aceasta ultima dreapta imparte planul in
doud semiplane, superior si inferior, iar regiunile precedente sunt sau lasate Intregi, sau taiate in
doua. Colorarea initiala pentru n drepte satisface conditiile cerute pentru regiunile intregi, dar nu mai
convine 1n cazul "jumatatilor". Pentru a obtine concluzia doritd, inversam culorile tuturor regiunilor
si "jumatatilor" din semiplanul superior celei de-a (n + 1)-a drepte (adica A devine B si B devine
A), iar in semiplanul inferior pastram colorarea originalid. Regiunile intregi adiacente vor fi colorate
diferit, iar cele taiate sunt Tmpartite in doud regiuni, colorate diferit, datorita constructiei. Deci dintr-
o colorare a regiunilor determinate de n drepte am obtinut o colorare pentru regiunile determinate de
(n + 1)-drepte. Din principiul inductiei, rezulta concluzia. [ |

Solutia 2. Consideram un reper ortonormat Oy in plan. Cele n drepte au ecuatii
di:aix+by+c=0,1=1,....n

unde a;, b;, ¢; € R. Semiplanele determinate de dreapta d; sunt descrise de inecuatiile a;x+b;y+c¢; > 0
respectiv a;x + by + ¢; < 0, iar regiunile determinate de cele n drepte corespund tuturor de sistemelor
de n inecuatii ca mai sus, pentru diverse alegeri ale semnelor < sau >. Un punct (z,y) se afld in
interiorul uneia dintre regiuni daca si numai daca are loc

f(z,y) = (mz+by+ci)...(apz+byy+cpn) #0

Mai mult daca pentru un punct (xg, yo) dintr-o regiune are loc f (zg, yp) > 0 atunci aceasta inegalitate
are loc pentru toate punctele din regiune si similar daca f (xo,yo) < 0.

Vom colora cu A toate punctele (x,y) pentru care f (z,y) > 0 si cu B toate punctele (z,y) pentru
care f (x,y). Aceasta este o colorare ce satisface cerintele problemei. Intr-adevar, date doua regiuni
adiacente marginite de o portiune S din dreapta d;, la trecerea dintr-o regiune in alta schimbam doar
semiplanul corespunzator dreptei d;, ramanand in acelasi semiplan relativ la celelalte drepte d;, j # 1.
Deci, intr-o vecinatate a lui S, (a;x + by + ¢) 1si schimba semnul de o parte si de alta a lui d;, dar
pentru j # i, (ajz + bjy + ¢;) are semn constant, de unde deducem ca f isi schimba semnul de o parte
si de alta a portiunii de frontiera S, adica cele doua regiuni adiacente au culori diferite.

|

Exercitiul 12. Din 40 elevi, 14 au preocupari pentru matematica, 16 pentru fizica si 11 pentru
chimie. De asemenea 7 elevi au preocupari pentru matematica si fizica, 8 pentru fizica si chimie
si 5 elevi pentru matematica si chimie, iar 4 elevi au preferinte pentru toate cele trei obiecte.

(a) Cati elevi nu au preferinte pentru matematica, fizica sau chimie?

(b) Cati elevi au preferinte fatd de matematica si fizica, dar nu fatd de chimie?

15



(a) O retea de n drepte, n =3 (b) O retea de n + 1 drepte, n =4

Solutie. Fie A multimea tuturor elevilor si C, F, M multimile elevilor cu preocupari pentru chimie,
fizica, respectiv matematici. Atunci:

|A| = 40
IC| =11, |F| =16, |M|=14
IMONF|=7, |[FNC|=8, [IMNC|=5
IMANFNC| =4

(i) Numarul cerut este |A — M U F'U C| pe care il calculam cu principiul includerii si excluderii:

IMUFUC| = |M|+|F|+|C| - |MNF|-|MNC|-|CNF
—14+416+11-7-5-8+4
=25

deci |[A— MUFUC|=|A| — |[MUFUC| =40 — 25 = 15,
(ii) Numarul cautat este: [MNF —-C|=|MNF|—|MNFNC|=7—-4=3.

Exercitiul 13. Cate numere naturale mai mici sau egale cu 1000
(a) sunt divizibile sau cu 2 sau cu 3 sau cu 57;
(b) sunt divizibile sau cu 2 sau cu 3, dar nu sunt divizibile cu 5;

(c) nu se divid nici cu 2, nici cu 3, nici cu 57

Solutie. Stim ca, date n, k € N*, numarul multiplilor naturali nenuli ai lui k care sunt mai mici sau

egali cu n este [2], iar daci il includem si pe 0, acest numar este [#] + 1. Notam

My, :={m |0 <m <1000 si k|lm}

Vrem sa calculam cardinalul urmatoarelor multimi: MoUMsUM;5, MoUMs\Ms si{0,1,...,1000} \ MU
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M3 U Ms. Vom folosi principiul includerii si excluderii. Avem:

|My| = [1000/2] + 1 = 501
|Ms| = [1000/3] + 1 = 334
|Ms| = [1000/5] + 1 = 201
|My N Ms| = | M| = [1000/10] + 1 = 101
|My N Ms| = |Mg| = [1000/6] + 1 = 166
|Ms N Ms| = |Ms| = [1000/15] + 1 = 67
|My N Ms N Ms| = [ Mso| = [1000/30] + 1 = 34

deci:

| My U M3 U Ms| = 501 + 334 + 201 — 101 — 166 — 67 + 34 = 736
(M U M3)\Ms| = | My U M3 U Ms| — | Ms| = 736 — 201 = 535
{0, ...,1000} — My U Ms U Ms| = 1001 — 736 = 265

Observatie: M, N M, este multimea numerelor (mai mici ca 1000) care se divid si cu a si cu b,
deci care se divid cu cmmmc (a,b). De exemplu:

My Ms = Mg 5 = Mo

si
MgN Mg = M[Gyg] = Mg

Exercitiul 14. Fie A si B doua multimi finite cu m, respectiv n elemente. Determinati numarul
de functii surjective f : A — B.

Vom arata ca numarul de surjectii este

n
SUTyy = Z(—l)”_kC’;‘_kkm
k=0

Solutie. Notam F = {f : A — B functie}, iar, pentru b € B, notam prin F; multimea functiilor
f:A— B astfel incat b ¢ Imf.
Rezulta ca multimea functiilor surjective A — B este

S=F\J R
beB

deci
S| =|Fl—= 1 Fl

beB

Stim ca |F| = n", deci raméane sa determinam cardinalul reuniunii din dreapta.
Vrem sa aplicam principiul includerii si excluderii pentru a determina cardinalul reuniunii din
dreapta. Pentru aceasta trebuie sa determinam, pentru I C B, |I| = k multimea

\Fo={feF|feF,vbel}
bel

Avem:

feF,Voel < bg¢Imf,Vbe B < INImf =0 < Imf C B\I
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Asadar, o functie f € ye; Fi este de fapt o functie A — B\I, vazuta ca o functie cu codomeniul
extins la B. Obtinem astfel:

ﬂ Fi| = {g : A — B\I functie}| = (n — k)™
bel

de unde

UA=SE Y N A
k=1

i€[n] = ICB |beB
|I|=k
=2 (DY (k)"
k=1 ICB
|I|=k

(-DFLCk(n— k)™ (l:=n—k)

I
M=

k=1
n—1
= > (=nttophm (k=)
=0
n—1
— (_1)n—kcg—kk,m
k=0

de unde obtinem

SUlp,p =10 — | U Tl

beB
n—1
_ (_1\n—n n m _1\n—k, m—kipm
= (-1) <n_n>n + > (1o Ttk
k=0
— (_1)n7kcgfkkm
k=0

Exercitiul 15. Sa se afle in cate moduri se pot Tmparti 5 obiecte distincte la 3 persoane, cu
conditia ca fiecare persoana sa primeasca cel putin un obiect.

Solutie. Notam obiectele prin 1,2,3,4,5 iar persoanele prin a, b, c. Presupunem implicit ca daca a
primeste obiectele 1,2, b primeste 3,4 iar ¢ obiectul 5, aceasta distributie este diferita de urmatoarea:
a primeste 3,4, persoana b primeste 1,2 iar ¢ obiectul 5. In aceasta situatie, putem vedea o distributie
a obiectelor ca o functie f : {1,2,3,4,5} — {a,b,c} (obiectul 1 este dat persoanei f (1) etc.), iar
ca flecare sa primeasca macar un obiect, impunem ca f sa fie surjectiva. Deci numarul cautat este
numarul de functii surjective de la o multime cu 5 elemente la una cu 3, adica:

35 -25.Cl4+15.02 =243 — 964+ 3 =150
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