Facultatea de Matematici
Anul 1, Aritmetica

Fisa de exercitii 2
Permutari. Aranjamente. Combiniri

Exercitiul 1. In cate moduri poate fi ordonatd multimea {1,2,...,n} astfel incat numerele
{1,2, 3} sa stea la rand (eventual in ordine crescatoare).

Solutie. Consideram mai intai cazul cand 1, 2,3 apar in ordine strict crescdtoare.

Vrem asadar sd numéardm permutarile multimii {1,2,...,n} astfel incat 1,2, 3 sa apard in aceastd
ordine unul dupé altul. Aceasta inseamni cid 1,2,3 apar in permutérile cdutate pot fi vizute ca
un singur element, iar restul de n — 3 elemente sunt ordonate arbitrar. Deci numadrul cautat va fie
(n=3+1)!=(n-2).L

Dacd nu mai impunem ca 1,2,3 si apara in aceastd ordine, vom obtine (n — 2)! permutari pentru
fiecare ordonare a numerelor 1,2,3. Cum aceste numere pot fi ordonate in 3! = 6 moduri, rezultd ca
numadrul de permutari astfel incat 1,2, 3 sa apard unul dupa altul este 6(n — 2)!. ]

Exercitiul 2. Se considerd multimile disjuncte A si B astfel incat |A| = n si |[B] = m. Si se
determine numéarul de permutiri ale multimii A U B astfel incat primul element al permutdrii
este din A iar ultimul este din B.

Solutie. Primul element al unei permutéri ciutate poate fi ales in n moduri, iar ultimul in m moduri.
Pentru fiecare alegere a primei si ultimei pozitii din permutare, avem (m+n —2)! moduri de a permuta
celelalte m + n — 2 elemente.

Am obtinut astfel mn(m +n — 2)! permutéri ale lui AU B care au pe prima pozitie un element din
A si pe ultima un element din B. |

Exercitiul 3. In cate moduri pot fi asezate n persoane la o masa circulara?

Solutie. Dacad masa ar fi liniard, numarul de moduri ar fi numé&rul de permutéri de n elemente, adica

n!. Cand masa este circulard, aranjarea (ai,as,...,an—1,a,) devine identicd cu (ag,as,...,an,a1),

(as,aq,...,a1,a2) etc., adicd identificim o aranjare cu toate cele n permutéri circulare ale ei. Deci
o o |

numarul cautat va fi: = = (n — 1)L [ |

Exercitiul 4. Cate numere de 6 cifre, care nu contin cifre identice, se pot forma cu cifrele
0,1,2,3,4,5 7

Solutie. Deoarece cifrele nu se repetd, numerele vor contine fiecare cifrd exact o data, fara repetitii.
Astfel, putem vedea numerele cautate ca permutéri ale multimii {0, 1, ..., 6} astfel incat pe prima pozitie
sa nu se afle 0. Deci numarul cautate este 6! — 5! = 600 (numarul total de permutari — numarul de
permutdri care incep cu 0).

Alternativ, putem vedea numerele cdutate ca 6 cutii pe care trebuie sd le completam cu cifrele
date, fard repetitii. Pe prima pozitie avem 5 posibilitati de a le completa (cele 6 cifre date, din care
elimindm 0). O datd prima cifra completatd, trecem la a doua unde avem iarasi 5 valori posibilitati
(elimindm prima cifra, deoarece cifrele nu trebuie si se repete, dar il addugam pe 0). Dupa completarea
primelor doua cifre, avem 4 posibilititi de a completa a treia cifra (din totalul de sase, eliminam doud).
Procedand similar in continuare, obtinem in total 5-5-4-3-2-1 = 155! = 600 de numere. ]

Exercitiul 5. Cate numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele 0,1, 2, 3 daca in astfel
de numair orice cifrd intra cel mult o data?




Solutie. Deoarece fiecare cifrd apare maxim o data, numerele cdutate pot avea maxim 4 cifre.
e Avem trei numere (nenule) ce se pot forma cu cifrele date.

e Un numair de doui cifre din cele cautate se poate forma astfel. Alegem prima cifrd; putem face
aceasta in 3 moduri. Pentru fiecare alegere a primei cifre, putem alege a doua cifrd in 3 moduri
(din cele 4 cifre disponibile, elimindm prima cifra aleasa dar luam in considerare si 0). In total,
obtinem 3 -3 = 9 numere.

e Pentru a construi un numar de trei cifre proceddm similar cu cazul precedent. Putem alege prima
cifrd in 3 moduri. O dati aleasd prima cifra, a doua cifrd are trei valori disponibile. Dupi ce am
ales primele doud cifra, a treia are doud valori disponibile. In total obtinem 3-3-2 = 18 numere.

e Procedand similar, gisim cd putem construi 3-3 -2 -1 = 18 numere de patru cifre cu forma
cdutata.

In total avem

3+9+18+18 =148

numere nenule ce se pot construi cu cifrele 0,1, 2, 3, fira repetitii. |

Exercitiul 6. O grupd de studenti trebuie sa programeze 4 examene in 8 zile. In cate moduri
se poate face aceasta? Dar dacd ultimul examen se dd in mod obligatoriu in ultima zi?

Solutie. Daca ordinea examenelor conteazd numdrul de moduri va fi
Ag=8-7-6-5=1680
iar daca ultimul examen este in ultima zi:
A3 4=7-6-5-4=840
(ultimul examen se poate fixa in 4 moduri, iar celelalte 3 se aranjeaza in mod arbitrar in primele 7

zile).
Daca ordinea examenelor nu conteaza, numéarul de moduri va fi

8!
4 _ O
G=mm="
(alegem patru zile din cele 8 pentru examene), iar daca ultimul e in ultima zi va fi C3 = 35. |

Exercitiul 7. Din 11 persoane, 7 barbati si 4 femei, se formeaza o delegatie de 5 persoane, care
contine cel putin 2 femei. In cate moduri se poate forma delegatia?

Solutie. Grupam dupa numarul exact de femei din echipa.

Dacd in echipa sunt exact 2 femei, ceilalti 3 membri sunt barbati. Deci, numérul de echipe care
contin exact 2 femei va fi: C3C2.

Similar, vor fi C3C2 echipe cu exact 3 femei si C$C% echipe care contin exact 4 femei.

In total obtinem:
7-6-5 7-6

4.2 41-7=301
Gt 1 T=30

4 .
CiC? + CiCF + CiC7 = 73 :

Exercitiul 8. In cate moduri se pot aseza, pe o tabli de sah, opt turnuri astfel incat nici unul
din ele nu poate lua pe celdlalt?




Solutie. Tabla de sah are dimensiunea 8 x 8 si noi avem 8 turnuri. Doud turnuri se atacd daca sunt pe
aceeasi linie sau coloand. Asadar, trebuie si aranjam turnurile astfel incat pe fiecare linie si pe fiecare
coloand sa avem exact un turn. Vom prezentdm doud moduri de numarare.

Prima datd, numerotdm turnurile T3, T5,..., Tg. Turnul 77 poate fi pus in oricare dintre cele
64 de patrate, T in oricare din cele 49 ramase, T3 in unul din cele 36 rdmase etc. Obtinem astfel
64-49-36-----1 = (8!)% moduri de aranjare.

Insa, in acest mod de numérare am impus o ordine intre turnuri (adicd pe T'1 l-am pus primul,
pe T2 al doilea etc.) iar o distributie de turnuri este independenta de ordine deoarece turnurile sunt
identice. Deoarece turnurile pot fi renumerotate in 8! moduri, obtinem ca numarul de distributii de
turnuri va fi (8!)% /8! = 8l.

Un alt mod de numarare este urmitorul. Cum pe fiecare linie si pe fiecare coloand noi trebuie si
avem un turn, o distributie de turnuri poate fi vazuta astfel: pentru fiecare coloana C} a tablei de sah
trebuie sa alegem o linie L; si fiecare linie trebuie asociatd exact unei coloane. Aceasta inseamni cé o
distributie poate fi identificatd cu o functie bijectiva f : {Cy,Ca,...,Cs} — {L1,..., Lg}.

Invers, data o astfel de bijectie, plasam cele 8 turnuri astfel: turnul de pe coloana Cj se afla pe linia
f(Cj), unde j =1,...,8. Bijectivitatea lui f garanteaza ca turnurile nu se ataca (liniile nu se repeta).
Deducem astfel c& numirul de distributii de turnuri egal cu numérul de bijectii intre cele doud multimi
cu 8 elemente adici 8!. |

Exercitiul 9. La o petrecere participa 8 baieti si 7 fete. In cate moduri se pot forma 4 perechi
biiat-fata?

Solutie. Alegem mai intai prima pereche. Biiatul il putem alege in Cg moduri, iar fata in C2 moduri,
deci prima pereche poate fi aleasa in C§ . C’71 moduri.

O dati aleasi prima pereche, au rdmas 7 biieti si 6 fete. Analog, a doua pereche poate fi aleasi in
CY . O} moduri. Continudnd procedeul obtinem

(Cs - C1) (C7 - C5) (G- C5) (G5 - Ca)

moduri de alegere a perechilor. Insa, prin acest procedeu am realizat o alegere ordonata a perechilor.
Deoarece cele 4 perechi pot fi ordonate in 4! moduri, numérul de moduri in care putem construi 4
perechi, fard ca ordinea lor sd conteze, este

1 8.72.6%2.52-4
Let-an e (o) (o) = 0

Un mod alternativ de a numira este urmétorul. Alegem o submultime de 4 bdieti din cei 8, apoi
alegem o submultime de 4 fete din cele 7. Cele patru perechi vor corespunde unei functii bijective intre
multimea de baieti si multimea de fete alese. Obtinem astfel

g 7! 8-7-6-5 7-6-5-4
Ca-CH 4l = — 41 = : :

N !
414! 413! 4! 4l &

moduri de alegere a perechilor.

Exercitiul 10. Fie Sy = 1¥ + 2% + ... + n*. S3 se demonstreze ci
(n+ 1) =14CL, S, +C2 1Sk_1+---+CF 151 +n.

Sa se deducd Ss, S3, Sy.

\

Solutie. Din binomul lui Newton avem, pentru orice j € N*:

. k . . e .
G+ = ot R CF L+



Sumand aceste relatii pentru j = 1,...,n obtinem:

n

n n n n
DAV =N M ol Y ORI
j=1 j=1 j=1 j=1

Jj=1

Dar
n n+1

Z ,] + 1 k+1 ij—H ij+1 1k+1 (TL+ 1)k+1

j=1
deci
(n+ D" —1=Cl S+ CPaSk1 + -+ ClySi+n

Exercitiul 11. Sa se calculeze sumele:
(i) CQ—C2+Ch—CS +

(i) Cp —3C2 +9C —27CS +

(iii) CR+Cp+C5+C2 - -

Solutie. Strategia de calcul pentru aceste sume constd in a calcula (a + b)" in doud moduri, pentru
niste valori bine alese ale lui a si b.

(i) Avem nevoie de niste valori pentru a si b astfel incat C2a"2b?> = —C2. De exemplu, a = 1 si
b = i satisfac aceasti conditie. Avem atunci

(144" =C0+iCt —C? —iC3 + C2 +iC) +
=(C-C2+-)+i(Ch—Cp+--+)

de unde
CY—C2+Cr+---=Re(1+1i)"

Membrul drept il calculam cu formula lui Moivre:
(149" = (\f2>n <1+i1>n— Vv2n (cos + ¢sin — )
V2 V2 4 4

Cl—C24+Cr4- =Re(1+i)" = 2”COS%

" =2 (cos%—i—isin%)

deci

(iii) Aplicim binomul lui Newton pentru a = 1 si b = +1 si obtinem:

=1+1)"=C0+CL ...+
0=1-1)"=C%-C! +... 4 (—1)"C"

de unde, prin adunarea relatiilor, gasim ca
04?240t =2t

Adunand aceasta relatie cu formula obtinuta la (i), obtinem

1
0y Crqyctqg... = 3 (2”_1—1— 2"005%)
(ii) Cautam a, b astfel incat a” 2by = —3 si luim a = 1 si b = iy/3. Avem atunci:



(1+iV3)" =CY + CLiv3 — C2 .3 — C2iV33+
+ O34 C5iV3 - 832 - CTiVET 4 -
=(C9—3C2 +32CL— ) +iV3(CL —3C3 +9C3 — )

deci N
€8 —3C2+32C) — - =Re (1+V3)

Avem

n
n 1 3
(1+i\/§> = 2" <2+i\2[> =27 (cos%+ig> =2" (cosn?ﬂ—i—sin ng)

de unde gasim
CcO—3C? 320t — ... :2”005%

Exercitiul 12. Si se calculeze sumele:
(@) (CY? = (CL2 + (CD2 — - + (~)*(CH?
(i) (CR)* +2(Cp)% +3(CR)% + - +n(Cp)%;
(iii) C%, +2C8, | +22C3, o+ +2"CT;

(iv) (C)*+ (C)* +-- + (Cm)™

Solutie. (iv) Consideram urmé&toarea identitate polinomiald
(I+2)" (1+2)" =1+z)™

Determinam coeficientul lui 2™ in cei doi membri. Coeficientul lui 2™ din membrul drept este C3, .
Pe de alta parte, membrul stang este egal cu:

(Ch+Crz+ -+ Cpa™) (Cp + Cpa + Cpz® + -+ + Cla™)

deci coeficientul lui x™ este egal cu:

COCH + CLOR™ - 4 OO0 = Zn: chent = Zn: (o,’g)2
k=0 k=0

adicd exact suma cerutd. Obtinem astfel ca:

(Co)? +(Cp)? +(CR)? =+ (CR)? = C,
(i) Consideram identitatea polinomiald (1+z)" (1 —2)" = (1 —2%)" si determindm coeficientul
lui 2" in ambii membri.
Mai intai, avem:
(I+2)"(1—2)" = (Cp+ Chz+ -+ Cla"™) (C) — Chx + -+ Cp(—1)"2")
deci coeficientul lui 2™ in dezvoltarea membrului stang este
CRCH(= 1) +CACh (= 1) o 4 O O (= 1)+ CC8 = () (= 1)+ (C ) (=) -+ (CF)

adicd exact suma ceruti.



Pe de alta parte, membrul drept este

(122 ch )2

deci coeficientul lui 2™ este 0, daca n este impar (polinomul de mai sus nu contine monoame de grad
impar) si C*(—1)* dacd n = 2k este par. Asadar,

0, n este impar

(02)2 _ (C}L)Z _ (CZ)Q L= { 03/2(_1)71/2

, TN este par

(ii) Notam cu S suma cerutd. Deoarece CF = C"~* pentru orice k = 0,...,n, avem

S:o-(02)2+1-(0,1)2+~--+(n—1)-(03—1)2+n-(c")2
—n (CO2 4+ (n—1)- (C - 41 (C N +0- ()

n

e 25 =n ((C)*+ -+ (C1)?)

St _n n
de unde gasim S = 5C73,,.
Putem s obtinem suma S si determinénd coeficientul lui x
moduri:

"=1 in polinomul urmitor in doud

d
—/ (1 n
dac( + )

(iii) Indicatie: Fie S suma cerutd. Punctul de plecare va fi polinomul:

P(2)=(1+a)"

Plx)=(04+z)"+2(1+2)" ' +22(1+2)" 2+ +2" (1 +2)"

Dezvoltand fiecare termen cu binomul lui Newton, obtinem imediat ca S este coeficientul lui =™ in

P (z). Pe de alta parte:
A ”4+ Ll
2 2

(i)n+1 1 (1+x)2n+1 _2n+1 (1_|_:L,)n
=2"(1+4ax)" e po|
2

P(x)=2"(1+2z)" (

Observam ci numaridtorul se anuleazd in x = 1 deci se divide cu « — 1. FEfectuand impértirea, se
determina coeficientul lui z™. |

Exercitiul 13. In cate moduri se poate scrie un numér natural m ca o suma de n intregi
nenegativi: m = uy + ug + - -+ + up, doudl sume fiind diferite daci ele diferd si prin ordinea
termenilor? Dar dacd impunem conditia ca cei n termeni ai sumei si fie strict pozitivi?

Solutie. Consideram mai intai cazul cand numerele w; sunt strict pozitive. Pentru o scriere de forma
m = uj + ug + - - - + U, consideram sirul

§1 =1U1, S2 =U1 +U2,...,8p—1 =UL F+ U2+ -+ Up—1
Deoarece u; > 0 pentru toti j, avem ca
0<s1 <89 < - < Sp1<mMm

deci (s;); este un sir strict crescator de de n — 1 numere naturale intre 1 si m — 1. Invers dat un sir
(si); de aceasta forma putem construi o scriere m = uy + - - - 4+ u,, punand:

Uy = 81,U2 = 82 — 81,.-.,Un—-1 = Spn—1 — Sp—-2,Up = 1M — Sp,



Obtinem astfel o bijectie intre multimea scrierilor m = uq + --- + u, cu u; > 0 si multimea sirurilor
strict crescatoare de lungime n — 1 de numere intre 1 si m — 1. Dar multimea acestor siruri este de
fapt multimea tuturor submultimilor lui {1,2,...,m — 1} cu n — 1 elemente. Deci numarul scrierilor
este egal cu C" 1.

Consideram acum celalalt caz, cand u; > 0. Procedand la fel ca mai sus, atasam unei scrieri
m = uj + -+ uy, sirul (s;), care verifica:

0<s1<--<s1<m
Acestui sir ii punem in corespondenta sirul
tir=s51+1,to=50+2,...th_1 =8p-1+n—1

care verfica:
1<ti<teo< - <th_1<m+n-—1

Invers, plecand de la un sir strict crescitor (¢;), de lungime n — 1, cu valori intre 1 si m +n — 1,
obtinem un sir (s;), crescator cu valori intre 0 si m punand: s; = t; —i. Rezulta ca avem o bijectie
intre multimea scrierilor m = uq + - - + u, cu u; > 0 si multimea sirurilor strict crescatoare 1 <t; <

cor < tp—1 <m+n—1, deci numarul ciutat de scrieri va fi C’ﬁ;lnfl. n

O solutie alternativd. Putem reformula problema data astfel. Considerdam m stelute identice aran-
jate in linie. Le separdm apoi prin n — 1 bare intre ele, pentru a obtine n seturi de stelute, ce contin
UL, U2 ..., Up—1, respectiv u, stelute. Evident suma numerelor u; este egald cu n, deci este o solutie a
ecuatiei date.

De exemplu, pentru m = 7 si n = 4, configuratia

~ S~
u1=2 wus=1 wu3z=1 wuyg=3
corespunde solutiei u; = 2,u2 = 1,u3 = 1,uq4 = 3 a ecuatiei u; +ug + ug +ug = 7.

Invers, pornind de la o solutie a ecuatiei date, putem construi o configuratie de stelute si bare astfel.
Aranjam stelutele in linie si plasiam o bara de la stanga la dreapta dupa primele u; stelute, apoi dupa
urmatoarele ug stelute mai plasam o bara etc.

De exemplu, solutia u; = 4,us = 0,us = 2,u4 = 1 a ecuatiei u; + u2 + us + ug = 7 corespunde
configuratiei

— I~
u1=4 u2=0 wu3z3=2 wuy=1

In concluzie, o solutie a ecuatiei date poate fi identificats cu o configuratie de m stelute aranjate
in linie, separate prin n — 1 bare.

O solutie de numere naturale nenule corespunde unei configuratii de in care orice doua bare sunt
separate prin m#car o stelutd, adicd nu putem avea doud bare consecutive. Asadar, o configuratie se
poate obtine alegand n — 1 dintre cele m — 1 "spatii" intre stelute si completandu-le cu cate o bara.
Rezultd c& numéarul de configuratii este ng_—lr

In celilalt caz, cand permitem ca valorile u; si fie si zero, o configuratie poate avea si bare con-
secutive, fara stelute intre ele. Astfel, o configuratie poate fi vazuta ca un sir de m + n — 1 pozitii
care trebuie completate cu cele doud simboluri: m stelute si n — 1 bare. Obtinem astfel cd numérul de
configuratii este C, ;= Clt . [

Exercitiul 14. Si se determine numéarul monoamelor din dezvoltarea polinomului:

(X14+Xo+ -+ Xp)".

. . . . d
Solutie. Dezvoltarea polinomului va contine toate monoamele Xfl ... X" cu gradul total dy + - - +
d, = n. Asadar numarul de monoame coincide cu numarul de solutii naturale ale acestei ecuatii. Din
exercitiul anterior, acest numdr este O, ;. |



Exercitiul 15. Intr-o scoald sunt 733 elevi. Aratati cd exisa cel putin trei elevi care isi serbeaza
ziua de nastere in aceeasi zi.

Solutie. Sunt maxim 366 de zile intr-un an si 733 = 2 - 366 + 1. Deci vor exista 3 elevi cu aceeasi zi
de nastere. Intr-adevir, in caz contrar, fiecare zi din an ar fi ziua de nastere a maxim 2 elevi, ceea ce
inseamna ca in scoald ar fi maxim 2 - 366 = 732 elevi, contradictie. |

Exercitiul 16. S& se arate cd oricum am alege 7 patrate perfecte, distincte, exista cel putin
doud a céror diferentd este divizibild cu 10.

Solutie. Ultima cifrd a unui patrat perfect poate fi una din urmaétoarele 6 cifre: 0,1,4,5,6, sau 9. Din
cele 7 patrate date vor fi doud cu aceeasi ultima cifrd, iar diferenta lor se va divide cu 10. |

Exercitiul 17. Sa se arate ca pentru orice numér natural existd un multiplu al sdu a carei
scriere in baza 10 foloseste doar cifrele 0 si 1. Sa se arate ca orice numar prim cu 10 admite un
multiplu care se scrie folosind numai cifra 3.

Solutie. Fie n un numar natural nenul. Consideram sirul de numere 1,11,111,1111, ... Din principiul
cutiei vor exista doud numere din sir care dau acelasi rest la impartirea cu n. Diferenta dintre ele are
forma 11...100...0 si se va divide cu n. Daci, in plus, (n,10) = 1, rezultd cd n va divide un numar de
forma 11...1. |

Exercitiul 18. Se pot scoate dintr-o carierd de piatra 50 de blocuri de piatra avand masele de
370 kg, 372 kg, 374 kg, ..., 468 kg cu 7 camioane de trei tone?

Solutie. Avem:

370 +372+---+468 =370+ (370 +2) + - - - + (370 + 2 - 49)
=50-370+49 - 50
= 20950 < 3- 7000

deci greutatea totala a blocurilor e mai mica decat capacitatea camioanelor, insa nu rezulta de aici ca
putem pune blocurile in camioane (se presupune cid blocurile nu pot fi tiiate in bucdti mai mici).

Avem 50 = 7 -7 4 1 de blocuri ce trebuie plasate in 7 camioane, deci intr-unul vor fi cel putin
74 1 = 8 blocuri. Greutatea minima a celor 8 va fi:

370 + (370 +2) + - - - + (370 + 14) = 370 - 8 + 7 - 8 = 3016.

Deci, oricum am lua 8 blocuri nu putem si le punem intr-un camion. Asadar nu putem si distribuim
cele 50 blocuri in 7 camioane.

Daca greutatile ar fi fost 368,370, ...,466 kg, atunci putem si le distribuim modul urmitor: cele
mai usoare 8 au greutatea totala

368 + (368 +2) - - - + (368 + 14) = 368 - 8 + 7 - 8 = 3000

deci incap intr-un camion. Restul de 42 de blocuri le distribuim in modul urméator: in fiecare din cele
6 camioane ramase punem cele mai usoare 3 si cele mai grele 3 si vom avea 3 (466 + 384) = 2550 kg
si am mai ramas cu 6 blocuri cu greutatile intre 466 — 2 - 18 = 430 si 384 4 2 - 18 = 420, pe care le
distribuim arbitrar unul cate unul in camioane.

Exercitiul 19. Se dd un cub cu latura 1. Sa se arate cd oricum am alege 28 de puncte interioare,

V3

cel putin doud dintre ele au distanta mai mica sau egala cu 3.




Solutie. Daca impartim fiecare laturd a cubului de laturd 1 in trei obtinem o descompunere a cubului
in 27 de cuburi de latura % Din cele 28 de puncte, putem alege doua care sunt in acelasi cub. Distanta

dintre ele va fi mai mica sau egald decit \f , lungimea, diagonalei cubului de latura % |

Exercitiul 20. Si se arate ca pentru orice m,n € N*, existd un numéar natural p astfel incat

(V4 Vm=1)" = vp+ V=1

Solutie. Vedem egalitatea ceruta ca o ecuatie in necunoscuta p. Vom determina p € R care sa verifice
aceastd ecuatie, iar apoi vom demonstra cd p este, de fapt, numéar natural.
Din ecuatie rezulta ca

1 1
(Vm+vm=1)" " Vht V-1
Combinand aceastd relatie cu cea initiald obtinem ci
VP = (Wﬁ+v —1)" + (Vm - vm=1)")
VP G¢*+v —1)" = (Vm—vm=1)")

Prima ecuatie este echivalenta cu

= 1 (Vv + (V- Vi 1) +2)

— (Vm—vVm—1)" = yp—p—1

iar a doua cu
= (Vv D™ + (V- V1)~ 2) +1

Evident, cele doua valori ale lui p coincid.

Deci, daci existd un p care sa verifice ecuatia datd, p trebuie s aibd valoarea de mai sus.

Invers, dacd p este dat de egalitatea precedentd, \/p si /p — I au valorile descrise de relatiile de
mai sus, de unde deducem ca

V1= (Vv D"+ (Vi V= 1))+ (Vv )" = (Vi - Vi 1))
- (m 1)
Asadar ecuatia data are singura solutie p data de
= 1 (Vv =)™ + (Vi - Vi = 1) + 2)
Pentru a finaliza demonstratia, trebuie sa ardatam p este numar natural. Avem

(\/»+\/7)2n (\/— \/7_)271 —9 (an\/>2n+02n\/>2n_2m2+"'+0222\/m2n)
=2 (C3,m" + C3m"H(m — 1) +--- + C31(m — 1)")

n
=2 Z Cokmn=F(m — 1)k
k=0

de unde obtinem

GZ}? 1)+% ;(Hmz+ —1+§:C —nﬁ

Cum numerele m si m — 1 au paritati diferite, 1 + m”™ 4+ (m — 1)" este par si, pentru fiecare
ke {l,...,n—1}, numarul m"*(m — 1)* este de asemenea par. Rezulti astfel ci p este un numar
natural. m



