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Permut ri. Aranjamente. Combin ri

Exercit
,
iul 1. În câte moduri poate � ordonat  mult

,
imea {1, 2, ..., n} astfel încât numerele

{1, 2, 3} s  stea la rând (eventual în ordine cresc toare).

Solut
,
ie. Consider m mai întâi cazul când 1, 2, 3 apar în ordine strict cresc toare.

Vrem as
,
adar s  num r m permut rile mult

,
imii {1, 2, . . . , n} astfel încât 1, 2, 3 s  apar  în aceast 

ordine unul dup  altul. Aceasta înseamn  c  1, 2, 3 apar în permut rile c utate pot � v zute ca
un singur element, iar restul de n − 3 elemente sunt ordonate arbitrar. Deci num rul c utat va �e
(n− 3 + 1)! = (n− 2)!.

Dac  nu mai impunem ca 1, 2, 3 s  apar  în aceast  ordine, vom obt
,
ine (n− 2)! permut ri pentru

�ecare ordonare a numerelor 1, 2, 3. Cum aceste numere pot � ordonate în 3! = 6 moduri, rezult  c 
num rul de permut ri astfel încât 1, 2, 3 s  apar  unul dup  altul este 6(n− 2)!. ■

Exercit
,
iul 2. Se consider  mult

,
imile disjuncte A s

,
i B astfel încât |A| = n s

,
i |B| = m. S  se

determine num rul de permut ri ale mult
,
imii A ∪ B astfel încât primul element al permut rii

este din A iar ultimul este din B.

Solut
,
ie. Primul element al unei permut ri c utate poate � ales în n moduri, iar ultimul în m moduri.

Pentru �ecare alegere a primei s
,
i ultimei pozit

,
ii din permutare, avem (m+n−2)! moduri de a permuta

celelalte m+ n− 2 elemente.
Am obt

,
inut astfel mn(m+n− 2)! permut ri ale lui A∪B care au pe prima pozit

,
ie un element din

A s
,
i pe ultima un element din B. ■

Exercit
,
iul 3. În câte moduri pot � as

,
ezate n persoane la o mas  circular ?

Solut
,
ie. Dac  masa ar � liniar , num rul de moduri ar � num rul de permut ri de n elemente, adic 

n!. Când masa este circular , aranjarea (a1, a2, ..., an−1, an) devine identic  cu (a2, a3, . . . , an, a1) ,
(a3, a4, . . . , a1, a2) etc., adic  identi�c m o aranjare cu toate cele n permut ri circulare ale ei. Deci
num rul c utat va �: n!

n = (n− 1)!. ■

Exercit
,
iul 4. Câte numere de 6 cifre, care nu cont

,
in cifre identice, se pot forma cu cifrele

0, 1, 2, 3, 4, 5 ?

Solut
,
ie. Deoarece cifrele nu se repet , numerele vor cont

,
ine �ecare cifr  exact o dat , f r  repetit

,
ii.

Astfel, putem vedea numerele c utate ca permut ri ale mult
,
imii {0, 1, ..., 6} astfel încât pe prima pozit

,
ie

s  nu se a�e 0. Deci num rul c utate este 6! − 5! = 600 (num rul total de permut ri − num rul de
permut ri care încep cu 0).

Alternativ, putem vedea numerele c utate ca 6 cutii pe care trebuie s  le complet m cu cifrele
date, f r  repetit

,
ii. Pe prima pozit

,
ie avem 5 posibilit t

,
i de a le completa (cele 6 cifre date, din care

elimin m 0). O dat  prima cifr  completat , trecem la a doua unde avem iar s
,
i 5 valori posibilit t

,
i

(elimin m prima cifr , deoarece cifrele nu trebuie s  se repete, dar îl ad ug m pe 0). Dup  completarea
primelor dou  cifre, avem 4 posibilit t

,
i de a completa a treia cifr  (din totalul de s

,
ase, elimin m dou ).

Procedând similar în continuare, obt
,
inem în total 5 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 5 · 5! = 600 de numere. ■

Exercit
,
iul 5. Câte numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3 dac  în astfel

de num r orice cifr  intr  cel mult o dat ?
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Solut
,
ie. Deoarece �ecare cifr  apare maxim o dat , numerele c utate pot avea maxim 4 cifre.

� Avem trei numere (nenule) ce se pot forma cu cifrele date.

� Un num r de dou  cifre din cele c utate se poate forma astfel. Alegem prima cifr ; putem face
aceasta în 3 moduri. Pentru �ecare alegere a primei cifre, putem alege a doua cifr  în 3 moduri
(din cele 4 cifre disponibile, elimin m prima cifr  aleas  dar lu m în considerare s

,
i 0). În total,

obt
,
inem 3 · 3 = 9 numere.

� Pentru a construi un num r de trei cifre proced m similar cu cazul precedent. Putem alege prima
cifr  în 3 moduri. O dat  aleas  prima cifr , a doua cifr  are trei valori disponibile. Dup  ce am
ales primele dou  cifr , a treia are dou  valori disponibile. În total obt

,
inem 3 · 3 · 2 = 18 numere.

� Procedând similar, g sim c  putem construi 3 · 3 · 2 · 1 = 18 numere de patru cifre cu forma
c utat .

În total avem
3 + 9 + 18 + 18 = 48

numere nenule ce se pot construi cu cifrele 0, 1, 2, 3, f r  repetit
,
ii. ■

Exercit
,
iul 6. O grup  de student

,
i trebuie s  programeze 4 examene în 8 zile. În câte moduri

se poate face aceasta? Dar dac  ultimul examen se d  în mod obligatoriu în ultima zi?

Solut
,
ie. Dac  ordinea examenelor conteaz  num rul de moduri va �

A4
8 = 8 · 7 · 6 · 5 = 1680

iar dac  ultimul examen este în ultima zi:

A3
7 · 4 = 7 · 6 · 5 · 4 = 840

(ultimul examen se poate �xa în 4 moduri, iar celelalte 3 se aranjeaz  în mod arbitrar în primele 7
zile).

Dac  ordinea examenelor nu conteaz , num rul de moduri va �

C4
8 =

8!

4!4!
= 70

(alegem patru zile din cele 8 pentru examene), iar dac  ultimul e în ultima zi va � C3
7 = 35. ■

Exercit
,
iul 7. Din 11 persoane, 7 b rbat

,
i s

,
i 4 femei, se formeaz  o delegat

,
ie de 5 persoane, care

cont
,
ine cel put

,
in 2 femei. În câte moduri se poate forma delegat

,
ia?

Solut
,
ie. Grup m dup  num rul exact de femei din echip .

Dac  în echip  sunt exact 2 femei, ceilalt
,
i 3 membri sunt b rbat

,
i. Deci, num rul de echipe care

cont
,
in exact 2 femei va �: C2

4C
3
7 .

Similar, vor � C3
4C

2
7 echipe cu exact 3 femei s

,
i C4

4C
1
7 echipe care cont

,
in exact 4 femei.

În total obt
,
inem:

C2
4C

3
7 + C3

4C
2
7 + C4

4C
1
7 =

4 · 3
2

· 7 · 6 · 5
6

+ 4 · 7 · 6
2

+ 1 · 7 = 301

■

Exercit
,
iul 8. În câte moduri se pot as

,
eza, pe o tabl  de s

,
ah, opt turnuri astfel încât nici unul

din ele nu poate lua pe cel lalt?
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Solut
,
ie. Tabla de s

,
ah are dimensiunea 8×8 s

,
i noi avem 8 turnuri. Dou  turnuri se atac  dac  sunt pe

aceeas
,
i linie sau coloan . As

,
adar, trebuie s  aranj m turnurile astfel încât pe �ecare linie s

,
i pe �ecare

coloan  s  avem exact un turn. Vom prezent m dou  moduri de num rare.
Prima dat , numerot m turnurile T1, T2,. . . , T8. Turnul T1 poate � pus în oricare dintre cele

64 de p trate, T2 în oricare din cele 49 r mase, T3 în unul din cele 36 r mase etc. Obt
,
inem astfel

64 · 49 · 36 · · · · · 1 = (8!)2 moduri de aranjare.
Îns , în acest mod de num rare am impus o ordine între turnuri (adic  pe T1 l-am pus primul,

pe T2 al doilea etc.) iar o distribut
,
ie de turnuri este independent  de ordine deoarece turnurile sunt

identice. Deoarece turnurile pot � renumerotate în 8! moduri, obt
,
inem c  num rul de distribut

,
ii de

turnuri va � (8!)2 /8! = 8!.
Un alt mod de num rare este urm torul. Cum pe �ecare linie s

,
i pe �ecare coloan  noi trebuie s 

avem un turn, o distribut
,
ie de turnuri poate � v zut  astfel: pentru �ecare coloan  Cj a tablei de s

,
ah

trebuie s  alegem o linie Li s, i �ecare linie trebuie asociat  exact unei coloane. Aceasta înseamn  c  o
distribut

,
ie poate � identi�cat  cu o funct

,
ie bijectiv  f : {C1, C2, . . . , C8} → {L1, . . . , L8}.

Invers, dat  o astfel de biject
,
ie, plas m cele 8 turnuri astfel: turnul de pe coloana Cj se a�  pe linia

f(Cj), unde j = 1, . . . , 8. Bijectivitatea lui f garanteaz  c  turnurile nu se atac  (liniile nu se repet ).
Deducem astfel c  num rul de distribut

,
ii de turnuri egal cu num rul de biject

,
ii între cele dou  mult

,
imi

cu 8 elemente adic  8!. ■

Exercit
,
iul 9. La o petrecere particip  8 b iet

,
i s

,
i 7 fete. În câte moduri se pot forma 4 perechi

b iat-fat ?

Solut
,
ie. Alegem mai întâi prima pereche. B iatul îl putem alege în C1

8 moduri, iar fata în C1
7 moduri,

deci prima pereche poate � aleas  în C1
8 · C1

7 moduri.
O dat  aleas  prima pereche, au r mas 7 b iet

,
i s

,
i 6 fete. Analog, a doua pereche poate � aleas  în

C1
7 · C1

6 moduri. Continuând procedeul obt
,
inem(

C1
8 · C1

7

) (
C1
7 · C1

6

) (
C1
6 · C1

5

) (
C1
5 · C1

4

)
moduri de alegere a perechilor. Îns , prin acest procedeu am realizat o alegere ordonat  a perechilor.
Deoarece cele 4 perechi pot � ordonate în 4! moduri, num rul de moduri în care putem construi 4
perechi, f r  ca ordinea lor s  conteze, este

1

4!

(
C1
8 · C1

7

) (
C1
7 · C1

6

) (
C1
6 · C1

5

) (
C1
5 · C1

4

)
=

8 · 72 · 62 · 52 · 4
4!

Un mod alternativ de a num ra este urm torul. Alegem o submult
,
ime de 4 b iet

,
i din cei 8, apoi

alegem o submult
,
ime de 4 fete din cele 7. Cele patru perechi vor corespunde unei funct

,
ii bijective între

mult
,
imea de b iet

,
i s

,
i mult

,
imea de fete alese. Obt

,
inem astfel

C4
8 · C4

7 · 4! = 8!

4!4!
· 7!

4!3!
· 4! = 8 · 7 · 6 · 5

4!
· 7 · 6 · 5 · 4

4!
· 4!

moduri de alegere a perechilor.
■

Exercit
,
iul 10. Fie Sk = 1k + 2k + · · ·+ nk. S  se demonstreze c 

(n+ 1)k+1 = 1 + C1
k+1Sk + C2

k+1Sk−1 + · · ·+ Ck
k+1S1 + n.

S  se deduc  S2, S3, S4.

Solut
,
ie. Din binomul lui Newton avem, pentru orice j ∈ N∗:

(j + 1)k+1 = jk+1 + C1
k+1j

k + C2
k+1j

k−1 + · · ·+ Ck
k+1j + 1
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Sumând aceste relat
,
ii pentru j = 1, ..., n obt

,
inem:

n∑
j=1

(j + 1)k+1 =

n∑
j=1

jk+1 + C1
k+1

n∑
j=1

jk + · · ·+ Ck
k+1

n∑
j=1

j +

n∑
j=1

1

Dar
n∑

j=1

(j + 1)k+1 =
n+1∑
j=2

jk+1 =
n∑

j=1

jk+1 − 1k+1 + (n+ 1)k+1

deci
(n+ 1)k+1 − 1 = C1

k+1Sk + C2
k+1Sk−1 + · · ·+ C1

k+1S1 + n

■

Exercit
,
iul 11. S  se calculeze sumele:

(i) C0
n − C2

n + C4
n − C6

n + · · · ;

(ii) C0
n − 3C2

n + 9C4
n − 27C6

n + · · · ;

(iii) C0
n + C4

n + C8
n + C12

n + · · · .

Solut
,
ie. Strategia de calcul pentru aceste sume const  în a calcula (a+ b)n în dou  moduri, pentru

nis
,
te valori bine alese ale lui a s

,
i b.

(i) Avem nevoie de nis
,
te valori pentru a s

,
i b astfel încât C2

na
n−2b2 = −C2

n. De exemplu, a = 1 s
,
i

b = i satisfac aceast  condit
,
ie. Avem atunci

(1 + i)n = C0
n + iC1

n − C2
n − iC3

n + C4
n + iC5

n + · · ·
=
(
C0
n − C2

n + · · ·
)
+ i
(
C1
n − C3

n + · · ·
)

de unde
C0
n − C2

n + C4
n + · · · = Re (1 + i)n

Membrul drept îl calcul m cu formula lui Moivre:

(1 + i)n =
(√

2
)n( 1√

2
+ i

1√
2

)n

=
√
2n
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)n
=

√
2n
(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
deci

C0
n − C2

n + C4
n + · · · = Re (1 + i)n =

√
2n cos

nπ

4

(iii) Aplic m binomul lui Newton pentru a = 1 s
,
i b = ±1 s

,
i obt

,
inem:

2n = (1 + 1)n = C0
n + C1

n + · · ·+ Cn
n

0 = (1− 1)n = C0
n − C1

n + · · ·+ (−1)nCn
n

de unde, prin adunarea relat
,
iilor, g sim c 

C0
n + C2

n + C4
n + · · · = 2n−1

Adunând aceast  relat
,
ie cu formula obt

,
inut  la (i), obt

,
inem

C0
n + C4

n + C8
n + · · · = 1

2

(
2n−1 +

√
2n cos

nπ

4

)
(ii) C ut m a, b astfel încât an−2b2 = −3 s

,
i lu m a = 1 s

,
i b = i

√
3. Avem atunci:
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(1 + i
√
3)n =C0

n + C1
ni
√
3− C2

n · 3− C3
ni
√
33+

+ C4
n · 32 + C5

ni
√
34 − C6

n · 32 − C7
ni
√
37 + · · ·

=
(
C0
n − 3C2

n + 32C4
n − · · ·

)
+ i

√
3
(
C1
n − 3C3

n + 9C5
n − · · ·

)
deci

C0
n − 3C2

n + 32C4
n − · · · = Re

(
1 + i

√
3
)n

Avem (
1 + i

√
3
)n

= 2n

(
1

2
+ i

√
3

2

)n

= 2n
(
cos

π

3
+ i

π

3

)
= 2n

(
cos

nπ

3
+ sin

nπ

3

)
de unde g sim

C0
n − 3C2

n + 32C4
n − · · · = 2n cos

nπ

3

■

Exercit
,
iul 12. S  se calculeze sumele:

(i) (C0
n)

2 − (C1
n)

2 + (C2
n)

2 − · · ·+ (−1)n(Cn
n )

2;

(ii) (C1
n)

2 + 2(C2
n)

2 + 3(C3
n)

2 + · · ·+ n(Cn
n )

2;

(iii) Cn
2n + 2Cn

2n−1 + 22Cn
2n−2 + · · ·+ 2nCn

n ;

(iv)
(
C0
n

)2
+
(
C1
n

)2
+ · · ·+ (Cn

n )
2.

Solut
,
ie. (iv) Consider m urm toarea identitate polinomial 

(1 + x)n (1 + x)n = (1 + x)2n

Determin m coe�cientul lui xn în cei doi membri. Coe�cientul lui xn din membrul drept este Cn
2n.

Pe de alt  parte, membrul stâng este egal cu:(
C0
n + C1

nx+ · · ·+ Cn
nx

n
) (

C0
n + C1

nx+ C2
nx

2 + · · ·+ Cn
nx

n
)

deci coe�cientul lui xn este egal cu:

C0
nC

n
n + C1

nC
n−1
n + · · ·+ Cn

nC
0
n =

n∑
k=0

Ck
nC

n−k
n =

n∑
k=0

(
Ck
n

)2
adic  exact suma cerut . Obt

,
inem astfel c :

(C0
n)

2 + (C1
n)

2 + (C2
n)

2 − · · ·+ (Cn
n )

2 = Cn
2n

(i) Consider m identitatea polinomial  (1 + x)n (1− x)n =
(
1− x2

)n s
,
i determin m coe�cientul

lui xn în ambii membri.
Mai întâi, avem:

(1 + x)n (1− x)n =
(
C0
n + C1

nx+ · · ·+ Cn
nx

n
) (

C0
n − C1

nx+ · · ·+ Cn
n (−1)nxn

)
deci coe�cientul lui xn în dezvoltarea membrului stâng este

C0
nC

n
n (−1)n+C1

nC
n−1
n (−1)n−1+· · ·+Cn−1

n C1
n(−1)+Cn

nC
0
n = (Cn

n )
2 (−1)n+

(
Cn−1
n

)2
(−1)n−1+· · ·

(
C0
n

)2
adic  exact suma cerut .
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Pe de alt  parte, membrul drept este

(1− x2)n =
n∑

k=0

Ck
n(−1)kx2k

deci coe�cientul lui xn este 0, dac  n este impar (polinomul de mai sus nu cont
,
ine monoame de grad

impar) s
,
i Ck

n(−1)k dac  n = 2k este par. As
,
adar,

(
C0
n

)2 − (C1
n

)2 − (C2
n

)2
+ · · · =

{
0, n este impar

C
n/2
n (−1)n/2, n este par

(ii) Not m cu S suma cerut . Deoarece Ck
n = Cn−k

n pentru orice k = 0, . . . , n, avem

S = 0 ·
(
C0
n

)2
+ 1 ·

(
C1
n

)2
+ · · ·+ (n− 1) ·

(
Cn−1
n

)2
+ n · (Cn

n )
2

= n ·
(
C0
n

)2
+ (n− 1) ·

(
C1
n

)2
+ · · ·+ 1 ·

(
Cn−1
n

)2
+ 0 · (Cn

n )
2

deci
2S = n

((
C0
n

)2
+ · · ·+ (Cn

n )
2
)

de unde g sim S = n
2C

n
2n.

Putem s  obt
,
inem suma S s

,
i determinând coe�cientul lui xn−1 în polinomul urm tor în dou 

moduri:

P (x) = (1 + x)n
d

dx
(1 + x)n

(iii) Indicat
,
ie: Fie S suma cerut . Punctul de plecare va � polinomul:

P (x) = (1 + x)2n + 2 (1 + x)2n−1 + 22 (1 + x)2n−2 + · · ·+ 2n (1 + x)n

Dezvoltând �ecare termen cu binomul lui Newton, obt
,
inem imediat c  S este coe�cientul lui xn în

P (x). Pe de alt  parte:

P (x) = 2n (1 + x)n
((

1 + x

2

)n

+

(
1 + x

2

)n−1

+ · · ·+ 1 + x

2
+ 1

)

= 2n (1 + x)n
(
1+x
2

)n+1 − 1
1+x
2 − 1

=
(1 + x)2n+1 − 2n+1 (1 + x)n

x− 1

Observ m c  num r torul se anuleaz  în x = 1 deci se divide cu x − 1. Efectuând împ rt
,
irea, se

determin  coe�cientul lui xn. ■

Exercit
,
iul 13. În câte moduri se poate scrie un num r natural m ca o sum  de n întregi

nenegativi: m = u1 + u2 + · · · + un, dou  sume �ind diferite dac  ele difer  s
,
i prin ordinea

termenilor? Dar dac  impunem condit
,
ia ca cei n termeni ai sumei s  �e strict pozitivi?

Solut
,
ie. Consider m mai întâi cazul când numerele ui sunt strict pozitive. Pentru o scriere de forma

m = u1 + u2 + · · ·+ un consider m s
,
irul

s1 = u1, s2 = u1 + u2, . . . , sn−1 = u1 + u2 + · · ·+ un−1

Deoarece uj > 0 pentru tot
,
i j, avem c 

0 < s1 < s2 < · · · < sn−1 < m

deci (si)i este un s
,
ir strict cresc tor de de n − 1 numere naturale între 1 s

,
i m − 1. Invers dat un s

,
ir

(si)i de aceast  form  putem construi o scriere m = u1 + · · ·+ un punând:

u1 = s1, u2 = s2 − s1, . . . , un−1 = sn−1 − sn−2, un = m− sn
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Obt
,
inem astfel o biject

,
ie între mult

,
imea scrierilor m = u1 + · · · + un cu uj > 0 s

,
i mult

,
imea s

,
irurilor

strict cresc toare de lungime n − 1 de numere între 1 s
,
i m − 1. Dar mult

,
imea acestor s

,
iruri este de

fapt mult
,
imea tuturor submult

,
imilor lui {1, 2, . . . ,m− 1} cu n − 1 elemente. Deci num rul scrierilor

este egal cu Cn−1
m−1.

Consider m acum cel lalt caz, când uj ≥ 0. Procedând la fel ca mai sus, atas
,
 m unei scrieri

m = u1 + · · ·+ un s
,
irul (si)i care veri�c :

0 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sn−1 ≤ m

Acestui s
,
ir îi punem în corespondent

,
  s

,
irul

t1 = s1 + 1, t2 = s2 + 2, . . . tn−1 = sn−1 + n− 1

care ver�c :
1 ≤ t1 < t2 < · · · < tn−1 ≤ m+ n− 1

Invers, plecând de la un s
,
ir strict cresc tor (ti), de lungime n − 1, cu valori între 1 s

,
i m + n − 1,

obt
,
inem un s

,
ir (si)i cresc tor cu valori între 0 s

,
i m punând: si = ti − i. Rezult  c  avem o biject

,
ie

între mult
,
imea scrierilor m = u1 + · · ·+ un cu uj ≥ 0 s

,
i mult

,
imea s

,
irurilor strict cresc toare 1 ≤ t1 <

· · · < tn−1 ≤ m+ n− 1, deci num rul c utat de scrieri va � Cn−1
m+n−1. ■

O solut
,
ie alternativ . Putem reformula problema dat  astfel. Consider m m stelut

,
e identice aran-

jate în linie. Le separ m apoi prin n − 1 bare între ele, pentru a obt
,
ine n seturi de stelut

,
e, ce cont

,
in

u1, u2 . . . , un−1, respectiv un stelut
,
e. Evident suma numerelor ui este egal  cu n, deci este o solut

,
ie a

ecuat
,
iei date.

De exemplu, pentru m = 7 s
,
i n = 4, con�gurat

,
ia

∗∗︸︷︷︸
u1=2

| ∗︸︷︷︸
u2=1

| ∗︸︷︷︸
u3=1

| ∗ ∗ ∗︸︷︷︸
u4=3

corespunde solut
,
iei u1 = 2, u2 = 1, u3 = 1, u4 = 3 a ecuat

,
iei u1 + u2 + u3 + u4 = 7.

Invers, pornind de la o solut
,
ie a ecuat

,
iei date, putem construi o con�gurat

,
ie de stelut

,
e s

,
i bare astfel.

Aranj m stelut
,
ele în linie s

,
i plas m o bar  de la stânga la dreapta dup  primele u1 stelut

,
e, apoi dup 

urm toarele u2 stelut
,
e mai plas m o bar  etc.

De exemplu, solut
,
ia u1 = 4, u2 = 0, u3 = 2, u4 = 1 a ecuat

,
iei u1 + u2 + u3 + u4 = 7 corespunde

con�gurat
,
iei

∗ ∗ ∗∗︸ ︷︷ ︸
u1=4

| ︸︷︷︸
u2=0

| ∗∗︸︷︷︸
u3=2

| ∗︸︷︷︸
u4=1

În concluzie, o solut
,
ie a ecuat

,
iei date poate � identi�cat  cu o con�gurat

,
ie de m stelut

,
e aranjate

în linie, separate prin n− 1 bare.
O solut

,
ie de numere naturale nenule corespunde unei con�gurat

,
ii de în care orice dou  bare sunt

separate prin m car o stelut
,
 , adic  nu putem avea dou  bare consecutive. As

,
adar, o con�gurat

,
ie se

poate obt
,
ine alegând n − 1 dintre cele m − 1 "spat

,
ii" între stelut

,
e s

,
i completându-le cu câte o bar .

Rezult  c  num rul de con�gurat
,
ii este Cn−1

m−1.
În cel lalt caz, când permitem ca valorile ui s  �e s

,
i zero, o con�gurat

,
ie poate avea s

,
i bare con-

secutive, f r  stelut
,
e între ele. Astfel, o con�gurat

,
ie poate � v zut  ca un s

,
ir de m + n − 1 pozit

,
ii

care trebuie completate cu cele dou  simboluri: m stelut
,
e s

,
i n− 1 bare. Obt

,
inem astfel c  num rul de

con�gurat
,
ii este Cm

m+n−1 = Cn−1
m+n−1. ■

Exercit
,
iul 14. S  se determine num rul monoamelor din dezvoltarea polinomului:

(X1 +X2 + · · ·+Xp)
n.

Solut
,
ie. Dezvoltarea polinomului va cont

,
ine toate monoamele Xd1

1 . . . X
dp
p cu gradul total d1 + · · ·+

dp = n. As
,
adar num rul de monoame coincide cu num rul de solut

,
ii naturale ale acestei ecuat

,
ii. Din

exercit
,
iul anterior, acest num r este Cn

n+p−1. ■
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Exercit
,
iul 15. Într-o s

,
coal  sunt 733 elevi. Ar tat

,
i c  exis  cel put

,
in trei elevi care îs

,
i serbeaz 

ziua de nas
,
tere în aceeas

,
i zi.

Solut
,
ie. Sunt maxim 366 de zile într-un an s

,
i 733 = 2 · 366 + 1. Deci vor exista 3 elevi cu aceeas

,
i zi

de nas
,
tere. Într-adev r, în caz contrar, �ecare zi din an ar � ziua de nas

,
tere a maxim 2 elevi, ceea ce

înseamn  c  în s
,
coal  ar � maxim 2 · 366 = 732 elevi, contradict

,
ie. ■

Exercit
,
iul 16. S  se arate c  oricum am alege 7 p trate perfecte, distincte, exist  cel put

,
in

dou  a c ror diferent
,
  este divizibil  cu 10.

Solut
,
ie. Ultima cifr  a unui p trat perfect poate � una din urm toarele 6 cifre: 0, 1, 4, 5, 6, sau 9. Din

cele 7 p trate date vor � dou  cu aceeas
,
i ultim  cifr , iar diferent

,
a lor se va divide cu 10. ■

Exercit
,
iul 17. S  se arate c  pentru orice num r natural exist  un multiplu al s u a c rei

scriere în baza 10 foloses
,
te doar cifrele 0 s

,
i 1. S  se arate c  orice num r prim cu 10 admite un

multiplu care se scrie folosind numai cifra 3.

Solut
,
ie. Fie n un num r natural nenul. Consider m s

,
irul de numere 1, 11, 111, 1111, ... Din principiul

cutiei vor exista dou  numere din s
,
ir care dau acelas

,
i rest la împ rt

,
irea cu n. Diferent

,
a dintre ele are

forma 11...100...0 s
,
i se va divide cu n. Dac , în plus, (n, 10) = 1, rezult  c  n va divide un num r de

forma 11...1. ■

Exercit
,
iul 18. Se pot scoate dintr-o carier  de piatr  50 de blocuri de piatr  având masele de

370 kg, 372 kg, 374 kg, ..., 468 kg cu 7 camioane de trei tone?

Solut
,
ie. Avem:

370 + 372 + · · ·+ 468 = 370 + (370 + 2) + · · ·+ (370 + 2 · 49)
= 50 · 370 + 49 · 50
= 20950 < 3 · 7000

deci greutatea total  a blocurilor e mai mic  decât capacitatea camioanelor, îns  nu rezult  de aici c 
putem pune blocurile în camioane (se presupune c  blocurile nu pot � t iate în buc t

,
i mai mici).

Avem 50 = 7 · 7 + 1 de blocuri ce trebuie plasate în 7 camioane, deci într-unul vor � cel put
,
in

7 + 1 = 8 blocuri. Greutatea minim  a celor 8 va �:

370 + (370 + 2) + · · ·+ (370 + 14) = 370 · 8 + 7 · 8 = 3016.

Deci, oricum am lua 8 blocuri nu putem s  le punem într-un camion. As
,
adar nu putem s  distribuim

cele 50 blocuri în 7 camioane.
Dac  greut t

,
ile ar � fost 368, 370, . . . , 466 kg, atunci putem s  le distribuim modul urm tor: cele

mai us
,
oare 8 au greutatea total 

368 + (368 + 2) · · ·+ (368 + 14) = 368 · 8 + 7 · 8 = 3000

deci încap într-un camion. Restul de 42 de blocuri le distribuim în modul urm tor: în �ecare din cele
6 camioane r mase punem cele mai us

,
oare 3 s

,
i cele mai grele 3 s

,
i vom avea 3 (466 + 384) = 2550 kg

s
,
i am mai r mas cu 6 blocuri cu greut t

,
ile între 466 − 2 · 18 = 430 s

,
i 384 + 2 · 18 = 420, pe care le

distribuim arbitrar unul câte unul în camioane.
■

Exercit
,
iul 19. Se d  un cub cu latura 1. S  se arate c  oricum am alege 28 de puncte interioare,

cel put
,
in dou  dintre ele au distant

,
a mai mic  sau egal  cu

√
3
3 .
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Solut
,
ie. Dac  împ rt

,
im �ecare latur  a cubului de latur  1 în trei obt

,
inem o descompunere a cubului

în 27 de cuburi de latur  1
3 . Din cele 28 de puncte, putem alege dou  care sunt în acelas

,
i cub. Distant

,
a

dintre ele va � mai mic  sau egal  decât
√
3
3 , lungimea diagonalei cubului de latur  1

3 . ■

Exercit
,
iul 20. S  se arate c  pentru orice m,n ∈ N∗, exist  un num r natural p astfel încât(√

m+
√
m− 1

)n
=

√
p+

√
p− 1

Solut
,
ie. Vedem egalitatea cerut  ca o ecuat

,
ie în necunoscuta p. Vom determina p ∈ R care s  veri�ce

aceast  ecuat
,
ie, iar apoi vom demonstra c  p este, de fapt, num r natural.

Din ecuat
,
ie rezult  c 

1(√
m+

√
m− 1

)n =
1

√
p+

√
p− 1

=⇒
(√

m−
√
m− 1

)n
=

√
p−

√
p− 1

Combinând aceast  relat
,
ie cu cea init

,
ial  obt

,
inem c 

√
p =

1

2

((√
m+

√
m− 1

)n
+
(√

m−
√
m− 1

)n)
√
p− 1 =

1

2

((√
m+

√
m− 1

)n −
(√

m−
√
m− 1

)n)
Prima ecuat

,
ie este echivalent  cu

p =
1

4

((√
m+

√
m− 1

)2n
+
(√

m−
√
m− 1

)2n
+ 2
)

iar a doua cu
p =

1

4

((√
m+

√
m− 1

)2n
+
(√

m−
√
m− 1

)2n − 2
)
+ 1

Evident, cele dou  valori ale lui p coincid.
Deci, dac  exist  un p care s  veri�ce ecuat

,
ia dat , p trebuie s  aib  valoarea de mai sus.

Invers, dac  p este dat de egalitatea precedent ,
√
p s

,
i
√
p− 1 au valorile descrise de relat

,
iile de

mai sus, de unde deducem c 

√
p+

√
p− 1 =

1

2

((√
m+

√
m− 1

)n
+
(√

m−
√
m− 1

)n)
+

1

2

((√
m+

√
m− 1

)n −
(√

m−
√
m− 1

)n)
=
(√

m+
√
m− 1

)n
As

,
adar ecuat

,
ia dat  are singura solut

,
ie p dat  de

p =
1

4

((√
m+

√
m− 1

)2n
+
(√

m−
√
m− 1

)2n
+ 2
)

Pentru a �naliza demonstrat
,
ia, trebuie s  ar t m p este num r natural. Avem(√

m+
√
m− 1

)2n
+
(√

m−
√
m− 1

)2n
=2
(
C0
2n

√
m

2n
+ C2

2n

√
m

2n−2√
m− 1

2
+ · · ·+ C2n

2n

√
m− 1

2n
)

=2
(
C0
2nm

n + C2
2nm

n−1(m− 1) + · · ·+ C2n
2n (m− 1)n

)
=2

n∑
k=0

C2k
2nm

n−k(m− 1)k

de unde obt
,
inem

p =
1

4

(
2

n∑
k=0

C2k
2nm

n−k(m− 1)k + 2

)
=

1

2

(
1 +mn + (m− 1)n +

n−1∑
k=1

C2k
2nm

n−k(m− 1)k

)
Cum numerele m s

,
i m − 1 au parit t

,
i diferite, 1 + mn + (m − 1)n este par s

,
i, pentru �ecare

k ∈ {1, . . . , n − 1}, num rul mn−k(m − 1)k este de asemenea par. Rezult  astfel c  p este un num r
natural. ■
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