Facultatea de Matematici
Anul 1, Aritmetica

Fisa de exercitii 3
Teorema impdartirii cu rest

e Teorema impartirii cu rest pe N. Pentru orice doud numere naturale a si b, b # 0,
existd si sunt unice numerele naturale ¢ si r astfel incat a = bg +r, cu r < b.

e Teorema impdrtirii cu rest pe Z. Pentru orice doud numere intregi a si b, b # 0, exista
si sunt unice numerele intregi ¢ si r astfel incat a = bg +r si 0 < r < |b].

Numerele ¢ si r se numesc catul, respectiv restul, impartirii lui a la b.

Pentru aplicatiile urmatoare, va fi utila urméatoarea notatie. Pentru a,b € Z, prin a mod b vom
nota restul lui a la impartirea cu b.
De exemplu, vom avea:

7 mod 5 =2, deoarece 7T =5-142 si 2<5
156 mod 10 =6, deoarece 156 =10-15+6 si 6<10
—23 mod 9=4, decarece —-23 =9-(-3)4+7 si 7<9

—1 mod4=3, decarece -1 =4-(-1)4+3 si 3<4

n n

In literaturd, se mai foloseste exprimarea " a este un numér de forma bk +r " in loc de "a d&
restul 7 la impértirea cu b".

De exemplu, "a si b sunt de forma 4k + 1" inseamna cd a si b dau ambele restul 1 la impéartirea
cu 4, adica existd q,q¢ € Z astfel incat a = 4g +1si b=4¢ + 1.

Numerele ¢ si ¢ nu sunt neapirat egale. Este important de retinut ca parametrul k& din

exprimarea "forma 4k + 1" va avea, de obicei, valori diferite pentru fiecare numér considerat.

Propozitia 1. Fie a;,a9 € Z, b € N*. Daca a; si az dau resturile r1, respectiv r2 la impéartirea
cu b, atunci:

e 71 =79 daca si numai daca a; — ag se divide cu b.

e restul lui a; + ag la impartirea cu b este egal cu restul lui r| + ry la impéartirea cu b, adica

(a1 +a2) mod b= (ry +72) mod b.

e restul lui ajag la impéartirea cu b este egal cu restul lui r179 la impéartirea cu b, adica

(a1a2) mod b= (r1r2) mod b.

e pentru n € N, restul lui a] este egal cu restul lui 7] la impartirea cu b, adica

(a}) mod b= (r1)" mod b.

e restul lui —a; la impéartirea cu b este b — 71, dacd r; > 0 si 0, dacd r; = 0, adicd

b—ry, >0

—aq modb:{ 0. =0




De exemplu, dacd notam u (a) := a mod 10 ultima cifra a unui numar a € N, obtinem:

u(a+b) =u(u(a)+u(d))
u(ab) = u (u (a)u (b))
u(a") =u(u(a)")

= U
=Uu

pentru orice a,b,n € N*.

Exercitiul 1. Determinati ultima cifrd a numerelor: 2156% si 1489™, n € N.

Solutie. Se demonstreaza folosind proprietatile de mai sus (prin inductie) ca
u (2156™) = u (6") =

6

, N impar

Exercitiul 2. (i) Ar#tati cd dacd un numér natural d& restul 3 impértirea cu 4 atunci el este
impar.

(ii) Invers, ardtati cd un numar natural impar poate da resturile 1 sau 3 la impartirea cu 4.
(iii) Aratati cd dacd un numar natural este de forma 6k + 5, atunci el este de forma 3k + 2.

(iv) Ariatati cd un numar de forma 3k + 2 este de forma 6k + 2 sau 6k + 5.

Solutie. (i) Deoarece a mod 4 = 3, existd k € Z astfel incat a = 4k + 3. Putem scrie atunci
a=22k+1)+1

Cum 2k +1€Zsil <2, rezultd cd a da restul 1 la impartirea cu 2.
(ii) Fie r = a mod 4. Exista atunci k € Z astfel incat a = 4k + r.
Pe de alta parte, a este impar, deci existd q € Z astfel incat a = 2¢ + 1. Obtinem atunci:

a=4k+r=2q+1 = r—1=2(q— 2k)

deci 2 | r — 1. Dar r € {0,1,2,3}, de unde gisim r € {1,3}, adicd a poate da resturile 1 sau 3 la
impartirea cu 4.
(iii) Daca a = 6k + 5,k € N, atunci

a=302k+1)+2

ceea ce aratd ca a mod 3 = 2.
(iv) Fie a = 3k +2,k € N. Notam r = a mod 6; existd atunci q € Z astfel incat a = 6g+r. Avem
atunci:
a=6g+r=3k+2 = r—2=3k—-2q) = 3|(r—2)

Cum r € {0,1,...,5}, gasim r € {2,5}, deci a este de forma 6¢g + 2 sau 6¢ + 5. [ |

Exercitiul 3. Sa se determine cel mai mic numar natural care impartit la —7 da restul 3 si
impartit la 11 d& restul 2.




Solutie. Fie a numadrul cdutat. Aplicand teorema impartirii cu rest putem scrie:

unde q,q € Z. Are loc egalitatea:
11-24(-7)-3=1

Inmultind prima ecuatie cu 11 -2 si a doua cu (—7) - 3 si adunand relatiile, obtinem

a=T7(-2¢-3¢')+3-11-2—-2-7-3
=77 (29— 3¢) +24

Cum a este minim, valoarea cautata este a = 24.

Exercitiul 4. Care este restul impartirii numerelor 1942 - 2351 1736 . 214! prin 5 ?

Solutie. Notam prin amodb restul la impartirea cu 5 a lui @ € Z. Avem atunci:

192 mod5=(20—1" mod5=(-1)* mod5=1 mod5=1
23°1 mod 5 =3 mod5=3-9® mod5=3-(-1)* mod5=(-3) mod5=2

deci
(19"2.23°") mod 5= (1-2) mod 5 =2
Similar:
1756 mod 5=2%¢ mod 5=4% mod5=(-1)"® mod5=1
21" mod 5= (1) mod5=1
deci

(17%. 21" ) mod5=1-1=1.

Exercitiul 5. Determinati ultimele doua cifre ale patratului unui numar natural care se termina
in cifra 5.

Solutie. Un numir natural n care se terminé in cifra 5 are forma n = 10¢ + 5 unde g € Z. Asadar:
n? = (10g +5)* = 100¢> +2-5 - 10g + 25 = 100 (¢* + ¢) + 25

deci restul lui n2 la 100 este 25.

7

Exercitiul 6. Folosind Teorema impértirii cu rest aratati ca:

e patratul oricirui numar intreg este de forma 4k sau 4k + 1;

e patratul oricirui numdar intreg impar este de forma 8k + 1.

.

Solutie. Fie n un numar intreg. Putem scrie asadar n = 2¢g + r unde ¢ € Z si r € {0,1}. Atunci:
n? =4q¢® +4qr + 1% = 4q (g + 1) + r*

Asadar, restul impartirii lui n? la 4 poate fi 02 = 0 sau 12 = 1.



Cand n este impar, avem r =1 si

q(g+1)

1
5 +

n*=4q(qg+1)+1=38
Cum ¢ (g + 1) este numér par, obtinem c& restul lui n? la impéartirea cu 8 este 1.
O solutie alternativa este sa folosim propozitia de la inceput. Dacd notdm r = a mod 4, avem ca
a’ mod 4 = r2 mod 4. Rezultd ci pentru a calcula restul oricirui pitrat este suficient si calculam
resturile patratelor 02,1222 32 la impartirea cu 4.
Putem sintetiza calculul sub forma unui tabel:

a mod4 |[0|1|2]3

a? mod4|0|1

Am obtinut astfel cd > mod 4 € {0,1} pentru orice a € Z.

Pentru cealaltd cerintd, observam mai intai cé, dacd a este impar, restul sdu la impartirea cu 8
poate fi 1,3,5 sau 7. Avem atunci urmétorul tabel

a mod® [1|3|5]7

a? mod 8|1

2

deci a* mod 8 = 1 pentru orice ¢ impar. |

Exercitiul 7. Aratati ca sirul de numere naturale
11,111,1111,11111, ...

nu contine nici un patrat perfect.

Solutie. Toate numerele din sir dau restul 3 la impértirea cu 4, iar un pétrat perfect d& restul 0 sau
1. |

Exercitiul 8. Aratati ca daca un numar natural este simultan un patrat perfect si un cub
perfect, atunci este de forma 7k sau 7k + 1.

Solutie. Pentru k € N, notdm kmod 7 restul lui k la impartirea cu 7. Fie n = a? = b cu a,b € N.
Atunci:

nmod7 = (amod7)*mod7 € {k*mod7|0<k<6}={0,1,4,2}.
nmod7 = (bmod 7)*>mod 7 € {k’mod7|0<k<6}={0,1,6}

deci nmod7 € {0, 1}.

Exercitiul 9. Sa se arate ca nu exista nici un numar intreg n pentru care expresia nt +nd +
n? +n + 1 se imparte exact la 7.

Solutie. Fie r restul impartirii lui n la 7. Atunci restul lui n* +n3+n%+n+11a 7 este egal cu restul
lui 7* + 73 + 72 + 72 + 7+ 1 1a 7. Calculand restul acestei expresii pentru r = 0,1, ..., 6, obtinem ci
resturile posibile ale expresiei date la 7 pot fi 1,2,3,4,5, deci expresia nu se divide niciodati cu 7. W

Exercitiul 10. Sa se arate ca restul impartirii a doud numere intregi la diferenta lor este acelasi
iar caturile diferd printr-o unitate.




Solutie. Fie numerele intregi distincte a,b. Putem presupune a > b, iar din teorema impartirii cu rest
avem:

a=(a—b)qg+r
b=(a—0b)q¢ +1r

unde q,¢' € Zsi 0 < r,r’ <a—b. Asadar:

—(a=b)<r—1"<(a—0)

(a=0b)| (r—r")
de unde gisim ca r = /. Inlocuind mai sus si scizand celor doud relatii obtinem c#
a—b=(a—0)(¢g—¢)

deci ¢ — ¢ = 1. [ |

Exercitiul 11. Sa se arate ca din 2007 numere naturale se pot alege doua a caror diferenta se
divide cu 2006.

Solutie. Exista 2006 de resturi posibile la impéartirea cu 2006. Deci, din 2007 de numere naturale, doud
dintre ele vor da acelasi rest la impartirea cu 2006. Diferenta acestor numere se divide cu 2006. |

Exercitiul 12. Si se afle catul si restul impartirii numsrului A = (22" + 1)(22° + 1)(22° +
1) . (222007 + 1) la 222007.

Solutie. Avem
2 1) 4= - e L )E - )
22! _ ) 22+1)(222+1)...(2

(
(
)
;

22007

+1)

22007)

92007 (222007 - ) i 222007 1

22007 22007

deci restul impéartirii lui A la 2 este 2 -1 |

Exercitiul 13. Se considerd numarul A = 3" + 7" + k", n impar. Sa se afle restul impartirii
lui k£ la 5 stiind ca A se divide la 5.

Solutie. Fie r restul lui k la impéartirea cu 5 si ¢ € N astfel incat n = 2¢ + 1. Atunci

A mod 5 = 32T 4 720t L g2t mod 5
=@+7) (3% +...+7) + 7% mod5

=72t mod 5

Dar 5 divide A, deci 5 divide 24T, Cum 0 < r < 4, obtinem ci r = 0. |

Exercitiul 14. Care numere naturale pot fi scrise ca diferenta de doua patrate de numere
intregi? Existd intregi de forma 4m + 3 care s fie suméa de doud pétrate? Dar de forma "m + 3
care s fie suma sau diferentd de doud cuburi perfecte?




Solutie. Consideram o scriere de forma n = 22 — 3?. Deducem de aici ca existd un divizor d al lui n
astfel incat

r—y=d
n
x—l—yza

Un astfel de sistem are solutii numere naturale x,y daci si numai daca d si n/d au aceeasi paritate.

Daci n este impar, putem lua d = 1, obtinand z = "TH siy= ”Tfl
Daca n este multiplu de 4, luam d = 2, cand =z = "T“"L siy = "7_4.

Dacd n = 4k + 2, k € N, atunci nu existd un divizor d astfel incat d si n/d sd aibd aceeasi paritate.

Pentru a doua cerinta, folosim faptul ci un patrat perfect este de forma 4k sau 4k + 1, deci o suma
de 2 patrate va fi de forma 4k, 4k + 1 sau 4k + 2. Asadar, numerele de forma 4m + 3, nu pot fi scrise
ca o suméa de 2 patrate. Pentru a treia cerintd se procedeaza similar.

Exercitiul 15. Intregii de forma 4m + 3 nu se pot reprezenta sub forma x> — 3y%. Daca un
intreg se poate reprezenta sub forma z2 — 3y2, atunci el se poate scrie sub aceasta forms intr-o
infinitate de moduri.

Solutie. Un pitrat perfect este de forma 4k saudk + 1, deci 22 — 3y? este de forma 4k, 4k + 1 sau
4k + 2, deci nu poate fi de forma 4k + 3.

Pentru a doua cerinta, observam ci produsul a dous numere de forma 2% — 3y? este in continuare
de aceeagi forma:

(53% - 324%) (fﬁg - 33/%) = (fUl - yl\/g) (l‘l + yl\/g) (962 - y2\/§) (J?z + y2\/§>
= (331372 + 3y1y2 — (z1Y2 + T231) \/5) (xlm + 3y1y2 + (T1y2 + T291) \/§>
= (122 + 33/12/2)2 —3(z1y2 + x2y1)2

pentru orice x1,x2,y1,y2 € N. Deducem de aici ca este suficient si ardtdm cd 1 se poate scrie intr-o
infinitate de moduri sub forma x? — 3y?. Pentru aceasta, cautim o scriere 1 = azg . 3y§ si construim
alte scrieri considerand puterile acesteia, adica ludm:

= 3yn = (25— 3y5)" =1

pentru fiecare n > 0. Pentru a ne asigura cd am obtinut o infinitate de scrieri, ar trebui si aritdm ca
sirurile (x,),, si (yn),, au o infinitate de termeni distincti doi cate doi. Insa din

2 2 _ (.2 2\ (.2 2
LTpt1 — 3yn+1 - (:En - Byn) (xO - By())
si calculele de mai sus rezulta ci aceste siruri verifica relatiile de recurenta

Tntl = ToTyn + 3YoYn
Yn+1 = T0Yn + YoTn

De aici, putem observa cd dacd zg si yo sunt numere intregi strict pozitive, (z,),, si (yn),, sunt siruri
strict crescatoare, deci au o infinitate de termeni distincti, adica exact ceea ce voiam. Asadar, am
redus problema la a gisi o solutie (z0,y0) a ecuatiei 22 — 3y? = 1 cu g,y > 0. Dar acest lucru este
trivial; de exemplu (2, 1) este o astfel de solutie.

|

Exercitiul 16. Impartind numarul natural n la 68 se obtine restul 39. Si se determine restul
impartirii lui n la 17.




Solutie. Din teorema impartirii cu rest, avem n = 68¢q + 39 unde q € Z, egalitate ce poate fi rescrisa
in forma
n=17(4¢g+2)+5

ceea ce aratd ca restul impartirii lui n la 17 este 5. |

Exercitiul 17. Un numar natural nenul se imparte la 19 si la 16. Catul impartirii la 19 este
egal cu restul impartirii la 16 iar catul impartirii la 16 este egal cu restul impartirii la 19. Sa se
determine numarul.

Solutie. Fie n numarul cautat. Ipoteza implica:

n=19q+r, 0<r<19
n=16r+q, 0<qg<16

de unde, prin scadere, obtinem
6g = br

deci 6]r si 5|g. Cum r € {0,1,...,18} si ¢ € {0,...,15}, obtinem urmitoarele solutii:
r=0,¢g=0 = n=0
r=6, ¢gq=5 = n=101
r=12, ¢ =10 = n = 202
r=18, ¢ =15 = n =303

Dar numarul n este nenul, deci solutiile problemei sunt 101, 202 si 303. |

Exercitiul 18. Diferenta a doua numere naturale este 243, iar daca impartim numarul mai
mare la cel mai mic obtinem catul 3 si restul 39. Aflati numerele.

Solutie. Fie a > b cele doud numere. Avem

a—b=2343
a=3b+39

si conditia de existentd 39 < b (ce provine din TIR). Rezolvand sistemul obtinem solutia a = 495 si
b= 152.
|

Exercitiul 19. Sa se determine restul impartirii numarului:

(a) 182!+ 91 la 1991;

(b) 41!+ 17 la 2009.

Solutie. (a) Avem 1991 = 11 - 181, deci 182! se divide cu 1991, iar restul lui 182! + 91 la impartirea
cu 1991 este 91.
(b) Avemn 2009 = 72 - 41 deci restul impartirii lui 41! 4+ 17 la 2009 este 17.

&ercitiul 20. Determinati numéarul abed, scris in baza 10, stiind ca daca il impartim la numarul
bed obtinem catul a + 1 si restul a + 2.




Solutie. Impunem conditiile de existenta: a > 0si b > 0. Avem
abed = (a+ 1) bed + a + 2

sau echivalent: o
1000a = a - bed + a + 2

de unde rezulta cd al2, deci a € {1,2}. o
In cazul a = 1, obtinem bed = 997. In cazul a = 2, gisim bed = 998.



