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Teorema împ rt
,
irii cu rest

� Teorema împ rt
,
irii cu rest pe N. Pentru orice dou  numere naturale a s

,
i b, b ̸= 0,

exist  s
,
i sunt unice numerele naturale q s

,
i r astfel încât a = bq + r, cu r < b.

� Teorema împ rt
,
irii cu rest pe Z. Pentru orice dou  numere întregi a s

,
i b, b ̸= 0, exist 

s
,
i sunt unice numerele întregi q s

,
i r astfel încât a = bq + r s

,
i 0 ≤ r < |b|.

Numerele q s
,
i r se numesc câtul, respectiv restul, împ rt

,
irii lui a la b.

Pentru aplicat
,
iile urm toare, va � util  urm toarea notat

,
ie. Pentru a, b ∈ Z, prin a mod b vom

nota restul lui a la împ rt
,
irea cu b.

De exemplu, vom avea:

7 mod 5 = 2, deoarece 7 = 5 · 1 + 2 s
,
i 2 < 5

156 mod 10 = 6, deoarece 156 = 10 · 15 + 6 s
,
i 6 < 10

−23 mod 9 = 4, deoarece −23 = 9 · (−3) + 7 s
,
i 7 < 9

−1 mod 4 = 3, deoarece −1 = 4 · (−1) + 3 s
,
i 3 < 4

În literatur , se mai foloses
,
te exprimarea " a este un num r de forma bk + r " în loc de "a d 

restul r la împ rt
,
irea cu b".

De exemplu, "a s
,
i b sunt de forma 4k+ 1" înseamn  c  a s

,
i b dau ambele restul 1 la împ rt

,
irea

cu 4, adic  exist  q, q′ ∈ Z astfel încât a = 4q + 1 s
,
i b = 4q′ + 1.

Numerele q s
,
i q′ nu sunt neap rat egale. Este important de ret

,
inut c  parametrul k din

exprimarea "forma 4k + 1" va avea, de obicei, valori diferite pentru �ecare num r considerat.

Propozit
,
ia 1. Fie a1, a2 ∈ Z, b ∈ N∗. Dac  a1 s

,
i a2 dau resturile r1, respectiv r2 la împ rt

,
irea

cu b, atunci:

� r1 = r2 dac  s
,
i numai dac  a1 − a2 se divide cu b.

� restul lui a1 + a2 la împ rt
,
irea cu b este egal cu restul lui r1 + r2 la împ rt

,
irea cu b, adic 

(a1 + a2) mod b = (r1 + r2) mod b.

� restul lui a1a2 la împ rt
,
irea cu b este egal cu restul lui r1r2 la împ rt

,
irea cu b, adic 

(a1a2) mod b = (r1r2) mod b.

� pentru n ∈ N, restul lui an1 este egal cu restul lui rn1 la împ rt
,
irea cu b, adic 

(an1 ) mod b = (r1)
n mod b.

� restul lui −a1 la împ rt
,
irea cu b este b− r1, dac  r1 > 0 s

,
i 0, dac  r1 = 0, adic 

−a1 mod b =

{
b− r1, r1 > 0

0, r1 = 0
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De exemplu, dac  not m u (a) := a mod 10 ultima cifr  a unui num r a ∈ N, obt
,
inem:

u (a+ b) = u (u (a) + u (b))

u (ab) = u (u (a)u (b))

u (an) = u (u (a)n)

pentru orice a, b, n ∈ N∗.

Exercit
,
iul 1. Determinat

,
i ultima cifr  a numerelor: 215643 s

,
i 1489n, n ∈ N.

Solut
,
ie. Se demonstreaz  folosind propriet t

,
ile de mai sus (prin induct

,
ie) c 

u (2156n) = u (6n) = 6

u (1489n) = u (9n) =

{
1,
9,

n par
n impar

■

Exercit
,
iul 2. (i) Ar tat

,
i c  dac  un num r natural d  restul 3 împ rt

,
irea cu 4 atunci el este

impar.

(ii) Invers, ar tat
,
i c  un num r natural impar poate da resturile 1 sau 3 la împ rt

,
irea cu 4.

(iii) Ar tat
,
i c  dac  un num r natural este de forma 6k + 5, atunci el este de forma 3k + 2.

(iv) Ar tat
,
i c  un num r de forma 3k + 2 este de forma 6k + 2 sau 6k + 5.

Solut
,
ie. (i) Deoarece a mod 4 = 3, exist  k ∈ Z astfel încât a = 4k + 3. Putem scrie atunci

a = 2(2k + 1) + 1

Cum 2k + 1 ∈ Z s
,
i 1 < 2, rezult  c  a d  restul 1 la împ rt

,
irea cu 2.

(ii) Fie r = a mod 4. Exist  atunci k ∈ Z astfel încât a = 4k + r.
Pe de alt  parte, a este impar, deci exist  q ∈ Z astfel încât a = 2q + 1. Obt

,
inem atunci:

a = 4k + r = 2q + 1 =⇒ r − 1 = 2(q − 2k)

deci 2 | r − 1. Dar r ∈ {0, 1, 2, 3}, de unde g sim r ∈ {1, 3}, adic  a poate da resturile 1 sau 3 la
împ rt

,
irea cu 4.

(iii) Dac  a = 6k + 5, k ∈ N, atunci

a = 3(2k + 1) + 2

ceea ce arat  c  a mod 3 = 2.
(iv) Fie a = 3k+2, k ∈ N. Not m r = a mod 6; exist  atunci q ∈ Z astfel încât a = 6q+ r. Avem

atunci:
a = 6q + r = 3k + 2 =⇒ r − 2 = 3(k − 2q) =⇒ 3 | (r − 2)

Cum r ∈ {0, 1, . . . , 5}, g sim r ∈ {2, 5}, deci a este de forma 6q + 2 sau 6q + 5. ■

Exercit
,
iul 3. S  se determine cel mai mic num r natural care împ rt

,
it la −7 d  restul 3 s

,
i

împ rt
,
it la 11 d  restul 2.

2



Solut
,
ie. Fie a num rul c utat. Aplicând teorema împ rt

,
irii cu rest putem scrie:{

a = (−7) q + 3
a = 11q′ + 2

unde q, q′ ∈ Z. Are loc egalitatea:
11 · 2 + (−7) · 3 = 1

Înmult
,
ind prima ecuat

,
ie cu 11 · 2 s

,
i a doua cu (−7) · 3 s

,
i adunând relat

,
iile, obt

,
inem

a = 77
(
−2q − 3q′

)
+ 3 · 11 · 2− 2 · 7 · 3

= 77
(
2q − 3q′

)
+ 24

Cum a este minim, valoarea c utat  este a = 24.
■

Exercit
,
iul 4. Care este restul împ rt

,
irii numerelor 1942 · 2351, 1736 · 2141 prin 5 ?

Solut
,
ie. Not m prin amod5 restul la împ rt

,
irea cu 5 a lui a ∈ Z. Avem atunci:

1942 mod 5 = (20− 1)42 mod 5 = (−1)42 mod 5 = 1 mod 5 = 1

2351 mod 5 = 351 mod 5 = 3 · 925 mod 5 = 3 · (−1)25 mod 5 = (−3) mod 5 = 2

deci (
1942 · 2351

)
mod 5 = (1 · 2) mod 5 = 2

Similar:

1736 mod 5 = 236 mod 5 = 418 mod 5 = (−1)18 mod 5 = 1

2141 mod 5 =
(
141

)
mod 5 = 1

deci (
1736 · 2141

)
mod5 = 1 · 1 = 1.

■

Exercit
,
iul 5. Determinat

,
i ultimele dou  cifre ale p tratului unui num r natural care se termin 

în cifra 5.

Solut
,
ie. Un num r natural n care se termin  în cifra 5 are forma n = 10q + 5 unde q ∈ Z. As

,
adar:

n2 = (10q + 5)2 = 100q2 + 2 · 5 · 10q + 25 = 100
(
q2 + q

)
+ 25

deci restul lui n2 la 100 este 25. ■

Exercit
,
iul 6. Folosind Teorema împ rt

,
irii cu rest ar tat

,
i c :

� p tratul oric rui num r întreg este de forma 4k sau 4k + 1;

� p tratul oric rui num r întreg impar este de forma 8k + 1.

Solut
,
ie. Fie n un num r întreg. Putem scrie as

,
adar n = 2q + r unde q ∈ Z s

,
i r ∈ {0, 1}. Atunci:

n2 = 4q2 + 4qr + r2 = 4q (q + r) + r2

As
,
adar, restul împ rt

,
irii lui n2 la 4 poate � 02 = 0 sau 12 = 1.
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Când n este impar, avem r = 1 s
,
i

n2 = 4q (q + 1) + 1 = 8
q (q + 1)

2
+ 1

Cum q (q + 1) este num r par, obt
,
inem c  restul lui n2 la împ rt

,
irea cu 8 este 1.

O solut
,
ie alternativ  este s  folosim propozit

,
ia de la început. Dac  not m r = a mod 4, avem c 

a2 mod 4 = r2 mod 4. Rezult  c  pentru a calcula restul oric rui p trat este su�cient s  calcul m
resturile p tratelor 02, 12, 22, 32 la împ rt

,
irea cu 4.

Putem sintetiza calculul sub forma unui tabel:

a mod 4 0 1 2 3

a2 mod 4 0 1 0 1

Am obt
,
inut astfel c  a2 mod 4 ∈ {0, 1} pentru orice a ∈ Z.

Pentru cealalt  cerint
,
 , observ m mai întâi c , dac  a este impar, restul s u la împ rt

,
irea cu 8

poate � 1, 3, 5 sau 7. Avem atunci urm torul tabel

a mod 8 1 3 5 7

a2 mod 8 1 1 1 1

deci a2 mod 8 = 1 pentru orice a impar. ■

Exercit
,
iul 7. Ar tat

,
i c  s

,
irul de numere naturale

11, 111, 1111, 11111, . . .

nu cont
,
ine nici un p trat perfect.

Solut
,
ie. Toate numerele din s

,
ir dau restul 3 la împ rt

,
irea cu 4, iar un p trat perfect d  restul 0 sau

1. ■

Exercit
,
iul 8. Ar tat

,
i c  dac  un num r natural este simultan un p trat perfect s

,
i un cub

perfect, atunci este de forma 7k sau 7k + 1.

Solut
,
ie. Pentru k ∈ N, not m kmod 7 restul lui k la împ rt

,
irea cu 7. Fie n = a2 = b3 cu a, b ∈ N.

Atunci:

nmod 7 = (amod 7)2mod7 ∈
{
k2mod7 | 0 ≤ k ≤ 6

}
= {0, 1, 4, 2} .

nmod 7 = (bmod 7)3mod7 ∈
{
k3mod7 | 0 ≤ k ≤ 6

}
= {0, 1, 6}

deci nmod 7 ∈ {0, 1}.
■

Exercit
,
iul 9. S  se arate c  nu exist  nici un num r întreg n pentru care expresia n4 + n3 +

n2 + n+ 1 se împarte exact la 7.

Solut
,
ie. Fie r restul împ rt

,
irii lui n la 7. Atunci restul lui n4+n3+n2+n+1 la 7 este egal cu restul

lui r4 + r3 + r2 + r2 + r + 1 la 7. Calculând restul acestei expresii pentru r = 0, 1, ..., 6, obt
,
inem c 

resturile posibile ale expresiei date la 7 pot � 1, 2, 3, 4, 5, deci expresia nu se divide niciodat  cu 7. ■

Exercit
,
iul 10. S  se arate c  restul împ rt

,
irii a dou  numere întregi la diferent

,
a lor este acelas

,
i

iar câturile difer  printr-o unitate.
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Solut
,
ie. Fie numerele întregi distincte a, b. Putem presupune a > b, iar din teorema împ rt

,
irii cu rest

avem:

a = (a− b) q + r

b = (a− b) q′ + r′

unde q, q′ ∈ Z s
,
i 0 ≤ r, r′ < a− b. As

,
adar:

− (a− b) < r − r′ < (a− b)

(a− b) |
(
r − r′

)
de unde g sim c  r = r′. Înlocuind mai sus s

,
i sc zând celor dou  relat

,
ii obt

,
inem c 

a− b = (a− b)
(
q − q′

)
deci q − q′ = 1. ■

Exercit
,
iul 11. S  se arate c  din 2007 numere naturale se pot alege dou  a c ror diferent

,
  se

divide cu 2006.

Solut
,
ie. Exist  2006 de resturi posibile la împ rt

,
irea cu 2006. Deci, din 2007 de numere naturale, dou 

dintre ele vor da acelas
,
i rest la împ rt

,
irea cu 2006. Diferent

,
a acestor numere se divide cu 2006. ■

Exercit
,
iul 12. S  se a�e câtul s

,
i restul împ rt

,
irii num rului A = (22

0
+ 1)(22

1
+ 1)(22

2
+

1) · · · (222007 + 1) la 22
2007

.

Solut
,
ie. Avem

A =
(
22

0 − 1
)
A = (22

0 − 1)(22
0
+ 1)(22

1
+ 1) · · · (222007 + 1)

=
(
22

1 − 1
)
(22

1
+ 1)

(
22

2
+ 1

)
· · · (222007 + 1)

=
(
22

2007 − 1
)(

22
2007

+ 1
)

=
(
22

2007
)2

− 1

= 22
2007

(
22

2007 − 1
)
+ 22

2007 − 1

deci restul împ rt
,
irii lui A la 22

2007
este 22

2007 − 1. ■

Exercit
,
iul 13. Se consider  num rul A = 3n + 7n + kn, n impar. S  se a�e restul împ rt

,
irii

lui k la 5 s
,
tiind c  A se divide la 5.

Solut
,
ie. Fie r restul lui k la împ rt

,
irea cu 5 s

,
i q ∈ N astfel încât n = 2q + 1. Atunci

A mod 5 = 32q+1 + 72q+1 + k2q+1 mod 5

= (3 + 7)
(
32q + . . .+ 72q

)
+ r2q+1 mod 5

= r2q+1 mod 5

Dar 5 divide A, deci 5 divide r2q+1. Cum 0 ≤ r ≤ 4, obt
,
inem c  r = 0. ■

Exercit
,
iul 14. Care numere naturale pot � scrise ca diferent

,
  de dou  p trate de numere

întregi? Exist  întregi de forma 4m+3 care s  �e sum  de dou  p trate? Dar de forma 7m+3
care s  �e sum  sau diferent

,
  de dou  cuburi perfecte?
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Solut
,
ie. Consider m o scriere de forma n = x2 − y2. Deducem de aici c  exist  un divizor d al lui n

astfel încât

x− y = d

x+ y =
n

d

Un astfel de sistem are solut
,
ii numere naturale x, y dac  s

,
i numai dac  d s

,
i n/d au aceeas

,
i paritate.

Dac  n este impar, putem lua d = 1, obt
,
inând x = n+1

2 s
,
i y = n−1

2 .
Dac  n este multiplu de 4, lu m d = 2, când x = n+4

4 s
,
i y = n−4

4 .
Dac  n = 4k+2, k ∈ N, atunci nu exist  un divizor d astfel încât d s

,
i n/d s  aib  aceeas

,
i paritate.

Pentru a doua cerint
,
 , folosim faptul c  un p trat perfect este de forma 4k sau 4k+1, deci o sum 

de 2 p trate va � de forma 4k, 4k + 1 sau 4k + 2. As
,
adar, numerele de forma 4m+ 3, nu pot � scrise

ca o sum  de 2 p trate. Pentru a treia cerint
,
  se procedeaz  similar.

■

Exercit
,
iul 15. Întregii de forma 4m + 3 nu se pot reprezenta sub forma x2 − 3y2. Dac  un

întreg se poate reprezenta sub forma x2 − 3y2, atunci el se poate scrie sub aceast  form  într-o
in�nitate de moduri.

Solut
,
ie. Un p trat perfect este de forma 4k sau4k + 1, deci x2 − 3y2 este de forma 4k, 4k + 1 sau

4k + 2, deci nu poate � de forma 4k + 3.
Pentru a doua cerint

,
 , observ m c  produsul a dou  numere de forma x2 − 3y2 este în continuare

de aceeas
,
i form :(

x21 − 3y21
) (

x22 − 3y22
)
=

(
x1 − y1

√
3
)(

x1 + y1
√
3
)(

x2 − y2
√
3
)(

x2 + y2
√
3
)

=
(
x1x2 + 3y1y2 − (x1y2 + x2y1)

√
3
)(

x1x2 + 3y1y2 + (x1y2 + x2y1)
√
3
)

= (x1x2 + 3y1y2)
2 − 3 (x1y2 + x2y1)

2

pentru orice x1, x2, y1, y2 ∈ N. Deducem de aici c  este su�cient s  ar t m c  1 se poate scrie într-o
in�nitate de moduri sub forma x2 − 3y2. Pentru aceasta, c ut m o scriere 1 = x20 − 3y20 s

,
i construim

alte scrieri considerând puterile acesteia, adic  lu m:

x2n − 3y2n =
(
x20 − 3y20

)n
= 1

pentru �ecare n ≥ 0. Pentru a ne asigura c  am obt
,
inut o in�nitate de scrieri, ar trebui s  ar t m c 

s
,
irurile (xn)n s

,
i (yn)n au o in�nitate de termeni distinct

,
i doi câte doi. Îns  din

x2n+1 − 3y2n+1 =
(
x2n − 3y2n

) (
x20 − 3y20

)
s
,
i calculele de mai sus rezult  c  aceste s

,
iruri veri�c  relat

,
iile de recurent

,
 

xn+1 = x0xn + 3y0yn

yn+1 = x0yn + y0xn

De aici, putem observa c  dac  x0 s
,
i y0 sunt numere întregi strict pozitive, (xn)n s

,
i (yn)n sunt s

,
iruri

strict cresc toare, deci au o in�nitate de termeni distinct
,
i, adic  exact ceea ce voiam. As

,
adar, am

redus problema la a g si o solut
,
ie (x0, y0) a ecuat

,
iei x2 − 3y2 = 1 cu x0, y0 > 0. Dar acest lucru este

trivial; de exemplu (2, 1) este o astfel de solut
,
ie.

■

Exercit
,
iul 16. Împ rt

,
ind num rul natural n la 68 se obt

,
ine restul 39. S  se determine restul

împ rt
,
irii lui n la 17.
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Solut
,
ie. Din teorema împ rt

,
irii cu rest, avem n = 68q + 39 unde q ∈ Z, egalitate ce poate � rescris 

în forma
n = 17 (4q + 2) + 5

ceea ce arat  c  restul împ rt
,
irii lui n la 17 este 5. ■

Exercit
,
iul 17. Un num r natural nenul se împarte la 19 s

,
i la 16. Câtul împ rt

,
irii la 19 este

egal cu restul împ rt
,
irii la 16 iar câtul împ rt

,
irii la 16 este egal cu restul împ rt

,
irii la 19. Sa se

determine num rul.

Solut
,
ie. Fie n num rul c utat. Ipoteza implic :{

n = 19q + r,
n = 16r + q,

0 ≤ r < 19
0 ≤ q < 16

de unde, prin sc dere, obt
,
inem

6q = 5r

deci 6|r s
,
i 5|q. Cum r ∈ {0, 1, . . . , 18} s

,
i q ∈ {0, . . . , 15}, obt

,
inem urm toarele solut

,
ii:

r = 0, q = 0 =⇒ n = 0

r = 6, q = 5 =⇒ n = 101

r = 12, q = 10 =⇒ n = 202

r = 18, q = 15 =⇒ n = 303

Dar num rul n este nenul, deci solut
,
iile problemei sunt 101, 202 s

,
i 303. ■

Exercit
,
iul 18. Diferent

,
a a dou  numere naturale este 243, iar dac  împ rt

,
im num rul mai

mare la cel mai mic obt
,
inem câtul 3 s

,
i restul 39. A�at

,
i numerele.

Solut
,
ie. Fie a ≥ b cele dou  numere. Avem{

a− b = 343
a = 3b+ 39

s
,
i condit

,
ia de existent

,
  39 < b (ce provine din TIR). Rezolvând sistemul obt

,
inem solut

,
ia a = 495 s

,
i

b = 152.
■

Exercit
,
iul 19. S  se determine restul împ rt

,
irii num rului:

(a) 182! + 91 la 1991;

(b) 41! + 17 la 2009.

Solut
,
ie. (a) Avem 1991 = 11 · 181, deci 182! se divide cu 1991, iar restul lui 182! + 91 la împ rt

,
irea

cu 1991 este 91.
(b) Avem 2009 = 72 · 41 deci restul împ rt

,
irii lui 41! + 17 la 2009 este 17.

■

Exercit
,
iul 20. Determinat

,
i num rul abcd, scris în baza 10, s

,
tiind c  dac  îl împ rt

,
im la num rul

bcd obt
,
inem câtul a+ 1 s

,
i restul a+ 2.
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Solut
,
ie. Impunem condit

,
iile de existent

,
 : a > 0 s

,
i b > 0. Avem

abcd = (a+ 1) bcd+ a+ 2

sau echivalent:
1000a = a · bcd+ a+ 2

de unde rezult  c  a|2, deci a ∈ {1, 2}.
În cazul a = 1, obt

,
inem bcd = 997. În cazul a = 2, g sim bcd = 998. ■
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