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1 Recurent
,
e liniare

De�nit
,
ia 1.1. (a) O recurent,  liniar  cu coe�cient, i constant, i de ordin r ≥ 1 este o familie de

ecuat, ii de forma

xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = hn,∀n ≥ 0

unde r ≥ 1, cr−1, . . . , c1, c0 ∈ R, c0 ≠ 0, sunt constante, (hn)n≥0 este un s, ir �xat de numere
reale, iar (xn)n≥0 este s, irul de necunoscute.

(b) O solut, ie a recurent,ei este un s, ir (an)n≥0 de numere reale care veri�c  toate ecuat, iile
recurent,ei:

an+r + cr−1an+r−1 +⋯ + c1an+1 + c0an = hn,∀n ≥ 0

(c) Dac  hn = 0 pentru orice n ≥ 0, spunem c  recurent,a este omogen . În caz contrar,
recurent,a se numes,te neomogen .

Putem rescrie recurent,a de mai sus sub forma:

xn+r = −cr−1xn+r−1 −⋯ − c1xn+1 − c0xn + hn,∀n ≥ 0

de unde g sim c  xn+r este unic determinat de precedent, ii r termeni xn+r−1, . . . , xr.
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Astfel, xr este unic determinat de x0, . . . , xr−1. Termenul xr+1 este unic deteminat de x1, . . . xr,
deci s, i el se poate a�a în mod unic din valorile x0, . . . , xr−1.

Inductiv, rezult  c  o solut, ie (xn)n a recurent,ei este unic determinat  de primii r termeni x0, x1, . . . , xr−1.
Cu alte cuvinte, date r numere reale a0, a1, . . . , ar−1, exist  s, i este unic un s, ir (xn)n≥0 de numere

reale (respectiv complexe) astfel încât

{ xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = hn,∀n ≥ 0
x0 = a0, x1 = a1, . . . , xr−1 = ar−1

Vom numi valorile a0, . . . , ar−1 termenii init, iali sau condit, iile init, iale ale recurent,ei.

Propozit
,
ia 1.2 (Principiul superpozit, iei). Fie scalarii α,β ∈ R s, i (an)n≥0, respectiv (bn)n≥0

solut, ii ale recurent,elor de ordin r urm toare

xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = sn, n ≥ 0
xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = tn, n ≥ 0

Atunci s, irul (αxn + βyn)n≥0 este solut, ie a recurent,ei

xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = αsn + βtn, n ≥ 0

Demonstrat
,
ie. Avem, pentru orice n ≥ 0:

(αan+r + βbn+r) + cr−1(αan+r−1 + βbn+r−1) + ⋯ + c1(αan+1 + βbn+1) + c0(αan + βbn) =
= α(an+r + cr−1an+r−1 +⋯ + c1an+1 + c0an) + β(an+r + cr−1bn+r−1 +⋯ + c1bn+1 + c0bn)
= αsn + βtn ∎

Consider m acum dou  recurent,e cu coe�cient, i reali:

(RLNH) ∶ xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = hn,∀n ≥ 0
(RLH) ∶ xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = 0,∀n ≥ 0

Spunem c  recurent,a omogen  (RLH) este asociat  recurent,ei neomogene (RLNH). Un prim rezultat
legat de structura solut, iilor lor este:

Propozit
,
ia 1.3. (a) Mult, imea S a solut, iilor lui (RLH) formeaz  un spat, iu liniar real de di-

mensiune r.

(b) Fie (an)n≥0 o solut, ie particular  a recurent,ei neomogene (RLNH). Atunci solut, ia general 
pentru (RLNH) este

xn = an + un, n ≥ 0

unde (un)n≥0 este o solut, ie a recurent,ei omogene asociate (RLH).

Astfel, mult, imea solut, iilor (RLNH) este spat, iul a�n (an)n≥0 + S, de dimensiune r.

Demonstrat
,
ie. (a) Fie (un)n≥0, (vn)n≥0 ∈ S s, i α,β ∈ R. Aplicând principiul superpozit, iei (pentru

hn = kn = 0), rezult  c  s, irul (αun+βvn)n≥0 este s, i el o solut, ie a recurent,ei omogene, deci S este spat, iu
liniar.

Am v zut mai sus c  o solut, ie (xn)n≥0 este unic determinat  de primii r termeni. Obt, inem astfel
o aplicat, ie ϕ ∶ Rr → S, care asociaz  unui r-uplu (a0, . . . , ar−1) s, irul (xn)n≥0 ∈ S astfel încât primii r
termeni sunt a0, . . . , ar−1.

Din construct, ie, aplicat, ia ϕ este bijectiv . S  ar t m c  ϕ este aplicat, ie liniar . Consider m dou 
r-upluri a = (a0, . . . , ar−1),b = (b0, . . . , br−1) ∈ Rr s, i doi scalari α,β ∈ R.

Not m (xn)n = ϕ(a), (yn)n = ϕ(b). Atunci

αϕ(a) + βϕ(b) = (αxn + βyn)n≥0
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Deoarece S este spat, iu liniar, s, irul zn = αxn + βyn, n ≥ 0 se a�  în S s, i primii r termeni sunt

(z0, . . . , zr−1) = (αx0 + βy0, . . . , αxr−1 + βyr−1) = αa + βb

Pe de alt  parte, în S, exist  un unic s, ir cu primii termeni dat, i de αa + βb s, i anume ϕ(αa + βb).
Rezult  astfel c 

αϕ(a) + βϕ(b) = ϕ(αa + βb)

deci ϕ ∶ Rr → S este un izomor�sm liniar, iar S este un spat, iu liniar de dimensiune r.
(b) Fie (xn)n≥0 o solut, ie a recurent,ei neomogene (RLNH). Din propozit, ia anterioar  rezult  c  s, irul

(xn)n≥0 − (an)n≥0 este o solut, ie a recurent,ei omogene, deci (xn)n≥0 ∈ (an)n≥0 + S.
Invers, dac  (xn)n≥0 = (an)n≥0+(un)n≥0, cu (un)n≥0 ∈ S, se veri�c  imediat c  (xn)n≥0 este o solut, ie

a recurent,ei neomogene RLNH. ∎

Din rezultatul anterior deducem urm toarele. Dac  (u0,n)n, . . . , (ur−1,n)n este o baz  a lui S, atunci
orice solut, ie a ecuat, iei omogene (RLH) este de forma

xn = α0u0,n + α1u1,n +⋯ + αr−1ur−1,n, n ≥ 0

unde α0, . . . , αr−1 sunt constante reale.
Aceste constante sunt unic determinate de termenii init, iali ai solut, iei x0, . . . , xr−1, rezolvând sis-

temul liniar
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α0u
0
0 + α1u

1
0 +⋯ + αr−1ur−10 = x0

α0u
0
1 + α1u

1
1 +⋯ + αr−1ur−11 = x1

. . .
α0u

0
r−1 + α1u

1
r−1 +⋯ + αr−1ur−1r−1 = xr−1

As,adar, pentru a determina termenul general al unei recurent,e omogene, este su�cient s  deter-
min m o baz  de solut, ii. Vom face aceasta în teoremele 1.6 s, i 1.7.

Exemplul 1.4. Consider m s, irul dat prin

{ x0 = 5,
xn+1 − 2xn = 0, n ≥ 0

Spat, iul solut, iilor ai acestei recurent,e omogene are dimensiunea 1 s, i vom vedea mai târziu c  are
ca baz  s, irul (2n)n≥0. As,adar, termenul general al lui (xn)n are forma

xn = α2n, n ≥ 0

unde α ∈ R îl determin m impunând condit, ia init, ial 

x0 = α20

Rezult  c  α = 5, deci xn = 5 ⋅ 2n, pentru orice n ∈ N.

Similar, dac  (an)n≥0 este o solut, ie particular  a recurent,ei neomogene (RLNH), atunci solut, ia
general  are forma

xn = an + α0u
0
n + α1u

1
n +⋯ + αr−1u

r−1
n , n ≥ 0

unde α0, . . . , αr−1 sunt constante reale care se determin  din termenii init, iali, similar cu cazul omogen.
As,adar, determinarea termenului general al unei recurent,e neomogene se reduce la g sirea unei

solut, ii particulare (precum s, i a solut, iilor recurent,ei omogene). În general, g sirea unei solut, ii particu-
lare nu este o problem  simpl , dar vom da exemple când (hn)n are nis,te forme particulare.
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Exemplul 1.5. Consider m s, irul dat prin

{ x0 = 5,
xn+1 − 2xn = 1

Se veri�c  imediat c  s, irul constant cn = −1, n ≥ 0 este o solut, ie particular  a recurent,ei (dar nu
cea c utat ). Din exemplul de mai sus, solut, ia recurent,ei omogene asociate este

un = α2n, n ≥ 0

unde α este un parametru real.
Rezult  c  solut, ia general  a recurent,ei neomogene va �

xn = un + cn = α2n − 1, n ≥ 0

Pentru a determina parametrul α impunem condit, ia

x0 = 5

Obt, inem:
x0 = 5 ⇐⇒ α20 − 1 = 5 ⇐⇒ α = 6

deci termenul general al s, irului dat este

xn = 6 ⋅ 2n − 1, n ≥ 0

Am formulat rezultatele precedente pentru cazul recurent,elor cu coe�cient, i reali. Aceleas, i de�nit, ii
s, i propriet t, i pot � date s, i considerând coe�cient, i în C.

Des, i cazul de interes este cel al coe�cient, ilor reali (de obicei, chiar întregi), se va dovedi util s 
studiem recurent,ele s, i în cazul coe�cient, ilor complecs, i.

Fie astfel, recurent,a liniar  omogen  de ordin r cu coe�cient, i complecs, i

(RLH_c) ∶ xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = 0,∀n ≥ 0

unde cr−1, . . . , c1, c0 ∈ C, c0 ≠ 0.
Acestei recurent,e îi asociem polinomul caracteristic

P (λ) = λr + cr−1λr−1 +⋯ + c1λ + c0

Not m prin λ1, . . . , λs ∈ C× r d cinile acestui polinom, cu multiplicit t, ile µ1, . . . , µs.

Teorema 1.6. O baz  a spat
,
iului de solut

,
ii ale recurent

,
ei (RHL_c) este format  din s

,
irurile

λn1 , λ
n
1n, . . . , λ

n
1n

µ1−1, . . . , λns , λ
n
sn, . . . , λ

n
sn

µs−1

Echivalent, orice solut
,
ie a recurent

,
ei (RLH_c) are forma

xn = λn1p1(n) + λn2p2(n) +⋯ + λns ps(n)

unde pj este un polinom din C[X] de grad < µj, pentru j = 1, . . . , s.

Demonstrat
,
ie. Vom rescrie recurent,a (RHL_c) în form  matriceal :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xn
xn+1
⋮

xn+r−1
xn+r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 ⋯ 0 0
0 0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 0 1
−c0 −c1 −c2 ⋯ −cr−2 −cr−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xn−1
xn
⋮

xn+r−2
xn+r−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Not m matricea r × r din membrul drept prin A. Obt, inem atunci

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xn
xn+1
⋮

xn+r−1
xn+r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= A

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xn−1
xn
⋮

xn+r−2
xn+r−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= A2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xn−2
xn−1
⋮

xn+r−3
xn+r−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= ⋯ = An

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x0
x1
⋮

xr−2
xr−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Pentru a determina xn, trebuie s  calcul m puterile matricei A. Pentru aceasta vom folosi forma
Jordan a lui A.

Observ m c  matricea A este matricea companion a polinomului P (X) =Xr+cr−1Xr−1+⋯+c1X+c0.
Din exercit, iul 12.1.1, rezult  c  exist  matricea inversabil  S ∈ Mr(C) astfel încât

S−1AS = J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

J1 0
J2
⋱

0 Js

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

unde Jk este un bloc Jordan µk × µk cu λk pe diagonal  (s, i 1 deasupra diagonalei).
Rezult  c 

An = SJnS−1 = S

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Jn
1 0

Jn
2

⋱
0 Jn

s

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

S−1

Din exercit, iul 12.1.2, deducem c  �ecare bloc Jn
k este o matrice triunghiular  superior ce are λnk pe

diagonala principal , iar deasupra diagonalei numere de forma λn−jk (
n
j
) unde j ≤ µ − 1.

Rezult  c  elementele matricei JnS−1 sunt de forma λnkpk(n), cu pk polinom de grad < µk, iar
elementele matricei An = SJnS−1 vor � de combinat, ii liniare de acestea. Obt, inem astfel c  xn are
forma

xn = λn1p1(n) + λn2p2(n) +⋯λsps(n)

unde pk este un polinom din C[X] de grad < µk, pentru �ecare k = 1, . . . , s.
Rezult  atunci c  s, irurile

λn1 , λ
n
1n, . . . , λ

n
1n

µ1−1, . . . , λns , λ
n
sn, . . . , λ

n
sn

µs−1

formeaz  un sistem de generatori ai spat, iului de solut, ii ai recurent,ei RHL_c. Cum num rul acestor
s, iruri este ∑x

k=1 µs = r coincide cu dimensiunea acestui spat, iu, g sim c  acestea formeaz  o baz . ∎

Putem folosi teorema precedent  pentru a determina solut, ia general  a unei recurent,e cu coe�cient, i
reali. Fie pentru aceasta recurent,a de ordin r

(RLh_r) ∶ xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯c1xn+1 + c0xn = 0, n ≥ 0

unde c0, . . . , cr−1 ∈ R, c0 ≠ 0. Polinomul caracteristic asociat este

P (λ) = λr + cr−1λr−1 +⋯ + c1λ + c0

Vom nota prin:

� λ1, . . . , λt r d cinile reale ale lui P , cu multiplicit t, i µ1, . . ., respectiv µt, s, i prin

� ρ1(cosφ1±i sinφ1), . . . ρh(cosφ1±i sinφh) r d cinile complexe nereale cu multiplicit t, ile µ′1, . . . , µ
′
h

(amintim c  r d cinile complexe nereale ale unui polinom cu coe�cient
,
i reali pot � grupate în

perechi de numere conjugate, �ecare având aceeas, i multiplicitate).
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Teorema 1.7. O baz  a spat
,
iului de solut

,
ii reale ale recurent

,
ei (RHL_r) este format  din s

,
irurile

λnk , nλ
n
k , . . . , n

µk−1λnk , k = 1, . . . , t
ρnk cosnφk, nρ

n
k cosnφk, . . . , n

µ′k−1ρnk cosnφk, k = 1, . . . , h
ρnk sinnφk, nρ

n
k sinnφk, . . . , n

µ′k−1ρnk sinnφk, k = 1, . . . , h

Demonstrat
,
ie. Not m prin zk = ρk(cosφk + i sinφk), k = 1, . . . , h. Din teorema 1.6 rezult  c  o baz 

a spat, iului C-liniar de solut, ii complexe ale recurent,ei este dat  de s, irurile

λnk , nλ
n
k , . . . , n

µk−1λnk , k = 1, . . . , t
znk , nz

n
k , . . . , n

µ′k−1znk , k = 1, . . . , h
z̄nk , nz̄

n
k , . . . , n

µ′k−1z̄nk , k = 1, . . . , h

Dar

njρnk cosnφk = Renjzk =
1

2
njzk + 1

2
nj z̄k

njρnk sinnφk = Imnjzk =
1

2i
njzk − 1

2i
nj z̄k

As,adar în baza de mai sus putem înlocui s, irurile njznk s, i nj z̄k prin njρnk cosnφk s, i njρnk sinnφk.
Rezult  c  familia de s, iruri din concluzie este o baz  a spat, iului de solut, ii complexe. Dar toate s, irurile
respective sunt reale, deci ele vor forma o baz  a spat, iului de solut, ii reale ale recurent,ei. ∎

Exemplul 1.8. Consider m s, irul dat prin

{ xn+1 = 5xn, n ≥ 0
x0 = 1

Ecuat, ia caracteristic  este
λ = 5

care are, evident, o singur  r d cin  λ = 5, cu multiplicitatea 1. Solut, ia general  a recurent,ei va
�

xn = c5n, n ≥ 0

unde c este un parametru real. Acesta se determin  folosind termenul init, ial:

x0 = 1 ⇐⇒ c50 = 1 ⇐⇒ c = 1

deci xn = 5n, pentru orice n ≥ 0.
Puteam determina acest s, ir s, i iterând recurent,a:

xn = 5xn−1 = 52xn−2 = 53xn−3 = ⋯ = 5n−1x1 = 5nx0 = 5n
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Exemplul 1.9 (S, irul lui Fibonacci). Consider m s, irul

{ xn+2 = xn+1 + xn
x0 = 0, x1 = 1

Folosim teoremele anterioare pentru a g si o formul  pentru xn. Polinomul caracteristic este

λ2 − λ − 1 = 0

s, i are r d cinile λ1 =
1 +
√
5

2
s, i λ2 =

1 −
√
5

2
, ambele simple. Rezult  c  exist  constantele

α1, α2 ∈ R astfel încât
xn = α1λ

n
1 + α2λ

n
2

Pentru a determina α1, α2 impunem condit, iile x0 = 0, x1 = 0. Obt, inem sistemul

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

α1 + α2 = 0

α1
1 +
√
5

2
+ α2

1 −
√
5

2
= 1

ce are solut, ia

α1 =
1√
5
, α2 = −

1√
5

As,adar

xn =
1√
5
(1 +

√
5

2
)
n

− 1√
5
(1 −

√
5

2
)
n

, n ≥ 0

Exemplul 1.10. Consider m recurent,a

xn+2 = −xn, n ≥ 0

Ecuat, ia caracteristic  este λ2+1 = 0, cu r d cinile complex conjugate λ1,2 = ±i (cu multiplicitatea
1). Astfel solut, iile complexe sunt

xn = a1in + a2(−i)n, n ≥ 0

cu a1, a2 constante complexe. Deoarece

i = cos π
2
+ i sin π

2

solut, iile reale ale recurent,ei vor avea forma

xn = α1 cos
nπ

2
+ α2 sin

nπ

2

unde α1, α2 sunt constante reale.
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Exemplul 1.11. Consider m s, irul (xn)n dat prin

xn+2 = 4xn+1 − 4xn, n ≥ 0

s, i termenii init, iali x0 = −1, x1 = 2.
Polinomul caracteristic este

λ2 − 4λ + 4 = (λ − 2)2

cu r d cina λ = 2, cu multiplicitatea µ = 2. Rezult  c  solut, ia general  a acestei recurent,e este

xn = a2n + bn2n, n ≥ 0

unde a, b sunt nis,te parametri reali. Aces,tia se determin  impunând condit, iile x0 = −1 s, i x1 = 2.
Obt, inem sistemul:

{ (a ⋅ 0 + b)2
0 = −1

(a ⋅ 1 + b)21 = 2
de unde rezult  a = 2, b = −1, deci

xn = (2n − 1)2n, n ≥ 0

Prezent m acum s, i un rezultat legat de recurent,e neomogene:

Teorema 1.12. Consider m recurent
,
a cu coe�cient

,
i în C de ordin r urm toare

(R):xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0xn = Q(n)qn

unde q ∈ C s
,
i Q(X) ∈ C[X].

Atunci recurent
,
a admite o solut

,
ie particular  de forma

xn = nµQ̃(n)qn

unde Q̃ ∈ C[X], cu deg Q̃ ≤ degQ s
,
i µ este multiplicitatea lui q ca r d cin  a polinomului

caracteristic al recurent
,
ei (dac  q nu este r d cin , µ = 0).

Demonstrat
,
ie. Punctul de plecare este observat, ia c  termenul neomogen este la rândul s u o solut, ie

al unei recurent,e omogene, de unde rezult  c  solut, iile ecuat, iei neomogene sunt solut, ii ale unei ecuat, ii
omogene (de ordin mai mare). Solut, ia particular  din concluzie va � o solut, ie a acestei ecuat, ii omogene.

Fie d = degQ s, i P (X) polinomul caracteristic al recurent,ei (R) cu r d cinile λ1, . . . , λs cu multiplicit t, ile
µ1, . . . , µs s, i consider m o solut, ie (xn)n a lui (R).

Din teorema 1.6, rezult  c  s, irul Q(n)qn este o solut, ie a recurent,ei omogene cu polinomul caracter-
istic (X−q)d+1. Folosind exercit, iul 12.1.5, s, irul (xn)n va � o solut, ie a recurent,ei omogene cu polinomul
caracteristic P (X)(X − q)d+1.

Avem dou  cazuri. Dac  q nu este r d cin  a lui P (X), r d cinile lui P (X)(X−q)d+1 sunt λ1, . . . , λs
s, i q, cu multiplicit t, ile µ1, . . . , µs, respectiv d + 1, deci (cf. Teorema 1.6), vor exista polinoamele
p1, . . . , ps, respectiv Q̃ de grade strict mai mici ca µ1, . . . , µs, respectiv d + 1 astfel încât

xn =
s

∑
k=1

pk(n)λnk + Q̃(n)qn

Dar ∑s
k=1 pk(n)λnk este o solut, ie a recurent,ei omogene asociate lui (R), de unde rezult , folosind prin-

cipiul superpozit, iei, c  s, irul Q̃(n)qn este o solut, ie particular  a lui (R).
Dac  q este o r d cin  a lui P (X), putem presupune (reindexând r d cinile) c  q = λs. R d cinile

lui P (X)(X − q)d+1 sunt atunci λ1, . . . , λs−1, λs = q, cu multiplicit t, ile µ1, . . . , µs−1, respectiv µs +d+1.
Din teorema 1.6, exist  polinoamele p1, . . . , ps−1 s, i p̃s de grade mai mici strict ca µ1, . . . , µs−1,
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respectiv µs + d + 1 astfel încât

xn =
s−1
∑
k=1

pk(n)λnk + p̃s(n)qn, n ≥ 0

Deoarece, deg p̃s ≤ µs + d, putem scrie p̃s =Xµ
s Q̃ + ps, cu deg Q̃ ≤ d s, i deg ps < µs.

Atunci pk(n)λnk , k = 1, . . . s − 1 s, i ps(n)qn sunt solut, ii ale recurent,ei omogene asociate lui (R), deci,
din principiul superpozit, iei, avem c  nµs Q̃(n)qn este o solut, ie a recurent,ei neomogene (R).

În ambele cazuri am ar tat c  recurent,a are o solut, ie de forma nµQ̃(n)qn, cu deg Q̃ ≤ d = degQ.
∎

Exemplul 1.13. Consider m recurent,a

xn+2 = 4xn+1 − 3xn + 2n, n ≥ 0

Folosind teorema anterioar  vom determina solut, ia general  a acestei recurent,e.
Recurent,a omogen  asociat  este xn+2 = 4xn+1 − 3xn, n ≥ 0, ce are ecuat, ia caracteristic 

λ2 − 4λ + 3 = 0

cu r d cinile λ1 = 1, λ2 = 3. Solut, ia general  a recurent,ei omogene este atunci

un = α1 + α23
n, n ≥ 0

cu α1, α2 ∈ R.
Partea neomogen  este 2n s, i 2 nu este o r d cin  a polinomului caracteristic. Vom c uta astfel
o solut, ie particular  de forma

yn = a2n, n ≥ 0

cu a ∈ R. Înlocuind în recurent, , obt, inem

a2n+2 = 4a2n+1 − 3a2n + 2n

de unde obt, inem a = −1, deci yn = −2n, n ≥ 0 este o solut, ie particular  a recurent,ei. Solut, ia
general  va �:

xn = α1 + α23
n − 2n, n ≥ 0

unde α1 s, i α2 sunt parametri reali.

9



Exemplul 1.14. Consider m s, irul dat prin

{ xn+3 = 3xn+1 + 2xn + 18(−1)
nn,n ≥ 0

x0 = 0, x1 = 0, x2 = 11

Recurent,a omogen  asociat  este xn+3 = 3xn+1 + 2xn, cu ecuat, ia caracteristic 

λ3 − 3λ − 2 = (λ + 1)2(λ − 2)

cu r d cinile λ1 = −1 s, i λ2 = 2 cu multiplicit t, ile µ1 = 2, respectiv µ2 = 1.
Solut, ia general  a recurent,ei omogene va � atunci

un = α(−1)n + βn(−1)n + γ2n, n ≥ 0.

cu α,β, γ ∈ R.
Conform teoremei anterioare (−1 este r d cin  a ecuat, iei caracteristice de multiplicitate 2)
c ut m o solut, ie particular  a recurent,ei neomogene de forma

yn = n2(an + b)(−1)n, n ≥ 0

cu a, b ∈ R. Înlocuind în recurent,  g sim

(a(n+3)3+b(n+3)2)(−1)n+3 = 3(a(n+1)3+b(n+1)2)(−1)n+1+2(an3+bn2))(−1)n+18(−1)nn,∀n ≥ 0

sau echivalent

an3+(9a+b)n2+(27a+6b)n+27a+9b = 3(an3+(3a+b)n2+(3a+2b)n+a+b)−2(an3+bn2)−18n,∀n ≥ 0

Deoarece egalitatea de mai sus are loc pentru orice n ≥ 0, coe�cient, ii polinoamelor din cei doi
membri coincid. Obt, inem astfel sistemul

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a = 3a − 2a
9a + b = 9a + 3b − 2b
27a + 6b = 9a + 6b − 18
27a + 9b = 3a + 3b

⇐⇒ { a = −1
b = 4

As,adar, am obt, inut solut, ia particular  a recurent,ei neomogene

yn = −n2(n − 4)(−1)n, n ≥ 0

În concluzie, solut, ia general  a recurent,ei omogene este

xn = yn + un = −n2(n − 4)(−1)n + α(−1)n + βn(−1)n + γ2n

unde α,β, γ sunt parametri reali.
Pentru a-i determina impunem condit, iile

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x0 = 0
x1 = 0
x2 = 11

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

α + γ = 0
−3 − α − β + 2γ = 0
8 + α + 2β + 4γ = 11

⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

α = −1
β = 0
γ = 1

Deci termenul general al s, irului dat este

xn = −(n3 − 4n2 + 1)(−1)n + 2n, n ≥ 0
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Exemplul 1.15. Consider m recurent,a

xn+2 = xn + cos
nπ

4
, n ≥ 0

Folosind teorema anterioar  vom determina solut, ia general  (real ) a acestei recurent,e.
Polinomul caracteristic este λ2 − 1, cu r d cinile λ1,2 = ±1, deci solut, ia general  a recurent,ei
omogene este

un = α1 + α2(−1)n, n ≥ 0

Observ m c 
cos

nπ

4
= Re (εn) , ε = cos π

4
+ i sin π

4

Cum ε nu este o r d cin  a polinomului caracteristic, recurent,a va avea o solut, ie de forma

zn = aεn, n ≥ 0

unde a ∈ C. Partea sa real  va avea forma

yn = a cos
nπ

4
+ b sin nπ

4
, n ≥ 0

cu a, b parametri reali.
Înlocuind în recurent, , g sim

a cos
(n + 2)π

4
+ b sin (n + 2)π

4
= a cos nπ

4
+ b sin nπ

4
+ cos nπ

4

Dar

cos
(n + 2)π

4
= cos(nπ

4
+ π
2
) = − sin nπ

4

sin
(n + 2)π

4
= sin(nπ

4
+ π
2
) = cos nπ

4

deci

−a sin nπ
4
+ b cos nπ

4
= (a + 1) cos nπ

4
+ b sin nπ

4
⇐⇒ { −a = b

b = a + 1 ⇐⇒
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

a = −1
2

b = 1

2

Am obt, inut astfel o solut, ie particular  a recurent,ei neomogene:

yn = −
1

2
cos

nπ

4
+ 1

2
sin

nπ

4

Solut, ia general  (real ) a recurent,ei este atunci:

xn = yn + un = −
1

2
cos

nπ

4
+ 1

2
sin

nπ

4
+ α1 + α2(−1)n, n ≥ 0

cu α1, α2 sunt parametri reali.
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Exemplul 1.16. Consider m s, irul dat prin

xn+1 = xn + n + 1, n ≥ 0

cu termenul init, ial x0 = 1. Polinomul caracteristic este

X − 1

cu r d cina caracteristic  λ = 1. Solut, ia general  a recurent,ei omogene este

un = α1n = α

unde α ∈ R.
Cum partea neomogen  este n+1 = (n+1)1n s, i 1 este r d cina polinomului caracteristic, aplicând
teorema anterioar , c ut m o solut, ie particular  de forma

xn = n(an + b) = an2 + bn,n ≥ 0

unde a, b ∈ R. Înlocuind în recurent,  g sim

a(n + 1)2 + b(n + 1) = an2 + bn + n + 1, n ≥ 0

de unde obt, inem a = b = 1
2 . As,adar o solut, ie particular  a recurent,ei neomogene

yn =
1

2
(n2 + n), n ≥ 0

Solut, ia general  a recurent,ei neomogene este atunci:

xn = α +
1

2
(n2 + n), n ≥ 0

Impunem acum condit, ia init, ial  x0 = 1 s, i obt, inem α = 1. As,adar, s, irul c utat este

xn = 1 +
1

2
(n2 + n), n ≥ 0

Puteam determina s, irul s, i iterând recurent,a:

xn = xn−1 + n = xn−2 + n + (n − 1) = ⋯ = x0 + 1 + 2 +⋯ + n = 1 +
n(n + 1)

2
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2 Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet (sau principiul cutiei) este formulat de obicei sub urm toarea form :

Teorema 2.1. Fie n ∈ N∗. Dac  plas m n + 1 obiecte în n cutii, atunci m car una dintre cutii
trebuie s  cont

,
in  cel put

,
in dou  obiecte.

Demonstrat
,
ie. Presupunem c  putem plasa obiectele în cutii astfel încât �ecare s  cont, in  cel mult

un obiect. Deoarece avem n cutii, num rul de obiecte va � cel mult n, ceea ce contrazice ipoteza.
As,adar, trebuie s  existe o cutie cu cel put, in dou  obiecte. ∎

O formulare echivalent  este:

Teorema 2.2. Fie A s
,
i B dou  mult

,
imi �nite astfel încât ∣A∣ > ∣B∣ s

,
i f ∶ A → B o funct

,
ie.

Atunci f nu este injectiv .

Putem generaliza principiul cutiei:

Teorema 2.3. Fie n, k ∈ N∗. Dac  plas m nk + 1 obiecte în n cutii, atunci m car una dintre
cutii trebuie s  cont

,
in  cel put

,
in k + 1 obiecte.

Exemplul 2.4. Oricum am alege trei numere întregi, exist  dou  care au aceeas, i paritate. Mai
general, oricum am alege n + 1 numere întregi, exist  dou  dau acelas, i rest la împ rt, irea cu n.
Într-adev r, în prima situat, ie avem trei numere (obiectele) ce pot avea dou  parit t, i (cutiile).
Astfel dou  dintre numere trebuie s  aib  aceeas, i paritate (dou  obiecte trebuie s  �e plasate în
aceeas, i cutie).
Pentru a doua situat, ie, cele n + 1 numere pot da n resturi la împ rt, irea cu n, deci dou  dintre
ele trebuie s  aib  acelas, i rest.

Exemplul 2.5. Fie a1, . . . , an numere întregi. Exist  atunci o mult, ime de termeni consecutivi
cu suma divizibil  prin n.
Pentru a justi�ca aceasta consider  urm toarele n numere:

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn−1 = a1 + . . . + an−1, sn = a1 + . . . + an

Dac  unul dintre ele se divide cu n, el este suma de termeni consecutivi c utat . În caz contrar,
cele n numere dau la împ rt, irea cu doar n−1 resturi (1,2, . . . , n−1). Conform principiului cutiei,
dou  dintre ele trebuie s  dea acelas, i rest.
Exist  astfel doi indici i < j astfel încât a1 + . . . + ai ≡ a1 + . . . + aj (mod n). De aici rezult  c 
suma de termeni consecutivi ai+1 + ai+2 + . . . + aj este divizibil  cu n.

Exemplul 2.6. La o conferint,a un num r de persoane dau mâna între ele. Atunci exist  dou 
care au dat mâna cu acelas, i num r de participant, i.
Pentru a demonstra acest lucru, not m prin n num rul de participant, i s, i prin a1, a2, . . . , an
num rul de persoane cu care au dat mâna aces,tia. Deoarece �ecare participant poate da mân 
cu oricare din ceilalt, i n − 1, numerele aj sunt numere între 0 s, i n − 1.
Mai mult, valorile 0 s, i n − 1 sunt mutual exclusive: dac  exist  un i cu ai = 0, atunci nu exist 
un j cu aj = n − 1 s, i invers. (Justi�cat, i!)
Deducem astfel c  numerele ai iau valori între 0 s, i n−1, astfel încât cel mult unul dintre numerele
0 s, i n − 1 apare, adic  cele n numere ai au n − 1 valori disponibile. Deci, dou  dintre ele trebuie
s  �e egale.
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3 Principii de num rare elementare

Notat
,
ie 3.1. Pentru n ∈ N∗, not m [n] = {1,2, . . . , n}. Prin convent, ie, [0] = ∅.

Prima unealt  pentru problemele de num rare este dat  de:

Teorema 3.2. Fie A s
,
i B dou  mult

,
imi �nite cu n, respectiv m elemente. Atunci:

(a) Dac  A ∩B = ∅, atunci ∣A ∪B∣ = n +m.

(b) ∣A ×B∣ =mn.

(c) ∣Ak∣ = nk, pentru orice k ≥ 1.

Demonstrat
,
ie. (a) Scriem A = {a1, . . . , an} s, i B = {b1, . . . bm}. Deoarece A s, i B sunt disjuncte,

elementele ai sunt diferite de elementele bj , deci A ∪ B = {a1, . . . , an, b1, . . . , bm} de unde g sim c 
∣A ∪B∣ = n +m.

Mai mult, putem scrie explicit s, i o biject, ie între [m+n] s, i A∪B s, i anume funct, ia f ∶ [m+n] → A∪B
dat  prin

f(j) = { j, dac  j = 1,2, . . . , n
j − n, dac  j = n + 1, n + 2, . . . , n +m

(b) Proced m prin induct, ie dup  n ∶= ∣A∣.
Pentru n = 0, A = ∅, deci A ×B = ∅ s, i evident ∣A ×B∣ = ∣A∣ ⋅ ∣B∣ = 0.
Fie n ∈ N. S  presupunem c  (b) are loc pentru orice mult, ime �nit  B s, i orice mult, ime A cu n

elemente.
Pentru a demonstra pasul inductiv, consider m B o mult, ime �nit  arbitrar  s, i A o mult, ime �nit 

cu n + 1 elemente. Fix m un element a ∈ A s, i not m A′ = A/{a}. Avem atunci:

A ∪B = {(x, y) ∣ x ∈ A,y ∈ B}
= {(a, y) ∣ y ∈ B} ∪ {(x, y) ∣ x ∈ A′, y ∈ B}
= ({a} ×B) ∪ (A′ ×B).

Mult, imea {a} ×B are m = ∣B∣ elemente, iar din pasul inductiv ∣A′ ×B∣ = nm (deoarece ∣A′∣ = n).
Cum mult, imile {a} ×B s, i A′ ×B sunt disjuncte, (a) implic 

∣A ×B∣ = ∣{a} ×B ∪A′ ×B∣ = ∣{a} ×B∣ + ∣A′ ×B∣ =m + nm = (n + 1)m

adic  ceea ce voiam s  ar t m.
(c) Iterând (b), obt, inem:

∣Ak∣ = n ⋅ ∣Ak−1∣ = n2 ⋅ ∣Ak−2∣ = ⋯ = nk−1∣A∣ = nk.

∎
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Observat
,
ia 3.3. Din teorema precedent , s,tim c  produsul cartezian A ×B are nm elemente,

când ∣A∣ = n s, i ∣B∣ = m, deci s,tim c  exist  o biject, ie între [nm] s, i A × B, dar demonstrat, ia
precedent  nu construies,te efectiv un astfel de funct, ie.
O biject, ie [nm] → A×B este, în esent, , un mod de enumerare (sau de parcurgere) a "matricei"
A×B. Putem scrie explicit o biject, ie astfel. Numerotând elementele lui A s, i B, putem presupune
c  A = [n] s, i B = [m] s, i vizualiz m A ×B ca o matrice cu n linii s, i m coloane. Dac  parcurgem
aceast  matrice pe linii una dup  alta obt, inem enumerarea lui A ×B:

(1,1), . . . (1,m), (2,1), . . . (2,m), . . . (n,1), . . . , (n,m)

Asociind unui num r k perechea de pe pozit, ia k vom obt, ine funct, ia c utat . Explicit consider m
funct, ia f ∶ [nm] × [n] × [m] dat  prin

f(k) = (q + 1, r + 1)

unde q = [ km]+ s, i r = k (mod m) sunt câtul, respectiv restul lui k la m. Se arat  c  f este bine
de�nit  (adic  (q+1, r+1) ∈ [n]× [m]) s, i c  f este bijectiv  cu inversa g ∶ [n]× [m] → [nm] dat 
prin:

g(i, j) =m(i − 1) + j

Propozit, ia precedent  ilustreaz  dou  principii importante în combinatorica enumerativ :

� (principiul adun rii) S  presupunem c  vrem s  num r m nis,te obiecte pe care putem s  le
împ rt, im în dou  cazuri disjuncte A s, i B. Atunci num rul total de obiecte va � suma num rului
obiectelor din cazul A cu cel al obiectelor din cazul B.

� (principiul multiplic rii) Presupunem c  pentru a construi un obiect trebuie s  facem dou  alegeri.
Prima se poate face în n moduri s, i pentru �ecare prim  alegere, a doua se poate face înm moduri.
Atunci num rul total de alegeri este nm.

O aplicat, ie (relativ) simpl  a acestui rezultat este:

Corolarul 3.4. Fie A = [n] s
,
i B = [m]. Num rul de funct

,
ii f ∶ A→ B este mn.

Demonstrat
,
ie 1. O funct, ie f ∶ A→ B este unic determinat  de valorile (f(1), f(2), . . . , f(n)). Astfel,

pentru a construi o funct, ie, trebuie s  alegem un element din B pe care s  îl atribuim
Invers, dat un n-uplu (b1, . . . , bn) ∈ Bn, lui îi putem asocia funct, ia f ∶ A → B dat  prin f(i) = bi,

pentru �ecare i ∈ A.
P ∎

Demonstrat
,
ie 2. O funct, ie f ∶ A → B este unic determinat  de n-uplul (f(1), f(2), . . . , f(n)) ∈ Bn.

Invers, dat un n-uplu (b1, . . . , bn) ∈ Bn, lui îi putem asocia funct, ia f ∶ A→ B dat  prin f(i) = bi, pentru
�ecare i ∈ A. Am obt, inut astfel dou  corespondent,e:

F(A,B) ↔ Bn

(f ∶ A→ B) ↦ (f(1), . . . , f(n))
f(i) = ai,∀i ∈ A↤ (a1, . . . , an)

Se arat  imediat c  cele dou  corespondent,e sunt inverse una alteia, deci ele stabilesc o corespondent, 
bijectiv  F(A,B) → Bn. Rezult  astfel c  ∣F(A,B)∣ =mn. ∎

Corolarul 3.5. Fie M o mult
,
ime cu n ≥ 0 elemente. Atunci num rul de submult

,
imi ale lui M

este 2n.
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Demonstrat
,
ie. Vom construi explicit o biject, ie între P(M), mult, imea p rt, ilor luiM , s, i F(M,{0,1}),

mult, imea funct, iilor f ∶M → {0,1}.
Pentru o submult, ime A ⊂M , vom nota prin χA ∶M → {0,1} funct, ia dat  prin:

χA(a) = {
1, a ∈ A.
0, a ∉ A.

numit  funct
,
ia caracteristic  a lui A.

Am obt, inut astfel o aplicat, ie χ ∶ A ∈ P(M) → F(M,{0,1}),A ↦ χA. Invers, unei funct, ii f ∶M →
{0,1} îi asociem submult, imea A = f−1(1) a lui M s, i obt, inem o aplicat, ie ϕ ∶ F(M,{0,1} → P(M).

S  demonstr m c  aceste dou  aplicat, ii sunt inverse una alteia.
Consider m mai întâi A ∈ P(M). Avem atunci

ϕ ○ χ(A) = ϕ(χA) = χ−1(1) = A.

(ultima egalitate rezultând din de�nit, ia lui χA). Cum A a fost ales arbitrar, am obt, inu ϕ○χ = idP(M).
Invers, lu m f ∈ F([n],{0,1} s, i not m A = ϕ(f).
Cum A = ϕ(f) = f−1(1), rezult  c  pentru orice a ∈ A avem f(a) = 1. Dac  a ∉ A, f(a) trebuie

s  �e diferit de 1. Dar f ia doar valorile 0 sau 1, deci f(a) = 0. Am obt, inut astfel c  f ia valoarea
constant  1 pe A s, i 0 în rest, deci f = χA. As,adar

χ ○ ϕ(f) = χ(A) = χA = f

ceea ce arat  c  χ ○ ϕ = idF(M,{0,1}).
Deci ϕ s, i χ sunt inverse una alteia, de unde deducem c  (folosind teorema anterioar )

∣P(M)∣ = ∣F(M,{0,1})∣ = 2n

∎

Demonstrat
,
ia 2. Proced m prin induct, ie dup  n. Pentru n = 0, M = ∅, deci ∣P(M)∣ = 1 = 20.

Presupunem c  rezultatul are loc pentru orice mult, ime cu n elemente s, i îl demonstr m pentru
mult, imi cu n + 1 elemente. Fie astfel M o mult, ime cu ∣M ∣ = n + 1.

Consider m a un element �xat al lui M s, i not m M ′ = M/{a}. Atunci M ′ are n elemente, iar
ipoteza inductiv  garanteaz  c  ∣M ′∣ = 2n.

Împ rt, im submult, imile A ale lui M în dou  clase: a ∈ A, sau a ∉ A.
Dac  a ∉ A, atunci A este de fapt o submult, ime a lui M ′. Obt, inem în acest 2n submult, imi ale lui

M .
Dac  a ∈ A, atunci A/{a} este o submult, ime a lui M ′, deci A se obt, ine ad ugând la o submult, ime

a lui M ′ elementul a (exterior lui M ′). Deci num rul submult, imilor din aceast  clas  va � iar s, i 2n.
Cum cele dou  clase sunt disjuncte, M va avea 2n + 2n = 2n+1 submult, imi. ∎

4 S
,
iruri, aranjamente, combin ri, multiseturi

În aceast  sect, iune studiem câteva tipuri de obiecte combinatoriale clasice. Mai precis, vrem s 
num r m colect, iile de k elemente dintr-o mult, ime �nit , în care elementele sunt ordonate sau or-
donate, permit,ând sau nu repetit, ii. Mai întâi, consider m cazul neordonat.

De�nit
,
ia 4.1. Fie A o mult, ime �nit  cu n elemente s, i k un num r natural.

(a) Prin k-s, ir cu elemente din A înt,elegem un k-uplu (a1, . . . , ak) cu ai ∈ A nu neap rat
distincte.

(b) Prin k-aranjament (sau k permutare) al lui A înt,elegem un k-s, ir (a1, . . . , ak) din A cu
elementele ai distincte dou  câte dou .

(c) Prin permutare a lui [n] înt,elegem un n-aranjament al lui A, adic  un n-uplu format din
toate elementele lui A, aranjate într-o anumit  ordine.
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Observat
,
ia 4.2. Fie A o mult, ime cu n elemente. Num rul de k-s, iruri s, i de k-aranjamente

depinde doar de cardinalul n al lui A s, i nu de mult, imea explicit  A. De aceea, pentru a calcula
aceste cantit t, i putem presupune c  A = [n].

Exemplul 4.3. (a) 2-s, irurile mult, imii [3] sunt: (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3),
(3,1), (3,2), (3,3).

(b) Aranjamentele de 2 elemente ale mult, imii [4] sunt: (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (2,4),
(3,1), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3).

Teorema 4.4. Fie n, k ∈ N. Num rul de k-s
,
iruri din [n] este nk.

Demonstrat
,
ie. Un k-s, ir este prin de�nit, ie un element din produsul cartezian [n]k. Astfel, num rul

de k-s, iruri este egal cu ∣[n]k∣ = nk. ∎

Teorema 4.5. Fie n, k ∈ N. Atunci, num rul de k-aranjamente din [n] este

Ak
n ∶= (n)k ∶= n(n − 1) . . . (n − k + 1).

În particular, dac  n < k, Ak
n = 0. De asemenea, num rul de permut ri ale lui [n] este n!.

Demonstrat
,
ia 1. Un aranjament al lui M = [n] de k elemente este un k-uplu ordonat (a1, . . . , ak)

de elemente distincte ale lui M .
Pentru a construi acest aranjament trebuie s  alegem mai întâi o valoare pentru a1. Acest lucru

se poate face în n moduri. O dat  ales a1, al doilea element a2 poate � ales în n − 1 moduri (din [n],
excludem valoarea aleas  pentru a1). Astfel, a1 s, i a2 (în aceast  ordine) pot � alese în n(n−1) moduri.

Pentru �ecare dintre aceste alegeri, a3 va putea � ales în n − 2 moduri (din [n] elimin m valorile
alese pentru a1 s, i a2). Continuând procedeul, ajungem la �nal c  pentru �ecare dintre alegerile lui
a1, . . . ak−1 avem n − k + 1 moduri de alegere ale lui ak. Obt, inem astfel n(n − 1) . . . (n − k + 1) moduri
de a alege aranjamentul (a1, . . . , ak). ∎

Demonstrat
,
ia 2. Aceasta este o variant  mai riguroas  a celei de mai sus. Vom demonstra rezultatul

obt, inând mai întâi o relat, ie de recurent,  pentru Ak
n. Fie k ≥ 1.

Un aranjament de k elemente a1, . . . , ak al lui [n] se poate obt, ine ad ugând la aranjamentul
(a1, . . . , ak−1) de k−1 elemente, ultimul elemente ak. Deoarece ak este diferit de ceilalt, i ai, el poate lua
n − (k − 1) valori. Invers, ad ugând la orice aranjament (a1, . . . , ak−1) o valoare ak din cele n − (k − 1)
r mase, obt, inem un aranjament de k elemente.

Rezult  astfel c 
Ak

n = Ak−1
n ⋅ (n − k + 1)

Iterând aceast  relat, ie g sim

Ak
n = Ak−1

n ⋅ (n − k + 1) = Ak−2
n ⋅ (n − k + 2)(n − k + 1) = ⋯ = A0

n ⋅ n(n − 1)⋯(n − k + 1)

Cum A0
n = 1 (aranjamentul vid), obt, inem formula cerut . ∎

Consider m acum cazul colect, iilor de elemente neordonate, f r  repetit, ii.

De�nit
,
ia 4.6. Fie A o mult, ime �nit  cu n elemente s, i k un num r natural. Prin combinare

de k elemente ale lui A înt,elegem o submult, ime {a1, . . . , ak} de k elemente (distincte) ale lui A.
Not m prin (nk) num rul de combin ri de k elemente ale lui A.
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Observat
,
ia 4.7. Num rul de k-combin ri depinde doar de cardinalul n al lui A s, i nu de mult, imea

explicit  A. De aceea, pentru a calcula aceste cantit t, i putem presupune c  A = [n].

Exemplul 4.8. Combin rile de 2 elemente ale lui [4] sunt:

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}.

Teorema 4.9. Fie n, k ∈ N. Atunci: Num rul de combin ri de k elemente ale lui [n] este

(n
k
) = n(n − 1)⋯(n − k + 1)

k!

În particular, dac  n < k, avem (nk) = 0, iar pentru n ≥ k, putem scrie

(n
k
) = n!

k!(n − k)!

Demonstrat
,
ie 1. Pentru a construi o submult, ime S = {a1, . . . , ak} de k elemente putem proceda

astfel: alegem un element a1 al lui [n]. O dat  �xat a1, pentru a2 r mân n − 1 valori posibile.
Repetând procedeul construim întreaga submult, ime.

Îns  prin acest procedeu, nu am construit doar o submult, ime, ci am impus s, i o ordine a alegerii.
Dac  alegem 1 s, i apoi 2 sau dac  alegem 2 s, i apoi 1, obt, inem aceeas, i submult, ime {1,2}, des, i în
procedeul nostru ele sunt num rate separat. Astfel num r m aceleas, i submult, imi de mai multe ori.
Pentru a obt, ine rezultatul corect, trebuie s  "elimin m" ordinea din submult, imi. Cu alte cuvinte,
vrem s  identi�c m aranjamentele care furnizeaz  aceeas, i submult, ime.

Un aranjament de k elemente poate � construit s, i astfel: alegem o submult, ime de k elemente ale
lui [n] s, i apoi alegem o permutare a acestor elemente. Pentru �ecare alegere a celor k elemente, avem
k! moduri de a le permuta. Rezult  astfel c  num rul de combin ri de k elemente va � k! ⋅Ak

n, adic 
exact valoarea cerut .

Rat, ionamentul anterior poate � f cut mai precis astfel. Spunem c  dou  aranjamente de k elemente
sunt echivalente dac  ele au la baz  aceeas, i combinare (adic  se obt, in una din alta printr-o permutare
a celor k elemente). Fiecare clas  de echivalent,  va corespunde (bijectiv) unei combin ri. În �ecare
clas  de echivalent,  avem exact k! aranjamente, corespunzând tuturor posibilit t, ilor de ordonare ale
submult, imii suport. As,adar, num rul de combin ri va � de k! ori num rul de aranjamente. ∎

Demonstrat
,
ie 2. Vom obt, ine o relat, ie de recurent,  pentru (nk) din care vom deduce formula cerut .

Putem presupune n ≥ k ≥ 1. Num r m în dou  moduri perechile (A,x) cu A ∈ ([n]k ) s, i x ∈ A.
Mai întâi alegem A (în (nk) moduri) s, i apoi elementul x ∈ A (în k moduri), obt, inând astfel k(nk)

perechi.
Pe de alt  parte, putem alege mai întâi x (în n moduri). Submult, imile A care îl cont, in pe x sunt

de forma {x} ∪B cu B ⊂ [n] având k − 1 elemente. As,adar avem (n−1k−1) de posibilit t, i de alegere a lui
A. Rezult  c  num rul de perechi este egal cu n(n−1k−1).

Am obt, inut astfel recurent,a

k(n
k
) = n(n − 1

k − 1)

de unde obt, inem

(n
k
) = n

k
(n − 1
k − 1) =

n

k

n − 1
k − 1(

n − 2
k − 2) = ⋯ =

n(n − 1)⋯(n − k + 1)
k(k − 1)⋯1 (n − k

0
)

Cum (n−k0 ) = 1 (exist  o singur  submult, ime cu 0 elemente s, i anume ∅), rezult  formula din concluzie.
∎
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Ultimul tip de obiecte considerat va � cel al submult, imilor neordonate în care repetit, ia elementelor.

De�nit
,
ia 4.10. (a) Prin multiset vom înt,elege o mult, ime, în care permitem ca elementele s 

se repete. Vom nota
S = {{am1

1 , am2
2 , . . . amr

r }}

multisetul ce cont, ine elementul a1 de m1 ori, elementul a2 de m2 ori,. . ., elementul ar de
mr ori.

Num rul de aparit, ii mi al lui ai se numes,te multiplicitatea lui ai în S. Prin de�nit, ie,
cardinalul unui multiset este suma multiplicit t, ilor �ec rui element. În notat, ia precedent ,

∣S∣ =m1 +m2 + . . . +mr.

(b) Fie M o mult, ime cu n elemente. Prin (sub)multiset al lui M (sau combinare cu repetit, ii
a lui M) înt,elegem un multiset ale c rui elemente fac parte din M .

(c) Vom nota prin vom nota ((nk)) num rul de multiseturi cu k elemente ale lui [n] (sau orice
mult, ime de n elemente.)

Observat
,
ia 4.11. O de�nit, ie riguroas  a unui multiset este urm toarea: prin multiset înt,elegem

o pereche (A,m) format  dintr-o mult, ime �nit  A = {a1, . . . , ar} s, i o funct, ie m ∶ A → N∗ ce
asociaz  �ec rui element ai al lui A un num r natural nenul mi, numit multiplicitatea lui ai.

Teorema 4.12. Fie n, k ≥ 0. Atunci num rul de submultiseturi cu k elemente ale lui [n] este

((n
k
)) = (n + k − 1

k
)

Demonstrat
,
ia 1. Orice multiset de k elemente ale lui [n] se poate reprezenta în mod unic printr-un

s, ir cresc tor � v zut ca un s, ir cresc tor a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ak de numere din [n].
De exemplu, multisetul {{53,21,12}} este reprezentat prin: (1,1,2,5,5,5). Astfel, este su�cient s 

num r m s, irurile cresc toare de k elemente din [n].
Unui astfel de s, ir (a1 ≤ ⋯ ≤ ak) îi asociem s, irul de k numere strict cresc tor din [n + k − 1]

(1 ≤)a1 < a2 + 1 < a3 + 2 < ⋯ < ak + k − 1(≤ n + k − 1)
Invers, unui s, ir strict cresc tor s1 < s2 < ⋯ < sk din [n + k − 1] îi putem asocia s, irul cresc tor de
elemente din [n]:

a1 = s1, a2 = s2 − 1, a3 = s3 − 2, . . . , ak = sk − k + 1
Cele dou  corespondent,e sunt inverse una alteia, deci ((nk )) este egal cu num rul de s, iruri strict
cresc toare de k elemente din [n + k − 1]. Dar acesta din urm  este egal cu num rul de submult, imi de
k elemente din [n + k − 1]. Deci ((nk )) = (

n+k−1
k
). ∎

Demonstrat
,
ia 2. Vedem [n] ca o mult, ime (ordonat ) de n cutii.

Un k-multiset al lui [n] poate � v zut ca o distribut, ie de k obiecte identice în n cutii diferite. Mai
precis, consider m n cutii diferite, numerotate de la 1 la n s, i k obiecte identice.

Identi�c m multisetul {ak11 , . . . akrr } al lui n poate � v zut ca o distribut, ie a obiectelor în cutii,
punând în cutia aj exact kj dintre obiecte, pentru �ecare indice j. Putem reprezenta o astfel de
împ rt, ire astfel: scriem k stelut,e în linie s, i apoi plas m n − 1 bare pentru ale delimita în cutii.

De exemplu, multisetul {12,2,42} din [4] va ar ta astfel:

∗∗̄
cutia 1

∣ ∗®
cutia 2

∣ ®
cutia3

∣ ∗∗̄
cutia 4

Cu alte cuvinte, avem k + n − 1 "c sut,e" pe care le complet m cu 2 simboluri: k stelut,e s, i n − 1
bare. Num rul de astfel de complet ri este (n+k−1k

) = (n+k−1n−1 ) ∎
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5 Coe�cient
,
i binomiali

Fie n ∈ N. Num rul de combin ri de k-elemente ale lui [n] este (nk) s, i poart  numele de coe�cient
binomial. Aceast  denumire se datoreaz  faptului c  astfel de numere apar în dezvoltarea binomului
(a + b)n:

Teorema 5.1. Fie R un inel comutativ s
,
i a, b ∈ R, n ∈ N. Atunci

(a + b)n =
n

∑
k=0
(n
k
)an−kbk

Demonstrat
,
ie. Pentru n = 0,1, formula se veri�c  imediat. S  presupunem n ≥ 2. Avem:

(a + b)n = (a + b)(a + b)⋯(a + b)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n factori

Dezvoltarea acestui produs se face alegând câte un termen, a sau b, din �ecare parantez  înmult, indu-i
s, i sumând dup  toate alegerile posibile.

Termenul generic al dezvolt rii va avea forma an−kbk (unde k ∈ {0,1, . . . , n} este num rul de alegeri
ale lui b). Num rul de aparit, ii ale acestui termen este egal cu num rul de moduri în care putem alege
k de b s, i n − k de a. Acest lucru se poate face în (nk) moduri: alegem k din cele n paranteze din care
select m b, din restul vom lua automat a. As,adar coe�cientul lui an−kbk din dezvoltarea produsului
este (nk) s, i rezult  formula cerut . ∎

În continuare prezent m câteva propriet t, i ale coe�cient, ilor binomiali:

Propozit
,
ia 5.2. Fie n, k ∈ N numere naturale. Atunci:

(a) Coe�cient, ii binomiali sunt simetrici:

(n
k
) = ( n

n − k).

(b) Coe�cient, ii binomiali satisfac relat, ia de recurent, 

(n
k
) = (n − 1

k − 1) + (
n − 1
k
), n ≥ 1, k ≤ 1

cu condit, ia init, ial  (0k) = δk,0.

(c) Are loc egalitatea
n

∑
k=0
(n
k
) = 2n.

Demonstrat
,
ie. Primele dou  a�rmat, ii, (a) s, i (b), rezult  imediat din teorema 4.9, prin calcul direct.

Este instructiv îns  s  d m s, i nis,te demonstrat, ii combinatoriale, ilustrând o tehnic  de num rare
în dou  moduri ("double counting").

Pentru (a), consider m aplicat, ia ϕ ∶ ([n]k ) → (
[n]
n−k) dat  prin A ⊂ [n] ↦ [n]/A (lui A îi asociem

complementara). Se arat  imediat c  ϕ este o biject, ie cu inversa ψ ∶ ( [n]n−k) → (
[n]
k
),B ↦ [n]/B. Astfel

cele dou  mult, imi de combin ri ([n]k ) s, i (
[n]
n−k) au acelas, i cardinal, adic  are loc (a).

Pentru (b), observ m c  o submult, ime A ∈ ([n]k ) este în exact una din categoriile:

� n ∈ A. Not m mult, imea acestor submult, imi cu X.

� n ∉ A. Not m mult, imea acestor submult, imi cu Y .
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Evident, avem ([n]k ) = A ∪B s, i A ∩B = ∅.
Eliminând dintr-o submult, ime din A ∈ X elementul n, obt, inem o mult, ime A′ ⊂ [n − 1] ce va avea

k − 1 elemente. Invers, ad ugând la o mult, ime A′ ∈ ([n−1]k−1 ) elementul n, g sim o mult, ime A ∈ X.
As,adar, am obt, inut o corespondent,  bijectiv :

X ↔ ([n − 1]
k − 1 )

A↦ A/{n}
A′ ∪ {n} ↤ A′

ceea ce arat  c  ∣X ∣ = (n−1k−1).
Pe de alt  parte, este clar c  o submult, ime a lui [n] care nu îl cont, ine pe n este de fapt o submult, ime

a lui [n − 1], deci Y = (n−1k ). Am obt, inut astfel c :

(n
k
) = ∣([n]

k
)∣ = ∣X ∣ + ∣Y ∣ = (n − 1

k − 1) + (
n − 1
k
).

Pentru (c), observ m c  membrul stâng num r  submult, imile de k = 0,1, . . . , n elemente ale lui
[n], adic  toate submult, imile lui k. Rezultatul va rezulta atunci din corolarul 3.5 . ∎

Putem reprezenta coe�cient, ii binomiali sub forma unui triunghi, plasând pe linia n coe�cient, ii
binomiali (nk), k = 0, . . . , n :

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Acest triunghi se poate completa folosind formula (ii) din teorema precedent  astfel: pentru
�ecare linie pozit, iile extreme 0 s, i k sunt completate cu 1, iar pozit, ia k de pe linia n este suma
numerelor de deasupra:

... (n−1k−1) (n−1
k
) ...

... (n
k
) = (n−1k−1) + (

n−1
k
) ...

De exemplu linia a s,aptea a tabelului (coe�cient, ii binomiali (6k), k = 0, . . . ,6) va � completat 
cu:

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

6 Coe�cient
,
i multinomiali

De�nit
,
ia 6.1. O permutare a unui n-multiset S = {{ak11 , . . . , akrr }} este un k-uplu ordonat care

cont, ine toate elementele lui S, cu multiplicit t, ile aferente. Cu alte cuvinte, o permutare a lui S
este o reordonare a s, irului

(a1, a1, . . . , a1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k1 ori

, a2, a2 . . . , a2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k2 ori

, . . . , ar, ar, . . . , ar
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

kr ori

)
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Teorema 6.2. Fie S = {{ak11 , . . . , akrr }} un multiset cu n ∶= k1 + . . . + kr elemente. Num rul de
permut ri al lui S este:

( n

k1, k2, . . . , kr
) = n!

k1!k2! . . . kr!

Demonstrat
,
ie. Construct, ia unei permut ri ale multisetului S se poate face astfel:

� Vedem permutarea ca un s, ir de n = k1+ . . .+kr cutii goale care trebuie completate cu k1 de valori
de a1, k2 de valori a2,..., respectiv, kr de valori ar.

� Alegem k1 dintre cutii în care s  plas m valoarea a1. Putem face aceasta în ( nk1) moduri.

� Pentru �ecare alegere de k1 cutii în pasul anterior, r mân n− k1 cutii din care trebuie s  alegem
k2 cutii pe care s  le complet m cu a2. Acest lucru îl putem realiza în (n−k1k2

) moduri.

� Dup  pasul r − 1 r mânem cu n− (k1 + k2 + . . .+ kr−1) cutii din care trebuie complet m kk cu ak.
Aceste lucru îl putem realiza în (n−(k1+...+kr−1)kr

) moduri.

Rezult  c  num rul de n-aranjamente ale lui S este:

(n
k1
)(n − k1

k2
)⋯(n − (k1 + . . . + kr−1)

kr
) = n!

k1! ⋅ (n − k1)!
⋅ (n − k1)!
m2!(n − k2)!

⋯ (n − (k1 + . . . + kr−1)!
(n − (k1 + . . . + kr−1 + kr))!kr!

= n!

k1!k2!⋯kr!(n − (k1 + . . . + kr−1 + kr))!

= n!

k1!k2!⋯kr!

(ultima egalitate rezult  din n − (k1 +⋯ + kr) = 0). ∎

Numerele ( n
k1,...,kr

) se numesc coe�cient, i multinomiali. Aceast  denumire se datoreaz  urm torului
rezultat:

Teorema 6.3. Consider m R = C[X1, . . . ,Xn] inelul de polinoame în nedeterminatele
X1, . . . ,Xn cu coe�cient

,
i î C.

(a) Num rul de monoame din R de grad total d este ((dn)) = (
n+d−1

n
).

(b) Are loc

(X1 +X2 +⋯ +Xn)d = ∑
d1+⋯+dn=d

( d

d1, d2, . . . , dn
)Xd1

1 . . .Xdn
n

suma având ((dn)) termeni.

Demonstrat
,
ie. Un monom în variabilele X1, . . . ,Xn este o expresie de forma M =Xd1

1 . . .Xdn
n (unde

di ≥ 0). Num rul di se numes,te gradul lui Xi în monomul M , iar gradul total al lui M este suma
gradelor (part, iale ale) tuturor variabilelor: d = d1 +⋯ + d2.

Un monomM =Xd1
1 . . .Xdn

n , de grad total d poate � v zut ca un multiset cu d elemente ale mult, imii
{X1, . . .Xn} ce cont, ine d1 copii ale lui X1, d2 copii ale lui X2,..., dn copii ale lui Xn

Rezult  c  num rul de monoame de grad total d este egal cu num rul de d-multiseturi ale lui
{X1, . . . ,Xn}. Acest num r este ((dn)) = (

n+d−1
n
), de unde g sim (a).

Pentru (b), avem:

(X1 +⋯ +Xn)d = (X1 +⋯ +Xn)(X1 +⋯ +Xn)⋯(X1 +⋯ +Xn)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d factori

Produsul se dezvolt  alegând câte unul dintre Xi din �ecare din cele d paranteze, înmult, indu-i s, i
adunând dup  toate alegerile posibile.
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Termenul generic al dezvolt rii are forma Xd1
1 . . .Xdn

n unde d1, . . . , dn ≥ 0 s, i ∑n
i=0 di = d, el ap rând

alegând din cele paranteze d1 de X1, d2 de X2,. . ., dn de Xn.
Cu alte cuvinte, putem vedea un astfel de monom ca o permutare a multisetului {{Xd1

1 , . . . ,X
dn
n }}.

Rezult  c  num rul de aparit, ii ale acestui monom în dezvoltare este egal cu num rul de permut ri ale
acestui multiset, adic  exact coe�cientul multinomial ( d

d1,d2,...,dn
). Formula cerut  rezult  imediat. ∎

Propozit
,
ia 6.4. Fie n,m1, . . . ,mr numere naturale nenule astfel încât m1+⋯+mr = n. Atunci

are loc relat, ia de recurent, :

( n

m1, . . . ,mr
) = ( n − 1

m1 − 1,m2, . . . ,mr
) + ( n − 1

m1,m2 − 1, . . . ,mr
) +⋯ + ( n − 1

m1,m2, . . . ,mr − 1
)

Demonstrat
,
ie. Relat, ia poate � justi�cat  prin calcul direct, folosind formula coe�cient, ilor multino-

miali. Putem da îns  s, i o demonstrat, ie combinatorial .
Consider m un multiset S = {{am1

1 , . . . , amr
r }} cu n elemente. O permutare a lui S poate � obt, inut 

astfel: alegem primul element ai al permut rii. Restul de n−1 sunt de fapt o permutare a multisetului
S = {{am1

1 , . . . , ami−1
i , . . . , amr

r }}. As,adar, folosind propozit, ia anterioar , num rul de permut ri ale lui
S care încep cu ai este

( n − 1
m1,m2, . . . ,mi − 1, . . . ,mr

).

Sumând dup  toate alegerile primului element obt, inem c  suma acestor coe�cient, i multinomiali este
num rul total de permut ri ale lui S, care este membrul stâng al egalit t, ii cerute, conform tot
propozit, iei anterioare. ∎

7 Principiul includerii s
,
i al excluderii

Teorema 7.1. Fie A1,A2, . . . ,An mult
,
imi �nite. Atunci:

∣A1 ∪⋯ ∪An∣ =
n

∑
k=1
(−1)k−1 ∑

1≤<i1<⋯<ik≤n
∣Ai1 ∩⋯ ∩Aik ∣

Demonstrat
,
ie. Membrul drept al relat, iei este o suma alternant  de termeni, termenul generic �ind

suma tuturor cardinalilor intersect, iilor de câte k dintre cele n mult, imi. Astfel, putem rescrie formula
cerut  astfel:

∣ ⋃
i∈[n]

Ai∣ =
m

∑
k=1
(−1)k−1 ∑

I⊆[n]
∣I ∣=k

∣⋂
i∈I
Ai∣

Consider m o mult, ime �nit  U care s  cont, in  toate mult, imile Ai (de exemplu, reuniunea tuturor
Ai).

Amintim (vezi corolarul 3.5) c  unei submult, imi B ⊆ U îi putem asocia în mod unic o funct, ie
U → {0,1} s, i anume funct, ia caracteristic  χB ∶ U → {0,1} dat  prin:

χB(x) = {
1, x ∈ B
0, x ∉ B

Prin calcul direct se veri�c :

χB∩B′ = χBχB′

χU/B = 1 − χB

Avem atunci:

χU/∪i∈[n]Ai
= 1 − χ∪i∈[n]Ai .
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Pe de alt  parte:

χU/⋃i∈[n]Ai
= χ⋂i∈[n](U/Ai)

= ∏
i∈[n]

χU/Ai

= ∏
i∈[n]
(1 − χAi)

Dezvoltarea produsului din urm  se face alegând câte un termen din �ecare parantez , înmult, indu-
i s, i apoi sumând dup  toate posibilit t, ile de alegere. Alegerea unui termen din �ecare parantez 
înseamn  de fapt k factori de forma −χAi s, i n − k factori de 1, unde k ∈ {0, . . . , n}.

Deci termenul generic al dezvolt rii produsului este

1n−k ⋅∏
i∈I
(−χAi) = (−1)k∏

i∈I
χAi = (−1)kχ⋂i∈I Ai

unde I parcurge submult, imile lui [n] de k elemente, iar k parcurge {0,1,2, . . . , n}. Rezult  astfel c 

∏
i∈[n]
(1 − χAi) =

n

∑
k=0
∑

I⊆[n]
∣I ∣=k

(−1)kχ⋂i∈I Ai

Observ m c  pentru k = 0 termenul din sum  este 1 (el corespunde alegerii lui 1 din �ecare parantez 
a produsului, f r  niciunul dintre Ai). Obt, inem astfel:

1 − χ∪i∈[n]Ai = χU/⋃i∈[n]Ai
= ∏

i∈[n]
(1 − χAi)

= 1 +
n

∑
k=1
∑

I⊆[n]
∣I ∣=k

(−1)kχ⋂i∈I Ai

= 1 +
n

∑
k=1
(−1)k ∑

I⊆[n]
∣I ∣=k

χ⋂i∈I Ai

deci, pentru orice x ∈ U , are loc

χ∪i∈[n]Ai(x) =
n

∑
k=1
(−1)k−1 ∑

I⊆[n]
∣I ∣=k

χ⋂i∈I Ai(x)

Pentru orice B ⊆ U , avem ∣B∣ = ∑x∈U χB(x). Sumând egalitatea de mai sus pentru tot, i x ∈ U , obt, inem
egalitatea de cardinali c utat . ∎

Pentru k = 2, respectiv k = 3, principiul includerii s, i al excluderii are forma

∣A ∪B∣ = ∣A∣ + ∣B∣ − ∣A ∩B∣
∣A ∪B ∪C ∣ = ∣A∣ + ∣B∣ + ∣C ∣ + ∣A ∩B∣ + ∣B ∩C ∣ + ∣C ∩A∣ − ∣A ∩B ∩C ∣
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Exemplul 7.2. Care este probabilitatea ca, permutând literele cuvântului copyrightable, s 
apar  cuvintele copy, right sau able?
Cuvântul are 13 litere distincte. Num rul total de permut ri va � 13! = 6227020800.
Not m prin A1,A2, respectiv A3 mult, imea permut rilor cuvântului dat care cont, in cuvintele
copy, right, respectiv able. Trebuie s  determin m cardinalul ∣A1 ∪A2 ∪A3∣.
Pentru a determina A1, vedem copy ca un singur simbol, deci ∣A1∣ este egal cu num rul de
permut ri ale 10 obiecte (9 litere plus un bloc) adic  10!.
Un element al lui A1 ∩A2 poate � v zut ca o permutare de 6 obiecte (2 blocuri copy s, i right s, i
4 litere), deci ∣A1 ∩A2∣ = 6!. Procedând analog obt, inem:

∣A1∣ = 10!∣A2∣ = 9! ∣A3∣ = 10!
∣A1 ∩A2∣ = 6!∣A2 ∩A3∣ = 6! ∣A3 ∩A1∣ = 7!

∣A1 ∩A2 ∩A3∣ = 3!

de unde g sim:

∣A1 ∪A2 ∪A3∣ = ∣A1∣ + ∣A2∣ + ∣A3∣ − ∣A1 ∩A2∣ − ∣A2 ∩A3∣ − ∣A3 ∩A1∣ − ∣A1 ∩A2 ∩A3∣
= 10! + 9! + 10! − 6! − 6! − 7! + 3!

Probabilitatea c utat  va �:

∣A1 ∪A2 ∪A3∣
13!

= 7609686/6227020800 = 0.0012... ≃ 0.1%

Corolarul 7.3. Fie A1, . . . ,An submult
,
imi ale unei mult

,
imi �nite S. Atunci

∣Ac
1 ∩ . . . ∩Ac

n∣ = ∣S∣ −
m

∑
i=0
∣Ai∣ +∑

i<j
∣Ai ∩Aj ∣ − ⋯ + (−1)m∣A1 ∩ . . . ∩Am∣

Demonstrat
,
ie. Formula rezult  imediat din teorema precedent  dar vom prezenta o demonstrat, ie

(us,or) diferit  de precedenta.
Membrul stâng al relat, iei indexeaz  elementele lui S, care nu apart, in niciuneia dintre Ai. Pe

de alt  parte, suma din dreapta este o sum  alternant  care num r  aparit, iile elementelor din S în
intersect, iile diverse ale Ai.

În membrul stâng, contribut, ia unui element din S va � 0 dac  se a�  într-unul dintre Ai, respectiv
1 dac  nu se a�  în nici unul dintre Ai va � 1. Trebuie s  ar t m c  acest lucru este valabil s, i pentru
membrul drept.

Dac  un x ∈ S nu se a�  în nici unul dintre Ai, contribut, ia în membrul drept va �:

1 − 0 + 0 − 0 +⋯ + (−1)m0 = 1

S  presupunem c  x se a�  în m car unul dintre Ai. Mai precis, vom presupune c  x se a�  în exact
k ≤ m dintre mult, imile Ai s, i nu se a�  în celelalte m − k dintre mult, imi. Pentru simplitatea notat, iei,
putem presupune c  x se a�  în A1, . . . ,Ak s, i nu se a�  în Ak+1, . . . ,Am.

În S, elementul x este num rat o dat . În ∑m
i=0 ∣Ai∣, el va � num rat de k ori: câte o dat  pentru

i = 1, . . . , k s, i de 0 ori pentru i > k.
În suma ∑i<j ∣Ai ∩Aj ∣, x este num rat de �ecare dat  când se a�  în ambele mult, imi i s, i j, adic 

pentru i s, i j numere de la 1 la k. Deci num rul de aparit, ii este num rul de moduri în care alegem
dou  numere de la 1 la k, adic  (k2).

Similar, în suma ∑i1<i2<i3 ∣Ai1 ∩ Ai2 ∩ Ai3 ∣, num rul de aparit, ii ale lui x va � egal cu num rul
de intersect, ii de câte 3 ale mult, imilor A1, . . . ,Ak. Aceste este num rul de alegeri ale 3 elemente din
1, . . . , k, adic  (k3).
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Continuând procedeul, obt, inem contribut, ia total  a lui x în membrul drept:

1 − k + (k
2
) − (k

3
) +⋯ + (−1)k−1( k

k − 1) + (−1)
k(k
k
) =

k

∑
j=0
(−1)j(k

j
) = 0

∎

8 Partit
,
ii ale unei mult

,
imi

De�nit
,
ia 8.1. Fie M o mult, ime �nit  cu n elemente. Prin partit, ie a lui M înt,elegem o familie

(neordonat ) ρ = {B1,B2, . . .Bk} de submult, imi ale lui M astfel încât :

(a) B1, . . . ,Bk sunt nevide.

(b) B1, . . .Bk sunt disjuncte dou  câte dou .

(c) M = B1 ∪B2 . . .Bk

Submult, imile B1,B2, . . . ,Bk se numesc blocurile partit, iei s, i vom nota ρ = B1/B2/ . . . /Bk.
De asemenea, vom folosi urm toarele notat, ii:

� S(M,k) va � mult, imea partit, iilor lui M cu exact k blocuri.

� {nk} = S(n, k) este num rul de partit, ii ale lui M în k blocuri, numit num r Stirling de
spet,a a o doua.

� B(M) este mult, imea tuturor partit, iilor lui M .

� Al n-lea num r Bell este prin de�nit, ie B(n) = ∣B(M)∣, num rul de partit, ii ale mult, imii
M . Cu alte cuvinte, B(n) este dat de

B(n) =
n

∑
k=0
{n
k
}

Observat
,
ia 8.2. Cardinalul {nk} al mult, imii S(M,k) depinde doar de n = ∣M ∣ s, i nu de mult, imea

particular  M . Pentru a studia aceste numere putem presupune M = [n].

Exemplul 8.3. Consider m cazul n = 4.

� S([4],4) cont, ine doar o partit, ie s, i anume 1/2/3/4, deci {41}.

� S([4],3) este format  din 6 partit, ii: 12/3/4, 13/2/4, 14/2/3, 23/1/4, 24/1/3, 34/1/2, deci
{4
2
} = 6.

� S([4],2) este format  din 7 partit, ii: 1/234, 2/134, 3/124, 4/123, 12/34, 13/24, 14/23, deci
{4
2
} = 7.

� S([4],1) cont, ine doar o partit, ie s, i anume 1234, de {44} = 1.

Rezult  astfel c  num rul total de partit, ii ale lui [4] este B(4) = 15.

Des, i nu avem o formul  general  simpl  câteva cazuri pot � calculate us,or:
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Propozit
,
ia 8.4. Fie n ≥ 1. Au loc:

(a) {nk} = 0, pentru orice k > n.

(b) {nn} = {
n
1
} = 1.

(c) {nk} = (
n
2
).

(d) {n2} = 2
n−1 − 1.

Demonstrat
,
ie. (a) Cum blocurile unei partit, ii ρ = B1/⋯/Bk au �ecare cel put, in un element (pentru

c  sunt nevide), rezult  c  nu exist  nicio partit, ie a lui [n] care s  aib  mai mult strict de n blocuri.
(b) Exist  o singur  partit, ie a lui [n] în n blocuri s, i anume 1/2/ . . . /n. Similar, exist  o doar

partit, ie a lui [n] într-un bloc s, i anume partit, ia format  din [n] însus, i.
(c) Fiindc  blocurile unei partit, ii au toate cel put, in un element, o partit, ie a lui [n] în n−1 blocuri

este format  dintr-o submult, ime de dou  elemente s, i n − 2 submult, imi de un element. De aceea, o
partit, ie va � unic determinat  de acea submult, ime de dou  elemente (celelalte blocuri �ind automat
�xate dup ). Deci, S(n,n−1) va � egal cu num rul de submult, imi de dou  elemente ale lui [n], adic 
(n
2
).
(d) O partit, ie în dou  mult, imi a lui [n] este o pereche neordonat  de mult, imi nevide {A,B} astfel

încât A ∪B = [n] s, i A ∩B = ∅. Rezult  c  B este complementara lui A fat,  de [n], deci alegerea lui
A îl �xeaz  s, i pe B.

Mult, imea A poate � aleas  în 2n − 2 moduri (din P([n], elimin m ∅ s, i [n], pentru c  blocurile
partit, iilor sunt nevide).

Trebuie îns  s  t, inem cont c  partit, iile sunt neordonate, adic  partit, ia A/([n]/A) este aceeas, i cu
([n]/A)/A. De aceea, num rul de partit, ii va �

1

2
(2n − 2) = 2n−1 − 1.

∎

Teorema 8.5. Numerele Stirling de spet
,
a a doua satisfac relat

,
ia de recurent

,
 

{n
k
} = {n − 1

k − 1} + k{
n − 1
k
}

cu condit
,
ia init

,
ial 

{0
k
} = δk,0 = {

1, k = 0
0, k = 0

Demonstrat
,
ie. Condit, ia init, ial  rezult  din faptul c  singura partit, ie a lui [n] = ∅ este partit, ia vid .

Pentru recurent, , observ m c  o partit, ie a lui [n] în k blocuri se poate obt, ine astfel. Partit, ion m
mai întâi [n − 1] s, i apoi ad ug m n. Avem dou  posibilit t, i.

În primul caz, ad ug m n ca un bloc separat. Pentru a avem k blocuri la �nal, partit, ia lui [n− 1],
ar trebui s  aib  k − 1 blocuri. Obt, inem astfel o biject, ie între S([n − 1], k − 1) s, i mult, imea partit, iilor
lui [n] cu k blocuri ce are unul dintre blocuri egal cu {n}. Num rul acestor partit, ii va � S(n−1, k−1).

În al doilea caz, ad ug m n într-unul dintre blocurile existente. Astfel, [n − 1] este partit, ionat în
k blocuri s, i n se adaug  într-unul din cele k blocuri, furnizând astfel k partit, ii distincte. Num rul
acestor partit, ii va � kS(n − 1, k − 1).

Suma acestor dou  numere va � num rul total de partit, ii ale lui [n] în k blocuri, adic  S(n, k). ∎

Exemplul 8.6. Avem

{5
3
} = {4

2
} + 3 ⋅ {4

3
} = 23 − 1 + 3(4

2
) = 25
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Urm toarea funct, ie Python permite calculul numerelor Stirling (este aceasta e�cient ?) s, i poate �
folosit pentru generarea tabelului de mai jos:

1 def stirling2(n,k):
2 if(n==0):

3 return (1 if k==0 else 0)

4 return stirling2(n-1,k-1) + k*stirling2(n-1,k)

n/k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Table 1: Numere Stirling

Teorema 8.7. Numerele Bell B(n) relat
,
ia de recurent

,
 

B(n) =
n

∑
k=1
(n − 1
k − 1)B(n − k)

cu condit
,
ia init

,
ial  B(0) = 1.

Demonstrat
,
ie. Mult, imea [0] = ∅ admite doar partit, ia vid , deci B(0) = 1.

Fie ρ ∈ B([n]). Not m prin k num rul de elemente din blocul B al lui ρ care cont, ine n. Atunci ρ
este format  din acest bloc B - ce se poate alege în (n−1k−1) moduri - s, i o partit, ie a mult, imii [n]/B, de
n − k elemente.

Astfel, ρ se poate construi în B(n − k)(n−1k−1) moduri. Cum k poate lua orice valoare de la 0 la n,
rezult  c  num rul total de partit, ii ale lui [n] este

n

∑
k=0
(n − 1
k − 1)B(n − k)

∎

Exemplul 8.8. Partit, iile lui [3] sunt (123), (12/3), (13/2), (23/1), (1/2/3/4), deci B(3) = 5.
Folosind recurent,a de mai sus, obt, inem

B(4) = (3
0
)B(3) + (3

1
)B(2) + (3

2
)B(1) + (3

3
)B(0)

= 1 ⋅ 5 + 3 ⋅ 2 + 3 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1
= 15

Recuper m astfel calculul
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9 Partit
,
ii ale unui num r natural

De�nit
,
ia 9.1. Prin partit, ie a num rului natural n înt,elegem un multiset λ de numere naturale

nenule astfel încât suma elementelor lui λ (cu multiplicit t, i) este n. Num rul de elemente din
λ (cu multiplicit t, i) se numes,te lungimea partit, iei λ. Vom nota:

� P (n) va � mult, imea partit, iilor lui n, iar p(n) = ∣P (n)∣ va � num rul partit, iilor lui n.

� P (n, k) va � mult, imea partit, iilor de lungime k, iar pk(n) num rul lor. Evident are loc:

p(n) =
n

∑
k=1

pk(n).

O partit, ie λ a lui n este, prin de�nit, ie un multiset (neordonat). Pentru studiul acestor obiecte
se dovedes,te util  o alt  notat, ie fat,  de cea folosit  anterior. Putem enumera elementele lui λ în
ordine monoton descresc toare, iar aceast  ordine este unic determinat . Astfel, vom putea vedea
orice partit, ie ca �ind un s

,
ir λ = (λ1, . . . , λk) de numere naturale nenule astfel încât

λ1 +⋯ + λk = n s, i λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λk ≥ 1

De exemplu, partit, ia λ = {{13,22,31}} a lui n = 10 va � scris  sub forma λ = (3,2,2,1,1,1).

Exemplul 9.2. Enumer m partit, iile lui n = 5:

� lungime 1 : (5), deci p(5,1) = 1

� lungime 2 : (4,1), (3,2), deci p(5,2) = 2;

� lungime 3 : (3,1,1), (2,2,1), deci p(5,3) = 2;

� lungime 4 : (2,1,1,1), deci p(5,4) = 1;

� lungime 5 : (1,1,1,1,1), deci p(5,5) = 1.

As,adar p(5) = 7.

Pentru num rul total de partit, ii p(n) nu exist  formule generale de calcul, dar, �xând lungimea,
putem obt, ine o relat, ie de recurent, , precum s, i nis,te formule explicite în cazul unor lungimi particulare.

Propozit
,
ia 9.3. Fie n ∈ N∗, n ≥ 3. Atunci:

(a) p1(n) = pn(n) = 1.

(b) p2(n) = [n2 ].

(c) pn−1(n) = 1.

(d) pn−2(n) = 2.

Demonstrat
,
ie. (a) Singura partit, ie a lui n de lungime 1 este (n).

Consider m λ = (λ1, . . . , λn) o partit, ie de lungime n. Cum λi ≥ 1, rezult  c 

n = λ1 + λ2 +⋯ + λn ≥ 1 + 1 +⋯ + 1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n ori

= n

deci �ecare λi trebuie s  �e egal cu 1, adic  λ = (1,1, . . . ,1) este unica partit, ie de lungime n a lui n.
Deci pn(n) = 1.
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(b) O partit, ie de lungime 2 a lui n are forma λ = (a, b) cu a+ b = n s, i a ≥ b ≥ 1. Rezult  c  a = n− b
este unic determinat de b. Deoarece a ≥ b, avem 1 ≤ b ≤ n

2 , deci b ia valori de la 1 la [n2 ]. As,adar,
p2(n) = [n2 ].

(c) Consider m λ = (λ1, . . . , λn−1) o partit, ie de lungime n − 1. Dac  dou  dintre numerele λi ar �
mai mari sau egale cu 2, am avea:

n = λ1 +⋯ + λn−1 ≥ 2 + 2 + 1 + 1⋯+ 1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n−3 ori

= 4 + (n − 3) = n + 1

ceea ce este imposibil. Deci, cel mult unul dintre λi este mai mare sau egal cu 2.
Cu un rat, ionament similar se arat  c  exact unul dintre λi trebuie s  �e egal cu 2, ceea ce fort,eaz  ca

tot, i ceilalt, i λi s  �e egali cu 1. Deci avem o singur  partit, ie de lungime n−2 s, i anume λ = (2,1, . . . ,1).
(d) Consider m λ = (λ1, . . . , λn−2) o partit, ie de lungime n − 2 a lui n. S  presupunem c  λ3 ≥ 2.

Atunci:
n = λ1 +⋯ + λn−2 ≥ 2 + 2 + 2 + 1 + 1 +⋯ + 1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n−5 ori

= 6 + (n − 5) = n + 1

ceea ce este imposibil. Deci λ3 = 1 s, i astfel λi = 1 pentru orice i > 3.
Rezult  c  λ1 + λ2 = 4, deci λ1 = 3, λ2 = 1 sau λ1 = 2, λ2 = 2. Am obt, inut astfel c  partit, iile lui n în

n − 2 p rt, i sunt (2,2,1,1, . . . ,1) s, i (3,1,1, . . . ,1). ∎

Teorema 9.4. Numerele pk(n) satisfac relat
,
ia de recurent

,
 

pk(n) = pk−1(n − 1) + pk(n − k)

cu condit
,
ia init

,
ial  pk(n) = 0 pentru k > n.

Demonstrat
,
ie. O partit, ie λ ∈ P (n, k) are forma λ = (λ1, . . . , λk) astfel încât n = λ1 + ⋯ + λk s, i

λ1 ≥ . . . ≥ λk > 0.
Avem atunci dou  posibilit t, i: λk = 1 au λk ≥ 2. Not m prin A s, i B mult, imea partit, iilor de primul

tip, respectiv al doilea.
Fie λ ∈ A. S, tergând λk din aceast  partit, ie, obt, inem o partit, ie λ′ = (λ1, . . . , λk−1) a lui n−1. Invers,

la o partit, ie a lui n− 1 de lungime k − 1, ad ugând 1 la �nal (care este nenul s, i mai mic sau egal decât
toate celelalte p rt, i) g sim o partit, ie din A. Astfel, am obt, inut o corespondent,  bijectiv  între A s, i
P (n − 1, k − 1), deci ∣A∣ = pk−1(n − 1).

Fie λ ∈ B. Sc zând 1 din �ecare dintre cele k p rt, i ale sale, g sim o partit, ie în k p rt, i a lui n − k.
Invers, luând o partit, ie a lui n − k în k p rt, i s, i adunând 1 la �ecare parte, obt, inem o partit, ie din B.
Avem astfel o corespondent,  bijectiv  între B s, i P (n − k, k), deci ∣B∣ = pk(n − k).

Cum P (n, k) = A ∪B, rezult  concluzia. ∎

Exemplul 9.5. Putem folosi relat, ia de recurent,  pentru a recalcula p2(n):

p2(n) = p1(n − 1) + p2(n − 2) = p2(n − 2) + 1

deci

p2(n) = p2(n − 2) + 1 = p2(n − 4) + 2 = ⋯ = p2(n − 2k) + k = ⋯ = p2(nmod2) + [n
2
] = [n

2
]
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Exemplul 9.6. Num rul de partit, ii ale lui 10 de lungime 5 este:

p5(10) = p4(9) + p5(5)
= p3(8) + p4(5) + p5(5)
= p2(7) + p3(5) + p4(5) + p5(5)

= [7
2
] + 2 + 1 + 1

= 7

Partit, iile sunt:

(6,1,1,1,1)
(5,2,1,1,1)
(4,3,1,1,1), (4,2,2,1,1)
(3,3,2,1,1), (3,2,2,2,1)
(2,2,2,2,2)

O partit, ie λ = (λ1, λ2, . . . , λk) (un k-uplu de numere în ordine descresc toare) poate � reprezentat 
sub forma unui tabel, numit diagram  Young. Aceasta este un tablou bidimensional de p trate astfel
încât pe rândul i se a�  λi cutii.

De exemplu, partit, ia λ = (3,2,2,1,1,1) va avea diagrama:

Unei partit, ii λ a lui n îi putem transpusa (sau conjugata) sa, notat  λt, ce are diagrama Young
obt, inut  prin transpunere. Pentru exemplul λ = (3,2,2,1,1,1) transpusa va � λt = (6,3,1):

Este clar c  λt este tot o partit, ie a lui n (num rul total de cutii nu se schimb  prin transpunere)

Propozit
,
ia 9.7. Fie λ = (λ1, λ2, . . . , λk) o partit, ie a lui n. Atunci λt = (λt1, . . . λt2) este dat  de:

λtj = card{i ∣ λi ≥ j}

Demonstrat
,
ie. Prin construct, ie, λtj este lungimea coloanei j din diagrama lui λ. Coloana j cont, ine

o cutie în rândul i dac  s, i numai dac  λi ≥ j. Deci lungimea coloanei j este egal  cu num rul de indici
i cu λi ≥ j. ∎

Teorema 9.8. Fie 1 ≤ k ≤ n numere naturale. Atunci num rul de partit
,
ii ale lui n de lungime

k, adic  pk(n) este egal cu num rul de partit
,
ii cu cea mai mare parte egal  cu k.

31



Demonstrat
,
ie. Transpusa unei partit, ii de lungime k este o partit, ie cu partea cea mai mare egal  cu

k. Cum transpunerea λ↦ λt este o aplicat, ie bijectiv , rezult  concluzia. ∎

Exemplul 9.9. Rezultatul anterior spune c  p5(10) este num rul de partit, ii ale lui 10 care au
cea mai mare parte egal  cu 5. O astfel de partit, ie are forma

(5, λ2, λ3, . . . , λk)

unde 5 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk.
Observ m c  (λ2, . . . , λk) este de fapt o partit, ie a lui 10 − 5 = 5. Avem:

p(5) = p1(5) + p2(5) + p3(5) + p4(5) + p5(5) = 1 + 2 + 2 + 1 + 1 = 7

deci p5(10) = 7.

10 Con�gurat
,
ii combinatoriale clasice

Multe probleme de num rare pot � interpretate ca probleme de distribuire a unui set de bile într-o
serie de urne, eventual cu o serie de restrict, ii (de exemplu, f r  s  avem urne goale). Scopul acestei
sect, iuni este de a prezenta sistematic câteva astfel de probleme, folosind conceptele de�nite în sect, iunile
precedente.

Mai precis, vom considera un set B de n bile s, i o colect, ie U de k urne. Vrem s  determin m în
câte moduri putem distribui bilele din B în urnele din U , cu urm toarele restrict, ii:

� bilele sunt distincte sau identice.

� urnele sunt distincte sau identice.

� în �ecare urn  putem cel put, in o bil , sau cel mult o bil  sau nu impunem nicio restrict, ie.

Obt, inem astfel 12 probleme de num rare, reprezentate sub forma unui tabel. În literatura englez 
aceast  sistematizare poart  numele de the twelvefold way.

Pentru a simpli�ca expunerea vom prescurta prin DD, DI, ID, II distribut, iile de bile distincte/identice
în urne distincte/identice (D pentru distinct, I pentru identic). Astfel tabelul pe care vrem s  îl com-
plet m are forma:

DD ID DI II
oricâte bile în urne ? ? ? ?

cel put, in o bil  în urne ? ? ? ?
cel mult o bil  în urne ? ? ? ?

Vom completa tabelul pe coloane (adic  dup  tipul de bile s, i urne). Des, i, intuitiv, este clar ce
înseamn  distribut, ii de bile în urne, va � instructiv s  d m s, i o de�nit, ie matematic  riguroas  pentru
aceste concepte.

10.1 Bile distincte, urne distincte

Dac  bilele s, i urnele sunt diferite, B s, i U sunt mult, imi propriu-zise. Numerotând bilele s, i urnele,
putem presupune c  B = [n] s, i U = [k].

Num r arbitrar de bile în �ecare urn 

O distribut, ie DD se obt, ine alegând, pentru �ecare bil  1,2, . . . , n, o urn  în care s  �e plasat  (de la
1 la k). Astfel, o distribut, ie poat  � v zut  ca un n-uplu (u1, u2, . . . , un) ∈ [k]n. Obt, inem astfel c 
num rul de distribut, ii este egal cu cardinalul produsului cartezian [k]n, adic :
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Teorema 10.1. Num rul de moduri în care putem plasa n bile distincte în k urne distincte este
kn.

Cel mult o bil  în �ecare urn 

În aceast  situat, ie, vrem ca în �ecare urn  din U s  plas m cel mult o bil  din B. Similar cu cazul
precedent, o distribut, ie DD se identi�c  cu un n-uplu (u1, . . . , un) de numere din [k]n care sunt
distincte dou  câte dou  (nicio urn  nu se repet ). Dar un astfel de n-uplu este de fapt un aranjament
de n elemente al lui k. Rezult  c :

Teorema 10.2. Num rul de moduri în care putem distribui k bile distincte în n urne distincte
astfel încât în �ecare urn  s  avem cel mult o bil  este:

An
k ∶= k(k − 1)(k − 2) . . . (k − n + 1)

În particular, nu exist  distribut
,
ii dac  k < n.

Cel put
,
in o bil  în �ecare urn 

O distribut, ie DD în acest caz poate � v zut  ca o familie ordonat  de mult, imi (B1, . . . ,Bk), unde Bj

este mult, imea bilelor plasate în urna j.
De exemplu, distribut, ia de 7 bile în 4 urne urm toare

2
1 4
6 5 3 6

urna 1 urna 2 urna 3 urna 4

corespunde 4-uplului de mult, imi

(B1 = {1,6}, B2 = {5}, B3 = {3}, B4 = {2,4,6})

Deoarece o bil  nu poate � plasat  în dou  urne simultan s, i �ecare urn  cont, ine cel put, in o bil ,
mult, imile Ui sunt nevide s, i disjuncte s, i reuniunea lor este [n], mult, imea întreag  de bile. Cu alte
cuvinte, (B1, . . . ,Bk) este o partit, ie ordonat  a lui [n] cu k blocuri.

O partit, ie ordonat  a lui [n] se obt, ine dintr-o partit, ie neordonat , alegând o ordine a blocurilor.
Rezult  astfel c 

( num r partit, ii ordonate
cu k blocuri

) = ( num r partit, ii neordonate
cu k blocuri

) ⋅ ( num r de ordon ri
ale blocurilor

)

Dar num rul de partit, ii neordonate este (prin de�nit, ie) {nk}, iar num rul de ordon ri este k!. Am
obt, inut astfel c 

Teorema 10.3. Num rul de distribut
,
ii de n bile distincte în k urne distincte astfel încât în

�ecare urn  s  avem cel put
,
in o bil  este k!{nk}.

Încheiem aceast  sect, iune cu urm toarea observat, ie:
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� O distribut, ie a bilelor din B în urnele din U poate � identi�cat  cu o funct, ie f ∶ [n] → [k]
dat  prin

f(j) = urna în care este plasat  bila j

s, i, invers, orice funct, ie f ∶ [n] → k d  nas,tere la o distribut, ie dup  regula: bila j este
plasat  în urna f(j).

� Plasarea în �ecare urn  a cel mult o bil  va însemna c  funct, ia corespunz toare ia �ecare
valoare din codomeniu cel mult o dat , ceea ce revine la a cere ca funct, ia s  �e injectiv .

� Similar, plasarea în �ecare urn  a cel put, in o bil  corespunde unei funct, ii surjective f ∶
[n] → [k]. Astfel, problema noastr  este echivalent  cu determinarea num rului de funct, ii,
num rul de inject, ii, respectiv num rul de surject, ii B → U .

Din rezultatele anterioare obt, inem:

Teorema 10.4. Fie n, k ∈ N. Atunci:

(a) Num rul de funct
,
ii [n] → [k] este kn.

(b) Num rul de funct
,
ii injective [n] → [k] este

An
k = k(k − 1) . . . (k − n + 1)

În particular, nu exist  inject
,
ii [n] → [k], dac  n > k.

(c) Num rul de funct
,
ii surjective [n] → [k] este

k!{n
k
}

În particular, nu exist  surject
,
ii [n] → [k], dac  n < k.

(d) Exist  biject
,
ii [n] → [k] dac  s

,
i numai dac  n = k. În acest caz, num rul de biject

,
ii este

n!.

10.2 Bile identice, urne distincte

În aceast  situat, ie, urnele formeaz  o mult, ime propriu-zis  s, i, numerotându-le, putem presupune c 
U = [k]. Pe de alt  parte, bilele identice formeaz  un multiset de forma {{bn}} (un element cu
multiplicitate n). De aceea, nu vom mai putea vedea o distribut, ie ca un n-uplu.

Observ m totus, i c  o distribut, ie ID este unic determinat  de num rul de bile plasate în �ecare
urn .

Num r arbitrar de bile în �ecare urn 

O distribut, ie ID (f r  restrict, ii) poate � v zut  ca un multiset de forma

{{1x1 ,2x2 , . . . kxk}}

unde xj este num rul de bile plasat în urna j. De exemplu, pentru n = 6 s, i k = 3, distribut, ia de bile

b

b b

b b b
urna 1 urna 2 urna 3
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corespunde multisetului cu 6 elemente ale lui [3]

{{12,21,33}} = {{1,1,2,3,3,3}}

Astfel num rul de distribut, ii este egal cu num rul de n-multiseturi ale lui k s, i obt, inem

Teorema 10.5. Num rul de distribut
,
ii de n bile identice în k urne distincte este egal cu num rul

de multiseturi de n elemente ale lui [k]:

((k
n
)) = (k + n − 1

n
).

Cel mult o bil  în �ecare urn 

În acest caz, o distribut, ie ID se obt, ine alegând n dintre cele k urne s, i plasarea unei singure bile în
�ecare, celelalte k−n urne r mânând goale. Sub identi�carea U = [k], o distribut, ie va � o submult, ime
de n elemente a lui U . Am obt, inut astfel:

Teorema 10.6. Num rul de moduri în care putem distribui n bile identice în k urne diferite
astfel încât în �ecare s  plas m cel mult o bil  este (kn).

Cel put
,
in o bil  în �ecare urn 

Acest caz este tratat similar cu primul (f r  restrict, ii în urne). Deoarece �ecare urn  trebuie s  cont, in 
m car o bil , putem alege k dintre bile s, i le plas m câte una în �ecare urn . R mân n − k bile care
trebuie distribuite arbitrar în urne. Conform primului caz, num rul de distribut, ii este

(( k

n − k)) = (
k + n − k − 1

n − k ) = (n − 1
n − k) = (

n − 1
k − 1)

Deci:

Teorema 10.7. Num rul de moduri în care putem distribui n bile identice în k urne distincte
astfel încât în �ecare urn  s  se a�e cel put

,
in o bil  este

(( k

n − k)) = (
n − 1
k − 1)

10.3 Bile distincte, urne identice

Deoarece bilele sunt distincte le putem numerota s, i putem presupune c  B = [n]. O distribut, ie DI de
bile în urne este unic determinat  de mult

,
imile de bile care sunt plasate în urne, f r  s  conteze

ordinea acestora.

Cel put
,
in o bil  în �ecare urn 

O distribut, ie ID este unic determinat  de familia de mult, imi {B1, . . . ,Bk} de bile plasate în urne.
Deoarece urnele sunt identice, ordinea mult, imilor nu conteaz .

De asemenea, mult, imile Bi sunt disjuncte (o bil  nu se a�  simultan în dou  urne) s, i nevide (�ecare
urn  cont, ine cel put, in o bil ) s, i reuniunea lor este [n] (toate bilele sunt plasate în urne). Rezult  atunci
c  {B1, . . . ,Bk} este o partit, ie a lui [n].

De exemplu, pentru n = 7 s, i k = 3, distribut, ia DI urm toare

4
1 3 6
2 5 7
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corespunde partit, iei
12/35/467

Rezult  c  num rul de distribut, ii DI în acest caz este egal cu num rul de partit, ii, adic 

Teorema 10.8. Num rul de distribut
,
ii de n bile diferite în k urne identice astfel încât �ecare

urn  s  cont
,
in  cel put

,
in o bil  este {nk}.

Num r arbitrar de bile în �ecare urn 

Acest caz poate � redus la cel precedent, sumând dup  num rul j ∈ {1, . . . , k} de urne folosite (cu
m car o bil ), s, i obt, inem:

Teorema 10.9. Num rul de distribut
,
ii de n bile diferite în k urne identice (permit

,
ând s

,
i urne

goale) este egal cu
k

∑
j=0
{n
j
}

Cel mult o bil  în �ecare urn 

Teorema 10.10. Num rul de moduri în care putem distribui n bile distincte în k urne identice
astfel încât �ecare s  aib  cel mult o bil  este

δ(n ≤ k) = { 1, n ≤ k
0, n > k

Demonstrat
,
ie. O distribut, ie în acest caz se poate obt, ine alegând n urne dintre k, plasând câte o bil 

în �ecare s, i l sând celelalte k −n urne goale. Deoarece urnele sunt identice, nu conteaz  num rul bilei
plasat în urn . Rezult  c , dac  n > k, nu exist  nicio distribut, ie, iar dac  n ≤ k, le putem distribui
într-un singur mod. ∎

10.4 Bile identice, urne identice

Deoarece s, i bilele s, i urnele sunt identice, o distribut, ie II este unic determinat  de num rul de bile
plasat în �ecare urn , f r  s  conteze ordinea acestor numere.

Cel put
,
in o bil  în �ecare urn 

O distribut, ie II în acest caz poate � identi�cat  cu o partit, ie cu k p rt, i a num rului n.
De exemplu, pentru n = 6 s, i k = 3

corespunde partit, iei λ = (3,2,1) a lui 6 (componentele partit, iei sunt scrise în ordine descresc toare).
Rezult  c  num rul de distribut, ii II c utat este egal cu num rul de partit, ii, adic :

Teorema 10.11. Num rul de moduri în care putem distribui n bile identice în k urne identice
astfel încât în �ecare urn  s  avem cel put

,
in o bil  este pk(n).
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Num r arbitrar de bile în �ecare urn 

Teorema 10.12. Num rul de moduri în care putem distribui n bile identice în k urne identice
(permit

,
ând s

,
i urne goale) este

k

∑
j=0

pj(n)

Demonstrat
,
ie. Conform cazului precedent, pj(n) este num rul de distribut, ii II de n bile în j urne

astfel încât �ecare urn  s  aib  m car o bil , iar celelalte k − j sunt goale. Sumând aceste numere
pentru j = 0, . . . , k obt, inem rezultatul cerut. ∎

Cel mult o bil  în �ecare urn 

Teorema 10.13. Num rul de moduri în care putem distribui n bile identice în k urne identice
astfel încât �ecare s  aib  cel mult o bil  este

δ(n ≤ k) = { 1, n ≤ k
0, n > k

Demonstrat
,
ie. O distribut, ie în acest caz se poate obt, ine alegând n urne dintre k, plasând câte o bil 

în �ecare s, i l sând celelalte k − n urne goale. Rezult  c , dac  n > k, nu exist  nicio distribut, ie (avem
prea multe bile s, i prea put, ine cutii), iar dac  n ≤ k, le putem distribui într-un singur mod. ∎

As,adar am terminat de toate cele 12 tipuri de distribut, ii, ce pot � sintetizate în tabelul:

Bile distincte Bile identice Bile distincte Bile identice

Urne distincte Urne distincte Urne identice Urne identice

oricâte bile în urne kn (k+n−1
n
) ∑k

j=0 {nj} ∑k
j=0 pj(n)

cel mult o bil  în urne An
k (k

n
) δ(n ≤ k) δ(n ≤ k)

cel put, in o bil  în urne k!{nk} (n−1
k−1) {n

k
} pk(n)

S

11 Diverse

În aceast  sect, iune discut m câteva probleme complementare celor anterioare.

11.1 O interpretare a coe�cientului multinomial

Teorema 11.1. Consider m n bile distincte s
,
i k urne distincte s

,
i n1, . . . , nk numere naturale

nenule cu suma n. Num rul de moduri în care putem distribui bilele în urne astfel încât în urna
i s  avem exact ni bile este egal cu coe�cientul multinomial

( n

n1, . . . , nk
)

Demonstrat
,
ie. Alegem mai întâi bilele pe care le plas m în urna întâi. Putem face aceasta în ( nn1

).
O dat  �xate bilele din urna 1, trebuie s  alegem n2 bile din cele n−n1 r mase pentru a le plasa în urna
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2. Aceasta se poate face în (n−n1

n2
) moduri. Repetând procedeul g sim num rul total de distribut, ii:

( n
n1
)(n − n1

n2
)(n − n1 − n2

n3
)⋯(n − n1 − . . . − nk−1

nk
) = n!

n1!n2!⋯nk!
.

∎

11.2 Num rul de surject
,
ii via principiul includerii s

,
i al excluderii

Teorema 11.2. Fie n ≥ k ≥ 1 numere naturale. Num rul de surject
,
ii [n] → [k] este

surn, k =
k

∑
i=0
(−1)i(k

i
)(k − i)n

Demonstrat
,
ie. Not m F = {f ∶ [n] → [k] funct, ie}, iar pentru i ∈ [k] not m prin Ai mult, imea

funct, iilor f ∶ [n] → [k] astfel încât i ∉ Imf . Rezult  c  mult, imea funct, iilor surjective este

S = F/ ⋃
i∈[k]

Ai

deci
surn, k = ∣S∣ = ∣F∣ − ∣ ⋃

i∈[k]
Ai∣

S, tim c  ∣F∣ = kn, deci r mâne s  determin m cardinalul reuniunii din dreapta.
Vom aplica principiul includerii s, i excluderii pentru a determina cardinalul reuniunii din dreapta.

Pentru aceasta trebuie s  determin m, pentru �ecare I ⊆ [k], ∣I ∣ =m ∈ {0, . . . , k}, cardinalul mult, imii

⋂
i∈I
Ai = {f ∈ F ∣ f ∈ Ai,∀i ∈ I}

Avem:

f ∈ Ai,∀i ∈ I ⇐⇒ i ∉ Imf,∀i ∈ I ⇐⇒ I ∩ Imf = ∅ ⇐⇒ Imf ⊆ [n]/I

As,adar, o funct, ie f ∈ ⋂i∈I Ai este de fapt o funct, ie [n] → [k]/I, cu codomeniul extins la [n].
Obt, inem astfel:

∣⋂
i∈I
Ai∣ = ∣{g ∶ [n] → [k]/I funct, ie}∣ = (k −m)n

de unde

∣ ⋃
i∈[k]

Ai∣ =
k

∑
m=1
(−1)m−1 ∑

I⊆[k]
∣I ∣=m

∣⋂
i∈I
Ai∣

=
k

∑
m=1
(−1)m−1 ∑

I⊆[k]
∣I ∣=m

(k −m)n

=
k

∑
m=1
(−1)m−1( k

m
)(k −m)n (i ∶=m)

=
k

∑
i=1
(−1)i−1(k

i
)(k − i)n
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de unde obt, inem

surn,k = kn − ∣ ⋃
i∈[k]

Ai∣

= (−1)0(k
k
)kn −

k

∑
i=1
(−1)i−1(k

i
)(k − i)n

=
k

∑
i=0
(−1)i(k

i
)(k − i)n

∎

Corolarul 11.3. Fie n ≥ k ≥ 1. Num rul Stirling de spet
,
a a doua S(n, k) veri�c  urm toarea

formul 

{n
k
}) = 1

k!

k

∑
i=0
(−1)k−i(k

i
)(k − i)n

Demonstrat
,
ie. Anterior am demonstrat c  num rul de funct, ii surjective [n] → [k] este k!S(n, k).

Combinând aceasta cu rezultatul precedent g sim concluzia. ∎

12 Exercit
,
ii

12.1 Relat
,
ii de recurent

,
  liniare

Exercit
,
iul 12.1.1. Fie polinomul

P (X) =Xr + cr−1Xr−1 +⋯ + c1X + c0 ∈ C[X]

cu c0 ≠ 0 s, i matricea

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 ⋯ 0 0
0 0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 0 1
−c0 −c1 −c2 ⋯ −cr−2 −cr−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
numit  matricea companion a polinomului P . Ar tat, i c :

(a) Polinomul caracteristic al matricei A este P (X).

(b) Pentru �ecare valoare proprie λ ∈ C a lui A, spat, iul propriu are dimensiunea 1 (i.e. mul-
tiplicitatea geometric  a lui λ este 1).

(c) Forma Jordan a matricei A este:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

J1 0
J2
⋱

0 Js

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈Mr(C), Jk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λk 1 0
λk 1
⋱

λk 1
0 λk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∈Mµk
(C), k = 1, s.

(d) Polinomul minimal al matricei A este P (X).
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Exercit
,
iul 12.1.2. Fie matricea µ × µ

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0
0 1
⋱

0 1
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(a) Ar tat, i c  B2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋱ 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, . . . ,Bµ−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 ⋯ 0 1
0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,Bµ = Or.

(b) Fie λ ∈ C× s, i J = λIµ +B. Ar tat, i c  pentru orice n ≥ 0 are loc

Jn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λn (n
1
)λn−1 (n

2
)λn−2 ⋯ ( n

µ−1)λ
n−µ+1

0 λn (n
1
)λn−1 ⋯ ( n

µ−2)λ
n−µ+2

⋮ ⋮ ⋮
0 0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Exercit
,
iul 12.1.3. Fie λ1, . . . , λs ∈ C× distincte s, i P1, . . . , Ps ∈ C[X]. Consider m s, irul

xn =
s

∑
k=1

Pk(n)λnk , n ≥ 0

(a) Ar tat, i c  (xn)n≥0 este o solut, ie a unei recurent,e liniare omogene cu coe�cient, i constant, i.

(b) Determinat, i o astfel de recurent,  pentru cazul s = 2, λ1 = 1, λ2 = 3, P1 =X,P2 = 1.

Exercit
,
iul 12.1.4. Consider m dou  recurent,e liniare omogene (RP) s, i (RQ) cu polinoamele

caracteristice P , respectiv Q. Ar tat, i c , dac  P ∣ Q, atunci orice solut, ie a recurent,ei (RP) este
s, i o solut, ie a lui (RQ).

Exercit
,
iul 12.1.5. Fie (an)n o solut, ie a recurent,ei

(R1):xn+r + cr−1xn+r−1 +⋯ + c1xn+1 + c0 = hn, n ≥ 0

s, i (bn)n o solut, ie a recurent,ei:

(R2):xn+s + ds−1xn+s−1 +⋯ + d1xn+1 + d0 = an, n ≥ 0

Not m prin P1(X), respectiv P2(X) polinoamele caracteristice ale celor dou  recurent,e s, i not m

P1(X)P2(X) =Xr+s + er+s−1Xr+s−1 +⋯ + e1X + e0

Atunci (bn)n este o solut, ie recurent,ei:

xn+r+s + er+s−1xn+r+s−1 +⋯ + e1xn+1 + e0 = hn, n ≥ 0.
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Exercit
,
iul 12.1.6. Consider m s, irul lui Fibonacci (xn)n din exemplul 1.9. Ar tat, i c  xn este

cel mai apropiat num r întreg de
1√
5
(1 +

√
5

2
)
n

.

Exercit
,
iul 12.1.7. Determinat, i solut, iile generale complexe, respectiv reale, ale recurent,elor

omogene:

(a) xn+1 = 4xn, n ≠ 0.

(b) xn+2 = 2xn+1 − 2xn, n ≥ 0.

(c) xn+2 + xn+1 + xn = 0, n ≥ 0.

(d) xn+4 + 2xn+3 + 3xn+2 + 2xn+1 + xn = 0, n ≥ 0.

(e) xn+3 = 3xn+1 + 2xn, n ≥ 0.

Exercit
,
iul 12.1.8. Determinat, i termenul general al urm toarelor s, iruri de�nite recurent:

(a) xn+2 = xn, n ≥ 0 s, i x0 = 1, x1 = −1.

(b) (s, irul lui Lucas) xn+2 = xn+1 + xn, n ≥ 0 s, i x0 = 2, x1 = 1.

Exercit
,
iul 12.1.9. Determinat, i solut, ia general  a urm toarelor recurent,e neomogene:

(a) xn+2 − 3xn+1 + 2xn + n(−1)n, n ≥ 0.

(b) xn+2 − 3xn+1 + 2xn + n2 ≥ 0.

(c) xn+2 − 3xn+1 + 2xn + n2n ≥ 0.

Exercit
,
iul 12.1.10. Determinat, i termenul general al s, irurilor de�nite recurent:

(a) xn+1 = 4xn + n,n ≥ 0 s, i x0 = 1.

(b) xn+1 = 2xn + (−1)n cos nπ
2 , n ≥ 0 s, i x0 = 1.

Exercit
,
iul 12.1.11. Determinat, i termenul general al s, irului de�nit prin:

xn − 5xn/2 + 6xn/4 = n,n = 2k, k ≥ 2

cu datele init, iale x1 = 2, x2 = 1.

12.2 Principiul lui Dirichlet

Exercit
,
iul 12.2.1. Ar tat, i c :

(a) Între treisprezece persoane, exist  dou  care au aceeas, i zi de nas,tere.

(b) Într-o s,coal  sunt 1500 de elevi. Exist  5 care au aceeas, i zi de nas,tere.

41



Exercit
,
iul 12.2.2. Într-un restaurant iau cina mai mult, i englezi, francezi s, i germani. Care este

num rul minim de participant, i astfel încât s  �m siguri c  sunt m car 15 de o etnie prezent, i.

Exercit
,
iul 12.2.3. La o conferint,  unui participant, i dau mâna cu alt, ii. Ar tat, i c  exist  dou 

persoane care au dat mâna cu acelas, i num r de oameni.

Exercit
,
iul 12.2.4. Un angajat lucreaz  la un proiect 55 de ore în 12 zile. Presupunând c  în

�ecare zi a lucrat un num r natural nenul de ore, ar tat, i c  în dou  zile consecutive a lucrat cel
put, in dou  zile.

Exercit
,
iul 12.2.5. Fie a, b ∈ N prime între ele. Atunci exist  x, y ∈ N astfel încât ax − by = 1.

Exercit
,
iul 12.2.6. Alegem 101 numere de la 1 la 200.

(a) Ar tat, i c  exist  dou  între cele alese cu diferent,a 1.

(b) Ar tat, i c  exist  dou  cu suma 201.

(c) Ar tat, i c  exist  dou  între cele alese care se divid unul pe cel lalt.

Exercit
,
iul 12.2.7. Fie a1, . . . , a100 numere naturale nenule cu suma 150. Ar tat, i c  exist  i < j

astfel încât ai +⋯ + aj = 49.

Exercit
,
iul 12.2.8. Alegem 10 puncte în interiorul unui p trat 3 × 3. Ar tat, i c  exist  dou 

dintre puncte la distant,a cel mult
√
2.

Exercit
,
iul 12.2.9 (Erdos-Szekeres). Consider m un s, ir de n2 + 1 numere reale. Atunci exist 

un subs, ir monoton de lungime n+1. Ar tat, i c  exist  un s, ir de n2 numere reale care nu cont, ine
niciun subs, ir monoton de lungime n.

Exercit
,
iul 12.2.10. Consider m un s, ir de rs + 1 numere reale. Atunci s, irul admite un subs, ir

cresc tor de lungime r + 1 sau un subs, ir descresc tor de lungime s + 1.

Exercit
,
iul 12.2.11. În plan consider m 10 puncte distincte. Exist  4 dintre acestea

P1, P2, P3, P4 astfel încât pantele segmentelor P1P2, P2P3, P3P4 sunt toate pozitive sau toate
negative.
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12.3 Probleme de num rare

Exercit
,
iul 12.3.1. Fie A o mult, ime de n elemente s, i k ∈ N. Ar tat, i c  numerele de k-s, iruri,

k-aranjamente, k-combin ri, respectiv k-multiseturi, depind doar de n s, i nu de A. Mai precis,
dac  B este o alt  mult, ime de n elemente, ar tat, i c  exist  o biject, ie între mult, imea k-s, irurilor
din A s, i multimea k-s, irurilor din B (s, i similar pentru celelalte trei tipuri de obiecte).

Exercit
,
iul 12.3.2. (a) Câte cuvinte de 5 litere se pot forma cu literele A,B,C?

(b) Câte cuvinte de 3 litere se pot forma cu literele A,B,C,D,E astfel încât �ecare liter  s 
apar  o singur  dat ?

(c) Câte cuvinte de 10 litere se pot forma cu literele A s, i B astfel încât A s  apar  de 7 ori s, i
B s  apar  de 3 ori.

(d) Câte cuvinte de 10 litere se pot forma cu literele A,B,C astfel încât A s, i B s  apar  de 3
ori �ecare iar C de 4 ori.

Exercit
,
iul 12.3.3. În câte moduri putem plasa 8 turnuri identice pe o tabl  de s,ah 8× 8 astfel

încât ele s  nu se atace? Dar dac  turnurile sunt diferite?

Exercit
,
iul 12.3.4. În câte moduri poate � ordonat  mult, imea {1,2, ..., n} astfel încât numerele

{1,2,3} s  stea la rând (eventual în ordine cresc toare).

Exercit
,
iul 12.3.5. În câte moduri pot � as,ezate n persoane la o mas  circular ?

Exercit
,
iul 12.3.6. Câte numere de 6 cifre, care nu cont, in cifre identice, se pot forma cu cifrele

0,1,2,3,4,5 ?

Exercit
,
iul 12.3.7. O grup  de student, i trebuie s  programeze 4 examene în 8 zile. În câte

moduri se poate face aceasta? Dar dac  ultimul examen se d  în mod obligatoriu în ultima zi?

Exercit
,
iul 12.3.8. Din 11 persoane, 7 b rbat, i s, i 4 femei, se formeaz  o delegat, ie de 5 persoane,

care cont, ine cel put, in 2 femei. În câte moduri se poate forma delegat, ia?

Exercit
,
iul 12.3.9. La o petrecere particip  8 b iet, i s, i 7 fete. În câte moduri se pot forma 4

perechi?

Exercit
,
iul 12.3.10. Un test gril  cont, ine 5 subiecte, �ecare cu 4 variante de r spuns. În câte

moduri se pot da r spunsuri, dac :

(a) pentru �ecare subiect este permis un singur r spuns;

(b) pentru �ecare subiect, trebuie selectat  cel put, in o variant  de r spuns.

Care este probabilitatea ca alegând aleatoriu r spunsurile, un student s  r spund  corect la mai
mult de jum tate din subiecte?
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Exercit
,
iul 12.3.11. (a) Câte cuvinte de 5 litere se pot scrie cu literele a, b, c, d, e, f, g?

(b) Câte cuvinte de 5 litere se pot scrie cu literele a, b, c, d, e, f, g astfel încât �ecare liter  s 
apar  cel mult o dat .

(c) Câte cuvinte de 8 litere se pot scrie cu literele a, b, c, d, e, f, g astfel încât a s  apar  de 2
ori s, i b de 3 ori?

(d) Câte cuvinte de 8 litere se pot scrie cu literele a, b, c, d, e, f, g astfel încât a s  apar  de cel
put, in 3 ori, b apare cel put, in o dat .

(e) Câte cuvinte de 8 litere se pot scrie cu literele a, b, c, d, e, f, g astfel încât a s  apar  pe
prima sau ultima pozit, ie, iar b s  apar  de 3 ori?

Exercit
,
iul 12.3.12 (Birthday Paradox). Într-o sal  se a�  30 de oameni. Care este probabil-

itatea ca dou  dintre persoane s  aib  aceeas, i zi de nas,tere? Determinat, i num rul minim de
persoane astfel încât probabilitatea ca doi s  aib  aceeas, i zi de nas,tere s  �e >50%, respectiv
>90%.

Exercit
,
iul 12.3.13. Ion comand  10 c rt, i distincte, trei despre politic , s,apte despre chimie.

Dintr-o gres,eal  a editurii, ele ajung într-o ordine aleatoare una câte una. Care este probabili-
tatea ca cele trei despre politic  s  ajung  consecutiv, una dup  alta?

Exercit
,
iul 12.3.14. Determinat, i num rul de s, iruri de 12 bit, i, format, i din 4 de zero s, i 8 de

unu, astfel încât nu exist  doi de zero al turat, i.

Exercit
,
iul 12.3.15. În câte moduri putem împ rt, i 14 persoane în patru grupuri de 2, 3, 4,

respectiv 5 oameni?

Exercit
,
iul 12.3.16. În câte moduri putem distribui 10 c rt, i distincte pe 5 rafturi (distincte)

astfel încât pe �ecare raft s  avem cel put, in o carte?

Exercit
,
iul 12.3.17. În câte moduri putem distribui 10 bomboane identice la 3 copii? Dar dac 

presupunem c  �ecare copil primes,te cel put, in o bomboan ?

Exercit
,
iul 12.3.18. Alfabetul latin are 26 de litere.

(a) Câte cuvinte de dou  litere exist ?

(b) Câte cuvinte de dou  litere distincte exist ?

(c) Câte cuvinte de trei litere se pot forma care nu cont, in dou  vocale al turate?

Exercit
,
iul 12.3.19. (a) În câte moduri putem permuta literele cuvântului BANANA? Dar

dac  vrem ca cei trei de A s  nu apar  consecutiv?

(b) În câte moduri putem permuta cifrele num rului 12112025? Dar dac  vrem ca cifrele de
0 s, i 2 s  nu �e consecutive?
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Exercit
,
iul 12.3.20. În câte moduri putem împ rt, i 18 student, i în grupuri de 3 sau 4?

Exercit
,
iul 12.3.21. Un zidar cump r  10 g let, i cu vopsea alb , gri, albastr , ros, ie s, i verde.

Câte combinat, ii exist ?

Exercit
,
iul 12.3.22. Un magazin primes,te de la produc tor 40 de tablete de ciocolat  (identice),

pe care le aranjeaz  pe 3 rafturi (distincte).

(a) În câte moduri pot � aranjate acestea pe rafturi?

(b) În câte moduri pot � aranjate astfel încât pe �ecare raft s  �e m car una?

(c) În câte moduri pot � aranjate dac  pe raftul de sus s, i de jos trebuie s  �e plasate cel mult
15 (pe �ecare), iar pe cel din mijloc cel put, in 25?

(d) S  presupunem c  ciocolatele sunt de dou  tipuri: 20 ciocolat  cu lapte s, i 25 ciocolat 
neagr . În câte moduri putem s  le distribuim pe rafturi astfel încât pe �ecare s  existe
m car 5 de �ecare tip?

(e) S  presupunem c  ciocolatele sunt de dou  tipuri: 20 ciocolat  cu lapte s, i 25 ciocolat 
neagr . În câte moduri putem s  le distribuim pe rafturi astfel încât pe �ecare s  existe
m car 5 de �ecare tip?

Exercit
,
iul 12.3.23. Câte cuvinte de 7 litere se pot forma cu literele M, A, T, H astfel încât

�ecare s  apar  m car o dat . Care este probabilitatea ca alegând aleatoriu un astfel de cuvânt
s  cont, in  sub-cuvântul MATH?

Exercit
,
iul 12.3.24. Consider m cuvântul IONPEGARD. În câte moduri putem permuta literele

astfel încât unul din (sub)cuvintele ION, PE sau GARD s  apar ?

Exercit
,
iul 12.3.25. Fie n s, i k numere naturale. Atunci num rul de funct, ii strict cresc toare

f ∶ [k] → [n] este (nk). În particular, dac  k > n, nu exist  funct, ii strict cresc toare f ∶ [k] → [n].

Exercit
,
iul 12.3.26. Fie n s, i k numere naturale nenule. Atunci num rul de funct, ii cresc toare

f ∶ [k] → [n] este ((nk)) = (
n+k−1

k
).

Exercit
,
iul 12.3.27. Fie n, k ∈ N. Consider m ecuat, ia x1 + x2 + . . . + xk = n.

(a) Câte solut, ii naturale are ecuat, ia?

(b) Câte solut, ii naturale nenule are ecuat, ia.

Ordinea necunoscutelor conteaz  (de exemplu, 1+2+3 = 6 s, i 3+2+1 = 6 sunt considerate solut, ii
diferite).
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Exercit
,
iul 12.3.28. Consider m ecuat, ia x1 + x2 + x3 + x4 = 20.

(a) Câte solut, ii naturale are ecuat, ia?

(b) Câte solut, ii naturale nenule are ecuat, ia?

(c) Câte solut, ii naturale ale ecuat, iei veri�c  x1 ≥ 1, x2 ≥ 1, x3 ≥ 3, x4 ≥ 2?

(d) Câte solut, ii naturale ale ecuat, iei veri�c  x1 ≤ 5, x2 ≤ 7, x3 ≤ 7, x4 ≤ 5?

Exercit
,
iul 12.3.29. (a) Determinat, i num rul funct, iilor injective, respectiv strict cresc toare

[3] → [6].

(b) Determinat, i num rul funct, iilor cresc toare [6] → [3].

(c) Determinat, i num rul de funct, ii surjective [6] → [3].

Exercit
,
iul 12.3.30. Fie p num r prim s, i n ∈ N. Dezvoltând (1 + 1 +⋯ + 1´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

nori

)p, ar tat, i c  np ≡ n

mod p.

Exercit
,
iul 12.3.31. Un deranjament al lui [n] este o permutare (a1, . . . , an) a lui [n] astfel

încât ai ≠ i, pentru orice i = 1, . . . , n.

(a) Ar tat, i c  num rul deranjamentelor este

Dn = n!(1 −
1

1!
+ 1

2!
−⋯ + (−1)n 1

n!
)

(b) Ar tat, i c  D1 = 0,D2 = 1 s, i Dn = (n − 1)(Dn−2 +Dn−1), pentru orice n ≥ 3.

(c) Ar tat, i c  D1 = 0 s, i Dn = nDn−1 + (−1)n, pentru orice n ≥ 2.

Exercit
,
iul 12.3.32. Fie Sk = 1k + 2k +⋯ + nk. S  se demonstreze c 

(n + 1)k+1 = 1 + (k + 1
1
)Sk + (

k + 1
2
)Sk−1 +⋯ + (

k + 1
k
)S1 + n.

S  se deduc  S2, S3, S4.

Exercit
,
iul 12.3.33. S  se calculeze sumele:

(a) (n0) − (
n
2
) + (n4) − (

n
6
) +⋯;

(b) (n0) − 3(
n
2
) + 9(n4) − 27(

n
6
) +⋯;

(c) (n0) + (
n
4
) + (n8) + (

n
12
) +⋯.
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Exercit
,
iul 12.3.34. S  se calculeze sumele:

(a) (n0)
2 − (n1)

2 + (n2)
2 −⋯ + (−1)n(nn)

2
;

(b) (n1)
2 + 2(n2)

2 + 3(n3)
2 +⋯ + n(nn)

2
;

(c) (2nn ) + 2(
2n−1
n
) + 22(2n−2n

) +⋯ + 2n(nn).

Exercit
,
iul 12.3.35. Fie n ≥ 1. Ar tat, i c  num rul solut, iilor naturale nenule ale ecuat, iei

x1 + 2x2 +⋯ + nxn = n

este egal cu num rul de partit, ii p(n).

Exercit
,
iul 12.3.36. Fie n ≥ k ≥ 1. Dac  n ≥ 2k, atunci c  pn−k(n) = p(k).

Exercit
,
iul 12.3.37. Fie n ≥ k ≥ 1. Atunci

pk(n) = pk(n − k) + pk−1(n − k) + ⋯ + p1(n − k) + p0(n − k)
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