Introducere in combinatorica si teoria grafurilor
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1 Recurente liniare

Definitia 1.1. (a) O recurenti liniara cu coeficienti constanti de ordin r > 1 este o familie de
ecuatii de forma

Tptr + Cr_1Tpgr—1 +** + C1Tps1 + C0Tn = by, Y 20

unde r > 1, ¢,—1,...,¢1,¢0 € R, co # 0, sunt constante, (hy)n>0 este un sir fixat de numere
reale, iar (z,)n>0 este sirul de necunoscute.

(b) O solutie a recurentei este un sir (a,)n>o de numere reale care verificd toate ecuatiile
recurentei:
Qntr + Cr—10m4r—1 + " + C18n+1 + Cln = Ap, Y 2 0

recurenta se numeste neomogena.

(c) Dacad h, = 0 pentru orice n > 0, spunem ci recurenta este omogend. In caz contrar,

Putem rescrie recurenta de mai sus sub forma:
Tpir = —Cr1Tpip-1 — " = C1Tps1 — CoTp + hyp, VN 20

de unde gasim cid x,4, este unic determinat de precedentii r termeni xp4r-1,...,Zr.



Astfel, z, este unic determinat de zg,...,z,_1. Termenul x,,1 este unic deteminat de x1,...z,,

deci si el se poate afla in mod unic din valorile g, ..., Zq_1.
Inductiv, rezulti cd o solutie (x,, ), a recurentei este unic determinata de primii r termeni g, 1, ..., Zy_1.
Cu alte cuvinte, date r numere reale ag,ay,...,a,—1, existd si este unic un sir (z,)n>0 de numere

reale (respectiv complexe) astfel incat

Tptr + Cro1Tpyr—1 +* + C1Tpy1 + CoTy = by, YN 20
To = a,T1 = A1, .., Tp 1 = Gp_]

Vom numi valorile ag, ..., a,_1 termenii initiali sau conditiile initiale ale recurentei.

Propozitia 1.2 (Principiul superpozitiei). Fie scalarii «, 5 € R si (apn)ns0, respectiv (by)nso0
solutii ale recurentelor de ordin r urmaétoare

Tntr + Cr1Tpir-1 + "+ C1Tn41 + COLy = Spy, N 20

Tptr + Cr—1Tp4r-1 +*+* + C1Tp41 + CTy = tp,n 20
Atunci sirul (az, + Byn)ns0 este solutie a recurentei

Tp+r + Cr—1Tp4r-1 + *** + C1Tpel + C0Ty = OSp + By, n 20

Demonstratie. Avem, pentru orice n > 0:

(aan+r + anﬁ") + Crfl(aarwrfl + /an+r71) R Cl(aanJrl + /an+1) + CO(aan + ﬂbn) =
= a(an+r + Cr—10ptp-1 + -+ C1G0p+1 + Coan) + B(anﬂ" + Cr—lbn+7“—1 +oeeet Clbn+1 + CObn)

= asy + Bty [ ]
Consideram acum douéd recurente cu coeficienti reali:

(RLNH) : Zptr + Cro1Tpap—1 + -+ + C1Tps1 + €Ty = hyp, Y 20

(RLH) : Zpar + Cr1Tnyr_1 + -+ ClTns1 + C0Zn =0,VN >0

Spunem c& recurenta omogend (RLH) este asociatd recurentei neomogene (RLNH). Un prim rezultat
legat de structura solutiilor lor este:

Propozitia 1.3. (a) Multimea S a solutiilor lui (RLH) formeazd un spatiu liniar real de di-
mensiune 7.

(b) Fie (an)ns0 0 solutie particulara a recurentei neomogene (RLNH). Atunci solutia generald
pentru (RLNH) este
Tp = Qp + Up,n 20
unde (uy)ns0 €ste o solutie a recurentei omogene asociate (RLH).

Astfel, multimea solutiilor (RLNH) este spatiul afin (ay,)ns0 + S, de dimensiune 7.

Demonstratie. (a) Fie (up)ns0, (Un)ns0 € S si o, € R. Aplicand principiul superpozitiei (pentru
hyn = ky = 0), rezultd ci sirul (aqu, + Bu, )nso este si el o solutie a recurentei omogene, deci S este spatiu
liniar.

Am vizut mai sus cd o solutie (x,)n>0 este unic determinata de primii 7 termeni. Obtinem astfel
o aplicatie ¢ : R" — S, care asociaza unui r-uplu (ag,...,a,-1) sirul (z,)ps0 € S astfel incat primii r
termeni sunt ag,...,a,_1.

Din constructie, aplicatia ¢ este bijectiva. Sd aratim ca ¢ este aplicatie liniard. Consideram doud
r-upluri a = (ag,...,ar-1),b = (bo,...,br_1) € R si doi scalari «, 5 € R.

Notam (z,)n = ¢(a), (yn)n = ¢(b). Atunci

O‘Qb(a) + B¢(b) = (axn + Byn)nzo



Deoarece S este spatiu liniar, sirul 2z, = azy, + By,,n >0 se afld in S si primii r termeni sunt
(205, 2r-1) = (@m0 + BYo, - - -, @Tp-1 + BYr-1) = @+ (b

Pe de altd parte, in S, existd un unic gir cu primii termeni dati de ca + Sb si anume ¢(aa + 5b).
Rezulta astfel ca

ag(a) + fo(b) = ¢(aa+ fb)

deci ¢ : R" - S este un izomorfism liniar, iar S este un spatiu liniar de dimensiune 7.

(b) Fie (zy,)ns0 0 solutie a recurentei neomogene (RLNH). Din propozitia anterioard rezulta ca sirul
(1)n>0 — (an)ns0 este o solutie a recurentei omogene, deci (xy,)n>0 € (an)ns0 + S.

Invers, daca (5)ns0 = (@n)ns0+ (Un)ns0, €1 (Un)nso € S, se verificad imediat cd (xy, )ns0 este o solutie
a recurentel neomogene RLNH. [ |

Din rezultatul anterior deducem urmétoarele. Daca (uo.n)n, - -, (Ur-1,n)n €ste o bazd alui S, atunci
orice solutie a ecuatiei omogene (RLH) este de forma

Tp = 0QUOR + QLU p + o+ Q1 Up—1 p, N 2 0

unde «g,...,a,_1 sunt constante reale.
Aceste constante sunt unic determinate de termenii initiali ai solutiei xg,...,x,_1, rezolvind sis-
temul liniar
Qou + cqu + -+ apqufy Tt = 20
aou(l) + alu% 4+t a,,_lu{‘l =x

0 1 r—1 _
aQUp 1+ QU + o+ QU ] = T

Asadar, pentru a determina termenul general al unei recurente omogene, este suficient sa deter-
mindm o baza de solutii. Vom face aceasta in teoremele si

Exemplul 1.4. Considerdam sirul dat prin

.’170:57
Tpt1 — 2T, =0,n >0

Spatiul solutiilor ai acestei recurente omogene are dimensiunea 1 si vom vedea mai tarziu ca are
ca bazd sirul (2"),0. Asadar, termenul general al lui (x,,), are forma

Tp=0a2",n>0
unde « € R il determindm impunand conditia initiala
To = «2°

Rezultd cd o =5, deci x, = 52", pentru orice n € N.

Similar, dacd (an)ns0 este o solutie particulard a recurentei neomogene (RLNH), atunci solutia
generald are forma
Ty = Qp + agug + a1u,11 4ot ozr_luzfl, n>0
unde ag, . ..,a,_1 sunt constante reale care se determind din termenii initiali, similar cu cazul omogen.
Agsadar, determinarea termenului general al unei recurente neomogene se reduce la gisirea unei
solutii particulare (precum si a solutiilor recurentei omogene). In general, gasirea unei solutii particu-
lare nu este o problema simpld, dar vom da exemple cand (h,,), are nigte forme particulare.



Exemplul 1.5. Considerdm sirul dat prin

o = 9,

Tn+l = 2Tn =1
Se verifica imediat ca sirul constant ¢, = —1,n > 0 este o solutie particulara a recurentei (dar nu
cea cautata). Din exemplul de mai sus, solutia recurentei omogene asociate este

up=a2”,n>0

unde « este un parametru real.
Rezulta ca solutia generald a recurentei neomogene va fi

Tp=Up+Cp=02"-1,n>0
Pentru a determina parametrul o impunem conditia
o = 5

Obtinem:
To=9H < a2’-1=5 < a=6

deci termenul general al sirului dat este

Tn=6-2"-1,n>0

Am formulat rezultatele precedente pentru cazul recurentelor cu coeficienti reali. Aceleasi definitii
si proprietati pot fi date si considerand coeficienti in C.

Desi cazul de interes este cel al coeficientilor reali (de obicei, chiar intregi), se va dovedi util s&
studiem recurentele si in cazul coeficientilor complecsi.

Fie astfel, recurenta liniara omogena de ordin r cu coeficienti complecsi

(RLH_C) : ZTpyr + Cr1Tpar_1 + -+ C1Tps1 + CoTp =0,Yn >0

unde ¢,_1,...,c1,¢9 € C,co £ 0.
Acestei recurente ii asociem polinomul caracteristic

PN =X+ ERIRD Ut INIpRey W

Notam prin Aq,...,A\s € C* radacinile acestui polinom, cu multiplicitatile p1, ..., ws.

e a

Teorema 1.6. O bazd a spatiului de solutii ale recurentei (RHL_c) este formata din sirurile
n n n 1-1 n n n -1
T AT, AT AL A, .., ADnke

Echivalent, orice solutie a recurentei (RLH_c) are forma

Tn = A1p1(n) + Agp2(n) + -+ Adps(n)

unde p;j este un polinom din C[X] de grad < pj, pentru j=1,...,s.

\.

Demonstratie. Vom rescrie recurenta (RHL_c) in forma matriceala:

n 0 1 0 -~ 0 0 [ @n
Tpt1 0 0 | S 0 0 Tn
Tn+r-1 0 0 0 - 0 1 Tn+r-2
Tn+r —C —C1 —C2 - —Cp2 —Cp_1]LlTpn+r-1



Notam matricea r x r din membrul drept prin A. Obtinem atunci

Tn Tn-1 Ln-2 Zo
Tn+l T, Tn-1 €1
: =A : = A2 : == A"
Tn+r-1 Tn+r-2 Tn+r-3 Lr-2
Tn+r Tn+r-1 Tn+r-2 Lr-1

Pentru a determina x,,, trebuie si calculam puterile matricei A. Pentru aceasta vom folosi forma
Jordan a lui A.

Observam ca matricea A este matricea companion a polinomului P(X) = X" +c¢, 1 X" 1 +-+c; X +cg.
Din exercitiul rezultd cd existd matricea inversabild S € M,.(C) astfel incat

J1 0
stas=Jg=| "
0 Js
unde Jj este un bloc Jordan py x pug cu Ay pe diagonald (si 1 deasupra diagonalei).
Rezulta ca
Ji 0
n n g—1 Jg -1
At=8J"S7 =8 ‘ S
0 J7

S

Din exercitiul {12.1.2) deducem ca fiecare bloc J;' este o matrice triunghiulara superior ce are A} pe

diagonala principald, iar deasupra diagonalei numere de forma )\Z_j (’;) unde j < p—1.
Rezultd ci elementele matricei J*S™! sunt de forma Aepr(n), cu pg polinom de grad < py, iar
elementele matricei A" = SJ"S™! vor fi de combinatii liniare de acestea. Obtinem astfel ci z,, are

forma
Ty, = ATp1(n) + Agp2(n) + - Asps(n)

unde py este un polinom din C[X] de grad < py, pentru fiecare k =1,...,s.
Rezulta atunci ca sirurile

n n n, p1—1 n n n, ps—1
s Aln,. .., A{n ey Ay AgMy ..., Agnts

formeaza un sistem de generatori ai spatiului de solutii ai recurentei RHL_c. Cum numadrul acestor
siruri este Y3_; ps = 7 coincide cu dimensiunea acestui spatiu, gasim ca acestea formeaza o baza. =

Putem folosi teorema precedentd pentru a determina solutia generald a unei recurente cu coeficienti
reali. Fie pentru aceasta recurenta de ordin r

(RLh_1) : Tpyr + Cr1Tpip 1 + -ClTps1 + C0Ln =0,n >0
unde cg, ...,c—1 € R, cg # 0. Polinomul caracteristic asociat este
PA)=)\"+ Nt e A + ¢
Vom nota prin:
® \j,..., A\ radacinile reale ale lui P, cu multiplicitati pq,. .., respectiv py, si prin

o pi(cospixising),... pp(cosgi+isinpy) radacinile complexe nereale cu multiplicitatile pf, ..., uy,
(amintim ci radacinile complexe nereale ale unui polinom cu coeficienti reali pot fi grupate in
perechi de numere conjugate, fiecare avand aceeasi multiplicitate).



Teorema 1.7. O bazd a spativlui de solutii reale ale recurentei (RHL_r) este formatd din sirurile
n n -1yn
ko n)\k,...,n“k )\k, k=1,...,t
n n =1 n
PR COSNPL, NPy COSNPE, ..., Nl pi cosnpy, k=1,...,
n - n =1 n
pr sSinnpg, npy sinneg, ..., nt ppsinngyg, k=1,...,
Demonstratie. Notam prin 2z = px(cos gy +isingg),k =1,...,h. Din teorema rezultd ca o baza
a spatiului C-liniar de solutii complexe ale recurentei este data de sirurile
n n -1yn
ko n)\k, ceay n“k >\k7 ]{3:17.. ,t
n n 1. n _
21y NZpy e, NP2 k=1,...,
—n -n ' -1-n
Zi, NZp,..., nteTz k=1,...,

Dar
in ik L e 1 5y
n’ pit cosnepy, = Ren’ z =g+ on’z
1

nd plsinngy, = Imn? 2~ = Q—injzk by

Jzk

Asadar in baza de mai sus putem inlocui sirurile n’z} si n’ zF prin nJ pr cosnpy si n py sinngpy.
Rezultd cé familia de siruri din concluzie este o baza a spatiului de solutii complexe. Dar toate sirurile
respective sunt reale, deci ele vor forma o bazd a spatiului de solutii reale ale recurentei. [ ]

Exemplul 1.8. Consideram sirul dat prin

Tpt1 = 0Ly, 20
To=1

Ecuatia caracteristica este
A=5

care are, evident, o singurd riadacind A = 5, cu multiplicitatea 1. Solutia generald a recurentei va

f
Tp=0c5"n>0

unde c este un parametru real. Acesta se determina folosind termenul initial:

zo=1 — 5'=1 > c=1

deci z,, = 5", pentru orice n > 0.
Puteam determina acest sir si iterand recurenta:

Ty =BTyt = D5°Tp9 =5Tp_g=-+=5" 1oy =5"xy =5"




Exemplul 1.9 (Sirul lui Fibonacci). Consideram sirul

Tn+2 = Tp+l + Tn
xTo = 0,3?1 =1

Folosim teoremele anterioare pentru a gisi o formuld pentru z,. Polinomul caracteristic este

AN -A-1=0

. . 1+v5 . -V . .
si are radacinile A\; = si Ag = —5 ambele simple. Rezultd cd existd constantele
a1, g € R astfel incat

Ty = 1A + ag\y

Pentru a determina a1, as impunem conditiile zg = 0,21 = 0. Obtinem sistemul

a1+ o9 = 0
1+v5 1-v5
o + o =1
2 2
ce are solutia
1 1
o1 =—=,02=~—Fx

Asadar

Tp =

S ()

Exemplul 1.10. Consideram recurenta
Tp+2 = —Tp,n 20

Ecuatia caracteristica este A>+1 = 0, cu ridacinile complex conjugate A1,2 = +i (cu multiplicitatea
1). Astfel solutiile complexe sunt

Ty = ari" + a2(_i)n7n >0
cu ai,as constante complexe. Deoarece
s T

1 =CcoS— +1sin —
2 2

solutiile reale ale recurentei vor avea forma

nm . nmw
T :Oél(EOS? +062S1n7

unde a1, s sunt constante reale.



Exemplul 1.11. Consideram sirul (x, ), dat prin
Tni2 = 4%pi1 — 42, 20

si termenii initiali xg = -1, 21 = 2.
Polinomul caracteristic este
Modr+4=(1-2)2

cu radacina A = 2, cu multiplicitatea p = 2. Rezultd ca solutia generald a acestel recurente este
Tp=a2" +bn2", n>0

unde a, b sunt niste parametri reali. Acestia se determind impunand conditiile zg = -1 si x; = 2.
Obtinem sistemul:

(a-0+0)2°=-1

(a-1+b)2' =2

de unde rezulta a = 2,b = -1, deci

Tp=02n-1)2"n>0

Prezentam acum si un rezultat legat de recurente neomogene:

Teorema 1.12. Consideram recurenta cu coeficienti in C de ordin r urmdatoare
n
(R) Ty + Cro1Tpar—1 + - + C1 T4l + COTp = Q(n)q

unde g € C 51 Q(X) e C[X].

Atunci recurenta admite o solutie particulara de forma
zn = 1"Q(n)g"

unde @ e C[X], cu deg@ < deg@ si p este multiplicitatea lui q ca rdddcindg a polinomulus
caracteristic al recurentei (dacd q nu este radacing, 1 =0).

Demonstratie. Punctul de plecare este observatia cd termenul neomogen este la randul siu o solutie
al unei recurente omogene, de unde rezulta cd solutiile ecuatiei neomogene sunt solutii ale unei ecuatii
omogene (de ordin mai mare). Solutia particulara din concluzie va fi o solutie a acestei ecuatii omogene.

Fie d = deg Q si P(X) polinomul caracteristic al recurentei (R) cu radacinile Aq, ..., As cu multiplicitatile
[, -, s i consideram o solutie (z,), a lui (R).

Din teorema , rezultd ca sirul Q(n)q" este o solutie a recurentei omogene cu polinomul caracter-
istic (X —q)9*!. Folosind exercitiul , sirul (), va fi 0 solutie a recurentei omogene cu polinomul
caracteristic P(X)(X - q)%+!.

Avem dous cazuri. Daca ¢ nu este radacing a lui P(X), radacinile lui P(X)(X -¢)™! sunt i, ..., A,
si ¢, cu multiplicitatile p,...,us, respectiv d + 1, deci (cf. Teorema [1.6)), vor exista polinoamele
P1,---,Ps, respectiv @ de grade strict mai mici ca pq, ..., 1, respectiv d + 1 astfel incat

Ty = Z pr(n)AL + @(n)q"
k=1

Dar Y7 _; pr(n)A} este o solutie a recurentei omogene asociate lui (R), de unde rezulta, folosind prin-
cipiul superpozitiei, ci sirul Q(n)¢" este o solutie particulard a lui (R).
Daci q este o radicind a lui P(X), putem presupune (reindexand radicinile) cd g = A\s. Radacinile
lui P(X)(X —q)™! sunt atunci Aq, ..., A\s_1, As = ¢, cu multiplicitatile p, ..., ps_1, respectiv g, +d + 1.
Din teorema [[.6] existd polinoamele pq,...,ps—1 si Pps de grade mai mici strict ca pi,. .., fe-1,



respectiv pg +d + 1 astfel incat

s—1
Tn = ), pe(n)AL +Ps(n)g",n 20
k=1

Deoarece, degps < ps + d, putem scrie pg = X"Q +ps, cudegQ < d si degps < ps.
Atunci pp(n)A}, k=1,...s-1si ps(@q” sunt solutii ale recurentei omogene asociate lui (R), deci,
din principiul superpozitiei, avem ca nkQ(n)q" este o solutie a recurentei neomogene (R).
In ambele cazuri am aritat ca recurenta are o solutie de forma n*Q(n)q", cu deg @ < d = deg Q.
|

Exemplul 1.13. Considerdm recurenta
Tnt2 = 4Tpe1 — 3Ty, + 2n, nx0

Folosind teorema anterioarda vom determina solutia generala a acestei recurente.
Recurenta omogena asociata este xp+2 = 4xp+1 — 3Ty, n 2 0, ce are ecuatia caracteristica

N -4A+3=0
cu radacinile A; = 1, A2 = 3. Solutia generald a recurentel omogene este atunci
Uy = a1 + 23", n>0

cu o, a9 € R.
Partea neomogend este 2™ si 2 nu este o riddcind a polinomului caracteristic. Vom cauta astfel
o solutie particulard de forma

Yn =a2"n >0

cu a € R. Inlocuind in recurentd, obtinem
a2"? = 402! - 342" + 2"

de unde obtinem a = -1, deci y, = -2",n > 0 este o solutie particulard a recurentei. Solutia
generald va fi:
Tp=a1+a3"-2"n>0

unde g si ap sunt parametri reali.




Exemplul 1.14. Consideram sirul dat prin

Tp+3 = 3Tps1 + 2Ty + 18(—1)”n,n >0
o = O,.,”Ul = O,SUQ =11

Recurenta omogena asociata este xp+3 = 3Tp+1 + 22y, Cu ecuatia caracteristica
Mo3x-2=(A+1)?(1-2)

cu radacinile A; = -1 si Ay = 2 cu multiplicitatile p; = 2, respectiv pg = 1.
Solutia generald a recurentei omogene va fi atunci

Up =a(-1)"+ pn(-1)"+~+2",n>0.

cu a,f,veR.
Conform teoremei anterioare (—1 este radidcind a ecuatiei caracteristice de multiplicitate 2)
cautam o solutie particulard a recurentei neomogene de forma

Yn =n?(an +b)(-1)",n >0
cu a,b e R. Inlocuind in recurents gisim
(a(n+3)3+b(n+3)?)(-1)""3 = 3(a(n+1)3+b(n+1)?)(-1)"" 1 +2(an®+bn?)) (-1)"+18(-1)"n, ¥n > 0
sau echivalent
an®+(9a+b)n?+(27a+6b)n+27a+9b = 3(an’+(3a+b)n+(3a+2b)n+a+b)-2(an®+bn?)-18n, ¥n > 0

Deoarece egalitatea de mai sus are loc pentru orice n > 0, coeficientii polinoamelor din cei doi
membri coincid. Obtinem astfel sistemul

a=3a-2a
9a+b=9a+3b-2b { a=-1
pe———g

27a + 6b = 9a + 6b - 18
27a+9b=3a+ 3b

Asadar, am obtinut solutia particulari a recurentei neomogene
Yn = -n*(n-4)(-1)",n >0
In concluzie, solutia generald a recurentei omogene este
Tp = Y +Up = —n2(n—4)(-1)" + a(-1)" + Bn(-1)" + 42"

unde «, 3,7 sunt parametri reali.
Pentru a-i determina impunem conditiile

z0=0 a+y=0 a=-1
r1=0 <—<{ 3-a-+2y=0 <= <{ B=0
z9 =11 8+a+20+4y=11 v=1

Deci termenul general al sirului dat este

Tp=—(n®—4n? +1)(-1)"+2",n >0

10



Exemplul 1.15. Consideram recurenta
nm
T4 :xn+cosz,n2 0

Folosind teorema anterioard vom determina solutia generald (reald) a acestei recurente.
Polinomul caracteristic este A> - 1, cu radacinile A\; 5 = 1, deci solutia generald a recurentei
omogene este

Up =01 +a(-1)",n>0

Observam ci
nmw T

™ ..
cos— =Re(e"),e =cos — +isin —
4 4 4
Cum € nu este o riddécind a polinomului caracteristic, recurenta va avea o solutie de forma
Zn=ag",n >0
unde a € C. Partea sa reald va avea forma
nmw . nmw
= acosT +bsmI,n >0

cu a,b parametri reali.
Inlocuind in recurentd, gasim

+2 +2
u+b i u:aCOSEersinHJrcosT

a cos
4 4 4 4
Dar
(n+2)r (mr 7r) . nw
cos = — +—|=-sin—
4 4 2 4
(n+2)m (nﬂ' 71') nm
sin =sin| — + — ) =cos —
4 4 2 4
deci

-a=b a="3

. N nm nm . nw
—asin — +bcos — = (a+ 1) cos — + bsin — —
4 4 4 4 b=a+1 b

Am obtinut astfel o solutie particulard a recurentei neomogene:

——lcosm+lsinm
Yn = TR ST TRy

Solutia generala (reald) a recurentei este atunci:

1 1
In:yn+un:—§cos%+§Sin%+a1+a2(_1)n7n20

cu aq, a9 sunt parametri reali.
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Exemplul 1.16. Consideram sirul dat prin
Tpil =Tp+n+1,n>0
cu termenul initial g = 1. Polinomul caracteristic este
X-1
cu radacina caracteristicd A = 1. Solutia generala a recurentei omogene este
Uy, =al” =a

unde o € R.
Cum partea neomogend este n+1 = (n+1)1" si 1 este radacina polinomului caracteristic, aplicand
teorema anterioard, cautdm o solutie particulard de forma

Zn =n(an +b) =an?® +bn,n >0
unde a,b € R. Inlocuind in recurents gisim
a(n+1)?+b(n+1)=an® +bn+n+1,n>0
de unde obtinem a =b = % Asadar o solutie particulara a recurentei neomogene
L. 9
Ui, = i(n +n),n >0
Solutia generald a recurentei neomogene este atunci:
L 9
xn=a+§(n +n),n>0
Impunem acum conditia initiald xzo = 1 si obtinem « = 1. Asadar, sirul cautat este
L 9
Ty = 1+§(n +n),n >0

Puteam determina sirul si iterand recurenta:

. n(n+1)

Tp=Tp1+n=xpo+n+(n-1)=-=x9g+1+2+--+n=1 5
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2 Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet (sau principiul cutiei) este formulat de obicei sub urmitoarea forma:

Teorema 2.1. Fie n € N*. Dacd plasim n + 1 obiecte tn n cutii, atunci mdcar una dintre cutii
trebuie sa contind cel pulin doud obiecte.

Demonstratie. Presupunem ca putem plasa obiectele in cutii astfel incat fiecare sa contina cel mult
un obiect. Deoarece avem n cutii, numarul de obiecte va fi cel mult n, ceea ce contrazice ipoteza.
Asadar, trebuie s existe o cutie cu cel putin doud obiecte. [

O formulare echivalents este:

Teorema 2.2. Fie A si B doud multimi finite astfel incat |A| > |B| si f : A - B o functie.
Atunci f nu este injectiva.

Putem generaliza principiul cutiei:

Teorema 2.3. Fie n,k € N*. Dacd plasdim nk + 1 obiecte in n cutii, atunci mdcar una dintre
cutit trebute sda contind cel putin k+ 1 obiecte.

Exemplul 2.4. Oricum am alege trei numere intregi, existd douél care au aceeasi paritate. Mai
general, oricum am alege n + 1 numere intregi, existd doud dau acelasi rest la impartirea cu n.
Intr-adevir, in prima situatie avem trei numere (obiectele) ce pot avea doud parititi (cutiile).
Astfel doua dintre numere trebuie si aibd aceeasi paritate (doud obiecte trebuie sa fie plasate in
aceeasi cutie).

Pentru a doua situatie, cele n + 1 numere pot da n resturi la impartirea cu n, deci doud dintre
ele trebuie s& aiba acelasi rest.

Exemplul 2.5. Fie ay,...,a, numere intregi. Exista atunci o multime de termeni consecutivi
cu suma divizibild prin n.
Pentru a justifica aceasta considerd urmatoarele n numere:

s1=ai, Ss2=a1+ag,...,Sp-1=a1+...+ap-1, Sp=0a1 +...+an

Daca unul dintre ele se divide cu n, el este suma de termeni consecutivi cautata. In caz contrar,
cele n numere dau la impartirea cu doar n—1 resturi (1,2,...,n—1). Conform principiului cutiei,
doua dintre ele trebuie sa dea acelasi rest.

Exista astfel doi indici ¢ < j astfel incat ay +... +a; = a1 +... + a; (mod n). De aici rezulta ca
suma de termeni consecutivi a;+1 + a2 + ... +a; este divizibila cu n.

Exemplul 2.6. La o conferinta un numar de persoane dau méana intre ele. Atunci exista doua
care au dat mana cu acelasi numar de participanti.

Pentru a demonstra acest lucru, notdm prin n numdarul de participanti si prin ag,ag,...,an
numirul de persoane cu care au dat mana acestia. Deoarece fiecare participant poate da mané
cu oricare din ceilalti n - 1, numerele a; sunt numere intre 0 si n — 1.

Mai mult, valorile 0 si » — 1 sunt mutual exclusive: daca existd un ¢ cu a; = 0, atunci nu exista
un j cu aj =n -1 si invers. (Justificati!)

Deducem astfel cad numerele a; iau valori intre 0 si n—1, astfel incat cel mult unul dintre numerele
0 si n—1 apare, adicd cele n numere a; au n — 1 valori disponibile. Deci, doua dintre ele trebuie
sa fie egale.
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3 Principii de numaéarare elementare

Notatie 3.1. Pentru n € N, notdm [n] = {1,2,...,n}. Prin conventie, [0] = @.

Prima unealta pentru problemele de numarare este data de:

Teorema 3.2. Fie A si B doud multimi finite cu n, respectiv m elemente. Atunci:
(a) Daca An B =g, atunci |AuB|=n+m.
(b) |Ax B|=mn.

(c) |A¥| =nF, pentru orice k> 1.

Demonstratie. (a) Scriem A = {ai,...,an} si B = {b1,...by}. Deoarece A si B sunt disjuncte,
elementele a; sunt diferite de elementele b;, deci Au B = {a1,...,an,b1,...,bp} de unde gisim ca
|AuB|=n+m.
Mai mult, putem scrie explicit si o bijectie intre [m+n] si AuB si anume functia f : [m+n] - AuB
data prin
. j, dacdj=1,2,...,n
1G) :{ j—iL, daca§:n+1,n+2,...,n+m

(b) Procedam prin inductie dupa n := |A].

Pentru n =0, A =g, deci Ax B =@ si evident |A x B| = |A|-|B| =0.

Fie n € N. S& presupunem cé (b) are loc pentru orice multime finitd B si orice multime A cu n
elemente.

Pentru a demonstra pasul inductiv, consideram B o multime finita arbitrard si A o multime finita
cu n+ 1 elemente. Fixam un element a € A si notdm A’ = A\{a}. Avem atunci:

AuB={(z,y)|zecA,yecB}

={(a,y) lye By u{(z,y) |zec A',yeB}
= ({a} x B)u (A" x B).

Multimea {a} x B are m = |B| elemente, iar din pasul inductiv |A" x B| = nm (deoarece |A’| = n).
Cum multimile {a} x B si A’ x B sunt disjuncte, (a) implica

|Ax B|=|{a} x BuA"x B|=|{a} x B|+|A" x B|=m+nm = (n+1)m

adicd ceea ce volam si aratim.
(¢) Tterand (b), obtinem:

|Ak| =7 ,Ak—ly =n2. |Ak—2\ = nk—l\A\ =nk
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Observatia 3.3. Din teorema precedenta, stim ca produsul cartezian A x B are nm elemente,
cand |A| = n si |B|] = m, deci stim c&d existd o bijectie intre [nm] si A x B, dar demonstratia
precedentd nu construieste efectiv un astfel de functie.

O bijectie [nm] - A x B este, in esentd, un mod de enumerare (sau de parcurgere) a "matricei"
AxB. Putem scrie explicit o bijectie astfel. Numerotand elementele lui A si B, putem presupune
cd A=[n]si B=[m] si vizualizim A x B ca o matrice cu n linii si m coloane. Daca parcurgem
aceastd matrice pe linii una dupa alta obtinem enumerarea lui A x B:

(1,1),...(1,m),(2,1),...(2,m),...(n,1),...,(n,m)

Asociind unui numar k perechea de pe pozitia k vom obtine functia cdutata. Explicit consideram
functia f: [nm] x [n] x [m] datd prin

f(B)=(q+1,r+1)

unde ¢ = [%] +si 7=k (mod m) sunt catul, respectiv restul lui k la m. Se arata ca f este bine

definitd (adica (¢+1,7+1) € [n] x[m]) si ca f este bijectiva cu inversa g : [n] x[m] — [nm] data
prin:
g9(i,j) =m(i-1) +j

Propozitia precedenta ilustreaza doud principii importante in combinatorica enumerativa:

e (principiul adunirii) Sa presupunem ca vrem si numérdm niste obiecte pe care putem si le
impartim in doua cazuri disjuncte A si B. Atunci numarul total de obiecte va fi suma numarului
obiectelor din cazul A cu cel al obiectelor din cazul B.

e (principiul multiplicédrii) Presupunem ca pentru a construi un obiect trebuie si facem doud alegeri.
Prima se poate face in n moduri si pentru fiecare primi alegere, a doua se poate face in m moduri.
Atunci numérul total de alegeri este nm.

O aplicatie (relativ) simpld a acestui rezultat este:

Corolarul 3.4. Fie A=[n] si B=[m]. Numdarul de functii f: A — B este m".

Demonstratie 1. O functie f : A - B este unic determinata de valorile (f(1), f(2),..., f(n)). Astfel,
pentru a construi o functie, trebuie s alegem un element din B pe care si il atribuim

Invers, dat un n-uplu (b1,...,b,) € B", lui ii putem asocia functia f: A - B data prin f(i) = b;,
pentru fiecare i € A.

P ]

Demonstratie 2. O functie f: A — B este unic determinatd de n-uplul (f(1), f(2),...,f(n)) € B".
Invers, dat un n-uplu (by,...,b,) € B™, lui ii putem asocia functia f : A - B dati prin f(i) = b;, pentru
fiecare 1 € A. Am obtinut astfel dou# corespondente:

F(A,B) < B"

(f:A=B)~ (f(1),...,f(n))
f@)=a;,Vie A« (a,...,a,)

Se aratd imediat cd cele doud corespondente sunt inverse una alteia, deci ele stabilesc o corespondenti
bijectivd F(A, B) - B™. Rezultd astfel ci [F(A, B)|=m". |

Corolarul 3.5. Fie M o multime cun >0 elemente. Atunci numdarul de submultimi ale lui M
este 2".
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Demonstratie. Vom construi explicit o bijectie intre P (M), multimea partilor lui M, si F(M,{0,1}),
multimea functiilor f: M — {0,1}.
Pentru o submultime A c M, vom nota prin x4 : M — {0,1} functia datad prin:

l,a e A.
XA(CL)={ 0,a ¢ A.

numitd functia caracteristica a lui A.

Am obtinut astfel o aplicatie x : A e P(M) - F(M,{0,1}), A » xa. Invers, unei functii f: M —
{0,1} 1i asociem submultimea A = f~1(1) a lui M si obtinem o aplicatie ¢ : F(M,{0,1} - P(M).

Sa demonstriam ci aceste dou#l aplicatii sunt inverse una alteia.

Consideram mai intai A € P(M). Avem atunci

pox(A)=ad(xa)=x"(1)=A

(ultima egalitate rezultand din definitia lui x4). Cum A a fost ales arbitrar, am obtinu ¢o x = idp(ar).
Invers, luam f € F([n],{0,1} si notdm A = ¢(f).
Cum A = ¢(f) = f71(1), rezulta ci pentru orice a € A avem f(a) = 1. Dacd a ¢ A, f(a) trebuie
sa fie diferit de 1. Dar f ia doar valorile 0 sau 1, deci f(a) = 0. Am obtinut astfel ca f ia valoarea
constanta 1 pe A si 0 in rest, deci f = x4. Asadar

xoo(f)=x(A)=xa=f

ceea ce aratd cd x o ¢ = idr(ar,(0,1))-
Deci ¢ si x sunt inverse una alteia, de unde deducem ca (folosind teorema anterioard)

[P(M)] =|F(M,{0,1})] = 2"

Demonstratia 2. Proceddm prin inductie dupa n. Pentru n =0, M = @, deci |P(M)|=1=2°.

Presupunem cé rezultatul are loc pentru orice multime cu n elemente si il demonstram pentru
multimi cu n + 1 elemente. Fie astfel M o multime cu |[M|=n+ 1.

Consideram a un element fixat al lui M si notam M’ = M\{a}. Atunci M’ are n elemente, iar
ipoteza inductivd garanteaza ca |M'| = 2".

Impartim submultimile A ale lui M in doui clase: a € A, sau a ¢ A.

Daca a ¢ A, atunci A este de fapt o submultime a lui M'. Obtinem in acest 2" submultimi ale lui
M.

Daci a € A, atunci A\{a} este o submultime a lui M’, deci A se obtine addugand la o submultime
a lui M’ elementul a (exterior lui M’). Deci numérul submultimilor din aceastd clasd va fi iardsi 2".

Cum cele doud clase sunt disjuncte, M va avea 2" + 2" = 2"*! submultimi. [

4 Siruri, aranjamente, combinari, multiseturi

In aceastd sectiune studiem cateva tipuri de obiecte combinatoriale clasice. Mai precis, vrem sa
numaram colectiile de k elemente dintr-o multime finita, in care elementele sunt ordonate sau or-
donate, permitand sau nu repetitii. Mai intai, considerdm cazul neordonat.

Definitia 4.1. Fie A o multime finita cu n elemente si k un numadr natural.

(a) Prin k-sir cu elemente din A intelegem un k-uplu (ai,...,ax) cu a; € A nu neaparat
distincte.
(b) Prin k-aranjament (sau k permutare) al lui A intelegem un k-sir (ai,...,ax) din A cu

elementele a; distincte doud cate doui.

(¢) Prin permutare a lui [n] intelegem un n-aranjament al lui A, adicd un n-uplu format din
toate elementele lui A, aranjate intr-o anumita ordine.
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Observatia 4.2. Fie A o multime cu n elemente. Numé&rul de k-siruri si de k-aranjamente
depinde doar de cardinalul n al lui A si nu de multimea explicitda A. De aceea, pentru a calcula
aceste cantitati putem presupune ca A = [n].

Exemplul 4.3. (a) 2-sirurile multimii [3] sunt: (1,1),(1,2),(1,3), (2,1),(2,2),(2,3),
(37 1)7 (37 2)7 (37 3)'
(b) Aranjamentele de 2 elemente ale multimii [4] sunt: (1,2),(1,3),(1,4), (2,1),(2,3),(2,4),
(37 1)7 (37 2)7 (37 4)7 (47 1)7 (47 2)7 (47 3)'

Teorema 4.4. Fie n,keN. Numdarul de k-siruri din [n] este n*. ]

.

Demonstratie. Un k-sir este prin definitie un element din produsul cartezian [n]¥. Astfel, numarul
de k-siruri este egal cu |[n]*| = n*. ]

r

Teorema 4.5. Fie n,k e N. Atunci, numdrul de k-aranjamente din [n] este
Ab = () =n(n-1)...(n-k+1).

In particular, daci n <k, Af; =0. De asemenea, numdarul de permutdari ale lui [n] este n!.

Demonstratia 1. Un aranjament al lui M = [n] de k elemente este un k-uplu ordonat (ai,...,ax)
de elemente distincte ale lui M.

Pentru a construi acest aranjament trebuie sa alegem mai intai o valoare pentru a;. Acest lucru
se poate face in n moduri. O datd ales aj, al doilea element as poate fi ales in n — 1 moduri (din [n],
excludem valoarea aleasd pentru ay). Astfel, a; si as (in aceasta ordine) pot fi alese in n(n—1) moduri.

Pentru fiecare dintre aceste alegeri, as va putea fi ales in n — 2 moduri (din [n] elimindm valorile
alese pentru ay si ag). Continuand procedeul, ajungem la final cd pentru fiecare dintre alegerile lui
ai,...ag-1 avem n —k + 1 moduri de alegere ale lui aj. Obtinem astfel n(n-1)...(n -k + 1) moduri
de a alege aranjamentul (aq,...,ax). [ ]

Demonstratia 2. Aceasta este o varianta mai riguroasa a celei de mai sus. Vom demonstra rezultatul
obtinand mai intai o relatie de recurenta pentru A¥. Fie k > 1.

Un aranjament de k elemente aq,...,a; al lui [n] se poate obtine addugand la aranjamentul
(a1,...,ax_1) de k—1 elemente, ultimul elemente ai. Deoarece ay este diferit de ceilalti a;, el poate lua
n — (k—1) valori. Invers, addugand la orice aranjament (ay,...,a;_1) o valoare ay din cele n— (k-1)

rdmase, obtinem un aranjament de k elemente.
Rezulta astfel ca
Ab = AR (- k4 1)

Iterand aceastd relatie gisim

AF o AL ik + 1) = A2 (n—k+2)(n-k+1) = =AY n(n-1)(n-k+1)

Cum A% =1 (aranjamentul vid), obtinem formula ceruta. |

Consideram acum cazul colectiilor de elemente neordonate, fara repetitii.

Definitia 4.6. Fie A o multime finitd cu n elemente si k¥ un numéar natural. Prin combinare
de k elemente ale lui A intelegem o submultime {aq,...,ax} de k elemente (distincte) ale lui A.
Notam prin (Z) numarul de combinari de k elemente ale lui A.
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Observatia 4.7. Numarul de k-combiniri depinde doar de cardinalul n al lui A si nu de multimea
explicita A. De aceea, pentru a calcula aceste cantititi putem presupune ci A = [n].

Exemplul 4.8. Combinirile de 2 elemente ale lui [4] sunt:

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}.

Teorema 4.9. Fie n,k € N. Atunci: Numarul de combinari de k elemente ale lui [n] este

(Z) _ n(n - 1)k('n -k+1)

In particular, daca n < k, avem (Z) =0, tar pentru n >k, putem scrie

(Z) ) k:!(nni k)!

Demonstratie 1. Pentru a construi o submultime S = {aq,...,a;} de k elemente putem proceda
astfel: alegem un element aq al lui [n]. O datd fixat a;, pentru as raméan n — 1 valori posibile.
Repetand procedeul construim intreaga submultime.

Insa prin acest procedeu, nu am construit doar o submultime, c¢i am impus si o ordine a alegerii.
Dacd alegem 1 si apoi 2 sau dacd alegem 2 si apoi 1, obtinem aceeasi submultime {1,2}, desi in
procedeul nostru ele sunt numérate separat. Astfel numéram aceleasi submultimi de mai multe ori.
Pentru a obtine rezultatul corect, trebuie s& "elimindm" ordinea din submultimi. Cu alte cuvinte,
vrem si identificim aranjamentele care furnizeazd aceeasi submultime.

Un aranjament de k elemente poate fi construit si astfel: alegem o submultime de k elemente ale
lui [n] si apoi alegem o permutare a acestor elemente. Pentru fiecare alegere a celor k elemente, avem
k! moduri de a le permuta. Rezultd astfel ci numarul de combindri de k elemente va fi k!- A* | adica
exact valoarea ceruta.

Rationamentul anterior poate fi facut mai precis astfel. Spunem cd doud aranjamente de k elemente
sunt echivalente dacd ele au la bazi aceeasi combinare (adica se obtin una din alta printr-o permutare
a celor k elemente). Fiecare clasi de echivalentd va corespunde (bijectiv) unei combiniri. In fiecare
clasa de echivalentd avem exact k! aranjamente, corespunzand tuturor posibilitdtilor de ordonare ale
submultimii suport. Asadar, numérul de combiniri va fi de k! ori numarul de aranjamente. [

Demonstratie 2. Vom obtine o relatie de recurentd pentru (Z) din care vom deduce formula ceruta.

Putem presupune n > k > 1. Numaram in doud moduri perechile (A,z) cu A € ([Z]) sixeA.

Mai intéi alegem A (in () moduri) si apoi elementul z € A (in k moduri), obtinand astfel k(7)
perechi.

Pe de altd parte, putem alege mai intai = (in n moduri). Submultimile A care il contin pe x sunt
de forma {x} U B cu B c [n] avand k — 1 elemente. Asadar avem (Zj) de posibilitati de alegere a lui
A. Rezulta ca numarul de perechi este egal cu n(z:l).

(-2 - =0 s ()

de unde obtinem

Cum (nak) =1 (exista o singura submultime cu 0 elemente si anume @), rezultd formula din concluzie.
[ ]
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Ultimul tip de obiecte considerat va fi cel al submultimilor neordonate in care repetitia elementelor.

Definitia 4.10. (a) Prin multiset vom intelege o multime, in care permitem ca elementele s

se repete. Vom nota
— mi m2 m.
S={{al",a5?,...a]""}}
multisetul ce contine elementul a; de m; ori, elementul ag de mg ori,.. ., elementul a, de
m, Ori.

Numarul de aparitii m; al lui a; se numeste multiplicitatea lui a; in S. Prin definitie,
cardinalul unui multiset este suma multiplicitatilor fiecdrui element. In notatia precedents,

|S|=mi+mo+...+m,.

(b) Fie M o multime cu n elemente. Prin (sub)multiset al lui M (sau combinare cu repetitii
a lui M) intelegem un multiset ale carui elemente fac parte din M.

(¢) Vom nota prin vom nota ((Z)) numarul de multiseturi cu k elemente ale lui [n] (sau orice

multime de n elemente.)

Observatia 4.11. O definitie riguroasa a unui multiset este urmatoarea: prin multiset intelegem
o pereche (A,m) formata dintr-o multime finitd A = {a1,...,a,} si o functie m : A - N* ce
asociazd fiecirui element a; al lui A un numér natural nenul m;, numit multiplicitatea lui a;.

Teorema 4.12. Fie n,k >0. Atunci numarul de submultiseturi cu k elemente ale lui [n] este
()-(7)
k) \ k

Demonstratia 1. Orice multiset de k elemente ale lui [n] se poate reprezenta in mod unic printr-un
sir crescétor fi vazut ca un sir crescator a; < ag <... < aj de numere din [n].

De exemplu, multisetul {{53,2!,12}} este reprezentat prin: (1,1,2,5,5,5). Astfel, este suficient sa
numaram sirurile crescitoare de k elemente din [n].

Unui astfel de sir (a3 <--- < ag) 1i asociem sirul de k numere strict crescitor din [n+k —1]

(1<)ay<as+1<az+2<-<ap+k-1(<n+k-1)

Invers, unui sir strict crescitor s; < sy < =+ < s din [n+k—1] 1i putem asocia sirul crescitor de
elemente din [n]:
al =81,a2=52—1,a3=53—2,...,ak=sk—k+1

Cele doud corespondente sunt inverse una alteia, deci (( Z)) este egal cu numirul de siruri strict
crescitoare de k elemente din [n + k — 1]. Dar acesta din urma este egal cu numéarul de submultimi de
k elemente din [n + k —1]. Deci ((Z)):(mlljfl) u

Demonstratia 2. Vedem [n] ca o multime (ordonatid) de n cutii.

Un k-multiset al lui [n] poate fi vizut ca o distributie de k obiecte identice in n cutii diferite. Mai
precis, consideram n cutii diferite, numerotate de la 1 la n si k obiecte identice.

Identificdm multisetul {alfl, ...ak} al lui n poate fi vizut ca o distributie a obiectelor in cutii,
punand in cutia a; exact k; dintre obiecte, pentru fiecare indice j. Putem reprezenta o astfel de
impaértire astfel: scriem k stelute in linie si apoi plasdm n — 1 bare pentru ale delimita in cutii.

De exemplu, multisetul {12,2,42} din [4] va ardta astfel:

* % | * | | * %
— — — ——
cutia 1 cutia 2 cutia3 cutia 4

Cu alte cuvinte, avem k +n — 1 "cisute" pe care le completdm cu 2 simboluri: k stelute si n—1

bare. Numarul de astfel de completari este (mfz*l) = (n;]fil) [ |
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5 Coeficienti binomiali

Fie n € N. Numarul de combinari de k-elemente ale lui [n] este (Z) si poartd numele de coeficient
binomial. Aceastd denumire se datoreaza faptului cd astfel de numere apar in dezvoltarea binomului

(a+0)™

Teorema 5.1. Fie R un inel comutativ st a,b e R, n e N. Atunci

(a+b)" = i (Z)a"_kbk

k=0

Demonstratie. Pentru n =0, 1, formula se verifica imediat. S& presupunem n > 2. Avem:

(a+b)"=(a+b)(a+b)(a+b)

n factori

Dezvoltarea acestui produs se face alegand cate un termen, a sau b, din fiecare parantezi inmultindu-i
si sumand dupé toate alegerile posibile.

Termenul generic al dezvoltarii va avea forma a” *b* (unde k € {0,1,...,n} este numirul de alegeri
ale lui b). Numarul de aparitii ale acestui termen este egal cu numéarul de moduri in care putem alege
k de bsin-k de a. Acest lucru se poate face in (Z) moduri: alegem k din cele n paranteze din care
n—kbk

selectdm b, din restul vom lua automat a. Asadar coeficientul lui a din dezvoltarea produsului

este (7) si rezulta formula ceruta. m

In continuare prezentdm cateva proprietiti ale coeficientilor binomiali:

Propozitia 5.2. Fie n,k € N numere naturale. Atunci:

(=02

(b) Coeficientii binomiali satisfac relatia de recurentd

n n-—1 n-1
(k)z(k—1)+< k )’”Zl’kSl

cu conditia initiala (2) = 0k,0-

(a) Coeficientii binomiali sunt simetrici:

(c) Are loc egalitatea

()

k=0

.

Demonstratie. Primele doud afirmatii, (a) si (b), rezultd imediat din teorema [£.9] prin calcul direct.
Este instructiv insa sd dam si niste demonstratii combinatoriale, ilustrand o tehnicd de numarare
in doud moduri ("double counting").
Pentru (a), consideram aplicatia ¢ : ([Z]) - (KL) datd prin A c [n] » [n]\A (lui A ii asociem
complementara). Se aratd imediat ca ¢ este o bijectie cu inversa ) : (T[;i) - ([Z]),B ~ [n]\B. Astfel
cele doua multimi de combinari ([Z]) si (T[ﬂf) au acelasi cardinal, adica are loc (a).

Pentru (b), observiam cd o submultime A € ([Z]) este in exact una din categoriile:
e n e A. Notam multimea acestor submultimi cu X.

e n¢ A. Notam multimea acestor submultimi cu Y.
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Evident, avem ([Z]) =AuBsi AnB=g.
Eliminand dintr-o submultime din A € X elementul n, obtinem o multime A’ c [n - 1] ce va avea

k -1 elemente. Invers, addugand la o multime A’ € ([z:}]) elementul n, gasim o multime A € X.
Asadar, am obtinut o corespondentad bijectiva:

xe(G2))
A A\(n)
A'u{n} < A

ceea ce aratd ca | X| = (Zj)
Pe de alta parte, este clar ca o submultime a lui [n] care nu il contine pe n este de fapt o submultime

alui [n-1],deci Y = (",;1) Am obtinut astfel ca:

-1 -1
(0)=|C )| am= () ()
k k k-1 k
Pentru (c), observam ca membrul stang numérd submultimile de £ = 0,1,...,n elemente ale lui
[n], adica toate submultimile lui k. Rezultatul va rezulta atunci din corolarul . [ ]

7~

Putem reprezenta coeficientii binomiali sub forma unui triunghi, plasdnd pe linia n coeficientii
binomiali (Z), k=0,...,n:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Acest triunghi se poate completa folosind formula (ii) din teorema precedentd astfel: pentru
fiecare linie pozitiile extreme 0 si k sunt completate cu 1, iar pozitia k de pe linia n este suma
numerelor de deasupra:

(0) = G2) + (%)

De exemplu linia a saptea a tabelului (coeficientii binomiali (2),]@ =0,...,6) va fi completata

ANNAAANS

6 Coeficienti multinomiali

Definitia 6.1. O permutare a unui n-multiset S = {{all’“, ...,af}} este un k-uplu ordonat care
contine toate elementele lui S, cu multiplicititile aferente. Cu alte cuvinte, o permutare a lui .S
este o reordonare a sirului

(a1,a1,...,01,02,02...,02, ..., Qp,Qp,y ..., Gp)

k1 ori ko ori ky ori
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Teorema 6.2. Fie S = {{a]fl, ..,af" Y un maultiset cu = ky + ... +k, elemente. Numdrul de
permultari ol lui S este:

( n )_ n!
ki ko, ... ky)  kilko!.. . Ky

Demonstratie. Constructia unei permutari ale multisetului S se poate face astfel:

e Vedem permutarea ca un sir de n = k1 +...+k, cutii goale care trebuie completate cu k; de valori
de a1, ko de valori as,..., respectiv, k. de valori a,..

e Alegem kp dintre cutii in care sa plasdm valoarea a;. Putem face aceasta in (,?1) moduri.

e Pentru fiecare alegere de k1 cutii in pasul anterior, rdiman n — ky cutii din care trebuie si alegem
ko cutii pe care si le completam cu as. Acest lucru il putem realiza in (";fl) moduri.

e Dupd pasul r — 1 ramanem cu n— (k; + ko +...+k,_1) cutii din care trebuie completam kj cu ag.
(n—(k1+‘..+kr,1))
k

T

Aceste lucru il putem realiza in moduri.

Rezultd cd numarul de n-aranjamente ale lui S este:

(n)(n—kl)m(n—(kl+...+k:7n_1)) n! (n—kp)! 3 (n—(k1+...+kr—1)!

kiI\ ko Ky Tkl (n—k)! mal(n—ko)! (n— (ki ...+ keq + k)]
n!
Ry lkplk (= (R4 ko + k)]
n!
kol k!
(ultima egalitate rezulta din n — (k1 + - + k) = 0). |
Numerele ( Ky " kr) se numesc coeficienti multinomiali. Aceastd denumire se datoreaza urmatorului
rezultat:
Teorema 6.3. Consideram R = C[Xy,...,X,] inelul de polinoame in nedeterminatele

X1,..., Xy cu coeficienti © C.

(a) Numarul de monoame din R de grad total d este ((d)) = (n+d_1).

n n

(b) Are loc
d

(X1+X2+-"+Xn)d= (
d1+.;dn=d dlad27 000 7dn

)Xfl o X

suma avdnd ((g)) termend.

Demonstratie. Un monom in variabilele X,...,X,, este o expresie de forma M = Xfl ... X% (unde
d; > 0). Numarul d; se numeste gradul lui X; in monomul M, iar gradul total al lui M este suma
gradelor (partiale ale) tuturor variabilelor: d = dj + -+ + da.

Un monom M = Xfl . X;f”, de grad total d poate fi vizut ca un multiset cu d elemente ale multimii
{X1,...X,} ce contine d; copii ale lui X1, dy copii ale lui Xs,..., d,, copii ale lui X,

Rezultd c& numarul de monoame de grad total d este egal cu numérul de d-multiseturi ale lui
{X1,..., X, }. Acest numir este ((Z)) = (T”:f_l), de unde gisim (a).

Pentru (b), avem:

(X1 4+ X)) = (X1 4+ X)) (X o+ X)) (X + -+ X))

d factori

Produsul se dezvoltd alegand céte unul dintre X; din fiecare din cele d paranteze, inmultindu-i si
adunind dupa toate alegerile posibile.
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Termenul generic al dezvoltarii are forma X fl .. Xff" unde dy,...,d, >0si iy d; = d, el aparand
alegand din cele paranteze dy de X1, do de Xo,..., d, de X,,.

Cu alte cuvinte, putem vedea un astfel de monom ca o permutare a multisetului {{X fH Xy
Rezulta ca numarul de aparitii ale acestui monom in dezvoltare este egal cu numarul de permutéri ale
acestui multiset, adica exact coeficientul multinomial ( ds. d;,l..., dn)' Formula ceruta rezultd imediat. m

Propozitia 6.4. Fie n,mq, ..., m, numere naturale nenule astfel incat mj +---+m, =n. Atunci
are loc relatia de recurenta:

R e L s L S
My, ..., My - m1—1,ma,...,m, mi,mg—1,...,m, M1, Mo, ...,My— 1

Demonstratie. Relatia poate fi justificatd prin calcul direct, folosind formula coeficientilor multino-
miali. Putem da insa si o demonstratie combinatoriala.

Consideram un multiset S = {{a}",...,a;""}} cun elemente. O permutare a lui S poate fi obtinuta
astfel: alegem primul element a; al permutarii. Restul de n—1 sunt de fapt o permutare a multisetului
S={{a™,...,a " ... ,a™}}. Asadar, folosind propozitia anterioard, numarul de permutari ale lui
S care incep cu a; este

.

(o o1 )
ml,mg,...,mi—l,...,mr ’
Suméand dupi toate alegerile primului element obtinem c& suma acestor coeficienti multinomiali este
numadrul total de permutari ale lui S, care este membrul stang al egalitdtii cerute, conform tot
propozitiei anterioare. ]

7 Principiul includerii si al excluderii

Teorema 7.1. Fie Ay, Ag,..., A, multimi finite. Atunci:

[Aru-U A= S DM 3 A e n Ay
k=1

1<<i1<<ip<n

Demonstratie. Membrul drept al relatiei este o suma alternanta de termeni, termenul generic fiind
suma tuturor cardinalilor intersectiilor de cate k dintre cele n multimi. Astfel, putem rescrie formula
cerutd astfel:

U A= (-0 S 1N Al
ie[n] k=1 I€[n) i€l
Ik

Consideram o multime finitd U care si contina toate multimile A; (de exemplu, reuniunea tuturor
Aj).
Amintim (vezi corolarul 3.5) c& unei submultimi B ¢ U ii putem asocia in mod unic o functie
U - {0,1} si anume functia caracteristica xp: U — {0,1} datad prin:

l,xeB
XB(‘T):{ OJZ'¢B

Prin calcul direct se verifici:

XBnB' = XBXB'
Xu\B=1-xnB

Avem atunci:

XU\Ujen)Ai = 1- XUje[n]Ai+
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Pe de alta parte:

XU\Usern] Ai = XNien] (U\A2)

H XU\A;
i€[n]

H (1 - XAi)
1€[n]

Dezvoltarea produsului din urmi se face alegind cite un termen din fiecare paranteza, inmultindu-
i si apoi sumand dupi toate posibilitdtile de alegere. Alegerea unui termen din fiecare parantezi
inseamna de fapt k factori de forma —x 4, si n -k factori de 1, unde k € {0,...,n}.

Deci termenul generic al dezvoltarii produsului este

1n—k ’ H(_XAi) = (_1)k HXAi = (_1)kXﬂisl A;

i€l i€l
unde I parcurge submultimile lui [n] de k elemente, iar k parcurge {0,1,2,...,n}. Rezultd astfel ca
H (-x)=3 ¥ (Dxaaa
k=0 Ic[n]
\T|=k

Observam ca pentru k = 0 termenul din suma este 1 (el corespunde alegerii lui 1 din fiecare paranteza
a produsului, fard niciunul dintre A;). Obtinem astfel:

1~ XUie(nAi = XU\Usepn) Ai = H (1-xa4,)
€[]

Zil: Z( ]')kxmielAi

I<[n]
[T|=k

M:

Z XMjer Ai

Ie[n]
|=k

e
il
~ \n

deci, pentru orice x € U, are loc

XUie[n]Ai(x) = Z(_l)k_l Z XNier 4; (%)
k=1 1<[n]
=k

Pentru orice B c U, avem |B| = ¥,y XB(2). Sumand egalitatea de mai sus pentru toti x € U, obtinem
egalitatea de cardinali cautata. [

Pentru k = 2, respectiv k = 3, principiul includerii si al excluderii are forma

|AuB|=|A|+|B|-|An B|
|JAuBuUC|=|A|+|B|+|C|+|AnB|+|BnC|+|CnA|l-]AnBnC|
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Exemplul 7.2. Care este probabilitatea ca, permutand literele cuvantului copyrightable, sa
apard cuvintele copy, right sau able?

Cuvantul are 13 litere distincte. Numarul total de permutéri va fi 13! = 6227020800.

Notam prin Ap, As, respectiv. A3 multimea permutirilor cuvintului dat care contin cuvintele
copy, right, respectiv able. Trebuie sa determindm cardinalul |A; U Ay U Ag|.

Pentru a determina A, vedem copy ca un singur simbol, deci |A;| este egal cu numirul de
permutari ale 10 obiecte (9 litere plus un bloc) adica 10!

Un element al lui A; n Ay poate fi vazut ca o permutare de 6 obiecte (2 blocuri copy si right si
4 litere), deci |41 n Ag| = 6!. Procedand analog obtinem:

|A1] = 10!|Ag] = 9! 43| = 10!
|A10A2|=6!|A2ﬂA3|=6! |A3F‘|A1|:7!
’Al ﬁAQ ﬁAg’ = 3!

de unde gésim:

|A1UA2UA3|:|A1|+|A2|+|A3|—|A1 ﬂA2|—|AgﬁA3|—|A3ﬂA1|—|A1 ﬂAQﬂA3|
=10!+9!'+10! - 6! -6! - 7! + 3!

Probabilitatea cautatd va fi:

|A1 (@] A2 @] A3|

13l = 7609686/6227020800 = 0.0012... ~ 0.1%

Corolarul 7.3. Fie Ay,..., A, submultimi ale unei multimi finite S. Atunci

AT N AS = |S] = DAl + D JAin Ay =+ (1) AL 00 Ay

i=0 i<j

Demonstratie. Formula rezulta imediat din teorema precedentd dar vom prezenta o demonstratie
(usor) diferitd de precedenta.

Membrul stang al relatiei indexeazi elementele lui S, care nu apartin niciuneia dintre A;. Pe
de altd parte, suma din dreapta este o suma alternantd care numara aparitiile elementelor din S in
intersectiile diverse ale A;.

In membrul stang, contributia unui element din S va fi 0 daca se afla intr-unul dintre A;, respectiv
1 dacd nu se afla in nici unul dintre A; va fi 1. Trebuie si aratam ca acest lucru este valabil si pentru
membrul drept.

Dacd un z € S nu se afla in nici unul dintre A;, contributia in membrul drept va fi:

1-0+0-0+-+(-1)"0=1

Sa presupunem cd x se afld in mécar unul dintre A;. Mai precis, vom presupune ci x se afld in exact
k <m dintre multimile A; si nu se afla in celelalte m — k dintre multimi. Pentru simplitatea notatiei,
putem presupune ci x se afla in Ay,..., Ag si nu se afld in Agiq,..., Am.

In S, elementul x este numarat o data. In Y7 |4;|, el va fi numarat de k ori: cate o data pentru
i=1,...,k si de 0 ori pentru ¢ > k.

In suma Yicj|Ai N Aj|,  este numarat de fiecare data cand se afld in ambele multimi i si j, adica
pentru ¢ si j numere de la 1 la k. Deci numérul de aparitii este numarul de moduri in care alegem
doud numere de la 1 la k, adica (g)

Similar, in suma Y; ;. |4, 0 Agy N Agl, numarul de aparitii ale lui = va fi egal cu numarul
de intersectii de cate 3 ale multimilor Aq,..., Ax. Aceste este numirul de alegeri ale 3 elemente din
1,...,k, adica (lg)
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Continuand procedeul, obtinem contributia totald a lui  in membrul drept:

e (- -Bn )

8 Partitii ale unei multimi

Definitia 8.1. Fie M o multime finitd cu n elemente. Prin partitie a lui M intelegem o familie
(neordonatd) p = {B1, Ba,... By} de submultimi ale lui M astfel incat :

(a) Bjy,..., By sunt nevide.
(b) Bj,...DBy sunt disjuncte doud céate doua.
(C) M:B]_UBQ...Bk-

Submultimile By, B, ..., By se numesc blocurile partitiei si vom nota p = By/Bs/.../Bj.
De asemenea, vom folosi urmatoarele notatii:

e S(M, k) va fi multimea partitiilor lui M cu exact k blocuri.

o {Z} = S(n,k) este numdarul de partitii ale lui M in k£ blocuri, numit numdr Stirling de
speta a o doua.

e B(M) este multimea tuturor partitiilor lui M.

e Al n-lea numar Bell este prin definitie B(n) = |B(M)|, numarul de partitii ale multimii
M. Cu alte cuvinte, B(n) este dat de

-5}

k=0

Observatia 8.2. Cardinalul {}} al multimii S(M, k) depinde doar de n =|M| si nu de multimea
particulard M. Pentru a studia aceste numere putem presupune M = [n].

Exemplul 8.3. Consideram cazul n = 4.

e S([4
e S([4
4
{2} =6.
e S([4],2) este formata din 7 partitii: 1/234, 2/134, 3/124, 4/123, 12/34, 13/24, 14/23, deci

o =7

e S([4],1) contine doar o partitie si anume 1234, de {i} =1.

],4) contine doar o partitie si anume 1/2/3/4, deci {i‘}
1,3) este formata din 6 partitii: 12/3/4, 13/2/4, 14/2/3, 23/1/4, 24/1/3, 34/1/2, deci

Rezulta astfel cd numarul total de partitii ale lui [4] este B(4) = 15.

Desi nu avem o formulé generald simpla cateva cazuri pot fi calculate usor:
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Propozitia 8.4. Fie n>1. Au loc:

(a) {}} =0, pentru orice k > n.
(b) {3} ={i}=1.
(© {i}=():

(d) {5}=2""'-1.

Demonstratie. (a) Cum blocurile unei partitii p = B1/---/ By au fiecare cel putin un element (pentru
cd sunt nevide), rezultd ca nu existd nicio partitie a lui [n] care si aiba mai mult strict de n blocuri.
(b) Exista o singurd partitie a lui [n] in n blocuri si anume 1/2/.../n. Similar, existd o doar
partitie a lui [n] intr-un bloc si anume partitia formata din [n] insusi.
(¢) Fiindca blocurile unei partitii au toate cel putin un element, o partitie a lui [n] in n -1 blocuri
este formata dintr-o submultime de doud elemente si » — 2 submultimi de un element. De aceea, o
partitie va fi unic determinatd de acea submultime de doué elemente (celelalte blocuri fiind automat

fixate dupd). Deci, S(n,n—-1) va fi egal cu numarul de submultimi de doud elemente ale lui [n], adica
n
5)
(d) O partitie in doud multimi a lui [n] este o pereche neordonata de multimi nevide {A, B} astfel

incat AuB =[n] si An B =g. Rezultd ci B este complementara lui A fata de [n], deci alegerea lui
A1l fixeazi si pe B.

Multimea A poate fi aleasa in 2" — 2 moduri (din P([n], eliminam & si [n], pentru ca blocurile
partitiilor sunt nevide).

Trebuie insd sa tinem cont c& partitiile sunt neordonate, adica partitia A/([n]\A) este aceeasi cu
([n]\A)/A. De aceea, numéirul de partitii va fi

1
5 (2"-2) ol

Teorema 8.5. Numerele Stirling de speta o doua satisfac relatia de recurentd
G =t )
k k-1 k
{O} NP 1, k=0
B F9T V0, k=0

Demonstratie. Conditia initiala rezulta din faptul c& singura partitie a lui [n] = & este partitia vida.

Pentru recurenta, observam ca o partitie a lui [n] in & blocuri se poate obtine astfel. Partitionam
mai intai [n - 1] si apoi addugdm n. Avem doud posibilitati.

In primul caz, adiugam n ca un bloc separat. Pentru a avem k blocuri la final, partitia lui [n - 1],
ar trebui sa aibd k — 1 blocuri. Obtinem astfel o bijectie intre S([n — 1],k —1) si multimea partitiilor
lui [n] cu k blocuri ce are unul dintre blocuri egal cu {n}. Numarul acestor partitii va fi S(n-1,k-1).

In al doilea caz, addugam n intr-unul dintre blocurile existente. Astfel, [n — 1] este partitionat in
k blocuri si n se adauga intr-unul din cele k blocuri, furnizand astfel k partitii distincte. Numarul
acestor partitii va fi kS(n-1,k-1).

Suma acestor doud numere va fi numarul total de partitii ale lui [n] in k blocuri, adicd S(n,k). =

cu conditia initiald

Exemplul 8.6. Avem
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Urmadtoarea functie Python permite calculul numerelor Stirling (este aceasta eficienta?) si poate fi
folosit pentru generarea tabelului de mai jos:

1 |def stirling2(m,k):

2 if (n==0):

3 return (1 if k==0 else 0)

4 return stirling2(n-1,k-1) + k*stirling2(n-1,k)

=
=
=

1
25 10 1
31 |90 65 15 1
63 | 301 | 330 140 21 1
127 | 966 | 1701 | 1050 | 266 28 1
255 | 3025 | 7770 | 6951 | 2646 | 462 | 36 |1
511 | 9330 | 34105 | 42525 | 22827 | 5880 | 750 | 45 | 1

OO T = | W DN~
(=] Nes) Nenl Hen) Neol Hen) Neol Hen) Neol Ren ) i -l Ran}
e e e R I I

—

[}

—_
o

Table 1: Numere Stirling

Teorema 8.7. Numerele Bell B(n) relatia de recurenta

B(n) = kil (Z: 1)B(n — k)

cu conditia initiala B(0) = 1.

Demonstratie. Multimea [0] = @ admite doar partitia vida, deci B(0) = 1.

Fie p € B([n]). Notam prin k numérul de elemente din blocul B al lui p care contine n. Atunci p
este formatd din acest bloc B - ce se poate alege in (Zj) moduri - si o partitie a multimii [n]\B, de
n — k elemente.

Astfel, p se poate construi in B(n — k:)(z:}) moduri. Cum k poate lua orice valoare de la 0 la n,
rezultd ca numarul total de partitii ale lui [n] este

Exemplul 8.8. Partitiile lui [3] sunt (123),(12/3),(13/2),(23/1),(1/2/3/4), deci B(3) = 5.
Folosind recurenta de mai sus, obtinem

B(4) = (3)3(3) , (‘Z’)B(Q) ; (3)3(1) . (2)3(0)
=1-5+3-2+3-1+1-1
_ 15

Recuperam astfel calculul
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9 Partitii ale unui numar natural

Definitia 9.1. Prin partitie a numdrului natural n intelegem un multiset A de numere naturale
nenule astfel incat suma elementelor lui A (cu multiplicititi) este n. Numéarul de elemente din
A (cu multiplicitati) se numeste lungimea partitiei \. Vom nota:

e P(n) va fi multimea partitiilor lui n, iar p(n) = |[P(n)| va fi numarul partitiilor lui n.

e P(n,k) va fi multimea partitiilor de lungime k, iar py(n) numarul lor. Evident are loc:

p(n) = ipk(n)-
k=1

O partitie A a lui n este, prin definitie un multiset (neordonat). Pentru studiul acestor obiecte
se dovedeste utila o alta notatie fata de cea folosita anterior. Putem enumera elementele lui A in
ordine monoton descrescatoare, iar aceastd ordine este unic determinata. Astfel, vom putea vedea
orice partitie ca fiind un sir A = (A1,...,\x) de numere naturale nenule astfel incat

/\1+---+/\k:n§i A2 A2 2 A 21
De exemplu, partitia A = {{13,22,3'}} a lui n = 10 va fi scrisd sub forma A = (3,2,2,1,1,1).
Exemplul 9.2. Enumerdm partitiile lui n = 5:

e lungime 1 : (5), deci p(5,1) =1

e lungime 2 : (4,1),(3,2), deci p(5,2) =2;

e lungime 3 : (3,1,1),(2,2,1), deci p(5,3) = 2;
e lungime 4 : (2,1,1,1), deci p(5,4) = 1;

e lungime 5: (1,1,1,1,1), deci p(5,5) = 1.

Asadar p(5) = 1.

Pentru numarul total de partitii p(n) nu existd formule generale de calcul, dar, fixand lungimea,
putem obtine o relatie de recurenti, precum si niste formule explicite in cazul unor lungimi particulare.

,

Propozitia 9.3. Fie n e N*,n > 3. Atunci:
(a) p1(n) =pn(n) =1.
(b) p2(n) = [5].
(¢) pn-1(n)=1.

(d) pp-2(n)=2.

.

Demonstratie. (a) Singura partitie a lui n de lungime 1 este (n).
Consideram A = (A1,...,\,) o partitie de lungime n. Cum A; > 1, rezulta ca

n=MAM+X+-+A,21+1+--+1=n
%,'_/
T 0or1

deci fiecare \; trebuie sa fie egal cu 1, adica A = (1,1,...,1) este unica partitie de lungime n a lui n.
Deci pp(n) = 1.
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(b) O partitie de lungime 2 a lui n are forma A = (a,b) cua+b=nsia>b>1. Rezultd caa=n-»b
este unic determinat de b. Deoarece a > b, avem 1 < b < 7, deci b ia valori de la 1 la [%] Asadar,

pa(n) = [5]
(c) Consideram A = (A1,...,A,-1) 0 partitie de lungime n — 1. Dacad doud dintre numerele \; ar fi
mai mari sau egale cu 2, am avea:

n=XA+-+X122+2+1+1-+1=4+(n-3)=n+1
| ——
n-3 ori

ceea ce este imposibil. Deci, cel mult unul dintre \; este mai mare sau egal cu 2.
Cu un rationament similar se aratd ci exact unul dintre \; trebuie si fie egal cu 2, ceea ce forteazd ca

toti ceilalti \; sa fie egali cu 1. Deci avem o singura partitie de lungime n—2 si anume A = (2,1,...,1).
(d) Consideram A = (Aq,...,\,—2) o partitie de lungime n —2 a lui n. Sa presupunem ca Az > 2.
Atunci:

n=XA+-+XA2o>22+2+2+1+1+-+1=6+(n-5)=n+1
| —
n->5 ori
ceea ce este imposibil. Deci A3 = 1 si astfel \; = 1 pentru orice ¢ > 3.
Rezulta ca A\; + A2 =4, deci A\; =3, 2 =1 sau A\; =2, A2 = 2. Am obtinut astfel ca partitiile lui n in
n—2 parti sunt (2,2,1,1,...,1) si (3,1,1,...,1). |

7

Teorema 9.4. Numerele pip(n) satisfac relatia de recurentd

pe(n) =pr-1(n 1) + pr(n - k)

cu conditia initiald pp(n) =0 pentru k > n.

Demonstratie. O partitie A € P(n,k) are forma A = (A1,..., ;) astfel incat n = A\ + -+ + A si
A1 > ... 2 > 0.

Avem atunci doud posibilitati: A\ =1 au Ay > 2. Notam prin A si B multimea partitiilor de primul
tip, respectiv al doilea.

Fie A € A. Stergand Ay din aceasta partitie, obtinem o partitie A’ = (A1,..., A\t,_1) a lui n—1. Invers,
la o partitie a lui n—1 de lungime k-1, addugand 1 la final (care este nenul si mai mic sau egal decat
toate celelalte parti) giasim o partitie din A. Astfel, am obtinut o corespondenti bijectivd intre A si
P(n-1,k-1), deci |A| = pr_1(n-1).

Fie A € B. Scézénd 1 din fiecare dintre cele k pirti ale sale, gisim o partitie in k pérti a lui n — k.
Invers, luand o partitie a lui n — k in k parti si adunand 1 la fiecare parte, obtinem o partitie din B.
Avem astfel o corespondentd bijectiva intre B si P(n -k, k), deci |B| = pp(n - k).

Cum P(n,k) = Au B, rezulta concluzia. |

Exemplul 9.5. Putem folosi relatia de recurentd pentru a recalcula pa(n):

p2(n) =pi(n—1) +pa(n-2) =p2(n-2) +1

deci

n

p2(n) =p2(n—-2)+1=pa(n-4)+2=--=pa(n-2k) +k=--=pa(nmod2) + [g] = [5]
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Exemplul 9.6. Numaérul de partitii ale lui 10 de lungime 5 este:

p5(10) = p4(9) + p5(5)
= p3(8) +pa(5) +p5(5)
=p2(7) +p3(5) + pa(5) + p5(5)

:[z]+2+1+1
2

=7
Partitiile sunt:

(6,1,1,1,1)
(5,2,1,1,1)
(4,3,1,1,1),(4,2,2,1,1)
(3,3,2,1,1),(3,2,2,2,1)
(2,2,2,2,2)

O partitie A = (A1, A2, ..., Ax) (un k-uplu de numere in ordine descrescatoare) poate fi reprezentata
sub forma unui tabel, numit diagrama Young. Aceasta este un tablou bidimensional de patrate astfel
incat pe randul 7 se afld A; cutii.

De exemplu, partitia A = (3,2,2,1,1,1) va avea diagrama:

Unei partitii A a lui n ii putem transpusa (sau conjugata) sa, notatd A, ce are diagrama Young
obtinuts prin transpunere. Pentru exemplul A = (3,2,2,1,1,1) transpusa va fi A = (6,3,1):

Este clar ca A este tot o partitie a lui n (numarul total de cutii nu se schimba prin transpunere)

Propozitia 9.7. Fie A = (A1, A2, ..., \;) o partitie a lui n. Atunci \' = (\!, ... \}) este data de:

t . .
A; = card{i | \; 2 5}

Demonstratie. Prin constructie, A;- este lungimea coloanei j din diagrama lui A. Coloana j contine
o cutie in randul ¢ dacd si numai dacd \; > j. Deci lungimea coloanei j este egald cu numarul de indici
icu A >7. [

Teorema 9.8. Fie 1 <k <n numere naturale. Atunci numdrul de partitii ale lui n de lungime
k, adica pr(n) este egal cu numdrul de partitic cu cea mai mare parte egald cu k.
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Demonstratie. Transpusa unei partitii de lungime k este o partitie cu partea cea mai mare egald cu
k. Cum transpunerea A — A! este o aplicatie bijectivi, rezultd concluzia. [

Exemplul 9.9. Rezultatul anterior spune cd p5(10) este numéarul de partitii ale lui 10 care au
cea mal mare parte egald cu 5. O astfel de partitie are forma

(57)‘25 )\37 ooog )\k’)

unde 5> Ag > ... > Ag.
Observam cd (Mg, ..., ;) este de fapt o partitie a lui 10 -5 =5. Avem:

p(5) =p1(5) +p2(5) + p3(5) + pa(5) +p5(5) =1+2+2+1+1=7

deci p5(10) = 7.

10 Configuratii combinatoriale clasice

Multe probleme de numérare pot fi interpretate ca probleme de distribuire a unui set de bile intr-o
serie de urne, eventual cu o serie de restrictii (de exemplu, fard si avem urne goale). Scopul acestei
sectiuni este de a prezenta sistematic cateva astfel de probleme, folosind conceptele definite in sectiunile
precedente.

Mai precis, vom considera un set B de n bile si o colectie U de k urne. Vrem sa determindm in
cate moduri putem distribui bilele din B in urnele din U, cu urmaétoarele restrictii:

e bilele sunt distincte sau identice.
e urnele sunt distincte sau identice.
e in fiecare urnd putem cel putin o bild, sau cel mult o bild sau nu impunem nicio restrictie.

Obtinem astfel 12 probleme de numdrare, reprezentate sub forma unui tabel. In literatura engleza
aceastd sistematizare poartd numele de the twelvefold way.

Pentru a simplifica expunerea vom prescurta prin DD, DI, ID, II distributiile de bile distincte/identice
in urne distincte/identice (D pentru distinct, I pentru identic). Astfel tabelul pe care vrem sa il com-
pletdm are forma:

DD | ID | DI | II
oricate bile in urne 7 ? ? ?

cel putin o bila in urne

cel mult o bila in urne

Vom completa tabelul pe coloane (adicid dupa tipul de bile si urne). Desi, intuitiv, este clar ce
inseamnd distributii de bile in urne, va fi instructiv sd ddm si o definitie matematica riguroasd pentru
aceste concepte.

10.1 Bile distincte, urne distincte

Daca bilele si urnele sunt diferite, B si U sunt multimi propriu-zise. Numerotand bilele si urnele,
putem presupune ca B =[n] si U = [k].

Numair arbitrar de bile in fiecare urna

O distributie DD se obtine alegand, pentru fiecare bild 1,2,...,n, o urna in care si fie plasata (de la
1 la k). Astfel, o distributie poata fi vazutd ca un n-uplu (ui,us,...,u,) € [k]™. Obtinem astfel ca
numarul de distributii este egal cu cardinalul produsului cartezian [k]", adica:
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Teorema 10.1. Numdarul de moduri in care putem plasa n bile distincte in k urne distincte este
k™.

Cel mult o bila in fiecare urna

In aceast# situatie, vrem ca in fiecare urna din U si plasam cel mult o bila din B. Similar cu cazul
precedent, o distributie DD se identificd cu un n-uplu (uq,...,u,) de numere din [k]™ care sunt
distincte doud cate doud (nicio urna nu se repetd). Dar un astfel de n-uplu este de fapt un aranjament
de n elemente al lui k. Rezulta ca:

Teorema 10.2. Numdarul de moduri in care putem distribus k bile distincte in n urne distincte
astfel incdt in fiecare urnd sd avem cel mult o bild este:

mik(k-1)(k-2)...(k-n+1)

In particular, nu ezistd distributii daca k < n.

Cel putin o bild in fiecare urna

O distributie DD in acest caz poate fi vazutd ca o familie ordonata de multimi (By, ..., By), unde B;
este multimea bilelor plasate in urna j.
De exemplu, distributia de 7 bile in 4 urne urmatoare

0
6lolold

urna 1 urna 2 wurna 3 wurna 4

corespunde 4-uplului de multimi
(Bl = {176}7 By = {5}7 Bs = {3}7 By = {2,4,6})

Deoarece o bild nu poate fi plasatd in doud urne simultan si fiecare urni contine cel putin o bila,
multimile U; sunt nevide si disjuncte si reuniunea lor este [n], multimea intreagd de bile. Cu alte
cuvinte, (B, ..., Bi) este o partitie ordonatd a lui [n] cu k blocuri.

O partitie ordonata a lui [n] se obtine dintr-o partitie neordonati, alegand o ordine a blocurilor.
Rezultd astfel ci

numar partitii ordonate | [ numdr partitii neordonate | [ numér de ordonari
cu k blocuri - cu k blocuri ale blocurilor

Dar numarul de partitii neordonate este (prin definitie) {Z}, iar numérul de ordoniri este k!. Am
obtinut astfel ca

Teorema 10.3. Numdrul de distributii de n bile distincte in k wrne distincte astfel incdt in
fiecare urnd sd avem cel putin o bild este k'{Z}

Incheiem aceasta sectiune cu urmatoarea observatie:
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e O distributie a bilelor din B in urnele din U poate fi identificata cu o functie f : [n] — [k]
data prin
f(4) = urna in care este plasati bila j

si, invers, orice functie f : [n] - k da nastere la o distributie dupa regula: bila j este
plasata in urna f(j).

e Plasarea in fiecare urna a cel mult o bila va insemna ca functia corespunzatoare ia fiecare
valoare din codomeniu cel mult o data, ceea ce revine la a cere ca functia sa fie injectiva.

e Similar, plasarea in fiecare urnd a cel putin o bild corespunde unei functii surjective f :
[n] = [k]. Astfel, problema noastra este echivalentd cu determinarea numéarului de functii,
numarul de injectii, respectiv numarul de surjectii B - U.

Din rezultatele anterioare obtinem:

Teorema 10.4. Fie n,k e N. Atunci:
(a) Numarul de functii [n] — [k] este k™.
(b) Numdarul de functii injective [n] — [k] este
r=k(k-1)...(k-n+1)
In particular, nu ezistd injectii [n] — [k], daca n > k.

(¢) Numdarul de functii surjective [n] — [k] este

i)

In particular, nu existd surjectii [n] - [k], dacd n < k.

(d) Exista bijectii [n] — [k] dacd si numai dacd n = k. In acest caz, numdrul de bijectii este
nl.

10.2 Bile identice, urne distincte

In aceastd situatie, urnele formeazi o multime propriu-zisa si, numerotandu-le, putem presupune ca
U = [k]. Pe de alta parte, bilele identice formeaza un multiset de forma {{b"}} (un element cu
multiplicitate n). De aceea, nu vom mai putea vedea o distributie ca un n-uplu.

Observam totusi cd o distributie ID este unic determinata de numarul de bile plasate in fiecare
urné.

Numar arbitrar de bile in fiecare urnia

O distributie ID (fara restrictii) poate fi vizuta ca un multiset de forma
(a2, gy

unde z; este numarul de bile plasat in urna j. De exemplu, pentru n =6 si k = 3, distributia de bile

0| |8
8ol

urna 1 wurna 2 urna 3
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corespunde multisetului cu 6 elemente ale lui [3]

{{1%,2',3%}} = {{1,1,2,3,3,3}}

Astfel numarul de distributii este egal cu numarul de n-multiseturi ale lui & si obtinem

Teorema 10.5. Numadarul de distributii de n bile identice in k urne distincte este egal cu numdrul
de multiseturi de n elemente ale lui [k]:

()-(727)

Cel mult o bila in fiecare urna

In acest caz, o distributie ID se obtine alegand n dintre cele k urne si plasarea unei singure bile in
fiecare, celelalte k —n urne raméanand goale. Sub identificarea U = [k], o distributie va fi o submultime
de n elemente a lui U. Am obtinut astfel:

Teorema 10.6. Numdrul de moduri in care putem distribui n bile identice in k urne diferite
astfel incdt in fiecare sa plasam cel mult o bild este (i)

Cel putin o bila in fiecare urna

Acest caz este tratat similar cu primul (fard restrictii in urne). Deoarece fiecare urna trebuie si contina
macar o bild, putem alege k dintre bile si le plasdm cate una in fiecare urnd. Raméan n — k bile care
trebuie distribuite arbitrar in urne. Conform primului caz, numairul de distributii este

() ey Y ) R (Y

Teorema 10.7. Numarul de moduri in care putem distribut n bile identice in k urne distincte
astfel incdt in fiecare urna sa se afle cel putin o bild este

(2)-(5)

10.3 Bile distincte, urne identice

Deci:

r

Deoarece bilele sunt distincte le putem numerota si putem presupune ca B = [n]. O distributie DI de
bile in urne este unic determinatd de multimile de bile care sunt plasate in urne, fard si conteze
ordinea acestora.

Cel putin o bila in fiecare urna

O distributie ID este unic determinatd de familia de multimi {Bj,..., B} de bile plasate in urne.
Deoarece urnele sunt identice, ordinea multimilor nu conteaza.

De asemenea, multimile B; sunt disjuncte (o bild nu se afla simultan in doua urne) si nevide (fiecare
urnd contine cel putin o bild) si reuniunea lor este [n] (toate bilele sunt plasate in urne). Rezulta atunci
ca {Bi,..., By} este o partitie a lui [n].

De exemplu, pentru n =7 si k = 3, distributia DI urmatoare

olal
OO0,
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corespunde partitiei
12/35/467

Rezultd cd numdarul de distributii DI in acest caz este egal cu numarul de partitii, adica

Teorema 10.8. Numdrul de distributii de n bile diferite in k urne identice astfel incdt fiecare
urnd sa contind cel putin o bila este {Z}

Numair arbitrar de bile in fiecare urni

Acest caz poate fi redus la cel precedent, sumand dupa numairul j € {1,...,k} de urne folosite (cu
macar o bild), si obtinem:

7~

Teorema 10.9. Numdrul de distributii de n bile diferite in k urne identice (permitand si urne

goale) este egal Ccu
_ko{ }

Cel mult o bila in fiecare urna

Teorema 10.10. Numdrul de moduri in care putem distribui n bile distincte in k urne identice
astfel incdt fiecare sa aiba cel mult o bild este

, n<k
i 1) = {0 n>k

Demonstratie. O distributie in acest caz se poate obtine alegand n urne dintre £, plasand cate o bila
in fiecare si lasand celelalte k —n urne goale. Deoarece urnele sunt identice, nu conteaz& numarul bilei
plasat in urna. Rezultd cd, dacd m > k, nu exista nicio distributie, iar dacd n < k, le putem distribui
intr-un singur mod. [

10.4 Bile identice, urne identice

Deoarece si bilele si urnele sunt identice, o distributie II este unic determinatd de numarul de bile
plasat in fiecare urné, fara si conteze ordinea acestor numere.

Cel putin o bild in fiecare urni

O distributie II in acest caz poate fi identificata cu o partitie cu k parti a numarului n.

De exemplu, pentru n=6si k=3

corespunde partitiei A = (3,2,1) alui 6 (componentele partitiei sunt scrise in ordine descrescitoare).
Rezultd cd numaéarul de distributii II cautat este egal cu numérul de partitii, adica:

Teorema 10.11. Numdrul de moduri in care putem distribui n bile identice in k urne identice
astfel incdt in fiecare urna sa avem cel putin o bild este pr(n).
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Numair arbitrar de bile in fiecare urna

Teorema 10.12. Numarul de modurt in care putem distribut n bile tdentice in k urne identice
(permitand si urne goale) este

[
> pj(n)
§=0

\. J

Demonstratie. Conform cazului precedent, p;(n) este numarul de distributii IT de n bile in j urne
astfel incit fiecare urnd sa aibd macar o bila, iar celelalte k — j sunt goale. Suménd aceste numere
pentru j =0,...,k obtinem rezultatul cerut. [

Cel mult o bila in fiecare urna

Teorema 10.13. Numdrul de moduri in care putem distribui n bile identice in k urne identice
astfel incdt fiecare sa aiba cel mult o bild este

1, n<k
6(ngk)={ 0, n>k

Demonstratie. O distributie in acest caz se poate obtine alegand n urne dintre £, plasand céate o bila
in fiecare si lasand celelalte k —n urne goale. Rezulta ci, dacd n > k, nu existd nicio distributie (avem
prea multe bile si prea putine cutii), iar dacd n < k, le putem distribui intr-un singur mod. [

7

Asadar am terminat de toate cele 12 tipuri de distributii, ce pot fi sintetizate in tabelul:

Bile distincte

Urne distincte

Bile identice

Urne distincte

Bile distincte

Urne identice

Bile identice

Urne identice

oricate bile in urne k™ (mz_l) Z?:o {’;} Z?:o p;(n)
cel mult o bild in urne A7 (z) o(n<k) d(n<k)
cel putin o bila in urne k:'{Z} (Zj) {Z} pr(n)
S
11 Diverse
In aceastd sectiune discutam cateva probleme complementare celor anterioare.
11.1 O interpretare a coeficientului multinomial
Teorema 11.1. Consideram n bile distincte si k urne distincte si ny,...,n; numere naturale

nenule cu suma n. Numdrul de moduri in care putem distribui bilele in urne astfel incdt in urna
i sd avem exact n; bile este egal cu coeficientul multinomial

nyy...,Ng

Demonstratie. Alegem mai intai bilele pe care le plasam in urna intai. Putem face aceasta in (7?1)
O data fixate bilele din urna 1, trebuie sd alegem ns bile din cele n—n; rdmase pentru a le plasa in urna
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2. Aceasta se poate face in (”;;“) moduri. Repetand procedeul gisim numirul total de distributii:

(n)(n—nl)(n—nl—ng) (n—nl—...—nk,l)_ n!
ni n9g ns ng m!ng!---nk!'

11.2 Numarul de surjectii via principiul includerii si al excluderii

Teorema 11.2. Fie n >k > 1 numere naturale. Numarul de surjectii [n] — [k] este

surn, k = g{:}(—l)’({f)(k -i)"

Demonstratie. Notam F = {f : [n] — [k] functie}, iar pentru ¢ € [k] notdm prin A; multimea
functiilor f:[n] —» [k] astfel incat ¢ ¢ Imf. Rezultd cd multimea functiilor surjective este

S=F\ U A
1€[k]

deci

surn, k =|S| = |F|-| U Al
i€[k]

Stim ca |F| = k™, deci raméne sa determindm cardinalul reuniunii din dreapta.
Vom aplica principiul includerii si excluderii pentru a determina cardinalul reuniunii din dreapta.
Pentru aceasta trebuie si determinam, pentru fiecare I ¢ [k],|I| =m € {0, ..., k}, cardinalul multimii

NAi={feF|feA,Viel}
iel

Avem:

feAViel < i¢Imf,Viel < Inlmf=@ < Imf c[n]\I

Asadar, o functie f € Ny A; este de fapt o functie [n] - [k]\I, cu codomeniul extins la [n].
Obtinem astfel:

N A,

iel

={g:[n] > [K]\ functie}| = (k - m)"

de unde
k
U Ail= 3 (nmt Z
i€[k] m=1
| |=
k
= > D™ Y (k-m)"

m=1 IC[k]
[]=m

(B )=y = m)

o (-

zeI
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de unde obtinem

sury, = k" — | L[J] A
i€k

-0 (B -2 (oo

2

k
=0

(-

Corolarul 11.3. Fie n >k > 1. Numdarul Stirling de speta a doua S(n,k) verificd urmdtoarea
formula

(-4 g (-

.

Demonstratie. Anterior am demonstrat ci numéarul de functii surjective [n] — [k] este k1S(n, k).
Combinand aceasta cu rezultatul precedent gésim concluzia. [ ]

12 Exercitii

12.1 Relatii de recurenta liniare

Exercitiul 12.1.1. Fie polinomul
P(X)=X"+c, 1 X" 4o+ X +¢9 e C[X]

cu ¢ # 0 si matricea

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : 2 : :
0 0 o - 0 1
—C —C —C - —Cp2 —Cp1

numitd matricea companion a polinomului P. Aratati ca:
(a) Polinomul caracteristic al matricei A este P(X).

(b) Pentru fiecare valoare proprie A € C a lui A, spatiul propriu are dimensiunea 1 (i.e. mul-
tiplicitatea geometrica a lui A este 1).

(¢) Forma Jordan a matricei A este:

Ao 1 0
Ji 0 & N
T & _
J= e M, (C), Jy, = e M, (C),k=T,s.
‘ Nl
0 Js 0 A

(d) Polinomul minimal al matricei A este P(X).
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Exercitiul 12.1.2. Fie matricea pux p

0 1 0
0 1
B:
0 1
0 0
0010 00 «~ 01
(a) Aratatica B2=|0 0 0 1], ,B“‘l—O(_) '?Q,BMOT
SO 00 — 00

(b) Fie Ae C* si J = A, + B. Ardtati ca pentru orice n >0 are loc
I A

P L N O R

0 0 A"

Exercitiul 12.1.3. Fie \1,...,\s; € C* distincte si P,...,Ps € C[X]. Consideram sirul
S
Ty =Y. Pe(n)Ng,n>0
k=1
(a) Aratati ca (zy,)ns0 este o solutie a unei recurente liniare omogene cu coeficienti constanti.

(b) Determinati o astfel de recurentd pentru cazul s =2, A1 =1, =3P =X, P, =1.

Exercitiul 12.1.4. Consideram doud recurente liniare omogene (RP) si (RQ) cu polinoamele
caracteristice P, respectiv Q). Ardtati cd, daca P | Q), atunci orice solutie a recurentei (RP) este
si o solutie a lui (RQ).

Exercitiul 12.1.5. Fie (ay)y o solutie a recurentei
(R1) :Xpr + Cr1Tpyp_1 + -+ C1Tpi1 +Co=hp,n >0

si (by)n 0 solutie a recurentei:
(R2) :Xpys +ds 1Tpys1+ - +d1Tps1 +dyp=an,n>0

Notam prin P; (X), respectiv P,(X) polinoamele caracteristice ale celor doud recurente si notam
P(X)Py(X) = X" +epps 1 X 4k e1 X +eg

Atunci (by,), este o solutie recurentei:

Tntr+s + €ris—1Tnir+es—1 T+ €1Tp41 + €0 = hp,m 2 0.
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Exercitiul 12.1.6. Consideram sirul lui Fibonacci (), din exemplul Aratati ca x,, este
, , e 1 (1+v5)"
cel mai apropiat numar intreg de — 5 :

V5

Exercitiul 12.1.7. Determinati solutiile generale complexe, respectiv reale, ale recurentelor
omogene:

(a) zp+1 =4x,,n 0.

(b) Zp+2 =2xp41 — 220,02 0.

(¢) T2+ xpe1 + 2, =0,n2>0.

(d) Zp+a +2Tp43 + 3Tpio + 2Tp4e1 + T = 0,1 2 0.

() xp+s =3xps1 +2xp,n20.

Exercitiul 12.1.8. Determinati termenul general al urmatoarelor siruri definite recurent:
(a) Tny2=2n,m20s8i 20=1,21 =-1.

(b) (sirul lui Lucas) xn42 = Tpe1 + xp,n >0 81 xg = 2,21 = 1.

Exercitiul 12.1.9. Determinati solutia generald a urmatoarelor recurente neomogene:
(a) Tp+2 —3Tpe1 + 22, +n(-1)",n>0.
(b) Zpio —3Tps1 + 22, +12 2 0.

(€) xnio—3xpe1 + 2z, + 02" > 0.

Exercitiul 12.1.10. Determinati termenul general al sirurilor definite recurent:
(a) zp+1 =4x, +n,n >0 si zo=1.

(b) wpy1 =22, +(-1)"cos 5, n>0sizo=1.

Exercitiul 12.1.11. Determinati termenul general al sirului definit prin:
Tp = BTpp + 6Ty s =n,n = 2k k>2

cu datele initiale z; = 2,29 = 1.

12.2 Principiul lui Dirichlet

Exercitiul 12.2.1. Aratati ca:
(a) Intre treisprezece persoane, existd doud care au aceeasi zi de nastere.

(b) Intr-o scoals sunt 1500 de elevi. Existd 5 care au aceeasi zi de nastere.
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Exercitiul 12.2.2. Intr-un restaurant iau cina mai multi englezi, francezi si germani. Care este
numadrul minim de participanti astfel incat sa fim siguri ca sunt mdcar 15 de o etnie prezenti.

Exercitiul 12.2.3. La o conferinta unui participanti dau ména cu altii. Aratati cd exista doua
persoane care au dat mana cu acelasi numar de oameni.

Exercitiul 12.2.4. Un angajat lucreaza la un proiect 55 de ore in 12 zile. Presupunand ca in
fiecare zi a lucrat un numar natural nenul de ore, aradtati cd in doud zile consecutive a lucrat cel
putin doua zile.

Exercitiul 12.2.5. Fie a,b € N prime intre ele. Atunci exista x,y € N astfel incat ax — by = 1.

Exercitiul 12.2.6. Alegem 101 numere de la 1 la 200.
(a) Aratati ca existd doud intre cele alese cu diferenta 1.
(b) Aratati ca existd doud cu suma 201.

(c) Aratati cd existd doud intre cele alese care se divid unul pe celalalt.

Exercitiul 12.2.7. Fie a1, ...,a190 numere naturale nenule cu suma 150. Ardtati ci existd ¢ < j
astfel incat a; + -+ a; = 49.

Exercitiul 12.2.8. Alegem 10 puncte in interiorul unui patrat 3 x 3. Ardtati cd existd doud
dintre puncte la distanta cel mult V2.

Exercitiul 12.2.9 (Erdos-Szekeres). Consideram un sir de n? + 1 numere reale. Atunci exists
un subsir monoton de lungime n+ 1. Aritati cd existd un sir de n? numere reale care nu contine
niciun subsir monoton de lungime n.

Exercitiul 12.2.10. Consideram un sir de rs + 1 numere reale. Atunci sirul admite un subsir
crescator de lungime r + 1 sau un subsir descrescdtor de lungime s + 1.

Exercitiul 12.2.11. In plan consideram 10 puncte distincte. Existd 4 dintre acestea
Py, Py, P3, Py astfel incat pantele segmentelor Py P, PoPs, P3Py sunt toate pozitive sau toate
negative.
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12.3 Probleme de numarare

7

Exercitiul 12.3.1. Fie A o multime de n elemente si k € N. Aratati cd numerele de k-siruri,
k-aranjamente, k-combinari, respectiv k-multiseturi, depind doar de n si nu de A. Mai precis,
dacd B este o alta multime de n elemente, aratati ca exista o bijectie intre multimea k-sirurilor
din A si multimea k-sirurilor din B (si similar pentru celelalte trei tipuri de obiecte).

Exercitiul 12.3.2. (a) Cate cuvinte de 5 litere se pot forma cu literele A, B,C?

(b) Céte cuvinte de 3 litere se pot forma cu literele A, B,C, D, E astfel incat fiecare litera si
apard o singurd data?

(c) Cate cuvinte de 10 litere se pot forma cu literele A si B astfel incat A si apara de 7 ori si
B sa apara de 3 ori.

(d) Cate cuvinte de 10 litere se pot forma cu literele A, B, C astfel incat A si B sd apara de 3
ori fiecare iar C de 4 ori.

Exercitiul 12.3.3. In cate moduri putem plasa 8 turnuri identice pe o tabld de sah 8 x 8 astfel
incat ele sd nu se atace? Dar daca turnurile sunt diferite?

Exercitiul 12.3.4. In cate moduri poate fi ordonats multimea {1,2,...,n} astfel incat numerele
{1,2,3} sa stea la rand (eventual in ordine crescitoare).

Exercitiul 12.3.5. In cate moduri pot fi asezate n persoane la o masa circulara?

Exercitiul 12.3.6. Cate numere de 6 cifre, care nu contin cifre identice, se pot forma cu cifrele
0,1,2,3,4,5 7

Exercitiul 12.3.7. O grupa de studenti trebuie sa programeze 4 examene in 8 zile. In cate
moduri se poate face aceasta? Dar dacd ultimul examen se da in mod obligatoriu in ultima zi?

Exercitiul 12.3.8. Din 11 persoane, 7 barbati si 4 femei, se formeaza o delegatie de 5 persoane,
care contine cel putin 2 femei. In cate moduri se poate forma delegatia?

Exercitiul 12.3.9. La o petrecere participd 8 baieti si 7 fete. In cate moduri se pot forma 4
perechi?

Exercitiul 12.3.10. Un test grild contine 5 subiecte, fiecare cu 4 variante de raspuns. In cate
moduri se pot da raspunsuri, daca:

(a) pentru fiecare subiect este permis un singur raspuns;
(b) pentru fiecare subiect, trebuie selectata cel putin o varianta de raspuns.

Care este probabilitatea ca alegand aleatoriu raspunsurile, un student sa raspundéa corect la mai
mult de jumatate din subiecte?
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Exercitiul 12.3.11. (a) Cate cuvinte de 5 litere se pot scrie cu literele a,b, ¢, d, e, f, g7

(b) Cate cuvinte de 5 litere se pot scrie cu literele a,b, ¢, d, e, f, g astfel incat fiecare literd si
apard cel mult o data.

(c) Cate cuvinte de 8 litere se pot scrie cu literele a,b,c,d, e, f, g astfel incat a sa apard de 2
ori si b de 3 ori?

(d) Cate cuvinte de 8 litere se pot scrie cu literele a, b, ¢, d, e, f, g astfel incat a sa apara de cel
putin 3 ori, b apare cel putin o data.

(e) Cate cuvinte de 8 litere se pot scrie cu literele a, b, c,d, e, f, g astfel incat a si apara pe
prima sau ultima pozitie, iar b s& apard de 3 ori?

Exercitiul 12.3.12 (Birthday Paradox). Intr-o sald se afli 30 de oameni. Care este probabil-
itatea ca doua dintre persoane sd aiba aceeasi zi de nastere? Determinati numéarul minim de
persoane astfel incat probabilitatea ca doi sa aibd aceeasi zi de nastere sa fie >50%), respectiv
>90%.

Exercitiul 12.3.13. Ion comanda 10 carti distincte, trei despre politica, sapte despre chimie.
Dintr-o greseald a editurii, ele ajung intr-o ordine aleatoare una cate una. Care este probabili-
tatea ca cele trei despre politicd s ajungd consecutiv, una dupi alta?

Exercitiul 12.3.14. Determinati numarul de siruri de 12 biti, formati din 4 de zero si 8 de
unu, astfel incat nu exista doi de zero alaturati.

Exercitiul 12.3.15. In cate moduri putem impérti 14 persoane in patru grupuri de 2, 3, 4,
respectiv 5 oameni?

Exercitiul 12.3.16. In cite moduri putem distribui 10 carti distincte pe 5 rafturi (distincte)
astfel incat pe fiecare raft si avem cel putin o carte?

Exercitiul 12.3.17. In cate moduri putem distribui 10 bomboane identice la 3 copii? Dar daca
presupunem ca fiecare copil primeste cel putin o bomboana?

Exercitiul 12.3.18. Alfabetul latin are 26 de litere.
(a) Cate cuvinte de doua litere exista?
(b) Cate cuvinte de doud litere distincte exista?

(c) Cate cuvinte de trei litere se pot forma care nu contin doua vocale aldturate?

Exercitiul 12.3.19. (a) In cate moduri putem permuta literele cuvantului BANANA? Dar
dacd vrem ca cei trei de A sd nu apard consecutiv?

(b) In cate moduri putem permuta cifrele numarului 12112025? Dar daca vrem ca cifrele de
0 si 2 sd nu fie consecutive?
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Exercitiul 12.3.20. In cate moduri putem imparti 18 studenti in grupuri de 3 sau 47

Exercitiul 12.3.21. Un zidar cumpard 10 galeti cu vopsea alba, gri, albastra, rosie si verde.
Cate combinatii exista?

Exercitiul 12.3.22. Un magazin primeste de la producétor 40 de tablete de ciocolata (identice),
pe care le aranjeazi pe 3 rafturi (distincte).

(a) In cate moduri pot fi aranjate acestea pe rafturi?
(b) In cate moduri pot fi aranjate astfel incat pe fiecare raft sa fie macar una?

(c) In cate moduri pot fi aranjate daca pe raftul de sus si de jos trebuie si fie plasate cel mult
15 (pe fiecare), iar pe cel din mijloc cel putin 257

(d) Sa presupunem ci ciocolatele sunt de doud tipuri: 20 ciocolatd cu lapte si 25 ciocolatd
neagri. In cate moduri putem si le distribuim pe rafturi astfel incat pe fiecare si existe
micar 5 de fiecare tip?

(e) Sa presupunem ca ciocolatele sunt de doud tipuri: 20 ciocolatd cu lapte si 25 ciocolatd
neagri. In cate moduri putem si le distribuim pe rafturi astfel incat pe fiecare si existe
macar 5 de fiecare tip?

Exercitiul 12.3.23. Cate cuvinte de 7 litere se pot forma cu literele M, A, T, H astfel incat
fiecare si apard mécar o datda. Care este probabilitatea ca alegind aleatoriu un astfel de cuvant
sa contingd sub-cuvantul MATH?

Exercitiul 12.3.24. Consideram cuvantul IONPEGARD. In cate moduri putem permuta literele
astfel incat unul din (sub)cuvintele ION, PE sau GARD sa apard?

Exercitiul 12.3.25. Fie n si k numere naturale. Atunci numarul de functii strict crescatoare
f:[k] = [n] este (Z) In particular, daca k > n, nu exista functii strict crescatoare f : [k] —» [n].

Exercitiul 12.3.26. Fie n si k numere naturale nenule. Atunci numarul de functii crescatoare

fi[k] =[] este () = ("71).

Exercitiul 12.3.27. Fie n,k € N. Consideram ecuatia 1 + 2 + ...+ x = n.
(a) Cate solutii naturale are ecuatia?
(b) Cate solutii naturale nenule are ecuatia.

Ordinea necunoscutelor conteaza (de exemplu, 1+2+3 =6 si 3+2+1 = 6 sunt considerate solutii
diferite).
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Exercitiul 12.3.28. Considerdm ecuatia x1 + z2 + 3 + 24 = 20.
(a) Cate solutii naturale are ecuatia?
(b) Cate solutii naturale nenule are ecuatia?
(c) Cate solutii naturale ale ecuatiei verificd x1 > 1,29 > 1,23 > 3,14 > 27

(d) Cate solutii naturale ale ecuatiei verifica 21 < 5,29 < 7,23 < 7,24 <57

Exercitiul 12.3.29. (a) Determinati numarul functiilor injective, respectiv strict crescitoare

[3]  [6].
(b) Determinati numarul functiilor cresciatoare [6] - [3].

(¢) Determinati numarul de functii surjective [6] — [3].

Exercitiul 12.3.30. Fie p numar prim si n € N. Dezvoltand (1 + 1+ -+ 1)P, aratati cd nP =n
—_—

nori

mod p.
Exercitiul 12.3.31. Un deranjament al lui [n] este o permutare (ai,...,a,) a lui [n] astfel
incat a; # ¢, pentru orice ¢ =1,...,n.

(a) Aratati cad numarul deranjamentelor este

1 1 1
—ml ... _1\
D, n.(l et (1) n!)

(b) Aratati cd D1 =0,Dy=1si D,, = (n—-1)(Dp-2+ Dy-1), pentru orice n > 3.

(c) Aratati cd& Dy =0 si D,, =nD,_1 + (-1)", pentru orice n > 2.

Exercitiul 12.3.32. Fie Sy, = 1¥ + 2% + .- + n*. S3 se demonstreze ci

(n + 1)k+1 =1+ (k 1— 1)Sk + (k;_ 1)Sk_1 P 000 TP (k ]: 1)51 +n.

Sa se deducd So, S3, Sy.

Exercitiul 12.3.33. Sa se calculeze sumele:
(@) ()= G)+ ()= (G)+

(b) (5)-3(3) +9(3) -27(5) + -

© (6)+ (D) + )+ ()
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Exercitiul 12.3.34. Sa se calculeze sumele:
@ () =)+ () -+ CU"C)S
(b) (1) +2(5)"+3()"+ -+ ()’
() () +2(71) +22(7) + -+ 2"(0),

n

Exercitiul 12.3.35. Fie n > 1. Aratati ca numarul solutiilor naturale nenule ale ecuatiei
T1+2x9+ - +nNTp=n

este egal cu numarul de partitii p(n).

Exercitiul 12.3.36. Fie n >k > 1. Dacd n > 2k, atunci ci p,_(n) = p(k).

Exercitiul 12.3.37. Fie n > k> 1. Atunci

pr(n) =pr(n—k) +pp_1(n—k)+-+pi(n-k) +po(n-k)
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