Notiuni de teoria grafurilor
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1 Grafuri. Definitie si exemple

Definitia 1.1. Prin graf (simplu neorientat) intelegem o pereche G = (V, E') unde
(a) V este o multime finita. Elementele lui V' se numesc varfurile sau nodurile lui G.

(b) E este o multime (finitd) de perechi neordonate de véarfuri. Elementele lui E se numesc
muchiile lui G. Pentru simplitate, o muchie {u,v} € E va fi notatd simplu uv.

Spunem in acest caz ca:

e u si v sunt adiacente,
e muchia uv este incidentd varfurilor u si v,

e u si v sunt extremitatile muchiei uw.

Observatia 1.2. Dat un graf G, vom nota prin V(G) multimea varfurilor lui G si prin E(G)
multimea muchiilor lui G.

Un graf se reprezintd de obicei astfel: varfurile sunt puncte in plan, iar muchiile sunt segmente sau
arce de curba intre varfuri. De exemplu, urmatoarele figuri sunt reprezentari ale grafului G = (V, E)
cu V' ={1,2,3,4,5} si E={12,23,31,14,15}:
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Observatia 1.3. Muchiile au extremitétile distincte (nu permitem bucle) si intre doud varfuri
avem cel mult o muchie (nu permitem muchii multiple). De asemenea, muchiile nu sunt orien-
tate. In literaturs, astfel de grafurile cu care vom lucra sunt numite in literatura grafuri simple
neorientate.

Daca permitem muchii multiple sau bucle, obtinem conceptul de multigraf sau graf general. De
asemenea, dacd muchiile sunt orientate, obtinem conceptul de graf orientat sau digraf.




Exemplul 1.4. Consideram V' o multime cu n varfuri si £ = (‘2/), multimea tuturor perechilor

posibile intre varfurile din V. Graful G = (V, E) astfel obtinut se numeste graf complet cu n
varfuri si il vom nota prin K.

Exemplul 1.5. Graful Petersen| este urmatorul graf cu 10 varfuri si 15 muchii.

Figure 4: Graful Petersen

Exemplul 1.6. Graful bipartit complet K, ,, este graful format din doud multimi (disjuncte)
de varfuri A = {aq,...,a,} si B ={b1,...,by} sl muchii trasate intre fiecare varf din A si fiecare
varf din B. Astfel, acest graf are m + n varfuri si mn muchii.

Definitia 1.7. Fie G un graf si v un varf al lui G. Prin gradul (sau valenta) lui v, notat d(v),
intelegem numarul de muchii din G incidente lui v, sau echivalent numarul de varfuri adiacente
lui v:

d(v) = [{e € B(G) | v e e} = |{u e V(G) | uv e B(G)}]



https://en.wikipedia.org/wiki/Petersen_graph

ai by

>

az by

(a) K33 (b) K24

Un instrument util pentru studiul grafurilor este matricea de adiacenti:

Definitia 1.8. Fie G = (V, E) un graf cu n varfuri. Numerotand varfurile putem presupune ca
V =[n].

Matricea de adiacentd a lui G este matricea A = (A(z,y)), .75 de ordin n x n data prin:

1, daca exista muchia zy € B
Al ) = { 0, 1In caz contrar.

Definitia 1.9. Fie G = (V, E) un graf.
(a) Prin lant (eng: walk) in G intelegem un sir muchii de forma
VU1, V12, . . . Vj—1Vk
(oricare doud muchii consecutive din sir au o extremitate comuna).

e Vom nota lantul L de mai sus prin k + 1l-uplul de varfuri (vg,v1,...,vx) (notatia are
sens: o muchie este unic determinatd de extremitatile sale).

® g, v1,...,U, se numesc varfurile lantului L, iar vy si vy, sunt extremitatile lantului L.
Numarul k£ de muchii din lant se numeste lungimea lantului L.

(b) Daca vg = vk, spunem ci lantul L este inchis.
(¢) Lantul L se numeste drum (eng: path) daca toate varfurile sale sunt distincte.

(d) Lantul L se numeste ciclu (eng: cycle) daca este inchis si toate varfurile sunt distincte cu
exceptia extremitdtilor.

(e) Lantul L se numeste parcurs (eng: trail) dacd toate muchiile sale sunt distincte.

(f) Lantul L se numeste circuit (eng: circuit) daci este un parcurs cu extremititile egale.

Definitia 1.10. Graful G se numeste conex daca intre orice doua varfuri ale lui G exista méacar
un drum. In caz contrar, spunem ca G este neconex.




(3,2,1,4) este un drum (1,3,2,1,5) este lant (1,2,3,1) este un ciclu
care nu este drum de lungime 3

~
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Definitia 1.11. Fie G = (V, E'). Consideram pe V relatia de echivalenta

u~v < exista un drum dela v la v in G

9

Subgrafurile induse de clasele de echivalenta in raport cu ” ~” se numesc componente conexe

ale lui G.

Observatia 1.12. Componentele conexe ale unui graf G sunt subgrafurile conexe maximale ale
lui G. Fiecare varf vg € V face parte dintr-o componentd conexi Cy unic determinata. Varfurile
lui Cy sunt cele la care se poate ajunge prin drumuri care pleacd din vg. Muchiile lui Cy sunt
toate acele din G care leaga varfurile din Cy.

Evident, fiecare componentd conexd este la randul ei graf conex (justificati!). De asemenea, un
graf conex are o unicd componentd conexa.

Exemplul 1.13. Consideram V =[8] si £ ={{4,j}|4,j € V,|i - j| =2} (trasdam o muchie intre i
si j dacd |i — j| = 2). Atunci G are doud componente conexe determinate de varfurile {1,3,5,7},
respectiv {2,4,6,8}:

Graf cu doud componente conexe

2 Arbori

Definitia 2.1. (a) Prin arbore intelegem un graf conex si fara cicluri.

(b) Un graf fara cicluri se numeste padure. Echivalent, o padure este un graf ale carui com-
ponente conexe sunt arbori.




Figure 7: Exemple de arbori

Teorema 2.2. Fie T un graf cu n > 2 vdrfuri si r muchii. Urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente.

(a) T este un arbore.
(b) Pentru orice doud varfuri u,v ale lui T, exista si este unic un drum de la u la v.

(c) T este conex si, elimindnd orice muchie din T obtinem un graf neconex (o astfel de muchie
se numeste punte — eng: bridge).

(d) T nu admite cicluri si, addugand o muchie in T, obtinem un graf cu cicluri.
(e) G este conex sin=r+1.

(f) G nu admite cicluri sin=1r+1.

.

Demonstratie. (a) = (b). Deoarece T este conex, existd un drum intre u si v. Vrem s aratdm
unicitatea acestuia.

Astfel, considerdam dou# drumuri Ly si Lo intre u si v. Cele dou#t drumuri au in comun extremititile
u si v, dar vor putea avea in comun si altele. Notdm prin z ultimul varf comun al lui L si Lg, inainte
de prima bifurcare. Dupé un numar de muchii cele doud drumuri trebuie si se uneascé din nou. Notim
prin y varful unde aceasta se intampld prima data. Din constructie, portiunile din L; si Lo dintre =

Ly

Ly
si y nu au varfuri comune, exceptand capetele, deci, lipind aceste portiuni vom obtine un ciclu in T,
ceea ce contrazice ipoteza. Asadar, intre u si v existd un unic drum.

(b) = (a). Evident T este conex. Dacd T ar admite un ciclu C' = (vg,v1,...,vn,v0) atunci
intre vg si v1 avem doud drumuri distincte: (vg,v1) si (v1,v2,...,0,,00), Ceea ce contrazice unicitatea
drumurilor intre doua varfuri.

(a) = (c¢). Fie e = uv o muchie a lui T si T - e graful obtinut prin stergerea lui e din T.

Sa presupunem ca T —e este conex. Atunci exista un drum L in 7' —e care uneste u cu v. Adaugand
la L muchia e obtinem un ciclu in 7', contradictie.

(¢) = (a). Presupunem ca T admite un ciclu L. Eliminand din 7" o muchie uv din L, graful
rdmas este in continuare conex, contradictie (putem lega w si v prin drumul "ocolitor" prin restul
ciclului L).

(a) = (d). Fie u si v doua varfuri nelegate printr-o muchie. Ele sunt legate printr-un drum L
pentru cd T este conex. Adaugind la T la muchia wv, graful rezultat va avea un ciclu: L, impreuns



cu uv.

(d) = (a). Trebuie sa aratam T este conex. Fie u si v dou varfuri distincte. Daca uv € E, am
terminat. S& presupunem ci uv ¢ E.

Adiugand muchia e = uv la T, graful obtinut trebuie s& aibd un ciclu, care va contine evident
muchia e. Acest ciclu d& nastere la doua drumuri de la u la v: muchia e si drumul "ocolitor". Acesta
din urma este continut in 7". Deci T" este conex.

(a) = (e). Procedam prin inductie dupa n = |V]|.

Pentru n = 1, avem r = 0 (un graf cu un varf nu are muchii), deci n = r + 1. Presupunem rezultatul
adevdrat pentru orice arbore cu mai putin de n varfuri si consideram un arbore 1T' cu n varfuri.

Fie e = wv o muchie a lui T. Graful T — e va fi neconex, cu doud componente conexe T si Tb.
Acestea vor fi arbori cu mai putin de n varfuri (eliminarea unei muchii nu va introduce cicluri). Din
ipoteza inductiva avem |V (T1)| = |E(T1)| + 1 si [V(T»)| = |[E(T2)| + 1. Rezulta

r=|FE

= |E(T)| +|E(T)|+1=|V(T)| -1+ |V(T3)|-1+1=|V|-1=n-1.

() = (a). Stim cd T este conex; raméane s aratam cd T nu are cicluri.

Presupunem ca 7" are un ciclu L si fie e = uv o muchie din L. Graful 7' - e va fi in continuare
conex. Daca are cicluri, repetdm procedeul si mai elimindm o muchie. Dup& un numar finit de pasi
vom obtine un graf 7", conex si aciclic, adica un arbore.

Din implicatia (a) == (e) avem |E(T")| = |V (T")| - 1. Pe de alta parte, |V(T)|=[V(T")| =n si
|E(T")| < |E(T)]| (in procedeul nostru, am taiat doar muchii), deci

n=|V(T)|=|V(T")|=|E(T|+1<|E(T)|+1=r+1=n

ceea ce este o contradictie. Deci T este aciclic.

(a) = (f). Rezulta din implicatia (a) = (e).

(f) = (a). Trebuie doar sa ardtam ca T este conex. Fie T71,...,T} componentele conexe
ale lui T. Fiindcd T este aciclic, grafurile T; sunt arbori. Din echivalenta (i) <= (v), stim cid
[V(T;)| = |E(T;)| + 1. Rezulta atunci:

k k k
n=IV]= SV = SUB@)] + 1) = k+ 3BT =k + Bl = k+n-1
i-1 i-1 i-1
deci k=1, adicd T este conex. [

Corolarul 2.3. Fie G o padure cu n vdrfuri si r componente conexe. Atunci numdarul de muchii
ale lui G este n—r.

Teorema 2.4 (Cayley). Numdrul de arbori cu multimea de varfuri V = [n] este n" 2.

\.

Demonstratie (Priifer). Pentrun = 1,2, avem un singur arbore cu V' = [n] si teorema este verificata.
Presupunem n > 3.

Vom construi o bijectie explicitd intre multimea arborilor cu n varfuri si multimea cuvintelor de
n — 2 cifre construite cu un alfabet de n litere {1,2,...,n}. Cuvantul asociat unui arbore se va numi
codul Priifer al arborelui.

Consideram astfel un arbore T cu V(T') = [n]. Codul Priifer asociat se obtine astfel:

e Dintre toate frunzele lui T (stim c& avem cel putin doud), existd una care este cea mai mica ca
numdr natural. Fie ea [; si fie z1 € [n] unicul varf adiacent lui ;.

e Stergem din 7' pe [; si [121 si obtinem un arbore 77. In T, consideram [y frunza cu valoarea
cea mai micd si xo singurul varf din T) adiacent lui ly. Apoi stergem [y si muchia loxs din T5 si
obtinem arborele T5.

e Repetdm procedeul, eliminand cite o muchie si un varf in fiecare pas pani cand rdménem cu
doud varfuri legate printr-o muchie, unul dintre acestea fiind x,_o, varful legat de frunza I,,_o.



e Codul Prufer al lui T este cuvantul z1zs... 2, 9.
Invers, consideram un sir 21 ...x,-2 de numere din [n]. Lui ii asociem un arbore T astfel:

e Scriem pe doud linii sirul dat, precum si numerele de la 1 la n in ordine crescédtoare.

T | T2 | | Tpo2
1 2| |ln-2|n-1|n

e Trasdm o muchie intre x; si cel mai mic numér de pe linia a doua care nu apare pe prima linie,
li =min[n]\{z; |i=1,...,n-2}.

e Eliminam x; si [; din tabel. Trasam o muchie intre x2 si cel mai mic numéar de pe linia a doua
care nu apare pe prima linie, Iy = min[n]\{l1,z2,..., 2, }.

e Repetand procedeul pentru fiecare x;, obtinem un graf cu n — 2 muchii si rdmanem cu dous
elemente pe a doua linie. Aceasta d&d ultima muchie a grafului.

Justificam cd graful obtinut este un arbore. Varful [y apare numai in prima muchie construita.
Astfel, T este obtinut din constructia pasilor ulteriori addugand muchia lyx;. Dar pasii ulteriori
reprezintd constructia unui graf 7’ cu n—1 varfuri dintr-un cod Priifer. Inductiv, acesta este un arbore.
Asadar, T se obtine adiugand o muchie cu o frunza lui 7", de unde rezulta ca T este intr-adevir un
arbore.

Am asociat astfel unui arbore un cuvant de lungime n—2 i unui cuvint un arbore. Din constructie,
cele doud corespondente grafuri - coduri Priifer sunt inverse una alteia.

In concluzie, numirul de arbori ciautat este egal cu numérul de cuvinte de lungime n -2 in alfabetul
{1,2,...,n}, care este egal cu n"2, |

Corolarul 2.5. Numdrul de arbori cu varfurile {1,2,...,n} si gradele varfurilor dy,ds,...,
respectiv dy,, unde ;v =2(n—1) este
(n-2)!

Demonstratie. Fie T un arbore si xy...x,-2 codul sau Priifer. Din constructia acestui cuvant,
observam ca fiecare varf i € [n] apare de d(i) — 1 ori.

Rezultd ca numairul de arbori cu varfurile [n] si gradele dy,ds,...,d, este egal cu numiarul de
cuvinte de lungime n — 2 scrise cu literele 1,2,...,n astfel incat litera i apare de d; — 1 ori. Acesta este
exact numarul din concluzie. [



Exemplul 2.6. Consideram arborele:

Frunza minima este {; = 3, iar varful adiacent
este 1 = 1. Eliminénd [; din graf obtinem:

Frunza minima este Iy = 4, iar varful adiacent
este 9 = 2. Eliminand [l din graf obtinem:

Frunza minima este I3 = 5, iar varful adiacent
este x3 = 1. Eliminand /3 din graf obtinem:

Frunza minima este I, = 1, iar varful adiacent
este 4 = 2. Eliminand l4 din graf obtinem:

Codul Priifer al grafului dat este 1212.

O—O



Exemplul 2.7. Vrem sa construim arborele corespunzitor codului Priifer 332211. Numarul de
varfuri al arborelui este 8.

3[2]2]1]1
1[2]3[4]5]6
x[3[2]2]1]1
1[2]3]X][5]6
X[x[2]2]1]1
1|2|3|%|R|6
AlA|X[2]1]1
12| R|A|R|6
AA[E[R|1]1
LI2[R|A|R|B
AR A[E X1
LIX|R|A|A|R
AR A E| XX
LIX|R|A|AR|R

Arborele obtinut este

Unim primul varf de pe prima linie, 3 cu cel mai
mic numar de pe linia a doua care nu apare pe
linia a doua, adica 4.

Am obtinut astfel muchia 34.

Eliminam din tabel cele doud varfuri (3 de pe
prima linie si 4 de pe a doua). Si repetdm pro-
cedeul: unim 3 (al doilea) cu cel mai mic numér
de pe a doua linie, care nu apare pe prima, adica
5.

Am obtinut astfel muchia 35.

Eliminam din tabel varfurile selectate anterior
si repetam procedeul. Obtinem muchia 23.

Eliminam din tabel varfurile selectate anterior
si repetam procedeul. Obtinem muchia 26.

Eliminam din tabel varfurile selectate anterior
si repetam procedeul. Obtinem muchia 12.

Eliminam din tabel varfurile selectate anterior
si repetam procedeul. Obtinem muchia 17.

Eliminam din tabel varfurile selectate anterior
si raméanem cu varfurile 1 si 8, pe care le unim
cu o muchie.



3 Grafuri bipartite

Definitia 3.1. Un graf G se numeste bipartit daca exista o partitie a varfurilor V(G) = X uY
astfel incat toate muchiile au o extremitate in X si una in Y. Vom numi multimile X si YV
péartile grafului.

Exemplul 3.2. Fie X si Y doud multimi cu m respectiv n elemente. Graful complet bipartit
K, este graful obtinut trasand cate o muchie intre fiecare varf din X si fiecare varf din Y.

Ko

Teorema 3.3. Un graf G = (V,E) este bipartit daca si numai dacd fiecare ciclu din G are
lungime pard.

Demonstratie. Presupunem mai intai cd G este bipartit cu péartile X si Y. Orice ciclu din G va
incepe din X si va traversa citre Y si apoi inapoi citre X. Lungimea sa va fi astfel un numar par.
Invers, presupunem ca toti ciclurile lui G au lungime para. Pentru a demonstra cd G este bipartit,
trebuie 88 ardtam ci fiecare componenti conexd a lui G este bipartitd. Putem astfel si presupunem
cd (G este conex.
Pentru doua varfuri u,v € V(G), notdm d(u,v) lungimea minimé a drumurilor de la u la v. Fixam
un varf ug al lui G si consideram

X ={v eV |d(up,v) este par}
Y = {v eV |d(up,v) este impar}

Este clar atunci ca X nY =@ sicda XuY =V. Vrem si ardtdm cd G este bipartit cu partile X si Y,
adicd toate lui G muchiile au o extremitate in X si una in Y.

Fie u # v doud varfuri din X. Presupunem ca e = uv este o muchie in G. Fie Lj = (ug,...,u) si
Ly = (ug, . ..,v) drumurile de lungime minim3a de la ug la u, respectiv v. Din definitia lui X, lungimile
lui Ly si Lo, notate Iy, respectiv s, sunt ambele pare.

Consideram mai intdi cazul cAnd muchia e face parte din drumul Lq. Deoarece varfurile dintr-un
drum nu se repetd si ultimul varf din L este u, rezulti ci e este ultima muchie a lui L;.

L1 — e este un drum de la ug la v, de lungime [; — 1. Din minimalitatea lui lo, rezulta I; — 1 > s.

Pe de alta parte, Lo +e este un drum de la ug la u de lungime ls+1, deci la+1 > [1, din minimalitatea
lui ll.

10



L1 (&
L
Din cele doua inegalitati obtinem ca Iy >Ila+ 1 > 11, deci I; =13 + 1. Dar aceasta egalitate nu poate
avea loc, deoarece [ si ls sunt ambele pare. Asadar e nu este o muchie a lui L; si analog se arata ca

nu este muchie nici a lui Lo.
Drumurile L; si Ly pot avea varfuri comune. Fie x ultimul varf comun (masurat dinspre )

o (]

Din constructia lui x rezultd ca in cele doud drumuri de la z la u, respectiv v nu avem varfuri
comune. Asadar, drumurile z — —u si x — —v impreuni cu muchia e formeazi un ciclu C.

Pe de altd parte, portiunile din L; si L de la ug la = au aceeasi lungime [ (daca una dintre lungimi
ar fi mai micd am putea scurta unul din drumurile ciatre v sau v, contrazicind minimalitatea lor).
Rezulta ca drumurile x — —u si x — —v au lungimile [y — [, respectiv s — [.

Cum [ si [ sunt ambele pare, numerele I; —{ si lo—1 au aceeasi paritate. Rezulta atunci ca lungimea
lui C', egald cu Iy —l+lo—[+1, este numér impar. Deci C este un ciclu de lungime impara, contradictie.

Asadar, G nu contine muchii intre varfuri din X. Analog se arata ca G nu contine muchii cu ambele
extremititi in Y. Deci G este bipartit cu partile X si Y. [

[ Corolarul 3.4. Orice arbore este graf bipartit.

Demonstratie. Arborii sunt aciclici, deci toate ciclurile au lungime 0, care este numar par. [

11



4 Exercitii si probleme

Exercitiul 4.1. Fie G = (V, E) un graf. Atunci:

> d(v) =2|E]|

veV

In particular, in orice graf existd un numar par de varfuri impare (i.e. cu gradul par).

\

Solutie. In suma din membrul stang, fiecare muchie e = uv este numarata de doud ori: o data in
deg(v), o datd in deg(u). De aici, rezulta formula.

Mai riguros, consideram M = {(v,e) € V x E | v € e}. Calculam cardinalul lui M in doud moduri.
Mai intai numaram elementele dupa varfuri:

M= {(vie)eVxE|veel|=> [{ecE|veE} =) degv
veV veV veV

Apoi numéram elementele dupad muchii:

IM|=> [{(v,e) e VxE|vee}|=> 2=2|E].
ecF ecF

Pentru a doua afirmatie, observim cd membrul drept al egalitdtii este un numar par. Rezulta
atunci cd suma din dreapta trebuie sa contind un numar par de termeni impari, adicd d(v) este impar,
pentru un numdr par de varfuri v. [

Exercitiul 4.2. Fie z # y doud varfuri intr-un graf G. Daca exista un lant de la x la y, atunci
existd un drum de la z la y.

Indicatie. Fie L un lant intre x si y. Putem elimina portiunea din L intre doud varfuri repetate si
rdméanem in continuare cu un lant. Repetand procedeul, raménem cu un drum. [

Exercitiul 4.3. Fie V = [n]. Aratati ca exista 2("2") grafuri avand multimea de varfuri V' astfel
incat fiecare varf are grad par.

Solutie (Schiti). 2("3") este numrul de grafuri (fara restrictii) ce pot fi construite cu pe varfurile
[n —1]. Unui graf G cu varfurile [n], cu toate gradele pare, ii asociem graful G — n, obtinut prin
eliminarea varfului n (si toate muchiile incidente lui), ce are, evident varfurile in [n —1].

Invers, la un graf arbitrar G’ cu varfuri [n - 1] addugam varful n si muchii de la n la toate varfurile
din G’ cu gradul impar. Graful obtinut astfel are toate gradele pare.

Cele doua corespondente sunt inverse una alteia, de unde rezultad concluzia. [

Exercitiul 4.4. Fie G = (V, E) un graf. Aratati cd dacd fiecare varf al lui G are gradul cel
putin 2, atunci G admite cicluri.

Solutie. Fie L un drum maximal al lui G si v o extremitate a acestui drum. Deoarece d(v) > 2, exista
cel putin doud varfuri adiacente lui v. Fie v’ varful adiacent lui v din L si u unul dintre celelalte varfuri
adiacente lui v. Dacd u nu este un varf al lui L, putem adduga muchia wv la L si obtinem un drum
care contine strict L, contrazicand maximalitatea lui L. Rezulta astfel ca u este un varf al lui L (diferit
de v si v'). Addugand la portiunea din drumul L dintre v si v muchia uv, obtinem un ciclu din graful
G. |

12



Exercitiul 4.5 (Circuite euleriene). Prin circuit eulerian intelegem un circuit care contine toate
muchiile grafului. Ardtati urméatoarea teorema a lui Euler:

Un graf conex cu cel putin doud varfuri admite un circuit eulerian daca si numai daca toate
varfurile sunt pare.

Solutie. Presupunem mai intai ca graful G admite un circuit eulerian L. In parcurgerea circuitului,
fiecare muchie care "intrd" intr-un varf este urmata de o muchie care "pleacd" din acel varf. Deoarece
L contine toate muchiile o singurd datd, numarul de muchii din L (si deci din G) care intra intr-un
varf va fi egal cu numéarul de muchii care pleaca. Astfel, gradul fiecarui varf este par.

Invers, si presupunem fiecare varf al lui G este par. Plecand de la un varf v si addugand succesiv
muchii putem forma un circuit (acest lucru este posibil deoarece numéarul de muchii incident fiecarui
varf este par si pozitiv).

Graful G admite astfel circuite. Fie L un circuit maximal si sd presupunem cd L nu contine toate
muchiile. Fie H graful format prin stergerea muchiilor din L (pastrand astfel doar muchiile neutilizate
si varfurile lor).

Rezulta atunci ca fiecare varf din H are gradul pozitiv si par (deoarece in L apar un numér par de
muchii prin fiecare varf). |

Exercitiul 4.6. Fie T' = (V, E) un arbore cu |[V|> 2.
(a) T are cel putin doud frunze (adica varfuri de grad 1).

(b) Daca v este o frunzi a lui T atunci T — v este un arbore.

Solutie. (a) Consideram L = (vg,v1,...,v,) un drum de lungime maximald din 7. Deoarece T' are
cel putin doud varfuri, avem r > 1. Vom ardta ci vy si v, sunt frunze.

S& presupunem ca degvg > 2. Existd atunci doud varfuri legate prin muchii de vg. Unul dintre
acestea fiind v1l, rezultd ci existd v # vy astfel incat vvg € E.

Dacid v # vg,..., v, atunci L' = (v,vg,v1,...,v,) este un lant de lungime r + 1, ceea ce contrazice
maximalitatea lui L.
Deci v trebuie sa fie unul dintre varfurile v; cu j € {2,...,r}. Atunci L' = (vg,v1,...,vj,v9) este un

ciclu in T', contradictie. Deci degvg > 2. Analog se aratd si ca degv, > 2.

(b) Eliminand varful v din 7" (impreuna cu unica muchie incidenta lui) obtinem tot un graf aciclic.
Réamane sa aratdm ca este conex. Fie u,u’ € T —v. Deoarece T este conex, existd un drum L de la u
la v in T.

Daca L ar contine varful v atunci prin v ar trece doud muchii (dinspre u si dinspre u’), ceea ce
contrazice ipoteza cd v este frunzd. Deci L nu contine v, adici este un drum din T —v. Asadar T este
conex. ]

Exercitiul 4.7. Fie G un graf conex. Pentru doud varfuri z,y definim d(z,y) € N lungimea
minima a drumurilor de la x la y.

(a) Justificati ca d(x,y) este bine definit. Ce se intampld dacd G nu este conex.
(b) Aratati ca d este o metricd pe V(G) adici:

(a) d(x,y) =0 daca si numai daca x = y.
(b) d(x,y) =d(y,z), pentru orice z,y € V(G).
(c) d(z,z) <d(x,y) +d(y, z), pentru orice z,y, z € V(G).
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Exercitiul 4.8. Fie G un graf cu n varfuri, numerotate de la 1 la n. Din constructie, matricea
de adiacentd A a lui G depinde de numerotarea varfurilor. Aratati cd polinomul siu caracteristic
nu depinde de numerotare. In particular, tr(A), det(A) si valorile proprii ale lui A (ca multiset)
nu depind de numerotare.

(a) Putem vedea matricea de adiacenta ca matricea unui operator liniar R™ — R™ (relativ la baza
canonicd). Renumerotarea varfurilor revine la permutarea vectorilor din aceasta baza, iar noua
matrice de adiacenta este matricea aceluiasi operator dar relativ la baza canonica permutata.
Cum polinomul caracteristic este invariant la schimbéri de baza rezultd concluzia.

Exercitiul 4.9. Determinati polinoamele caracteristice ale matricei de adiacentd asociate gra-
fului complet K,,, respectiv, grafului complet bipartit K, ,,. Care sunt valorile proprii corespun-
zatoare?

Solutie. Matricea de adiacentd A a lui K,, are 0 pe diagonala principald si 1 in rest, adici
Ak, =B -1,

unde B este matricea cu toate elementele egale cu 1.

Matricea B are rangul 1, de unde rezulta ca 0 este valoare proprie pentru B cu multiplicitate n—1.
Valoarea proprie ramasi este n (suma valorilor proprii este tr(B) =n), deci polinomul caracteristic al
lui B este

Pp(X) =det(XI,-B)=X""1(X -n)

Polinomul caracteristic al lui Ag, va fi atunci
(X+1)" N (X -n+1))

Pentru graful complet bipartit K, ,,,, numerotdm varfurile partilor X = {1,...,n},Y ={n+1,...,m}.
Matricea de adiacenta va avea forma:

Op Bn,m
AK”’m N (Bm,n Om )

unde B,, ,, si By, sunt matrice de ordin n x m, respectiv m x n, cu toate elementele egale cu 1.

Matricea Ak, ,, are rangul 2, deci 0 este o valoare proprie cu multiplicitate m +n - 2. Fie a > 3
celelalte doua valori proprii.

Deoarece tr(Ag,,,,) =0, avem a + 3 = 0. Avem, de asemenea, tr(A%(mm) =a?+p2

Pe de altd parte tr(A%(nm) coincide cu numarul lanturilor inchise de lungime 2 din K, ,,. Dar
acesta este dublul numirului de muchii, adici 2mn.

Asadar a+ =0 si o? + 8% = 2mn, de unde rezulti ci o = /mn, 3 = \/mn. Polinomul caracteristic
este atunci:

Pay, (X)) = X™7"2(X? —mn)

Exercitiul 4.10. Fie C,, graful ce consta dintr-un ciclu de lungime n si P, graful ce constd
doar dintr-un drum de lungime n (cu n + 1 varfuri). Determinati polinoamele caracteristice ale
matricelor de adiacenta ale acestor grafuri.

Exercitiul 4.11. Fie G un graf cu n varfuri si A matricea de adiacentd asociatd. Consideram
k> 1 si z,y doud varfuri ale lui G. Atunci elementul de pe pozitia (z,%) din A* este egal cu
numarul de lanturi de lungime k dintre z si y. In particular, tr(A*) este numarul de lanturi
inchise de lungime k din graful G.
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Exercitiul 4.12. Fie G un graf cu n varfuri si A matricea sa de adiacenta. Exprimati numarul
de triunghiuri (cicluri de lungime 3) in functie tr(A?).

Exercitiul 4.13. Fie G un graf cu n varfuri si A matricea sa de adiacentd. Aratati cd urmé-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(a) G este bipartit.

(b) Multimea valorilor proprii ale lui A este simetrica fatd de zero, adica daca A este o valoare
proprie cu multiplicitatea m in polinomul caracteristic atunci si —A este valoare proprie cu
aceeasi multiplicitate.

Care este forma polinomului caracteristic in aceastd situatie?

Exercitiul 4.14. Consideram un graf cu varfurile V' = [15] dat prin liste de vecini:

Varf | Vecini || Varf | Vecini || Varf | Vecini || Varf | Vecini
1 2,3 5 2,10,11 9 4 13 6
2 14,5 6 3,12,13 10 5 14 7
3 1,6,7 7 3,14,15 11 5 15 7
4 2,89 8 4 12 6

Desenati graful, verificati ca este un arbore si determinati codul Priifer corespunzator.

Exercitiul 4.15. Consideram un arbore cu codul Priifer 25121989. Desenati acest arbore.

\.

Exercitiul 4.16. Fie n >3 si 1 <d <n-1. Cati arbori cu varfuri in [n] se pot construi astfel
incat gradul varfului 1 s& fie d7

Solutie. Un arbore cu varful 1 avand gradul d are codul Priifer un cuvant de n — 2 litere din [n], in
care 1 apare de exact d -1 ori, iar restul literelor sunt arbitrare. Obtinem astfel c& numarul de arbori

cautat este

(alegem d-1 dintre pozitii in cuvant pe care le completam cu valoarea 1, iar restul de (n—-2)—-(d-1) =

(1o

n —d -1 pozitii sunt completate cu oricare din celelalte litere, de la 2 la n).

7

Exercitiul 4.17. Fie G un arbore in care toate varfurile au gradul cel mult 2. Determinati
sirul gradelor corespunzator si desenati graful. Dacd varfurile sunt numerotate de la 1 la n, cate
astfel de grafuri exista?

Exercitiul 4.18. Fie G un arbore cu n varfuri si ¢ > 2 frunze astfel incat gradul maxim al
varfurilor este 3. Aratati ca G are exact ¢ — 2 varfuri de grad 3.

Exercitiul 4.19. Fie G un arbore cu varfurile [n], in care 1,2, ..., ¢ sunt frunze, /+1,...,20—-2
sunt varfuri cu gradul 3, iar restul au gradul 2. Cati astfel de arbori exista?

Exercitiul 4.20. Fie numerele naturale d; >da ... > d7 > 1 astfel incat d; +...+d7 = 12. Aratati
cd existd un arbore cu 7 varfuri cu sirul gradelor (dy,...,d,).
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Exercitiul 4.21. Daca un graf are n varfuri si n — 1 muchii, rezulta ca este conex sau aciclic?

Exercitiul 4.22. Aratati ca un graf cu n varfuri si n muchii admite macar un ciclu.

Exercitiul 4.23. Fie G un graf bipartit cu partile X si Y. Aratati ca, dacd G este k-regulat
(adicd toate varfurile au gradul k) atunci X si Y au acelagi numar de varfuri.

Exercitiul 4.24. Aratati ca partile unui graf conex bipartit sunt unic determinate. Raméne
adevarat rezultatul daci fira ipoteza de conectivitate?

Exercitiul 4.25. Fie G un graf cu n varfuri. Daca G nu admite triunghiuri, aratati ca G are
cel mult n2/4 muchii. Determinati graful in cazul de egalitate.

Exercitiul 4.26. Consideram P([n]), multimea submultimilor lui [n], ordonata prin incluziune.
Diagrama Hasse asociaté este graful H urméator. Multimea varfurilor este V' = P([n]), si trasam
o muchie de la A la B daca A ¢ B si nu existd nicio submultime C' astfel incat A ¢ C ¢ B (nu
existd C 'intre’ A si B).

(a) Cate varfuri si cate muchii are H?
(b) Admite H triunghiuri? Dar cicluri de lungime 47

(c) Este H bipartit?

Exercitiul 4.27. Fie n > 3. Atunci K,, nu este bipartit. Care este numarul minim de muchii
care trebuie tiiate din K, astfel incat s devind bipartit?
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