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1 Grafuri. De�nit
,
ie s

,
i exemple

De�nit
,
ia 1.1. Prin graf (simplu neorientat) înt

,
elegem o pereche G = (V,E) unde

(a) V este o mult
,
ime �nit . Elementele lui V se numesc vârfurile sau nodurile lui G.

(b) E este o mult
,
ime (�nit ) de perechi neordonate de vârfuri. Elementele lui E se numesc

muchiile lui G. Pentru simplitate, o muchie {u, v} ∈ E va � notat  simplu uv.

Spunem în acest caz c :

� u s
,
i v sunt adiacente,

� muchia uv este incident  vârfurilor u s
,
i v,

� u s
,
i v sunt extremit t

,
ile muchiei uv.

Observat
,
ia 1.2. Dat un graf G, vom nota prin V (G) mult

,
imea vârfurilor lui G s

,
i prin E(G)

mult
,
imea muchiilor lui G.

Un graf se reprezint  de obicei astfel: vârfurile sunt puncte în plan, iar muchiile sunt segmente sau
arce de curb  între vârfuri. De exemplu, urm toarele �guri sunt reprezent ri ale grafului G = (V,E)
cu V = {1,2,3,4,5} s

,
i E = {12,23,31,14,15}:

1

2

3

4

5 1

2 3 4 5

1

2 3

4 5

Observat
,
ia 1.3. Muchiile au extremit t

,
ile distincte (nu permitem bucle) s

,
i între dou  vârfuri

avem cel mult o muchie (nu permitem muchii multiple). De asemenea, muchiile nu sunt orien-
tate. În literatur , astfel de grafurile cu care vom lucra sunt numite în literatur  grafuri simple
neorientate.
Dac  permitem muchii multiple sau bucle, obt

,
inem conceptul de multigraf sau graf general. De

asemenea, dac  muchiile sunt orientate, obt
,
inem conceptul de graf orientat sau digraf.
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Exemplul 1.4. Consider m V o mult
,
ime cu n vârfuri s

,
i E = (V2), mult

,
imea tuturor perechilor

posibile între vârfurile din V . Graful G = (V,E) astfel obt
,
inut se numes

,
te graf complet cu n

vârfuri s
,
i îl vom nota prin Kn.

1

(a) K1

1

2

(b) K2

1

23

(c) K3

1

2

3

4

(a) K4

1

2

34

5

(b) K5

1
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3

4

5

6

(c) K6

Exemplul 1.5. Graful Petersen este urm torul graf cu 10 vârfuri s
,
i 15 muchii.

1

2

3 4

5
6

7

8 9

10

Figure 4: Graful Petersen

Exemplul 1.6. Graful bipartit complet Kn,m este graful format din dou  mult
,
imi (disjuncte)

de vârfuri A = {a1, . . . , an} s, i B = {b1, . . . , bm} s, i muchii trasate între �ecare vârf din A s
,
i �ecare

vârf din B. Astfel, acest graf are m + n vârfuri s
,
i mn muchii.

De�nit
,
ia 1.7. Fie G un graf s

,
i v un vârf al lui G. Prin gradul (sau valent

,
a) lui v, notat d(v),

înt
,
elegem num rul de muchii din G incidente lui v, sau echivalent num rul de vârfuri adiacente

lui v:
d(v) = ∣{e ∈ E(G) ∣ v ∈ e}∣ = ∣{u ∈ V (G) ∣ uv ∈ E(G)}∣

2
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a1

a2

a3

b1

b2

b3

(a) K3,3

a1

a2

b1

b2

b3

b4

(b) K2,4

Un instrument util pentru studiul grafurilor este matricea de adiacent
,
 :

De�nit
,
ia 1.8. Fie G = (V,E) un graf cu n vârfuri. Numerotând vârfurile putem presupune c 

V = [n].
Matricea de adiacent

,
  a lui G este matricea A = (A(x, y))x,y=1,n de ordin n × n dat  prin:

A(x, y) = { 1, dac  exist  muchia xy ∈ E
0, în caz contrar.

De�nit
,
ia 1.9. Fie G = (V,E) un graf.

(a) Prin lant
,
(eng: walk) în G înt

,
elegem un s

,
ir muchii de forma

v0v1, v1v2, . . . vk−1vk

(oricare dou  muchii consecutive din s
,
ir au o extremitate comun ).

� Vom nota lant
,
ul L de mai sus prin k + 1-uplul de vârfuri (v0, v1, . . . , vk) (notat, ia are

sens: o muchie este unic determinat  de extremit t
,
ile sale).

� v0, v1, . . . , vk se numesc vârfurile lant
,
ului L, iar v0 s, i vk sunt extremit t

,
ile lant

,
ului L.

Num rul k de muchii din lant
,
se numes

,
te lungimea lant

,
ului L.

(b) Dac  v0 = vk, spunem c  lant
,
ul L este închis.

(c) Lant
,
ul L se numes

,
te drum (eng: path) dac  toate vârfurile sale sunt distincte.

(d) Lant
,
ul L se numes

,
te ciclu (eng: cycle) dac  este închis s

,
i toate vârfurile sunt distincte cu

except
,
ia extremit t

,
ilor.

(e) Lant
,
ul L se numes

,
te parcurs (eng: trail) dac  toate muchiile sale sunt distincte.

(f) Lant
,
ul L se numes

,
te circuit (eng: circuit) dac  este un parcurs cu extremit t

,
ile egale.

De�nit
,
ia 1.10. Graful G se numes

,
te conex dac  între orice dou  vârfuri ale lui G exist  m car

un drum. În caz contrar, spunem c  G este neconex.
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(3,2,1,4) este un drum

1

2

3

4

5
←

→

→

→

(1,3,2,1,5) este lant
,

care nu este drum

1 2

3

4

→

→ ←

(1,2,3,1) este un ciclu
de lungime 3

De�nit
,
ia 1.11. Fie G = (V,E). Consider m pe V relat

,
ia de echivalent

,
 

u ∼ v ⇐⇒ exist  un drum de la u la v în G

Subgrafurile induse de clasele de echivalent
,
  în raport cu ” ∼ ” se numesc componente conexe

ale lui G.

Observat
,
ia 1.12. Componentele conexe ale unui graf G sunt subgrafurile conexe maximale ale

lui G. Fiecare vârf v0 ∈ V face parte dintr-o component  conex  C0 unic determinat . Vârfurile
lui C0 sunt cele la care se poate ajunge prin drumuri care pleac  din v0. Muchiile lui C0 sunt
toate acele din G care leag  vârfurile din C0.
Evident, �ecare component  conex  este la rândul ei graf conex (justi�cat

,
i!). De asemenea, un

graf conex are o unic  component  conex .

Exemplul 1.13. Consider m V = [8] s
,
i E = {{i, j} ∣ i, j ∈ V, ∣i − j∣ = 2} (tras m o muchie între i

s
,
i j dac  ∣i − j∣ = 2). Atunci G are dou  componente conexe determinate de vârfurile {1,3,5,7},
respectiv {2,4,6,8}:

1

2

3

4

5

6

7

8

Graf cu dou  componente conexe

2 Arbori

De�nit
,
ia 2.1. (a) Prin arbore înt

,
elegem un graf conex s

,
i f r  cicluri.

(b) Un graf f r  cicluri se numes
,
te p dure. Echivalent, o p dure este un graf ale c rui com-

ponente conexe sunt arbori.
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Figure 7: Exemple de arbori

Teorema 2.2. Fie T un graf cu n ≥ 2 vârfuri s
,
i r muchii. Urm toarele a�rmat

,
ii sunt echiva-

lente.

(a) T este un arbore.

(b) Pentru orice dou  vârfuri u, v ale lui T , exist  s
,
i este unic un drum de la u la v.

(c) T este conex s
,
i, eliminând orice muchie din T obt

,
inem un graf neconex (o astfel de muchie

se numes
,
te punte � eng: bridge).

(d) T nu admite cicluri s
,
i, ad ugând o muchie în T , obt

,
inem un graf cu cicluri.

(e) G este conex s
,
i n = r + 1.

(f) G nu admite cicluri s
,
i n = r + 1.

Demonstrat
,
ie. (a) Ô⇒ (b). Deoarece T este conex, exist  un drum între u s

,
i v. Vrem s  ar t m

unicitatea acestuia.
Astfel, consider m dou  drumuri L1 s, i L2 între u s

,
i v. Cele dou  drumuri au în comun extremit t

,
ile

u s
,
i v, dar vor putea avea în comun s

,
i altele. Not m prin x ultimul vârf comun al lui L1 s

,
i L2, înainte

de prima bifurcare. Dup  un num r de muchii cele dou  drumuri trebuie s  se uneasc  din nou. Not m
prin y vârful unde aceasta se întâmpl  prima dat . Din construct

,
ie, port

,
iunile din L1 s

,
i L2 dintre x

u . . . x

. . .

. . .

y . . . v

L1

L2

s
,
i y nu au vârfuri comune, exceptând capetele, deci, lipind aceste port

,
iuni vom obt

,
ine un ciclu în T ,

ceea ce contrazice ipoteza. As
,
adar, între u s

,
i v exist  un unic drum.

(b) Ô⇒ (a). Evident T este conex. Dac  T ar admite un ciclu C = (v0, v1, . . . , vn, v0) atunci
între v0 s

,
i v1 avem dou  drumuri distincte: (v0, v1) s, i (v1, v2, . . . , vn, v0), ceea ce contrazice unicitatea

drumurilor între dou  vârfuri.
(a) Ô⇒ (c). Fie e = uv o muchie a lui T s

,
i T − e graful obt

,
inut prin s

,
tergerea lui e din T .

S  presupunem c  T −e este conex. Atunci exist  un drum L în T −e care unes
,
te u cu v. Ad ugând

la L muchia e obt
,
inem un ciclu în T , contradict

,
ie.

(c) Ô⇒ (a). Presupunem c  T admite un ciclu L. Eliminând din T o muchie uv din L, graful
r mas este în continuare conex, contradict

,
ie (putem lega u s

,
i v prin drumul "ocolitor" prin restul

ciclului L).
(a) Ô⇒ (d). Fie u s

,
i v dou  vârfuri nelegate printr-o muchie. Ele sunt legate printr-un drum L

pentru c  T este conex. Ad ugând la T la muchia uv, graful rezultat va avea un ciclu: L, împreun 
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cu uv.
(d) Ô⇒ (a). Trebuie s  ar t m T este conex. Fie u s

,
i v dou  vârfuri distincte. Dac  uv ∈ E, am

terminat. S  presupunem c  uv ∉ E.
Ad ugând muchia e = uv la T , graful obt

,
inut trebuie s  aib  un ciclu, care va cont

,
ine evident

muchia e. Acest ciclu d  nas
,
tere la dou  drumuri de la u la v: muchia e s

,
i drumul "ocolitor". Acesta

din urm  este cont
,
inut în T . Deci T este conex.

(a) Ô⇒ (e). Proced m prin induct
,
ie dup  n = ∣V ∣.

Pentru n = 1, avem r = 0 (un graf cu un vârf nu are muchii), deci n = r + 1. Presupunem rezultatul
adev rat pentru orice arbore cu mai put

,
in de n vârfuri s

,
i consider m un arbore T cu n vârfuri.

Fie e = uv o muchie a lui T . Graful T − e va � neconex, cu dou  componente conexe T1 s
,
i T2.

Acestea vor � arbori cu mai put
,
in de n vârfuri (eliminarea unei muchii nu va introduce cicluri). Din

ipoteza inductiv  avem ∣V (T1)∣ = ∣E(T1)∣ + 1 s
,
i ∣V (T2)∣ = ∣E(T2)∣ + 1. Rezult 

r = ∣E∣ = ∣E(T1)∣ + ∣E(T2)∣ + 1 = ∣V (T1)∣ − 1 + ∣V (T2)∣ − 1 + 1 = ∣V ∣ − 1 = n − 1.

(e) Ô⇒ (a). S
,
tim c  T este conex; r mâne s  ar t m c  T nu are cicluri.

Presupunem c  T are un ciclu L s
,
i �e e = uv o muchie din L. Graful T − e va � în continuare

conex. Dac  are cicluri, repet m procedeul s
,
i mai elimin m o muchie. Dup  un num r �nit de pas

,
i

vom obt
,
ine un graf T ′, conex s

,
i aciclic, adic  un arbore.

Din implicat
,
ia (a) Ô⇒ (e) avem ∣E(T ′)∣ = ∣V (T ′)∣ − 1. Pe de alt  parte, ∣V (T )∣ = ∣V (T ′)∣ = n s

,
i

∣E(T ′)∣ < ∣E(T )∣ (în procedeul nostru, am t iat doar muchii), deci

n = ∣V (T )∣ = ∣V (T ′)∣ = ∣E(T ′)∣ + 1 < ∣E(T )∣ + 1 = r + 1 = n

ceea ce este o contradict
,
ie. Deci T este aciclic.

(a) Ô⇒ (f). Rezult  din implicat
,
ia (a) Ô⇒ (e).

(f) Ô⇒ (a). Trebuie doar s  ar t m c  T este conex. Fie T1, . . . , Tk componentele conexe
ale lui T . Fiindc  T este aciclic, grafurile Ti sunt arbori. Din echivalent

,
a (i) ⇐⇒ (v), s

,
tim c 

∣V (Ti)∣ = ∣E(Ti)∣ + 1. Rezult  atunci:

n = ∣V ∣ =
k

∑
i=1
∣V (Ti)∣ =

k

∑
i=1
(∣E(Ti)∣ + 1) = k +

k

∑
i=1
∣E(Ti)∣ = k + ∣E∣ = k + n − 1

deci k = 1, adic  T este conex. ∎

Corolarul 2.3. Fie G o p dure cu n vârfuri s
,
i r componente conexe. Atunci num rul de muchii

ale lui G este n − r.

Teorema 2.4 (Cayley). Num rul de arbori cu mult
,
imea de vârfuri V = [n] este nn−2.

Demonstrat
,
ie (Prüfer). Pentru n = 1,2, avem un singur arbore cu V = [n] s

,
i teorema este veri�cat .

Presupunem n > 3.
Vom construi o biject

,
ie explicit  între mult

,
imea arborilor cu n vârfuri s

,
i mult

,
imea cuvintelor de

n − 2 cifre construite cu un alfabet de n litere {1,2, . . . , n}. Cuvântul asociat unui arbore se va numi
codul Prüfer al arborelui.

Consider m astfel un arbore T cu V (T ) = [n]. Codul Prüfer asociat se obt
,
ine astfel:

� Dintre toate frunzele lui T (s
,
tim c  avem cel put

,
in dou ), exist  una care este cea mai mic  ca

num r natural. Fie ea l1 s
,
i �e x1 ∈ [n] unicul vârf adiacent lui l1.

� S
,
tergem din T pe l1 s

,
i l1x1 s

,
i obt

,
inem un arbore T1. În T1, consider m l2 frunza cu valoarea

cea mai mic  s
,
i x2 singurul vârf din T1 adiacent lui l2. Apoi s,tergem l2 s

,
i muchia l2x2 din T2 s

,
i

obt
,
inem arborele T2.

� Repet m procedeul, eliminând câte o muchie s
,
i un vârf în �ecare pas pân  când r mânem cu

dou  vârfuri legate printr-o muchie, unul dintre acestea �ind xn−2, vârful legat de frunza ln−2.
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� Codul Pru�fer al lui T este cuvântul x1x2 . . . xn−2.

Invers, consider m un s
,
ir x1 . . . xn−2 de numere din [n]. Lui îi asociem un arbore T astfel:

� Scriem pe dou  linii s
,
irul dat, precum s

,
i numerele de la 1 la n în ordine cresc toare.

x1 x2 ⋯ xn−2
1 2 ⋯ n − 2 n − 1 n

� Tras m o muchie între x1 s
,
i cel mai mic num r de pe linia a doua care nu apare pe prima linie,

l1 =min[n]/{xi ∣ i = 1, . . . , n − 2}.

� Elimin m x1 s
,
i l1 din tabel. Tras m o muchie între x2 s

,
i cel mai mic num r de pe linia a doua

care nu apare pe prima linie, l2 =min[n]/{l1, x2, . . . , xn}.

� Repetând procedeul pentru �ecare xi, obt, inem un graf cu n − 2 muchii s
,
i r mânem cu dou 

elemente pe a doua linie. Aceasta d  ultima muchie a grafului.

Justi�c m c  graful obt
,
inut este un arbore. Vârful l1 apare numai în prima muchie construit .

Astfel, T este obt
,
inut din construct

,
ia pas

,
ilor ulteriori ad ugând muchia l1x1. Dar pas

,
ii ulteriori

reprezint  construct
,
ia unui graf T ′ cu n−1 vârfuri dintr-un cod Prüfer. Inductiv, acesta este un arbore.

As
,
adar, T se obt

,
ine ad ugând o muchie cu o frunz  lui T ′, de unde rezult  c  T este într-adev r un

arbore.
Am asociat astfel unui arbore un cuvânt de lungime n−2 s

,
i unui cuvânt un arbore. Din construct

,
ie,

cele dou  corespondent
,
e grafuri - coduri Prüfer sunt inverse una alteia.

În concluzie, num rul de arbori c utat este egal cu num rul de cuvinte de lungime n−2 în alfabetul
{1,2, . . . , n}, care este egal cu nn−2. ∎

Corolarul 2.5. Num rul de arbori cu vârfurile {1,2, . . . , n} s
,
i gradele vârfurilor d1, d2, . . . ,

respectiv dn, unde ∑n
i=1 = 2(n − 1) este

(n − 2)!
∏n

i=1(di − 1)!

Demonstrat
,
ie. Fie T un arbore s

,
i x1 . . . xn−2 codul s u Prüfer. Din construct

,
ia acestui cuvânt,

observ m c  �ecare vârf i ∈ [n] apare de d(i) − 1 ori.
Rezult  c  num rul de arbori cu vârfurile [n] s

,
i gradele d1, d2, . . . , dn este egal cu num rul de

cuvinte de lungime n− 2 scrise cu literele 1,2, . . . , n astfel încât litera i apare de di − 1 ori. Acesta este
exact num rul din concluzie. ∎
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Exemplul 2.6. Consider m arborele:

1

2

3

4

5

6

Frunza minim  este l1 = 3, iar vârful adiacent
este x1 = 1. Eliminând l1 din graf obt

,
inem:

1

2

4

5

6

Frunza minim  este l2 = 4, iar vârful adiacent
este x2 = 2. Eliminând l2 din graf obt

,
inem:

1

2 5

6

Frunza minim  este l3 = 5, iar vârful adiacent
este x3 = 1. Eliminând l3 din graf obt

,
inem:

1

2

6

Frunza minim  este l4 = 1, iar vârful adiacent
este x4 = 2. Eliminând l4 din graf obt

,
inem: 2

6

Codul Prüfer al grafului dat este 1212.
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Exemplul 2.7. Vrem s  construim arborele corespunz tor codului Prüfer 332211. Num rul de
vârfuri al arborelui este 8.

3 3 2 2 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8

Unim primul vârf de pe prima linie, 3 cu cel mai
mic num r de pe linia a doua care nu apare pe
linia a doua, adic  4.
Am obt

,
inut astfel muchia 34.

�A3 3 2 2 1 1

1 2 3 �A4 5 6 7 8

Elimin m din tabel cele dou  vârfuri (3 de pe
prima linie s

,
i 4 de pe a doua). S

,
i repet m pro-

cedeul: unim 3 (al doilea) cu cel mai mic num r
de pe a doua linie, care nu apare pe prima, adic 
5.
Am obt

,
inut astfel muchia 35.

�A3 �A3 2 2 1 1

1 2 3 �A4 �A5 6 7 8

Elimin m din tabel vârfurile selectate anterior
s
,
i repet m procedeul. Obt

,
inem muchia 23.

�A3 �A3 �A2 2 1 1

1 2 �A3 �A4 �A5 6 7 8

Elimin m din tabel vârfurile selectate anterior
s
,
i repet m procedeul. Obt

,
inem muchia 26.

�A3 �A3 �A2 �A2 1 1

1 2 �A3 �A4 �A5 �A6 7 8

Elimin m din tabel vârfurile selectate anterior
s
,
i repet m procedeul. Obt

,
inem muchia 12.

�A3 �A3 �A2 �A2 �A1 1

1 �A2 �A3 �A4 �A5 �A6 7 8

Elimin m din tabel vârfurile selectate anterior
s
,
i repet m procedeul. Obt

,
inem muchia 17.

�A3 �A3 �A2 �A2 �A1 �A1

1 �A2 �A3 �A4 �A5 �A6 �A7 8

Elimin m din tabel vârfurile selectate anterior
s
,
i r mânem cu vârfurile 1 s

,
i 8, pe care le unim

cu o muchie.

Arborele obt
,
inut este

123

4

5

6 7

8

9



3 Grafuri bipartite

De�nit
,
ia 3.1. Un graf G se numes

,
te bipartit dac  exist  o partit

,
ie a vârfurilor V (G) =X ⊔ Y

astfel încât toate muchiile au o extremitate în X s
,
i una în Y . Vom numi mult

,
imile X s

,
i Y

p rt
,
ile grafului.

Exemplul 3.2. Fie X s
,
i Y dou  mult

,
imi cu m respectiv n elemente. Graful complet bipartit

Km,n este graful obt
,
inut trasând câte o muchie între �ecare vârf din X s

,
i �ecare vârf din Y .

1

2

3

4

a

b

K4,2

1

2

3

a

b

c

K3,3

Teorema 3.3. Un graf G = (V,E) este bipartit dac  s
,
i numai dac  �ecare ciclu din G are

lungime par .

Demonstrat
,
ie. Presupunem mai întâi c  G este bipartit cu p rt

,
ile X s

,
i Y . Orice ciclu din G va

începe din X s
,
i va traversa c tre Y s

,
i apoi înapoi c tre X. Lungimea sa va � astfel un num r par.

Invers, presupunem c  tot
,
i ciclurile lui G au lungime par . Pentru a demonstra c  G este bipartit,

trebuie s  ar t m c  �ecare component  conex  a lui G este bipartit . Putem astfel s  presupunem
c  G este conex.

Pentru dou  vârfuri u, v ∈ V (G), not m d(u, v) lungimea minim  a drumurilor de la u la v. Fix m
un vârf u0 al lui G s

,
i consider m

X = {v ∈ V ∣ d(u0, v) este par}
Y = {v ∈ V ∣ d(u0, v) este impar}

Este clar atunci c  X ∩ Y = ∅ s
,
i c  X ∪ Y = V . Vrem s  ar t m c  G este bipartit cu p rt

,
ile X s

,
i Y ,

adic  toate lui G muchiile au o extremitate în X s
,
i una în Y .

Fie u ≠ v dou  vârfuri din X. Presupunem c  e = uv este o muchie în G. Fie L1 = (u0, . . . , u) s, i
L2 = (u0, . . . , v) drumurile de lungime minim  de la u0 la u, respectiv v. Din de�nit

,
ia lui X, lungimile

lui L1 s
,
i L2, notate l1, respectiv l2, sunt ambele pare.

Consider m mai întâi cazul când muchia e face parte din drumul L1. Deoarece vârfurile dintr-un
drum nu se repet  s

,
i ultimul vârf din L1 este u, rezult  c  e este ultima muchie a lui L1.

L1 − e este un drum de la u0 la v, de lungime l1 − 1. Din minimalitatea lui l2, rezult  l1 − 1 ≥ l2.
Pe de alt  parte, L2+e este un drum de la u0 la u de lungime l2+1, deci l2+1 ≥ l1, din minimalitatea

lui l1.

10



u0

. . .

. . .

uv
L1

L2

e

Din cele dou  inegalit t
,
i obt

,
inem c  l1 ≥ l2 + 1 ≥ l1, deci l1 = l2 + 1. Dar aceast  egalitate nu poate

avea loc, deoarece l1 s
,
i l2 sunt ambele pare. As

,
adar e nu este o muchie a lui L1 s

,
i analog se arat  c 

nu este muchie nici a lui L2.
Drumurile L1 s

,
i L2 pot avea vârfuri comune. Fie x ultimul vârf comun (m surat dinspre u0)

u0

. . .

. . .

x

. . .

. . .

u

v

L1

L2

eC

Din construct
,
ia lui x rezult  c  în cele dou  drumuri de la x la u, respectiv v nu avem vârfuri

comune. As
,
adar, drumurile x − −u s

,
i x − −v împreun  cu muchia e formeaz  un ciclu C.

Pe de alt  parte, port
,
iunile din L1 s, i L2 de la u0 la x au aceeas

,
i lungime l (dac  una dintre lungimi

ar � mai mic  am putea scurta unul din drumurile c tre u sau v, contrazicând minimalitatea lor).
Rezult  c  drumurile x − −u s

,
i x − −v au lungimile l1 − l, respectiv l2 − l.

Cum l1 s, i l2 sunt ambele pare, numerele l1−l s, i l2−l au aceeas
,
i paritate. Rezult  atunci c  lungimea

lui C, egal  cu l1− l+ l2− l+1, este num r impar. Deci C este un ciclu de lungime impar , contradict
,
ie.

As
,
adar, G nu cont

,
ine muchii între vârfuri din X. Analog se arat  c  G nu cont

,
ine muchii cu ambele

extremit t
,
i în Y . Deci G este bipartit cu p rt

,
ile X s

,
i Y . ∎

Corolarul 3.4. Orice arbore este graf bipartit.

Demonstrat
,
ie. Arborii sunt aciclici, deci toate ciclurile au lungime 0, care este num r par. ∎
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4 Exercit
,
ii s

,
i probleme

Exercit
,
iul 4.1. Fie G = (V,E) un graf. Atunci:

∑
v∈V

d(v) = 2 ∣E∣

În particular, în orice graf exist  un num r par de vârfuri impare (i.e. cu gradul par).

Solut
,
ie. În suma din membrul stâng, �ecare muchie e = uv este num rat  de dou  ori: o dat  în

deg(v), o dat  în deg(u). De aici, rezult  formula.
Mai riguros, consider m M = {(v, e) ∈ V ×E ∣ v ∈ e}. Calcul m cardinalul lui M în dou  moduri.

Mai întâi num r m elementele dup  vârfuri:

∣M ∣ = ∑
v∈V
∣{(v, e) ∈ V ×E ∣ v ∈ e}∣ = ∑

v∈V
∣{e ∈ E ∣ v ∈ E}∣ = ∑

v∈V
deg v

Apoi num r m elementele dup  muchii:

∣M ∣ = ∑
e∈E
∣{(v, e) ∈ V ×E ∣ v ∈ e}∣ = ∑

e∈E
2 = 2 ∣E∣ .

Pentru a doua a�rmat
,
ie, observ m c  membrul drept al egalit t

,
ii este un num r par. Rezult 

atunci c  suma din dreapta trebuie s  cont
,
in  un num r par de termeni impari, adic  d(v) este impar,

pentru un num r par de vârfuri v. ∎

Exercit
,
iul 4.2. Fie x ≠ y dou  vârfuri într-un graf G. Dac  exist  un lant

,
de la x la y, atunci

exist  un drum de la x la y.

Indicat
,
ie. Fie L un lant

,
între x s

,
i y. Putem elimina port

,
iunea din L între dou  vârfuri repetate s

,
i

r mânem în continuare cu un lant
,
. Repetând procedeul, r mânem cu un drum. ∎

Exercit
,
iul 4.3. Fie V = [n]. Ar tat

,
i c  exist  2(

n−1
2
) grafuri având mult

,
imea de vârfuri V astfel

încât �ecare vârf are grad par.

Solut
,
ie (Schit

,
 ). 2(

n−1
2
) este num rul de grafuri (f r  restrict

,
ii) ce pot � construite cu pe vârfurile

[n − 1]. Unui graf G cu vârfurile [n], cu toate gradele pare, îi asociem graful G − n, obt
,
inut prin

eliminarea vârfului n (s
,
i toate muchiile incidente lui), ce are, evident vârfurile în [n − 1].

Invers, la un graf arbitrar G′ cu vârfuri [n−1] ad ug m vârful n s
,
i muchii de la n la toate vârfurile

din G′ cu gradul impar. Graful obt
,
inut astfel are toate gradele pare.

Cele dou  corespondent
,
e sunt inverse una alteia, de unde rezult  concluzia. ∎

Exercit
,
iul 4.4. Fie G = (V,E) un graf. Ar tat

,
i c  dac  �ecare vârf al lui G are gradul cel

put
,
in 2, atunci G admite cicluri.

Solut
,
ie. Fie L un drum maximal al lui G s

,
i v o extremitate a acestui drum. Deoarece d(v) ≥ 2, exist 

cel put
,
in dou  vârfuri adiacente lui v. Fie v′ vârful adiacent lui v din L s

,
i u unul dintre celelalte vârfuri

adiacente lui v. Dac  u nu este un vârf al lui L, putem ad uga muchia uv la L s
,
i obt

,
inem un drum

care cont
,
ine strict L, contrazicând maximalitatea lui L. Rezult  astfel c  u este un vârf al lui L (diferit

de v s
,
i v′). Ad ugând la port

,
iunea din drumul L dintre v s

,
i u muchia uv, obt

,
inem un ciclu din graful

G. ∎
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Exercit
,
iul 4.5 (Circuite euleriene). Prin circuit eulerian înt

,
elegem un circuit care cont

,
ine toate

muchiile grafului. Ar tat
,
i urm toarea teorem  a lui Euler:

Un graf conex cu cel put
,
in dou  vârfuri admite un circuit eulerian dac  s

,
i numai dac  toate

vârfurile sunt pare.

Solut
,
ie. Presupunem mai întâi c  graful G admite un circuit eulerian L. În parcurgerea circuitului,

�ecare muchie care "intr " într-un vârf este urmat  de o muchie care "pleac " din acel vârf. Deoarece
L cont

,
ine toate muchiile o singur  dat , num rul de muchii din L (s

,
i deci din G) care intr  într-un

vârf va � egal cu num rul de muchii care pleac . Astfel, gradul �ec rui vârf este par.
Invers, s  presupunem �ecare vârf al lui G este par. Plecând de la un vârf v s

,
i ad ugând succesiv

muchii putem forma un circuit (acest lucru este posibil deoarece num rul de muchii incident �ec rui
vârf este par s

,
i pozitiv).

Graful G admite astfel circuite. Fie L un circuit maximal s
,
i s  presupunem c  L nu cont

,
ine toate

muchiile. Fie H graful format prin s
,
tergerea muchiilor din L (p strând astfel doar muchiile neutilizate

s
,
i vârfurile lor).

Rezult  atunci c  �ecare vârf din H are gradul pozitiv s
,
i par (deoarece în L apar un num r par de

muchii prin �ecare vârf). ∎

Exercit
,
iul 4.6. Fie T = (V,E) un arbore cu ∣V ∣ ≥ 2.

(a) T are cel put
,
in dou  frunze (adic  vârfuri de grad 1).

(b) Dac  v este o frunz  a lui T atunci T − v este un arbore.

Solut
,
ie. (a) Consider m L = (v0, v1, . . . , vr) un drum de lungime maximal  din T . Deoarece T are

cel put
,
in dou  vârfuri, avem r ≥ 1. Vom ar ta c  v0 s

,
i vr sunt frunze.

S  presupunem c  deg v0 ≥ 2. Exist  atunci dou  vârfuri legate prin muchii de v0. Unul dintre
acestea �ind v1l, rezult  c  exist  v ≠ v1 astfel încât vv0 ∈ E.

Dac  v ≠ v2, . . . , vr, atunci L′ = (v, v0, v1, . . . , vr) este un lant
,
de lungime r + 1, ceea ce contrazice

maximalitatea lui L.
Deci v trebuie s  �e unul dintre vârfurile vj cu j ∈ {2, . . . , r}. Atunci L′ = (v0, v1, . . . , vj , v0) este un

ciclu în T , contradict
,
ie. Deci deg v0 ≥ 2. Analog se arat  s

,
i c  deg vr ≥ 2.

(b) Eliminând vârful v din T (împreun  cu unica muchie incident  lui) obt
,
inem tot un graf aciclic.

R mâne s  ar t m c  este conex. Fie u,u′ ∈ T − v. Deoarece T este conex, exist  un drum L de la u
la u′ în T .

Dac  L ar cont
,
ine vârful v atunci prin v ar trece dou  muchii (dinspre u s

,
i dinspre u′), ceea ce

contrazice ipoteza c  v este frunz . Deci L nu cont
,
ine v, adic  este un drum din T − v. As

,
adar T este

conex. ∎

Exercit
,
iul 4.7. Fie G un graf conex. Pentru dou  vârfuri x, y de�nim d(x, y) ∈ N lungimea

minim  a drumurilor de la x la y.

(a) Justi�cat
,
i c  d(x, y) este bine de�nit. Ce se întâmpl  dac  G nu este conex.

(b) Ar tat
,
i c  d este o metric  pe V (G) adic :

(a) d(x, y) = 0 dac  s
,
i numai dac  x = y.

(b) d(x, y) = d(y, x), pentru orice x, y ∈ V (G).
(c) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), pentru orice x, y, z ∈ V (G).
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Exercit
,
iul 4.8. Fie G un graf cu n vârfuri, numerotate de la 1 la n. Din construct

,
ie, matricea

de adiacent
,
  A a lui G depinde de numerotarea vârfurilor. Ar tat

,
i c  polinomul s u caracteristic

nu depinde de numerotare. În particular, tr(A), det(A) s
,
i valorile proprii ale lui A (ca multiset)

nu depind de numerotare.

(a) Putem vedea matricea de adiacent
,
a ca matricea unui operator liniar Rn → Rn (relativ la baza

canonic ). Renumerotarea vârfurilor revine la permutarea vectorilor din aceast  baz , iar noua
matrice de adiacent

,
  este matricea aceluias

,
i operator dar relativ la baza canonic  permutat .

Cum polinomul caracteristic este invariant la schimb ri de baz  rezult  concluzia.

Exercit
,
iul 4.9. Determinat

,
i polinoamele caracteristice ale matricei de adiacent

,
  asociate gra-

fului complet Kn, respectiv, grafului complet bipartit Kn,m. Care sunt valorile proprii corespun-
z toare?

Solut
,
ie. Matricea de adiacent

,
  A a lui Kn are 0 pe diagonala principal  s

,
i 1 în rest, adic 

AKn = B − In

unde B este matricea cu toate elementele egale cu 1.
Matricea B are rangul 1, de unde rezult  c  0 este valoare proprie pentru B cu multiplicitate n−1.

Valoarea proprie r mas  este n (suma valorilor proprii este tr(B) = n), deci polinomul caracteristic al
lui B este

PB(X) = det(XIn −B) =Xn−1(X − n)

Polinomul caracteristic al lui AKn va � atunci

(X + 1)n−1(X − n + 1))

Pentru graful complet bipartit Kn,m, numerot m vârfurile p rt
,
ilor X = {1, . . . , n}, Y = {n + 1, . . . ,m}.

Matricea de adiacent
,
  va avea forma:

AKn,m = (
On Bn,m

Bm,n Om
)

unde Bn,m s
,
i Bm,n sunt matrice de ordin n ×m, respectiv m × n, cu toate elementele egale cu 1.

Matricea AKn,m are rangul 2, deci 0 este o valoare proprie cu multiplicitate m + n − 2. Fie α ≥ β
celelalte dou  valori proprii.

Deoarece tr(AKn,m) = 0, avem α + β = 0. Avem, de asemenea, tr(A2
Kn,m
) = α2 + β2.

Pe de alt  parte tr(A2
Kn,m
) coincide cu num rul lant

,
urilor închise de lungime 2 din Kn,m. Dar

acesta este dublul num rului de muchii, adic  2mn.
As

,
adar α + β = 0 s

,
i α2 + β2 = 2mn, de unde rezult  c  α =

√
mn,β =

√
mn. Polinomul caracteristic

este atunci:
PAKm,n

(X) =Xm+n−2(X2 −mn)

∎

Exercit
,
iul 4.10. Fie Cn graful ce const  dintr-un ciclu de lungime n s

,
i Pn graful ce const 

doar dintr-un drum de lungime n (cu n + 1 vârfuri). Determinat
,
i polinoamele caracteristice ale

matricelor de adiacent
,
  ale acestor grafuri.

Exercit
,
iul 4.11. Fie G un graf cu n vârfuri s

,
i A matricea de adiacent

,
  asociat . Consider m

k ≥ 1 s
,
i x, y dou  vârfuri ale lui G. Atunci elementul de pe pozit

,
ia (x, y) din Ak este egal cu

num rul de lant
,
uri de lungime k dintre x s

,
i y. În particular, tr(Ak) este num rul de lant

,
uri

închise de lungime k din graful G.
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Exercit
,
iul 4.12. Fie G un graf cu n vârfuri s

,
i A matricea sa de adiacent

,
 . Exprimat

,
i num rul

de triunghiuri (cicluri de lungime 3) în funct
,
ie tr(A3).

Exercit
,
iul 4.13. Fie G un graf cu n vârfuri s

,
i A matricea sa de adiacent

,
 . Ar tat

,
i c  urm -

toarele a�rmat
,
ii sunt echivalente:

(a) G este bipartit.

(b) Mult
,
imea valorilor proprii ale lui A este simetric  fat

,
  de zero, adic  dac  λ este o valoare

proprie cu multiplicitatea m în polinomul caracteristic atunci s
,
i −λ este valoare proprie cu

aceeas
,
i multiplicitate.

Care este forma polinomului caracteristic în aceast  situat
,
ie?

Exercit
,
iul 4.14. Consider m un graf cu vârfurile V = [15] dat prin liste de vecini:

Varf Vecini Varf Vecini Varf Vecini Varf Vecini
1 2,3 5 2,10,11 9 4 13 6
2 1,4,5 6 3,12,13 10 5 14 7
3 1,6,7 7 3,14,15 11 5 15 7
4 2,8,9 8 4 12 6

Desenat
,
i graful, veri�cat

,
i c  este un arbore s

,
i determinat

,
i codul Prüfer corespunz tor.

Exercit
,
iul 4.15. Consider m un arbore cu codul Prüfer 25121989. Desenat

,
i acest arbore.

Exercit
,
iul 4.16. Fie n > 3 s

,
i 1 ≤ d ≤ n − 1. Cât

,
i arbori cu vârfuri în [n] se pot construi astfel

încât gradul vârfului 1 s  �e d?

Solut
,
ie. Un arbore cu vârful 1 având gradul d are codul Prüfer un cuvânt de n − 2 litere din [n], în

care 1 apare de exact d − 1 ori, iar restul literelor sunt arbitrare. Obt
,
inem astfel c  num rul de arbori

c utat este
(n − 2
d − 1

)(n − 1)n−d−1

(alegem d−1 dintre pozit
,
ii în cuvânt pe care le complet m cu valoarea 1, iar restul de (n−2)−(d−1) =

n − d − 1 pozit
,
ii sunt completate cu oricare din celelalte litere, de la 2 la n). ∎

Exercit
,
iul 4.17. Fie G un arbore în care toate vârfurile au gradul cel mult 2. Determinat

,
i

s
,
irul gradelor corespunz tor s

,
i desenat

,
i graful. Dac  vârfurile sunt numerotate de la 1 la n, câte

astfel de grafuri exist ?

Exercit
,
iul 4.18. Fie G un arbore cu n vârfuri s

,
i ℓ ≥ 2 frunze astfel încât gradul maxim al

vârfurilor este 3. Ar tat
,
i c  G are exact ℓ − 2 vârfuri de grad 3.

Exercit
,
iul 4.19. Fie G un arbore cu vârfurile [n], în care 1,2, . . . , ℓ sunt frunze, ℓ+1, . . . ,2ℓ−2

sunt vârfuri cu gradul 3, iar restul au gradul 2. Cât
,
i astfel de arbori exist ?

Exercit
,
iul 4.20. Fie numerele naturale d1 ≥ d2 . . . ≥ d7 ≥ 1 astfel încât d1+ . . .+d7 = 12. Ar tat, i

c  exist  un arbore cu 7 vârfuri cu s
,
irul gradelor (d1, . . . , dn).
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Exercit
,
iul 4.21. Dac  un graf are n vârfuri s

,
i n − 1 muchii, rezult  c  este conex sau aciclic?

Exercit
,
iul 4.22. Ar tat

,
i c  un graf cu n vârfuri s

,
i n muchii admite m car un ciclu.

Exercit
,
iul 4.23. Fie G un graf bipartit cu p rt

,
ile X s

,
i Y . Ar tat

,
i c , dac  G este k-regulat

(adic  toate vârfurile au gradul k) atunci X s
,
i Y au acelas

,
i num r de vârfuri.

Exercit
,
iul 4.24. Ar tat

,
i c  p rt

,
ile unui graf conex bipartit sunt unic determinate. R mâne

adev rat rezultatul dac  f r  ipoteza de conectivitate?

Exercit
,
iul 4.25. Fie G un graf cu n vârfuri. Dac  G nu admite triunghiuri, ar tat

,
i c  G are

cel mult n2/4 muchii. Determinat
,
i graful în cazul de egalitate.

Exercit
,
iul 4.26. Consider m P([n]), mult

,
imea submult

,
imilor lui [n], ordonat  prin incluziune.

Diagrama Hasse asociat  este graful H urm tor. Mult
,
imea vârfurilor este V = P([n]), s

,
i tras m

o muchie de la A la B dac  A ⫋ B s
,
i nu exist  nicio submult

,
ime C astfel încât A ⫋ C ⫋ B (nu

exist  C 'între' A s
,
i B).

(a) Câte vârfuri s
,
i câte muchii are H?

(b) Admite H triunghiuri? Dar cicluri de lungime 4?

(c) Este H bipartit?

Exercit
,
iul 4.27. Fie n ≥ 3. Atunci Kn nu este bipartit. Care este num rul minim de muchii

care trebuie t iate din Kn astfel încât s  devin  bipartit?
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