1 Cuadrice pe ecuatii reduse

Exercitiul 1. Pentru fiecare dintre cuadricele urmatoate precizati natura lor, elementele lor de
simetrice si deteeminati intersectiile cu plane paralele cu cele de coordonate. Pentru cele riglate,
determinati sistemele de generatoare rectilinii.

G Ty:22+9y2+22=4

Solutie. Aceasta cuadrica este sfera cu centrul in origine O(0,0,0) si raza r = 2.

Centrul de simetrie al sferei este centrul sau, O, si orice plan care trece prin O este plan de simetrie.
Intersectia sa cu un plan (orice plan) poate fi un cerc, un punct, sau multimea vida.

Spre exemplu sa determinam intersectia acestei sfere cu un plan de ecuatie 7 : z = k (unde k este un
parametru real).

Avem:

Z:k Z:k

P(z,y,z) eT1 Nmy, <~ {

Cazul 1. 4 — k? < 0, sau, echivalent, k € (—o0, —2) U (2, 00).
In acest caz, intersectia este vida (membrul stang al primei ecuatiei din sistem este pozitiv,
iar membrul drept este negativ).

Cazul 2. 4 — k? = 0, sau, echivalent, k € {—2, +2}.
In acest caz, intersectia I'; N 7y este formatd doar din punctul de coordonate (0,0, k) (astfel
planul 7 este tangent sferei),

Cazul 3. 4 — k? > 0, sau echivalent, k € (—2,2).
In acest caz, I'; N, este un cerc (in planul 73,), cu centrul in (0,0, k), si razi 4 — k2.

Analog se determina si intersectiile cu celelalte plane paralele cu planele de coordonate: x = k, respectiv
y=kK.

Fig. 1: (i) T1N(m_g3: 2= -2.3) =0; (ii) 'y N (72 : 2 = 2) este punctul de coordonate (0,0,2); (iii)
[y N (m : 2 = 1) este cercul v cu centrul (0, 1,0) si raza r = /3.



.. 2 2 2
(il)) Ty G + L 4+ 5 =1;

Solutie. Cuadrica I'y este un elipsoid cu semiaxele a = 2,b = V3,c = 5. Centrul siu de simetrie se

obtine rezolvand sistemul (unde H(z,y,z) = % + % + 5 — 1)
10H x
20r 2 0
2 Oy 3
10H F 0
20z 25

Obtinem solutia x = 0,y = 0,2z = 0, deci O este centrul de simetrie al elipsoidului.

Planele de simetrie sunt planele care trec prin centrul O si au directiile normale date de vectorii proprii
asociati valorilor proprii nenule ale matricei formei patratice din ecuatia cuadricei:

E 0 0
4 1

1
0 0 %

Cum matricea este diagonala valorile proprii sunt exact elementele de pe diagonala principala (care sunt
toate nenule) iar vectorii proprii asociati vor fi (coliniari cu) 4, j, respectiv k. Astfel planele de simetrie
ale elipsoidului vor fi planele de coordonate = = 0,y = 0, respectiv z = 0.

Sectiunile plane paralele cu planele de coordonate sunt sau o elipsa, sau un punct (dublu) sau multimea
vida.

Tntr—adevér, fieap : ¢ = k,Br : y =k, : 2z = k, unde k este un parametru real. Determinam in
continuare intersectiile lui I'y cu . Avem:

rn { z=k { z=k
Y ¢ 2 2 2 2 2 . 12
Tefeg=1 T\ Fefo1-4
Obtinem astfel trei cazuri:

Cazul 1. 1— % < 0, sau, echivalent, k € (—o0, —5) U (5,00).
In acest caz, intersectia este vids (conica este o elipsa imaginara).
Cazul 2. 1 — 155, sau, echivalent, k € {—5,+5}.

In acest caz, intersectia I'o N vy este formata doar din punctul de coordonate (0,0, k), deci
planul ~; este tangent elipsoidului.

Cazul 3. 1— % > 0, sau, echivalent, k € (—5,5).
In acest caz, I'1 N7 este o elipsa (in planul v : z = k), de ecuatie:

:E2 y2

+
2 2
11-%) s(-%)

Centrul sdu de simetrie este C(0,0, k), semiaxele sunt:
]{72
=2/1— b=4/3[1—-— =
ey ( 25)

s1: (2,y,2) = (0,0,k) +¢(1,0,0)
2 (z,y,2) =(0,0,k) +t(0,1,0).

iar axele de simetrie sunt:

(acestea sunt paralele la axele Oz, respectiv Oy prin centrul C').



In mod analog se determina si intersectiile cu planele oy, respectiv Sx. Aceste intersectii vor fi tot elipse,
eventual degenerate (punct dublu) sau imaginare (conica vida). [ |

(a) Ta N (755 : 2 =5.5)
FaN(ys:2=5)

2 2 2
z
L2
8 2

X

D — =1.
16

(iii) T

Solutie. Aceasta cuadrica este un hiperboloid cu o panza.

Centrul de simetrie se determina la fel ca la punctul precedent; obtinem ca originea O(0, 0,0) este centru
de simetrie. Deoarece matricea formei patratice este tot diagonala, planele de simetrie sunt tot cele de

coordonate.

Determindm acum intersectia lui I's cu planele v, : z = k (unde k este un parametru real):

=k
T3y : 2

8 W

2 2
Yy gk
g =1-7%

1

=]

Obtinem astfel trei cazuri:

k.2
Cazul 1. 1— 5 < 0, sau, echivalent, k € (—00, —v/2) U (v/2, o).

In acest caz, intersectia este hiperbola (continuta in vy ):

cu elementele:

e semiaxele: a—4\/ —1b—‘/ %_

e centrul de simetrie: C(0,0, k).

2 2
o varfurile: (0,4/8 k—— —4/8 %—



e axele de simetrie sunt paralelele prin C' la Oz, respectiv Oy, de ecuatii: s; : 7 = C(0,0, k)+
tisisy:T=C(0,0,k) +tj (axa focald este s3).

e asimptotele:
z=k
ag: { r_4Y
4

2
Cazul 2. 1—%:0 — ke {+V2}.

In acest caz intersectia este perechea de drepte:

{ z=k

arp:y YL Y

4 V8

ce sunt concurente in punctul (0,0, k). Observam ca aceste drepte sunt paralele cu asimptotele

hiperbolelor de la cazul 1 si cazul 3.

2
Cazul 3. 1—%>0 — ke (—V2,V2).

In acest caz, intersectia este hiperbola (continuta in ~g):

cu elementele:

e semiaxele: @ = 4@,(3 = W

e centrul de simetrie: C(0,0,k).

e varfurile: 1/ 1—’“2 ,0,k), 4,/ 1—% ,O,k)

e axele de simetrie sunt paralelele prin C' la Oz, respectiv Oy, de ecuatii: s1 : 7 = C(0,0, k)+
ti siso:T=C(0,0,k) +tj (axa focald este de data aceasta s).

e asimptotele:
z=k
a2y T Y
4 \f
Intersectia cu planul de ecuatie ay, : * = k este conica de ecuatie:
I'sNnag: 2 2 k2

Similar cu cazul precedent, aceasta sectiune va fi hiperbola (pentru x # +4) sau drepte concurente (pentru
x = +4).

Intersectia cu planul 8y : y = k este conica de ecuatie:

y2:l<: , , 2 52
x z k =

2 n k2 k2
TR I 16(1+8> 2<1+8)

Aceasta sectiune este astfel o elipsa cu:

k2
e semiaxele a = 44/1 —|— , respectiv b =4 /2 1 + —

e centrul C(0,,0).

I3NpBy:



Fig. 3: cp =30 (7 : 2 = k), pentru k € {2,1.7,1/2}

Fig. 4: ¢;, =30 (73 : 2 = k), pentru k € {V/2,1.3,1/2}
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Fig. 5: proiectiile curbelor ¢; pe planul xOy sunt hiperbolele cu asimptotele z =+

Sl

e axele de simetrie s; = C' + [(1,0,0)],s2 = C +[(0,0, 1)] (paralele prin C' la Oz si Oz).

Cuadrica I'; este riglata, admitand doua sisteme de generatoare, pe care le determinam in continuare.
Putem transforma ecuatia cuadricei astfel:

IR S

2

‘&
|
®|S,
+
no| ¥,
|
—
N
| 8
|

1

(=)

x_ZJ_A<1 z)
. - _
5 2v2 V2] N eRU (oo}
my:l(l_F >
4722 A V2
Pentru A = 0, co obtinem dreptele
Ty _ 2
4 22 V2
0o : - , oo y
1+-==0 +—==0

V2 1792

Pe de alta parte din ecuatia cuadricei putem gasi inca o familie de generatoare:

$_2/2M<H_Z>
6;: i 2y2 i V2 i € RU{oo}
e (1 75)
Pentru p = 0, 0o gasim dreptele
— =0 1+ =0



Fig. 6: Generatoare ale hiperboloidului

Solutie. Aceasta cuadrica este un hiperboloid cu doua panze. Elementele de simetrie sunt similare cu
cele de la punctele precedente: centrul este O(0,0,0), iar planele de coordonate sunt planele de simetrie.

Sectiunile cu planele o, : = k sunt conicele de ecuatii:

=k
T'yNay: 2 2 2
e U A
4 8 2

2
e Pentru — > 1, obtinem elipse cu centrul C'(k,0,0) si axele de simetrie paralele cu Oy, respectiv Oz

(paralela la Oz este axa focald).
2
e Pentru 5 = 1, intersectia este un punct dublu (adica oy este tangent cuadricei).

2
e Pentru 5 < 1, obtinem conice vide (elipse imaginare).



Fig. 7: Elipsele I'y Ny, : = k, pentru k € {—3,-2,2,2}

Intersectiile cu plane de forma (i : y = k sunt:

y=~k
T4an Py : 2 2
40 By 2% 14 K
8 4
Aceste ecuatii descriu hiperbole cu centrul C(0, k, 0) si axele paralele cu Oz, respectiv Oz (paralela la Ox
este axa focald) si asimptotele

Fig. 8: Hiperbolele I'y N By, : y = k, pentru k € {—2,0,2}

Similar, intersectiile cu planele v : z = k au ecuatiile

z=k
F4ﬂ’}/k: x2—£=1+ﬁ
4 8

8



ce descriu hiperbole cu centrul C(0,0, k) si axele paralele cu Oz si Oz (axa focala este paralela la Ox) si

asimptote
z =
a2 : { Yy
) xr = iy
2

Fig. 9: Hiperbolele I'y Ny : 2 = k, pentru k € {—2,0,2,4}

(v) F5:§+%2=2z;

Solutie. Cuadrica este un paraboloid eliptic.

Intersectia lui I's cu planul af : z = k este conica

r=k
r : k2
5N ag y2=6(z—§)
2

Aceasta este o parabola cu parametrul p = 3, varful V (k, 0, g) . Axa de simetrie este paralela prin varf

la Oz, ie. s:x=k,y=0.



Fig. 10: Parabolele I's Ny, : « = k, pentru k € {—4,0,4}

Similar se determina si intersectiile cu planele Sy : y = k (se obtin tot parabole).

Intersectia cu planul v : z = k este conica:
L5 Ny 2y

Avem urmatoarele cazuri:

Cazul 1 k£ < 0. Intersectia este o conica vida (elipsa imaginara).
Cazul 2 k = 0. Intersectia este punctul dublu (elipsa degenerata) (0,0, 0).
Cazul 3 k > 0. Intersectia este elipsa cu:

e semiaxele a = 2v/2k, b = V6k.

e centrul (0,0, k).

e axele de simetrie C + [i] (axa focald), respectiv C + [J].

Fig. 11: Elipsele I's Ny : z = k, pentru k € {1, 3,5}

OH
—— = (0 devine

Notam H(x,y,z) = % + % —2z. Rezulta imediat ca I's nu are centru de simetrie (ecuatia

—2 =0). Cuadrica are insa doud plane de simetrie: x =0 si y = 0.

10



2

(vi) T : % —y? = 2z;

Solutie. Cuadrica este un paraboloid hiperbolic. Similar cu paraboloidul eliptic, aceasta nu are centru
de simetrie, dar are doua plane de simetrie x = 0 si y = 0.

Intersectia cu planul oy : * = k este conica:

=%k

T :
6 M oy y2:—2<

k2
Aceasta este o parabola cu parametrul p = 1, varful V' (k, 0, —) Axa de simetrie este V' + [k], paralela

18

prin V' la Oz. Observam ca aceste parabole sunt orientate in sensul negativ de parcurgere al axei Oz (ele

sunt situate sub cota z =

2
18

Fig. 12: Parabolele I's Ny, : © = k, pentru k € {—4,0,4}

Intersectia cu planul S : y = k este conica

Aceasta este o parabola cu parametrul p = 9, varful V' (

y==k

T6 1B x2=18(z+ :

2)

2

k2
0.k %

> . Axa de simetrie este V + [k], paralela

prin V la Oz. Observam ca aceste parabole sunt orientate in sensul pozitiv parcurgere al axei Oz (ele

sunt deasupra cotei z = —

2

18

).

11



Fig. 13: Parabolele I's N By : y = k, pentru k € {—4,0,4}

Intersectia cuadricei cu planul v : 2 = k este conica

z=k
TeNag: 2
6 k %_yQZQk

ce este o hiperbola (eventual degenerata). Mai precis avem:

Cazul 1. £ < 0.
Ecuatiile conicei sunt:
€ Y

&k op 170

Intersectia este o hiperbola cu urmatoarele elemente.
e semiaxele sunt a = 3v/—2k,b = v/ —2k.
e centrul este C(0,0, k) si varfurile sunt (0, £v/—2k, k).

e axele de simetrie sunt s7 = C' + m sisg =C+ [ﬂ, paralele prin C la Ox si Oy. Axa focala
este s9 (cea care contine varfurile).

e asimptotele sunt

Cazul 2. £k =0.

In acest caz, intersectia este perechea de drepte concurente

Cazul 3. k£ > 0.

Ecuatiile conicei sunt:

z=k

2 2
2,
18k 2k

Intersectia este o hiperbola cu urmatoarele elemente.

12



e semiaxele sunt a = 3v2k,b = v2k.
e centrul este C(0,0, k) si varfurile sunt (£3v/2k,0, k).

e axele de simetrie sunt s = C' + m sisg =C+ [ﬂ, paralele prin C' la Oz si Oy. Axa focala
este s1 (cea care contine varfurile).

e asimptotele sunt

Fig. 14: Hiperbolele I's N vy : z = k, pentru k € {0,1,2}

Fig. 15: Hiperbolele I's N7y : 2z = k, pentru k € {—2,0,1}

Cuadrica I'g este riglata si admite doua sisteme de generatoare. Pentru a le determina rescriem ecuatia

cuadricei astfel
(5 G-
3 Y)\3™mY

Obtinem astfel o familie de generatoare

|
<

|
O
>

Oy : ,LAER

Wy wls
_|_

<

I

> w



Pentru A = 0 obtinem dreapta
x

Z—y=0
do : 3
z=0
Pentru A = oo, sistemul de ecuatii este incompatibil:
{ 0=2
x
d =0
3 Y
Cealalta familie de generatoare este
3 Y=
) . 9 i €R"U{oo}
—4y=-
3 %

Pentru p = oo, gasim dreapta

ZL’2

4

22

2

Y

g _ —0:
+16 ’

(vii) T'7: =

Solutie. Cuadrica este un con patratic. Originea O(0,0,0) este centru de simetrie, iar planele de coor-
donate sunt plane de simetrie.

Intersectia cu planul oy : * = k este conica

z=k
T'-Nag: 2 2 k2
rhak:y y” =2
16 9 4

Pentru k # 0, obtinem o hiperbola cu:
. 3
e semiaxele a =2 |k|,b = 3 |k|.
3
e centrul de simetrie C(k,0,0) si varfurile (k:, 0, :|:2k>

e axele de simetrie s = C + [ﬂ siso=C+ [ﬂ Axa focala este so.
e asimptotele

rz=k
a2 :

y_ .2

4 3

Pentru k = 0, intersectia este perechea de drepte concurente:

{sz

a;2: Y <
I 7::l:7
4 3

14



Fig. 16: Intersectiile I'; N : * = k, pentru k € {—2,1,2}

Intersectia cu planul 8 : y = k este conica

Pentru k£ # 0, obtinem o hiperbola cu:

k[ 3k
b=

e centrul de simetrie C(0, k, 0) si varfurile (0, k, :I:Zk)

e semiaxele a =

e axele de simetrie s; = C + [ﬂ sisg=C+ [E] Axa focala este so.
e asimptotele

Pentru k£ = 0, intersectia este perechea de drepte concurente:

y=0
a1 : T _ Lz
2 3
Intersectia cu planul v, : z = k este conica:
z=k
TN 2 2 2
70 %% TV _KE

4 16 9

Pentru k # 0 obtinem o elipsa, iar pentru k£ = 0 obtinem un punct dublu, varful conului O(0,0,0).

15



Fig. 17: Intersectiile I'; N7 : 2 = k, pentru k € {—3,3}

Conul este o cuadrica riglata, generatd de o singura familie de generatoare. Acestea sunt dreptele care
trec prin origine si intersecteaza elipsa

YA
2 2
1
4 16 9
Acestea au ecuatiile:
{x_y z
ro Yo 1
2 2
o, % _ 1
unde4+16—9.

Fig. 18: Generatoare ale conului 'y

16



Solutie. Cuadrica este un cilindru eliptic. Toate punctele de pe axa Oz sunt centre de simetrie. Orice
plan paralel cu Oxy este plan de simetrie. De asemenea, x = 0 si y = 0 sunt plane de simetrie.

Intersectia cu planul oy : * = k este

rz=k
T'sNag: y—g—l—kj
9 2

Avem urmaéatoarele cazuri:

]{32
Cazul 1. 1—?>0 — ke (—V2,V2).

Intersectia este atunci reuniunea dreptelor paralele (cu Oz):

2
Cazul 2. 1—%:0 — k=+2.

Intersectia este dreapta dubla:

k2
Cazul 3. 1—?<0 = |k| > V2.

Intersectia este vida (o pereche de drepte paralele imaginare).

Intersectia cu planul §i : y = k se determina similar. Ea va fi tot o pereche de drepte paralele cu Oz, sau
o dreapta dubla sau o pereche de drepte imaginare.

Intersectia cu planul vy : z = k este elipsa

Cilindrul I'g este o cuadrica riglata, generata de o familie de drepte paralele cu Oz care trec prin punctele
elipsei

2 2

(A) (0): % - L =35 (My=2

8
V)

<
V)
)

(B) (F)if-f-f—f-z——l:O; (m)z =4;

17



Solutie. (i) Avem:

si axa de simetriex = 0,y = 2.

$2 y2 = ( )
< = .’E
G 1 3z

Astfel, intersectia este o parabola cu parametrul p = 9, varful V <
(ii) Avem:

Z:4 Z:4 Z:x24 y2
2 2 2 = 2 2 9 = 1=
%+Z§+%_1_0 §4+Zg_25:0 64-3+49-9 el
25 25
Intersectia este o elipsa cu
) 24 21
e semiaxele a = —,b = T

24 21
e centrul C(0,0,4) si varfurile (:I:5, :|:5,4>.

e axele de simetrie C + [7] (axa focald), C + [j].

2 2 2
7 z
Exercitiul 3. Demonstrati ca dreapta AB este tangenta elipsoidului — + C F==I1=

4 9 16
A(2,3,6), B(2,1,1).

0, unde

Solutie. Vom demonstra ca dreapta AB intersecteaza elipsoidul intr-un singur punct. Ecuatiile dreptei
AB sunt

r=2+t2-2)
1
z2=6+t(6-1)

Intersectand elipsoidul cu aceasta dreapta obtinem sistemul:

r=2
5
=3+ =t
Y +2
z=06+ b5t
2 2 2
T Y z
I AT [
4 + 9 +16

Inlocuind z,y, z in ultima ecuatie, gasim:

1 5\% 1 5
- 2t — t)? =
9<3+2>+16(6+5) 0

Deoarece patratele sunt pozitive, aceasta ecuatie este echivalenta cu:

5t +6 =0 6
) = t=—=.

Inlocuind in sistemul original gasim x = 2,y = 0,z = 0. Rezultd ca AB este tangentd elipsoidului in
punctul P (2,0,0). [ |

18



Exercitiul 4. Determinati m € R astfel incat planul (7) : « + 2y + 42 — m = 0 sa fie tangent
elipsoidului % + % + % —1=0.

Solutie. Consideram un punct arbitrar P(zg, 3o, 20) al elipsoidului. Ecuatia planului tangent in P la
elipsoidului are ecuatia obtinuta prin dedublare:
1

1 1
tgp 4—8;1;01‘ + Eyoy + gzoz —1=0

Amintim ca doud plane coincid daca si numai daca ecuatiile care le definesc sunt proportionale. Astfel,
impunand conditia ca tgp sa coincida cu 7, obtinem relatiile:

( 48
rog = —
1 1 1 m
—x — —z
8" _ 1% _ 30 _ -1 _ 24
1 2 T —— -
12
20 — —
\ m
Dar punctul P (z, yo, 20) se afla pe elipsoid, deci
1482 1242 1122 144
T T I =0 = =] = ==+12
8m2 T 12m? T 3m2 m2 "
Asadar, planele x + 2y + 4z + 12 = 0 sunt tangente elipsoidului. |

Exercitiul 5. Scrieti ecuatia normalei in punctul M (1,2, —1) al cuadricei 222 + 3y? — 422 — 10 = 0.

Solutie. Normala in M este dreapta care trece prin M si este perpendiculara pe planul tangent in M la
cuadrica. Ecuatia acestuia din urma se obtine prin dedublarea ecuatiei cuadricei in punctul M si este

tgyr 212432 y—4(-1)2—10=0 <= 20+6y+42—-10=0 <= x+3y+22—-5=0.

Astfel, ecuatia normalei iIn M este

Exercitiul 6. Determinati ecuatia unui plan tangent la paraboloidul eliptic % + % = 2z, paralel

cu planul (7) : 22 4+ 3y — 62+ 5 = 0.

Solutie. Consideram un punct arbitrar P (g, 30, 20) al paraboloidului. Ecuatia planului tangent este

To Yo Z+ 20 o Yo
tgp: —x+="y=2 — —r+=y—z2—2=0
8p g Y 2 AR

Amintim ca doua plane sunt paralele daca si numai daca normalele la plane sunt coliniare (adica coeficientii
lui z,y, z sunt proportionali). Astfel, tg,, este paralel cu planul dat 7 numai cand:

)
9 _4_~t
2 3 —6
Obtinem astfel:
To =3
Yo =2 , )
1 /x5 vy
= — — — = 1
0= < 9 " 4)

[
©



Punctul de tangenta este astfel P (3,2, 1), iar planul cautat este

1 1
tgngac—i—iy—z—l:()

Exercitiul 7. Scrieti ecuatiile planelor tangente la hiperboloidul cu o panzi 222 —y? —322+1 = 0,
paralele cu planul 22 —y — 62 — 1 = 0.

Solutie. Procedam similar cu exercitiul anterior. Ecuatia planului tangent intr-un punct arbitrar P(z, 3o, 20)
este
tgp 1 220 — Yoy — 3202 +1=0

Impunem conditia ca tgp sa fie paralel cu planul dat:

2$0 Yo —320

2 -1 —6

{ To = Yo
20 = 2yo

Inlocuind valorile obtinute (g, 0, z0) in ecuatia hiperboloidului gisim

ceea ce este echivalent cu

1
V11
1 2 2

1 .
) 9 SL\— y y , lar
v11 /11 \/11) ( v1l 11 \/11)
20—y —62—=%=V11 =0

Qe — Y —3 - Ayt +1=0 <= yo==+

Astfel punctele de tangenta ale planelor cautate sunt (

planele cautate vor avea ecuatiile

Exercitiul 8. Determinati ecuatia planului tangent la paraboloidul hiperbolic 22 —y? = z, paralel
cu planul 2z —y 4+ 32z — 5= 0.

Solutie. Fie P(xg,yo, 20) un punct arbitrar al paraboloidului. Planul tangent in P la cuadrica are ecuatia:

1
To_ Y _ _2
2 —1 3
R 1 1. y .
ceea ce implica zg = 3 Yo = 5 20 = IS iar planul tangent cautat va avea ecuatia

1
2m—y+3z+120

Exercitiul 9. Fie cuadrica (I') : z = zy.
(A) Justificati ca I' este un paraboloid hiperbolic.
(B) Determinati ecuatiile generatoarelor rectilinii ale lui T

(C) Scrieti ecuatia planului 7 tangent la cuadrica in A(2,3,6). Demonstrati ca intersectia dintre
I' si m e formata din doua drepte concurente.
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Solutie. (i) Ecuatia cuadricei se poate rescrie
20y — 22 =0

cu matricea asociata

o

Il
S = O
S O =
o O O

Polinomul caracteristic al lui A este
det(A — A5) = X3+ X

ce are radacinile A\ = 1, Ao = —1, A3 = 0.
Determinam spatiul propriu pentru A;:

010 x x y==x
100 yl=1y| = r=y <= (x,y,2)=2(1,1,0),z € R.
0 0O z z 0=z

=/ ]-
Astfel un versor propriu corespunzator lui Ay = 1 este 1 = ﬁ (1,1,0).

Similar gasim un versor propriu pentru Ay = —1:
010 x -z y=—x
1 00 yl=1|-y| r=-y <= (x,y,2)=z(-1,1,0),z €R
0 0O z —z 0=z
. =/ 1 .
deci j = —=(—1,1,0) este un versor propriu pentru A\g = —1.

V2 L,
Analog, pentru A3 = 0 gasim K =Fk= (0,0,1).
Efectusim schimbarea de reper {i,j,k} — {7,3/,%/}, cu schimbarea de coordonate:

11
T V2 2 !
y|l=1L L o|¥
z V2 V2 2
0 0 1

Ecuatia cuadricei devine atunci

:1:/2 _y/2 _22/ —

ceea ce arata ca cuadrica data este un paraboloid hiperbolic.

(ii) Determinam generatoarele in raport cu reperul {7,7,?} , obtinand familiile de generatoare

I — A
(5)\:{33 V=2\ 0\ eR 5;;{90 y

= pz *
x/+y/:z//)\ x’+y':2/u ,MERU{OO}

In coordonatele originale (x,y, z), aceste drepte au ecuatiile:

. \/5517:2)\ /. \/ZT:,U/Z *

Notand X\ = A2 si i = p/v/2, generatoarele se pot scrie

fa=A by 1) T=HZ s
5/\.{ =2/ A ER, 6#‘{ y=1/T i € R* U {oo}

(iii) Ecuatia planului tangent la cuadrica in A se poate scrie prin dedublarea ecuatiei 2xy — 2z = 0 in
raport cu A(2,3,6):
3xr+2y—2—6=0
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(dedublarea produsului 2zy in (zo,yo) este xyo + yzp). Sa determinam intersectia acestui plan cu
paraboloidul dat:

zy—2z=0 z=3x+2y—=6 z=3r+2y—6
3x4+2y—2—-6=0 xy—3x—2y+6=0 (r—2)(y—3)=0
x=2 {
= sau
z =2y
Deci intersectia intre planul tangent in A si cuadrica este reuniunea a doua drepte concurente in A.
Observam ca aceste drepte sunt generatoarele paraboloidului care trec prin A.

2
Exercitiul 10. Fie paraboloidul hiperbolic xz —y? —4z=0.

x z
(A) Determinati punctele de intersectie ale acestuia cu dreapta — = g7

8 2 1

(B) Scrieti ecuatiile celor doua generatoare rectilinii ale cuadricei care trec prin punctele gasite.

Solutie. (i) Intersectia dreptei date cu paraboloidul se obtine rezolvand sistemul

xr = 8t
y =2t
z=1
2
T 2
— —y“—4z=0
PR

. 1
Inlocuind ,%, z in ultima ecuatie gisim 12t — 4t = 0, ce are doua solutii ¢ = 0 si ¢ = —. Determinand

8 21
x,y, z, gasim ca punctele de intersectie ale dreptei cu cuadrica sunt O(0,0,0) si A (5, 3 §>
(ii) Generatoarele rectilinii ale paraboloidului sunt
x
g—y:M 5 Y=z
Oy : w—i_ - JAER, 5;: $+ 4 i € R* U {oo},
2 TV 9 TV I
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Impunem conditia ca O sa se afle pe J si pe 5&:

'g—0=4A
Ocd — 0 0 < A=0
—40=—
[ 2 A
0
__0=M.0
, 2
0O€y, 0 4 = U=
—4+0=—
(2 1%
Cele doua generatoare sunt:
x _
E_yzo / z=20
dp : 00 18
z=0 5"‘?/:0
Impunem conditia ca A sa se afle pe d) si pe 6;:
(4 2
—— = =4\
Aeé 53 A !
S — — ==
' 1,2 1 5
L 3 3 3A
(4 2 1
3 3 3
Aegd, <= i 9 4 = pu=2
4+ ==
(3 3
Cele doua generatoare cautate sunt:
T 2 T
_ — = — - — :2Z
& T v T2 T 9

Exercitiul 11. Se considera hiperboloidul cu o panza % + 92— % = 1. Determinati ecuatiile

generatoarelor ce trec prin P(1,1, %)
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Solutie. Cele doua familii de generatoare ale hiperboloidului sunt

X z
Lo\ 1~
5 3= A1-Y)
Oy : r 2z 1 ,)\GRU{OO}.
42~
5 T3=51+Y)
x oz
§—§:M(1+y)
gy, : x+z71(1 | € RU{oo}
2 3 o 4

Impunem conditiile ca P sa se afle pe generatoarele dy, respectiv 5;‘:

1 3
S Z o —a1-1
3 2 3.9 ( ) 0=X-0
Pl1,1,=) €y, — 1 3 1 = 2 — A=2
2 = (141 1=+
2 3.2 A A
1 3
3 i—ﬁzﬂ(l"‘l) 0=2u
Z / 1 =
P’<1,1,2> €0, ~— 1 3 — 1=t = n 0
—+—=-(1-1 B
5tg5=,0-1 1
Cele doua generatoare sunt:
X z
S _Z=92_2
23 Y
02 33+z 1 v
2 3 2 2
T oz
Z_Z2-0
5 : 2 3
1—-y=0

Alternativ, putem determina ecuatiile celor doua generatoare folosind faptul ca intersectia planului
tangent in P la I' cu cuadrica I' este reuniunea celor doua generatoare care trec prin P.
Planul tangent in P are ecuatia obtinuta prin dedublare:

1 1 3 1 1

Determinam intersectia planului tangent cu cuadrica:

2 2 X z
X V4 — s

tgpﬂf‘: < 9 9 2 9
I 2t e 2w @z 2
1797 % 4 716" 36 12 273 79

1522 — 422 — 4xz — 242 4+ 162 =0
z

=242 41 =742 41
(VRN PRI B I

—(2z+2—4)2 4+ 162> 322 +16 =0 —(2z+x—4)*+ 4z —4)*=0

—

x+z+1 x+z+1
Yy=——-7T= Yy=——-7r=
4 6 sau 4 6

Z
y=——+_-+1
— 46
—((22)?+2-2z-0-2-2z-4+27+42 -2z 4) 42 +4* - 2.2 -4+ 152° — 242 =0
{2Z3CL‘ 22 = -3z +8

Asadar tgp N T este reuniunea a doua drepte, ce sunt, de fapt, generatoarele care trec prin P. |
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z = % — % ce trec prin P(—2,0,1)7

Exercitiul 12. Care e unghiul facut de generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

Solutie. Planul tangent la paraboloid prin P este:

z4+1  x2(-2) y-0
2 4 9

deci intersectia acestui plan cu cuadrica va fi data de:

tgp

z=—-—x—1 z=—-—x—1
2 2 2
oyt = (rv )2 Yy
o 49 5 " g 0
{z:—x—l {z:—x—l
<~ x Yy sau x Yy
“i1=2 a1 =_2
2+ 3 2+ 3
z=—-t—-1 z=—-t—-1
< —§+3 sau ——ﬁ—?,
L =73
x=t x=t

Cele doua drepte obtinute sunt generatoarele care trec prin P si au vectorii directori w; = (2,3, —2),

respectiv ug = (2, —3, —2), iar unghiul dintre ei este dat de

<ﬂl,ﬂg> _4—9+4_ 1

cosp = = -
N Y N A e R A
[ |
Exercitiul 13. Determinati generatoarele paraboloidului hiperbolic z = f—z — yff care sunt paralele
cu planul 7 : 3z + 2y — 42+ 6 = 0.
Solutie. Determinam mai intai cele doua familii de generatoare. Avem
2 2
Y :(E_Q) (f Q)
“T16 4 VIR YAV
Obtinem astfel cele doua familii de generatoare:
2
i ekt §
dy : — _ 1\, teR
z + y_2 ¥= A
4 2
z =
2s
Ty T =2+ —
12 ;
’. s
d,: x+y_z = y=—p+— ,s ER
1727, a
Z=5

unde X € R* U {oo} si p € R. Rezulta ca dreptele d si d,, au vectorii directori
v, = (2,1, 1) (inclusiv pentru cazul A = oo, = 0).

uy = (2, —1, %), respectiv

Pentru ca o dreapta sa fie paraleld cu planul dat trebuie ca vectorii directori ai dreptei sa fie perpen-

diculari pe directia normala planului. Avem atunci:

1 4
dy L™ = <<2,—1,)\>,(3,2,—4)>:O = 6-2——=0<+<= A=1

A
dy Lm = ((2,1,1),(3,2,—4)) =0 <= 6+2—-4u=0 <
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Am obtinut astfel doud generatoare cu directiile paralele cu planul:

T =242\t r=4+s
di:{ y=1-X ,teR, dy: y:_2+g sER
z=1t z =38

Observam ca cele doud drepte nu sunt incluse in planul 7 (punctele (2,1,0) € dy, (4, —2,0) € d}, nu se afla
in ), deci ele sunt paralele cu planul 7.

Observatie. Dreptele d; si df se intersecteaza in punctul P(6,—1,2). Rezultd cd planul generat de
cele doua generatoare este planul tangent in P la cuadrica. Acesta are ecuatia 3z + 2y — 4z — 8 = 0 si
este unicul plan paralel cu 7 si tangent paraboloidului. |

3

Exercitiul 14. Scrieti ecuatia conului cu varful V(0,0, 1) si curba directoare

z? =2y
z=0

Aduceti la forma canonica aceasta cuadrica.

Solutie. Prin definitie, conul cerut este reuniunea dreptelor VP cand P(xg,yo,20) parcurge parabola
directoare data. Acesta este dat de:

g = 2yo

2’0:0

$:0+$0t

y =0+ yot

z=1+4 zot
L t€R

Ecuatia conului se obtine eliminand ¢, 2, yo, 20 din sistemul anterior si obtinand o relatie (doar) intre
x,y, z. Sistemul anterior implica

t=z-1 Lo = xl
r=z9(2—-1) = Y
y=yolz— 1)t G —

Inlocuind zg, yo In ecuatia conicei directoare gasim

2
55 _ Y 2 _ _
(z—l) _2,2—1 — " =2y(z—1)

Asadar, ecuatia conului dat este 22 — 2yz + 2y = 0.
Pentru a obtine ecuatia canonica a conului, determinam valorile si vectorii proprii asociati matricei

cuadricei
0 0

1
A=(0 0 -1
0 -1 0

Polinomul caracteristic al lui A este

pa(N) =det(A—A5) = XN+ + A —1=-A+1)(A—1)?

deci valorile proprii sunt A\; = A2 = 1 si A3 = —1. Determinam acum versori proprii pentru valorile
proprii. Pentru A3 = —1, obtinem sistemul

r=—-x z 0

—z=—y <:>{:c:0y:z = |yl =1y

—y=—z z Y
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0

v . =/
Luam ca versor propriu k = — | 1

V2

Spatiul propriu corespunzator valorii proprii 1 este dat de

== x x
—z=y <= |lyl|l=1|vw
—Yy==z z -y
1
Alegem versorul propriu i = | 0 |. Al treilea versor (corespunzitor tot valorii proprii A = 1) este
0
1 i 0 1 0
F=kxi=—2|7 1 0|=7-k=|1
2|k 10 -1

Centrul de simetrie al conului este varful V(0,0, 1), deci ecuatia canonici a conului este 22 +y"2 — 22 = 0,
obtinuta in raport cu reperul R’ = {V;gl, EI,EI}.

Exercitiul 15. Intr-un reper ortonormat {O;7,j, k} considerim cuadrica
T:x?+42—22=4
(A) Precizati tipul cuadricei I'.

(B) Determinati intersectia cuadricei I' cu planele a : & = 4, respectiv 8 : y = 1, precizand tipul
conicei de intersectie si, in cazul unei conice nedegenerate, axele sale de simetrie.

(C) Fie P(—2,1,2) € I'. Determinati ecuatia planului tangent in P la T
(D) Determinati ecuatiile generatoarelor rectilinii ale lui I' care trec prin P(—2,1,2) € I'.

(E) Determinati toate punctele A € T" astfel incat normala prin A sa fie perpendiculara pe vectorul

u=(1,0,1). Cate astfel de puncte exista?
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Exercitiul 16. Intr-un reper ortonormat {O;7, j, k} considerim cuadrica
T:x?+y2—-422=1
(A) Precizati tipul cuadricei T'.

(B) Determinati intersectia cuadricei I' cu planele o : = 1, respectiv 3 : y = 2, precizand tipul
conicei de intersectie si, In cazul unei conice nedegenerate, axele sale de simetrie.

(C) Fie P(—1,2,1) € I'. Determinati ecuatia planului tangent in P la T'.
(D) Determinati ecuatiile generatoarelor rectilinii ale lui I' care trec prin P(—1,2,1) € T.

(E) Fie A € T un punct fixat. Determinati toate punctele B € T" astfel incat normalele in A si B
la ' sunt paralele.
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A Ecuatii de drepte si plane in spatiu - Recapitulare
Consideram R = {O; 1, j, k} un reper ortonormat (pozitiv orientat) in spatiu.

(A) Coordonate ale punctelor si ale vectorilor
e Prin coordonatele unui vector v in reperul R intelegem tripletul (v1, v, v3) de numere reale ce satisface
v = v1i + vojusk
Prin abuz de limbaj vom scrie
v = (v1,v2,v3)

Aceasta identificare vector-coordonate poate fi facuta ca urmare a urmatoarei observatii. Corespondenta

v+ (v1,v2,v3) defineste o functie intre spatiul vectorilor liberi ﬁ si R3 care este, de fapt, un izomor-
fism liniar (adica este bijectiva si este compatibila cu suma si inmultirea cu scalari ale vectorilor) ceea
ce ne permite sa identificam cele doua spatii vectoriale.

e coordonatele unui punct P sunt, prin definitie, coordonatele vectorului (de pozitie) 7p = O?

Daci OP are coordonatele (a,b,c) vom scrie, prin abuz de limbaj, P = (a,b,c) (cu alte cuvinte
identificam punctul P cu vectorul sau de pozitie).

e Fie A un punct si ¥ un vector liber in spatiu. Prin definitie, A+ 7 este punctul B ce satisface E =7
(adica B se obtine aplicand vectorul T in punctul A).
Daca A = (z4,ya,24) si U= (a,b,c), atunci punctul A + v are coordonatele (x4 + a,y4 + b, z4 + ¢).
Asadar, operatia de adunare a punctelor cu vectori este compatibila cu identificarile anterioare vector-
coordonate si punct-coordonate.

(B) Dreapta d determinata de punctul A = (z4,ya4,24) si vectorul director @ = (o, §,7) este multimea
punctelor P cu proprietatea ca ﬁ este coliniar cu @. Vom nota aceasta dreapta prin

d=A+[a={A+u|u|a} ={A+ta|teR}
In coordonate, putem descrie dreapta d prin:

(a) ecuatia vectoriala:

T T A «
T=ra+ta,teR < |yl =|ya | +t|B],t€eR
z ZA gl

(7 = (x,y, ) este vectorul de pozitie al unui punct arbitrar de pe dreapta, 74 este vectorul de
pozitie al lui A).

(b) parametrice:

=14+ ta
y=yatitf ,t€R
z=2zA+ 1ty

(c) ecuatii canonice:
T—TA  Y—YA  Z—ZA

a B Y

(C) Planul 7 determinat de punctul A si planul vectorial V' C ﬁ este multimea punctelor P din spatiu

cu proprietatea ﬁ eV:
T=A+V ={A+v|veV}

Dacid A = (wa,ya,24) si V = [a,b], cu @ = (a1,a2,a3) si b = (b1, bs,b3), putem descrie planul 7
prin:
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(a) ecuatia vectoriald

x TA aj b1
T=Ta+ta+shsteR < |y|=(ya]|+t|a]|+s|b].t.seR
z ZA as bs

(b) ecuatii parametrice
x=2x4 + tay + sby
Yy=1ya+tax+sby ,t,seR
z = za + tag + sbs

Cel mai des, insa, planul vectorial V va fi descris prin intermediul complementului ortogonal:
V=[N*={v|v LN}

unde N = (a, b, c) este un vector perpendicular pe plan. In acest caz, planul 7 = A + [N]+ poate
fi descris de

(c) ecuatia generala
a(x —za)+bly—ya)+c(z—24) =0 <= ar+by+cz— (axa+bya+cza)=0
B Conice pe ecuatii reduse

Considerdm in plan un reper ortonormat (pozitiv orientat) R = {Oi;j}. Ecuatiile reduse ale conicelor
sunt:

X2 y? ,
(A) ) + 2 1 =0 (elipsa)
X2 y? ,
(B) ? — bfZ +1= 0 (hlperbola)

(C) Y? = £2pX (parabola)
X? y?

(D) — + 7 + 1 =0 (conica vida; elipsa imaginara)
a
X2 y?
(E) ? + bT =0 (punct dublu)
X2 y? X Y . )
(F) — — i 0 = —= :l:z (drepte concurente; punctul de intersectie este (0,0))
a a

(G) X?=a? < X = +a (drepte paralele)
(H) X? =0 (dreapta dubla)
(I) X? = —a (conica vida,; drepte paralele imaginare)
Pentru conicele nedegenerate nevide amintim elementele lor:
(A) Fie a # b doua numere reale strict pozitive. Elipsa de ecuatie

X2 y?

2 e

1=0

are urmatoarele elemente:

e semiaxele sunt a si b.
e Centrul de simetrie este O(X =0,Y = 0).
e Varfurile sunt A(a,0), A'(—a,0), B(0,b),C(0, —b).
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o Axelele de simetrie sunt dreptele de directii 4 si j care trec prin centru:

e axa focald este C + [1], daca a > b si C + [j], daca a < b.

(A’) Ecuatia

X2 y?
2 T !
descrie un cerc centrul in (0,0) si raza egala cu a.
(B) Hiperbola de ecuatie
X2 y?
P R

are urmatoarele elemente:

e semiaxele sunt a si b.
Centrul de simetrie este O(X =0,Y = 0).
Varfurile sunt A(a,0), A'(—a,0).

Axele de simetrie sunt dreptele de directii ¢ si j care trec prin centru:

C+1i]: Y =0

C+[j]l: X=0

axa focala este axa care contine varfurile, C' + [i] : y = 0.

asimptotele sunt dreptele concurente in (0,0) (centrul hiperbolei) date prin:

X2 y? X Y
e ( e
a? b 0 a b
(B’) Hiperbola de ecuatie
X2 y?
w2 e

are urmatoarele elemente:
Observam ca putem rescrie ecuatia acestei hiperbole
Y? X2
— ——5—-1=0
b2 a?

Putem vedea aceastd ecuatie ca o hiperbold similara cu cazul (B), dar in raport cu reperul {O;j,i},
cu coordonatele X si Y permutate. Astfel, elementele acestei conice sunt:

e semiaxele sunt b si a.

e Centrul de simetrie este O(Y =0, X = 0).

e Varfurile sunt B(0,b), A’(0, —b).

e Axelele de simetrie sunt dreptele de directii j si 4 care trec prin centru:

C+[j]: X=0
C+[i]:Y =0

e axa focald este axa care contine varfurile, C' + [j] : z = 0.

e asimptotele sunt dreptele concurente in (0,0) (centrul hiperbolei) date prin:

Y2 X2 X Y
oz Ve Ty
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(C) Parabola de ecuatie
Y2 =42p(X +¢)

are urmatoarele elemente:

e parametrul este p.
e Varful este V(X = —¢,Y =0).
e Axa de simetrie trece prin varf si are directia 4, adicad V + [j] : y = 0.

e Semnul din membrul drept arata orientarea parabolei. Daca semnul este pozitiv, parabola este
orientatd in sensul pozitiv al axei Oz (ramurile sunt orientate inspre dreapta). Daca semnul
este negativ, parabola este orientatd in sensul negativ al axei Oz (ramurile sunt orientate spre
stanga).
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C Intersectia unei cuadrice cu un plan

Toate tipurile de conice apar ca intersectie a unei cuadrice cu un plan.

2 2 2
Y

Exemplul 1. (A) Intersectia unui hiperboloid cu doua panze — + 722 +1 =0 cu un plan
a c

orizontal z = k, cu |k| > ¢, este elipsa:

2 2
o+ — < -1=0

(50 #(5)

z =3
22 g2

B) Intersectia unui paraboloid hiperbolic — — %= = 2z cu un plan orizontal z = k, cu k > 0,
i P P 7~ 32 P :
a
este hiperbola
72 y? B

2ka?  2kb?
% =3

Centrul de simetrie al acestei hiperbole este C(0,0, k), iar axele de simetrie sunt paralele prin
C' la axele Ox si Oy. Axa focala este paralela la Ox (cea care contine varfurile hiperbolei

(£aV/2k,0)).

2 2
(B’) Intersectia unui paraboloid hiperbolic — — 2= 2z cu un plan orizontal z = k, cu k < 0,
a
este hiperbola
2 2o ,
—2ka?  —2kb%
z=k

Centrul de simetrie al acestei hiperbole este C(0,0, k), iar axele de simetrie sunt paralele prin
C' la axele Ox si Oy. Axa focala este paralela la Oy (cea care contine varfurile hiperbolei

(0, £bv/—2F)).

2 2
C) Intersectia unui paraboloid eliptic T 4+ % = 2z cu un plan lateral y = k este parabola
; 2 b2
a
k2
2 2
— 9 -
75 a (z 5 b2>
y==k
2
Parametrul acestei parabole este p = a? (nu depinde de k), varful este V/(0,0, 27)2)’ iar axa
=5
este paralela prin V la Oz, adica { i _0-
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2 2 2
i y2+z—2—1:00uplanulz:kcu|k\>ceste

Exemplul 2. (D) Intersectia elipsoidului — + 02
a
conica vida
22 y?
2 i 12 +1=0
(12 <C2_1> b2 <C2_1>
z=k
E) I lipsoidului % 4 & 22 Janul dubl
(E) Intersectia elipsoidului —; B 2 —|— — — 1 =0 cu planul z = ¢ este un punct dublu:
z2 z=0
=z (Tz =0 = ! y=0
Z = k z = I{;

2,2 2
x z
(F) Intersectia conulul — ‘Z—Q —— = 0 cuplanul yOz : x = 0 este perechea de drepte concurente
c

(in varful conulul)

2 2
(G) Intersectia cilindrului eliptic :% + Z—Z —1 =0 cu planul y = k, cu |k| < b este o pereche de
a

drepte paralele

:1:2_1 k2 x k2
1 TE = TR

(H) Intersectia cilindrului parabolic 42 = 2pz cu planul z = 0 este o dreapt# dubla:

y? =0
z=0

2 2
(I) Intersectia cilindrului eliptic x— + 122 1 =0 cu planul y = k, cu |k| > b este o conica vida

(drepte paralele imaginare)
2 k2
2 2
a b2
y==k
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