
Izometriile planului

1 Spat
,
ii a�ne euclidiene de dimensiune 2

În aceast  sect
,
iune E va � un plan a�n euclidian. Aceasta înseamn  c  spat

,
iul vectorial asociat

−→
E are

dimensiune doi s
,
i este înzestrat cu un produs scalar ⟨·, ·⟩.

Din de�nit
,
ie, rezult  c , date un punct O s

,
i un vector v ∈ E, exist  un unic punct P astfel încât

−−→
OP = v. Spunem c  P este obt

,
inut prin aplicarea vectorului v în punctul O s

,
i vom nota acest punct

prin O + v := P .

v

O

O + v

Rezult  c , o dat  �xat un punct origine O, spat
,
iul de puncte E poate � identi�cat cu spat

,
iul

vectorial
−→
E via urm toarele funct

,
ii:

E ↔
−→
E

P 7→
−−→
OP

O + v ←[ v

Cu ajutorul acestei identi�c ri putem "transfera" în cadrul spat
,
iului a�n câteva concepte din cadrul

algebrei liniare: norma (lungimea) unui vector, subspat
,
iu liniar, baz  (ortonormat ), etc.

� O dreapt  în E este, prin de�nit
,
ie o mult

,
ime de puncte ale lui E de forma:

d = A+ [u] := {A+ tu | t ∈ R}

unde A este un punct al lui E s
,
i u este un vector nenul din

−→
E .

� Prin reper ortonormat în E înt
,
elegem o pereche R = {O; i, j}, format  dintr-un punct O ∈ E s

,
i

o baz  ortonormat  B = {i, j}. Punctul O se numes
,
te originea reperului, iar dreptele O + [i] s

,
i

O + [j] sunt axele sale.

� Pentru dou  puncte P,Q ∈ E, de�nim distant
,
a de la P la Q prin

d(P,Q) :=
∥∥∥−−→PQ

∥∥∥
Se poate ar ta c  funct

,
ia d : E × E → [0,∞) este într-adev r o metric  pe E.

Consider m acum un reper ortonormat R = {O; i, j} în E. Pentru orice punct P ∈ E, not m

r(P ) :=
−−→
OP

numit vectorul de pozit
,
ie al lui P .
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� Orice vector u din
−→
E se poate descompune în raport cu baza {i, j}:

u = xi+ yj

unde x, y ∈ R. Vom numi
(
x
y

)
coordonatele lui u.

Observ m c  avem x =
〈
u, i
〉
s
,
i
〈
u, j
〉
, adic  xi = pr[i] u s

,
i pr[j] u.

� Coordonatele unui punct P sunt, prin de�nit
,
ie, coordonatele vectorului de pozit

,
ie r(P ), în raport

cu baza data. Avem astfel:

P are coordonatele
(
x
y

)
⇐⇒

−−→
OP = xi+ yj

Pentru a simpli�ca notat
,
iile vom identi�ca atât E cât s

,
i
−→
E cu spat

,
iul vectorilor coloan  R2.

De exemplu, vectorul u =

(
3
2

)
va � u = 3i+ 2j. Pe de alt  parte, punctul P =

(
3
2

)
este punctul

unic determinat de condit
,
ia r(P ) =

−−→
OP = 3i+ 2j.

Atragem atent
,
ia c , des

,
i notat

,
iile sunt similare, identi�c rile punct-coordonate s

,
i vector-coordonate

sunt conceptual diferite. Coordonatele unui vector sunt determinate relativ la baza ortonormat  {i, j},
dar coordonatele unui punct sunt determinate relativ la reperul ortonormat {O; i, j} (depind s

,
i de

origine, nu doar de baz ).

O notat
,
ie mai potrivit  ar �

(
x
y

)
B

(pentru vectori), respectiv
(
x
y

)
R
(pentru puncte), dar aceasta

ar complica destul de mult expresiile.
Încheiem aceast  sect

,
iune cu o discut

,
ie despre reprezentarea unei drepte în coordonate.

Fie d = A+ [u] o dreapt  în E, unde u =

(
α
β

)
̸=
(
0
0

)
s
,
i A =

(
xA
yA

)
∈ E.

Fie P =

(
x
y

)
un punct din E. Avem atunci:

P ∈ d ⇐⇒ P = A+ tu, t ∈ R

⇐⇒
(
x
y

)
=

(
xA
yA

)
+ t

(
α
β

)
, t ∈ R

⇐⇒
{

x = xA + tα
y = yA + tβ

, t ∈ R.

Relat
,
iile din urm  poart  numele de ecuat

,
iile parametrice ale dreptei d. Ele pot � rescrise astfel:

x− xA
α

=
y − yA

β

(ecuat
,
iile canonice) sau

βx− αy + (−βxA + αyA) = 0

(ecuat
,
ia general ).

În practic  vom prefera s  descriem drepte folosind ecuat
,
ia general  a unei drepte. Este util îns  s 

putem trece prin diversele tipuri de ecuat
,
ii. Argumentul de mai sus ilustreaz  cum putem transforma

ecuat
,
iile parametrice în ecuat

,
ia general  (elimin m parametrul t din cele dou  ecuat

,
ii parametrice).

Invers, consider m dreapta d de ecuat
,
ie d : ax + by + c = 0. Ecuat

,
iile sale parametrice se obt

,
in

notând una din variabilele x sau y cu t s
,
i exprimând cealalt  în funct

,
ie de t, din ecuat

,
ia dreptei.

Dreapta d : ax+ by + c = 0 are vectorul normal N =

(
a
b

)
s
,
i vectorul director u =

(
−b
a

)
.
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2 Izometriile planului

În acest  sect
,
iune E va � un plan a�n euclidian orientat E s

,
i R = {O; ı̄, j̄} un reper ortonormat pozitiv

orientat.

Identi�c m E cu R2, asociind �ec rui punct P matricea-coloan  de coordonate
(
xP
yP

)
în reperul

R.
Rezult  de aici c  o funct

,
ie f : E → E induce o funct

,
ie fR : R2 → R2 (care depinde evident de

reperul ales):

E E

R2 R2

(
xP
yP

)
P f(P )

fR

(
xP
yP

)
=

(
xf(P )

yf(P )

)
Vom numi funct

,
ia fR reprezentarea lui f în coordonatele reperului R. Este evident astfel c  fR

depinde de acest reper.

Deoarece vom lucra adesea doar cu un singur reper, pentru a nu complica notat
,
iile, vom nota

funct
,
ia fR tot prin f . Este important îns  de ret

,
inut c  o egalitate de forma(

x′

y′

)
= f

(
x
y

)
trebuie v zut  ca o egalitate de puncte din E s

,
i nu doar o egalitate numeric , având în spate

identi�carea lui E cu R2.

De�nit
,
ia 1. Prin izometrie a lui E înt

,
elegem o aplicat

,
ie f : E → E care p streaz  distant

,
ele

în plan, adic 
d (f (P ) , f (Q)) = d (P,Q) ,∀P,Q ∈ E

În continuare, vom studia izometriile planului, folosind reprezent rile lor în reperul ales. Primul
rezultat este:

Teorema 2. O aplicat
,
ie f : E → E este izometrie dac  s

,
i numai dac  într-un reper ortonormat

R = {O; i, j}, f are reprezentarea:

f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
+B

unde A este o matrice ortogonal  2 × 2 (adic  AAt = I2) s
,
i B ∈ R2. Mai mult, dac  f are o

astfel de reprezentare într-un reper, va avea una în orice reper ortonormat (îns  matricea A s
,
i

vectorul B se pot modi�ca).

Solut
,
ie. Fixând un reper ortonormat, putem identi�ca E cu R2, deci putem vedea f ca o aplicat

,
ie

f : R2 → R2 cu proprietatea:

∥f (u)− f (v)∥ = ∥u− v∥ , ∀u, v ∈ R2.

Trat m mai întâi cazul când f (0) = 0.
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Pasul 1 Demonstr m mai întâi c  pentru orice u, v ∈ R2, are loc ⟨f (u) , f (v)⟩ = ⟨u, v⟩. Într-adev r:

⟨f (u) , f (v)⟩ = 1

2

(
∥f (u)∥2 + ∥f (v)∥2 − ∥f (u)− f (v)∥2

)
=

1

2

(
∥u∥2 + ∥v∥2 − ∥u− v∥2

)
= ⟨u, v⟩ .

Pasul 2 Ar t m c  f este liniar : pentru orice u, v ∈ R2 s
,
i α ∈ R au loc: f (u+ v) = f (u) + f (v) s

,
i

f (αu) = αf (u). Într-adev r:

∥f (u+ v)− f (u)− f (v)∥2 = ∥f (u+ v)∥2 + ∥f (u)∥2 + ∥f (v)∥2

− 2 ⟨f (u+ v) , f (u)⟩ − 2 ⟨f (u+ v) , f (v)⟩+ 2 ⟨f (u) , f (v)⟩
= ∥u+ v∥2 + ∥u∥2 + ∥v∥2 − 2 ⟨u+ v, v⟩ − 2 ⟨u+ v, v⟩+ 2 ⟨u, v⟩
= ∥u+ v − u− v∥2

= 0

s
,
i

∥f (αu)− αf (u)∥2 = ∥f (αu)∥2 + α2 ∥f (u)∥2 − 2α ⟨f (αu) , f (u)⟩
= ∥αu∥2 + α2 ∥u∥2 − 2α ⟨αu, u⟩ = 0

Pasul 3 Fiindc  f este operator liniar, are forma forma f (u) = Au, pentru orice u ∈ R2 (vector coloan ),
unde A ∈M2

(
R2
)
. Trebuie s  demonstr m c  A este matrice ortogonal , i.e. AAt = I2. Pentru

aceasta, folosim egalitatea:
⟨u, v⟩ =

(
ut
)
v, ∀u, v ∈ R2

(în membrul drept, avem înmult
,
irea unei matrice linie ut cu matricea coloan  v). Obt

,
inem atunci,

pentru u, v ∈ R2, c :(
ut
)
v = ⟨u, v⟩ = ⟨f(u), f(v)⟩ = ⟨Au,Av⟩ = (Au)tAu =

(
utAt

)
Av = ut

(
AtA

)
v

deci utv = ut
(
AtA

)
v. Dând pe rând lui u, v valorile

(
1
0

)
s
,
i
(
0
1

)
g sim c  AtA = I2.

În concluzie, am obt
,
inut c  orice izometrie f cu f (0) = 0 are forma f (v) = Av cu A ∈ O2 (R). R mâne

s  trat m cazul general.
Fie b = f (0) s

,
i f̃ = f − b. Rezult  imediat c  f̃ este o izometrie ce satisface f̃ (0) = 0. Din

cazul tratat anterior, g sim c  f̃ (v) = Av unde A este o matrice ortogonal , de unde g sim c 
f (v) = Av + b, v ∈ R, ceea ce trebuia s  ar t m.

Reciproc, s  ar t m c  toate aplicat
,
iile g site sunt într-adev r izometrii. Fie astfel A ∈ O (2) s

,
i

b ∈ R2 s
,
i aplicat

,
ia f : R2 → R2 dat  prin f (v) = Av + b.

Atunci, pentru u, v ∈ R2, avem:

∥f (u)− f (v)∥2 = ∥Au+ b−Av − b∥2 = ∥A (u− v)∥2 = ⟨A (u− v) , A (u− v)⟩
= (A (u− v))tA (u− v) = (u− v)tAtA (u− v) = (u− v)t (u− v)

= ⟨u− v, u− v⟩ = ∥u− v∥2

deci f este o izometrie. ■
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Dac  f este o izometrie, putem reprezenta f în reperul R:

f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
+B

Aplicat
,
ia liniar 

−→
f :
−→
E →

−→
E ,
−→
f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
se va numi aplicat

,
ia liniar  asociat  lui f sau urma lui f (mai precis reprezentarea în baza {i, j}

a lui f).
Independent de coordonate,

−→
f :
−→
E →

−→
E este caracterizat  de proprietatea

−→
f (
−−→
PQ) =

−−−−−−→
f(P )f(Q)

Atent
,
ie. Aplicat

,
ia liniar  asociat  act

,
ioneaz  asupra vectorilor din

−→
E , pe când f se aplic 

punctelor din E.

Urm torul pas este clasi�carea izometriilor. Înainte de aceasta vom de�ni tipurile de izometrii care
apar în aceast  clasi�care. Vom da pentru �ecare de�nit

,
ia (sintetic ) precum s

,
i reprezentarea lor în

reperul ortonormat dat.

De�nit
,
ia 3. Prin translat

,
ia de vector u înt

,
elegem aplicat

,
ia

tu : E → E

tu(P ) = P + u.

Cu alte cuvinte, avem
tū (P ) = Q ⇐⇒

−−→
PQ = ū.

Dac  u = (u1, u2) (în reperul dat R), atunci tu are reprezentarea:

tu

(
x
y

)
=

(
x
y

)
+

(
u1
u2

)
=

(
1 0
0 1

)(
x
y

)
+

(
u1
u2

)
Rezult  imediat c  aplicat

,
ia liniar 

−→
t u, asociat  translat

,
iei tu este identitatea.

De�nit
,
ia 4. Fie Ω un punct s

,
i α ∈ (−π, π] un unghi. Rotat

,
ia de centru Ω s

,
i unghi α este, prin

de�nit
,
ie aplicat

,
ia

RΩ,α (P ) =

{
Ω, P = Ω
P ′, P ̸= Ω

unde P ′ este punctul (unic) determinat de condit
,
iile:

(a)
∥∥∥−→ΩP ′

∥∥∥ =
∥∥∥−→ΩP∥∥∥

(b) ∡o

(−→
ΩP ,
−→
ΩP ′

)
= α.
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Dac  Ω = (xΩ, yΩ) atunci rotat, ia RΩ,α are reprezentarea

RΩ,α

(
x
y

)
=

(
xΩ
yΩ

)
+

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x− xΩ
y − yΩ

)
Aplicat

,
ia liniar  asociat  rotat

,
iei RΩ,α este rotat

,
ia geometric  Rα. Ea are matricea(

cosα − sinα
sinα cosα

)
în raport cu baza dat  (de fapt, are aceeas

,
i matrice în orice baz  ortonor-

mat  pozitiv orientat ).

Observat
,
ie. Rotat

,
ia de unghi 0 este idE2 , iar rotat

,
ia de unghi π este, de fapt, simetria fat

,
  de

punctul Ω s
,
i are reprezentarea

sΩ

(
x
y

)
= RΩ,π

(
x
y

)
= −

(
x
y

)
+ 2

(
xΩ
yΩ

)

De�nit
,
ia 5. Simetria ortogonal  fat

,
  de dreapta d din E este, prin de�nit

,
ie, aplicat

,
ia

sd : E → E, sd (P ) = P ′

unde P ′ este simetricul lui P fat
,
  de d. Rezult  c 

sd(P ) = A+−→s d(
−→
AP )

unde A ∈ d este un punct �xat, iar −→s d este simetria vectorial  fat
,
  de

−→
d , spat

,
iul director al lui

d.

Dac  dreapta d este determinat  de punctul A s
,
i spat

,
iul director [u], atunci simetria ortogonal 

fat
,
  de d are formula:

sd(P ) = A+ 2

〈−→
AP, u

〉
∥u∥2

−
−→
AP

Dac  dreapta d are ecuat
,
ia ax+by+c = 0, atunci simetria ortogonal  fat

,
  de d are reprezentarea

sd

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2

ax+ by + c

a2 + b2

(
a
b

)
=

1

a2 + b2

(
b2 − a2 −2ab
−2ab a2 − b2

)(
x
y

)
− 2c

a2 + b2

(
a
b

)
Aplicat

,
ia liniar  asociat  lui sd este simetria vectorial  fat

,
  de direct

,
ia (b,−a) s

,
i are matricea

1

a2 + b2

(
b2 − a2 −2ab
−2ab a2 − b2

)
în raport cu baza dat .

Cazuri particulare

Dac  d : x = c este o dreapt  paralel  cu Oy atunci

sd

(
x
y

)
=

(
2c− x

y

)
iar dac  d′ : y = c este o dreapt  paralel  cu Ox, atunci

sd′

(
x
y

)
=

(
x

2c− y

)
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3 Clasi�carea izometriilor planului

Folosim notat
,
iile din sect

,
iunea precedent . Fie A ∈ O(2) s

,
i B ∈ R2 s

,
i f : E → E o izometrie dat  în

reperul ortonormat R prin

f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
+B

Clasi�carea deplas rilor

Dac  detA = 1 (spunem în acest caz c  f este o deplasare sau mis
,
care rigid ) deosebim dou 

subcazuri:

(A) A = I2. În acest caz, f este translat
,
ia de vector u = Bt.

(B) A ̸= I2. În acest caz, f este rotat
,
ia de centru Ω s

,
i unghi α unde

• Ω este unicul punct �x al lui f , adic  solut
,
ia ecuat

,
iei f(Ω) = Ω. Explicit, Ω are

coordonatele XΩ = −(A− I2)
−1B.

• α ∈ (−π, π]\{0} este unic determinat de relat
,
ia A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Caz particular: A = −I2 (ce corespunde lui α = π).

În acest caz, XΩ = −1
2B, iar f este simetria fat

,
  de punctul Ω, cu reprezentarea

f(X) = −X +B

Clasi�carea antideplas rilor

Dac  detA = −1 (spunem în acest caz c  f este antideplasare) deosebim dou  cazuri:

(A) f are puncte �xe.

În acest caz, mult
,
imea punctelor �xe (adic  solut

,
iile ecuat

,
iei f(P ) = P ) este o dreapt  d

s
,
i f este simetria ortogonal  sd fat

,
  de d.

(B) f nu are puncte �xe.

În acest caz, f este o simetrie alunecat . Mai precis, f = tu ◦ sd unde

• d este dreapta ce cont
,
ine mijloacele segmentelor [Pf(P )], P ∈ E.

• u =
−−−−−→
Mf(M), unde M este un punct arbitrar al lui d.
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4 Exercit
,
ii

În exercit
,
iile urm toare presupunem �xat un reper R = {O, ı̄, j̄} în planul euclidian orientat E.

Exercit
,
iul 1. Fie f : E → E o izometrie. Ar tat

,
i c  imaginea unei drepte prin f este tot o

dreapt .

Solut
,
ie. În raport cu reperul R dat, f are expresia

f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
+B

unde A este o matrice ortogonal  s
,
i B este o matrice coloan . Fie dreapta d, determinat  de punctul

Q(xQ, yQ) s, i vectorul director a = (α, β).
Ecuat

,
iile parametrice ale dreptei d sunt atunci:

d :

(
x
y

)
=

(
xQ
yQ

)
+ t

(
α
β

)
, t ∈ R.

Imaginea punctului P =

(
x
y

)
=

(
xQ + tα

yQ + y + tβ

)
prin izometria f este:

f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
+B

= A

((
xQ
yQ

)
+ t

(
α
β

))
+B

= A

(
xQ
yQ

)
+B + tA

(
α
β

)

Când P parcurge dreapta d, parametrul t parcurge R, iar punctul f(P ) va parcurge dreapta care trece
prin punctul Q′ = f(Q) de coordonate(

xQ′

yQ′

)
= f

(
xQ
yQ

)
= A

(
xQ
yQ

)
+B

s
,
i are vectorul director u′ =

−→
f (u) de coordonate(

α′

β′

)
= A

(
α
β

)
■

.
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Din exercit
,
iul anterior putem deduce câteva metode alternative de a determina ecuat

,
ia imaginii

unei drepte printr-o izometrie. Consider m astfel f : E → E o izometrie s
,
i d o dreapt . Pentru

a determina f(d) putem proceda prin una din urm toarele metode.

Metoda 1 Scriem ecuat
,
iile parametrice ale lui d s

,
i le înlocuim în formula izometriei, cum am

procedat în exercit
,
iul precedent. Avantajul acestei metode este c  poate � extins 

pentru a determina imaginea oric rei curbe parametrizate γ(t) = (x(t), y(t)), nu
doar drepte.

Metoda 2 Alegem un punct Q de pe dreapta d s
,
i un vector director a, astfel încât d = Q+[a].

Atunci f(d) este dreapta care trece prin f(Q) s
,
i are vectorul director

−→
f (a) (vezi

exercit
,
iul precedent).

Metoda 3 Deoarece s
,
tim c  imaginea lui d este o dreapt , rezult  c , dac  alegem dou  puncte

distincte A s
,
i B de pe dreapta d, imaginea f(d) va � dreapta determinat  de

punctele f(A) s
,
i f(B).

Metoda 4 Presupunem dreapta dat  prin ecuat
,
ia general  ax + by + c = 0. Scriem

reprezentarea lui f în reperul dat astfel:(
x′

y′

)
= f

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
+B

Putem exprima atunci x, y în funct
,
ie de x′, y′:(

x
y

)
= A−1

(
x′

y′

)
−A−1B

Înlocuind x, y în ecuat
,
ia dreptei obt

,
inem o expresie de forma a′x′ + b′y′ + c′ = 0.

Dar
(
x′

y′

)
= f

(
x
y

)
sunt coordonatele imaginii unui punct arbitrar al lui d, de unde

rezult  c  f(d) este dreapta de ecuat
,
ie sunt a′x′ + b′y′ + c′ = 0. Avantajul acestei

metode este c  poate � folosit  pentru a determina imaginea oric rei curbe dat 
printr-o ecuat

,
ie implicit  F (x, y) = 0.

Metoda 5 Folosim faptul c  aplicat
,
ia liniar 

−→
f p streaz  unghiurile. Rezult  astfel c  dac 

d este determinat  de un punct Q s
,
i vectorul normal N atunci f(d) este dreapta

determinat  de punctul f(Q) s
,
i vectorul normal

−→
f (N).

Exercit
,
iul 2. Fie ū = ı̄ + 2j̄. Scriet

,
i ecuat

,
iile translat

,
iei tū s

,
i determinat

,
i imaginea dreptei

d : x+ y − 2 = 0 prin tū.

Solut
,
ie. Ecuat

,
iile lui tū sunt:

tu

(
x
y

)
=

(
x
y

)
+

(
1
2

)
=

(
x+ 1
y + 2

)
Vom ilustra metodele de mai sus pentru a determina imaginea lui d prin tū.
Metoda 1. Ecuat

,
iile parametrice ale lui d sunt{

x = t
y = 2− t

9



Pentru un punct P
(
x
y

)
∈ d calcul m

tu

(
x
y

)
=

(
x+ 1
y + 2

)
=

(
t+ 1

2− t+ 2

)
+

(
t+ 1
4− t

)
=

(
1
4

)
+ t

(
1
−1

)
As

,
adar, tu(d) este dreapta care de ecuat

,
ii parametrice{

x = 1 + t
y = 4− t

, t ∈ R

sau echivalent, prin eliminarea lui t,
tu(d) : x+ y − 5 = 0

Metoda 2 Avem d = P + [ā], cu P

(
2
0

)
s
,
i a =

(
1
−1

)
, de unde obt

,
inem:

tu(P ) = tu

(
2
0

)
=

(
3
2

)
=: P ′

−→
t u(a) = id−→

E
(a) =

(
1
−1

)
deci

tu (d) = tu (P ) +
[−→
t u (u)

]
= P ′ + [a] =

(
3
2

)
+

[(
1
−1

)]
As

,
adar tu(d) este dreapta de ecuat

,
ie

x− 3

1
=

y − 2

−1
⇐⇒ x+ y − 5 = 0

Metoda 3. Fie punctele P =

(
2
0

)
s
,
i Q =

(
0
2

)
ale lui d. Avem atunci

tu (P ) =

(
3
2

)
=: P ′

tu (Q) =

(
1
4

)
=: Q′

Dreapta tu este determinat  de punctele P ′ s
,
i Q′ deci va avea ecuat

,
ia

tu(d) :
x− 1

3− 1
=

y − 4

2− 4
⇐⇒ x+ y − 5 = 0

Metoda 4. Scriem (
x′

y′

)
= tu

(
x
y

)
=

(
x
y

)
+

(
1
2

)
de unde g sim {

x′ = x+ 1
y′ = y + 2

⇐⇒
{

x = x′ − 1
y = y′ − 2

Rezult  c :
x+ y − 2 = 0 ⇐⇒ x′ − 1 + y′ − 2− 2 = 0 ⇐⇒ x′ + y′ − 5 = 0

deci d′ := tū (d) este dreapta de ecuat
,
ie x+ y − 5 = 0.

Metoda 5. Avem d = P + [N ]⊥, unde P =

(
2
0

)
s
,
i N =

(
1
1

)
. Obt

,
inem

tu(P ) =

(
3
2

)
−→
t u(N) = id−→

E
(N) =

(
1
1

)
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deci tu(d) este dreapta care trece prin punctul
(
3
2

)
s
,
i are vectorul normal

(
1
1

)
. Ecuat

,
ia sa este

tu(d) : 1 · (x− 3) + 1 · (y − 2) = 0 ⇐⇒ x+ y − 5 = 0.

■

Exercit
,
iul 3. Fie Ω(−1, 2) s

,
i φ = π

4 . Scriet
,
i ecuat

,
iile rotat

,
iei RΩ,φ s

,
i determinat

,
i imaginea

dreptei d : x+ y − 2 = 0 prin RΩ,φ.

Solut
,
ie. Expresia lui RΩ,π

4
este:

RΩ,π
4

(
x
y

)
=

(
−1
2

)
+

(
cos π

4 − sin π
4

sin π
4 cos π

4

)(
x+ 1
y − 2

)

=

√
2

2

(
1 −1
1 1

)(
x+ 1
y − 2

)
+

(
−1
2

)

=

 √
2
2 x−

√
2
2 y + 3

2

√
2− 1

√
2
2 x+

√
2
2 y −

√
2
2 + 2


S  determin m imaginea dreptei d.

Metoda 1. d este dreapta care trece prin A =

(
1
1

)
s
,
i are vectorul normal N =

(
1
1

)
. Avem:

RΩ,π
4
(A) =

(
3
2

√
2− 1

1
2

√
2 + 2

)
−→
RΩ,π

4
(N) =

√
2

2

(
1 −1
1 1

)(
1
1

)
=

√
2

2

(
0
2

)

Rezult  c  RΩ,π
4
(d) este dreapta care trece prin

(
3
2

√
2− 1

1
2

√
2 + 2

)
s
,
i are vectorul normal

(
0
1

)
. Ecuat

,
ia sa

este
y − 1

2

√
2− 2 = 0
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Metoda 2. Fie P

(
2
0

)
, Q

(
0
2

)
dou  puncte ale lui d. Atunci

RΩ,π
4
(P ) =: P ′ =

(
5
2

√
2− 1

1
2

√
2 + 2

)
;RΩ,π

4
(Q) =: Q′

(
1
2

√
2− 1

1
2

√
2 + 2

)
de unde g sim ecuat

,
ia dreptei RΩ,π

4
(d) = P ′Q′:

RΩ,π
4
(d) : y =

1

2

√
2 + 2.

Metoda 3. Un vector director al lui d este
(

1
−1

)
. Avem atunci

−→
RΩ,π

4

(
1
−1

)
=

√
2

2

(
1 −1
1 1

)(
1
−1

)
=

( √
2
0

)
deci RΩ,π

4
(d) are ecuat

,
ia(

x
y

)
= XP ′ + t

−→
RΩ,π

4

(
1
−1

)
⇐⇒

(
x
y

)
=

(
5
2

√
2− 1

1
2

√
2 + 2

)
+ t

(√
2
0

)
⇐⇒ y =

1

2

√
2 + 2

■

Exercit
,
iul 4. Scriet

,
i ecuat

,
ia simetriei ortogonale sd fat

,
  de dreapta d : 2x + y − 1 = 0 s

,
i

determinat
,
i imaginile dreptelor δ1 : x+ y = 0, δ2 : 4x+2y− 1 = 0 s

,
i δ3 : x− 2y+1 = 0 prin sd.

Solut
,
ie. Ecuat

,
ia simetriei sd este:

sd

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2 · 2x+ y − 1

5

(
2
1

)

=
1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
x
y

)
+

1

5

(
4
2

)
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S  determin m imaginea lui δ1.
Metoda 1. Avem:(

x′

y′

)
= sd

(
x
y

)
=

1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
x
y

)
+

1

5

(
4
2

)
⇐⇒

(
x
y

)
=

(
−3

5x
′ − 4

5y
′ + 4

5

−4
5x

′ + 3
5y

′ + 2
5

)

(simetria sd este o involut
,
ie, deci s−1

d = sd) deci

x+ y = −3

5
x′ − 4

5
y′ +

4

5
− 4

5
x′ +

3

5
y′ +

2

5

= −7

5
x′ − 1

5
y′ +

6

5

deci ecuat
,
ia lui sd (δ1) este −7x− y + 6 = 0.

Metoda 2. Deoarece simetria este o izometrie, va duce direct
,
ia normal  lui δ1 în direct

,
ia normal 

lui sd(δ1).

Cum direct
,
ia normal  lui δ1 este N =

(
1
1

)
, rezult  c  direct

,
ia normal  lui sd(δ1) este

N
′
= −→s d(N) =

1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
1
1

)
=

1

5

(
−7
−1

)

Consider m O

(
0
0

)
∈ δ1. Atunci

O′ = sd(O) = sd

(
0
0

)
=

1

5

(
4
2

)
Dreapta sd(δ1) este dreapta care trece prin O′ = sd(O) s

,
i are direct

,
ia normal  N

′
. Ecuat

,
ia acesteia

va �:
sd(δ1) : −

7

5
(x− 4

5
)− 1

5
(y − 2

5
) = 0 ⇐⇒ −7x− y + 6 = 0.

S  determin m imaginea lui δ2 prin sd. Putem proceda similar ca pentru δ1, îns  putem deduce
rezultatul mai repede.

13



Observ m c  δ2 ∥ d, deci sd (δ2) are aceeas
,
i direct

,
ie ca d. Rezult  c  sd (δ2) are vectorul normal(

2
1

)
deci are o ecuat

,
ie de forma 2x+ y + α = 0.

Parametrul α se determin  din condit
,
ia sd (P ) ∈ sd (δ2) unde P este un punct al lui δ2.

Lu m, de exemplu, P
(
0
1
2

)
. Avem atunci

sd (P ) =

(
2

5
,
7

10

)
de unde g sim

4

5
+

7

10
+ α = 0 ⇐⇒ α = −3

2

deci sd (δ2) : 2x+ y − 3
2 = 0.

Pentru ultima dreapt , observ m c  δ3 ⊥ d, deci sd (δ3) = δ3. ■

Exercit
,
iul 5. Fie Ω (−1, 2) s

,
i d : 2x + y − 1 = 0. Determinat

,
i ecuat

,
iile RΩ,π

4
◦ sd s

,
i precizat

,
i

tipul acestei izometrii.

Solut
,
ie. Formula rotat

,
iei date este:

RΩ,π
4

(
x
y

)
=

√
2

2

(
1 −1
1 1

)(
x
y

)
+

(
3
2

√
2− 1

−1
2

√
2 + 2

)
iar simetria este dat  de:

sd

(
x
y

)
=

1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
x
y

)
+

1

5

(
4
2

)
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(vezi exercit
,
iile precedente). Compunerea f = RΩ,π

4
◦ sd va avea expresia:

f

(
x
y

)
= RΩ,π

4

(
1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
x
y

)
+

1

5

(
4
2

))
=

√
2

2

(
1 −1
1 1

)(
1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
x
y

)
+

1

5

(
4
2

))
+

(
3
2

√
2− 1

−1
2

√
2 + 2

)
=

√
2

10

(
1 −7
−7 −1

)(
x
y

)
+

√
2

10

(
2
6

)
+

(
3
2

√
2− 1

−1
2

√
2 + 2

)
deci

f

(
x
y

)
=

√
2

10

(
1 −7
−7 −1

)(
x
y

)
+

(
17
10

√
2− 1

1
10

√
2 + 2

)
S  determin m tipul izometriei f . Matricea lui f este

A =

√
2

10

(
1 −7
−7 −1

)
care este ortogonal  s

,
i are determinantul −1. Aceasta înseamn  c  f este o antideplasare. Pentru a

determina tipul s u, determin m punctele �xe:

f

(
x
y

)
=

(
x
y

)
⇐⇒

(
x− 7y
−7x− y

)
+

(
17− 5

√
2

1 + 10
√
2

)
=

(
5
√
2x

5
√
2y

)
⇐⇒

{
(1− 5

√
2)x− 7y + 17− 5

√
2 = 0/ · (−7)

−7x− (1 + 5
√
2)y + 1 + 10

√
2 = 0/ · (1− 5

√
2)

⇐⇒
{
−7(1− 5

√
2)x+ 49y − 7(17− 5

√
2) = 0

−7(1− 5
√
2)x+ 49y + 101− 15

√
2 = 0

Acest ultim sistem este evident incompatibil, deci f este o simetrie alunecat .
■

Observat
,
ia 6. Funct

,
ia care asociaz  unei izometrii f(X) = AX +B matricea 3× 3

M̃f =

(
A B
0 1

)
este un mor�sm de grupuri multiplicative Izom(E) → GL3(R). Într-adev r, dac  g(X) = A′X + B′

este o alt  izometrie avem:

g ◦ f (X) = A′ (AX +B) +B′ = A′AX +A′B +B′

Avem atunci

M̃g · M̃f =

(
A′ B′

0 1

)(
A B
0 1

)
=

(
A′A A′B +B′

0 1

)
= M̃g◦f

As
,
adar pentru a determina compunerea, putem înmult

,
i matricele bloc corespunz toare.

În cazul exercit
,
iului precedent obt

,
inem:

M̃f =


√
2
2 −

√
2
2 3

√
2
2 − 1

√
2
2

√
2
2 −

√
2
2 + 2

0 0 1


−

3
5 −4

5
4
5

−4
5

3
5

2
5

0 0 1

 =


√
2

10 −7
√
2

10 17
√
2

10 − 1

−7
√
2

10 −
√
2

10

√
2

10 + 2

0 0 1


de unde reg sim expresia lui f :

f

(
x
y

)
=

 √
2

10 −7
√
2

10

−7
√
2

10 −
√
2

10

(x
y

)
+

(
17

√
2

10 − 1√
2

10 + 2

)
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Exercit
,
iul 6. Fie Ω′ (0, 1) s

,
i d : 2x + y − 1 = 0. Determinat

,
i ecuat

,
iile RΩ′,π

2
◦ sd s

,
i precizat

,
i

tipul acestei izometrii.

Solut
,
ie. Expresia rotat

,
iei RΩ′,π

2
este

RΩ′,π
2

(
x
y

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x

y − 1

)
+

(
0
1

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x
y

)
+

(
1
1

)
=

(
1− y
x+ 1

)
iar a simetriei sd este:

sd

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2

2x+ y − 1

5

(
2
1

)
=

1

5

(
−3 −4
−4 3

)(
x
y

)
+

1

5

(
4
2

)
Compunerea f = RΩ′,π

2
◦ sd va avea expresia:

f

(
x
y

)
= RΩ′,π

2

(
1
5 (−3x− 4y + 4)

1
5 (−4x+ 3y + 2)

)

=

(
1− 1

5 (−4x+ 3y + 2)

1 + 1
5 (−3x− 4y + 4)

)

=

(
4
5x−

3
5 + 3

5

−3
5x−

4
5y +

9
5

)

=
1

5

(
4 −3
−3 −4

)
+

1

5

(
3
9

)
Alternativ, puteam folosi matricele extinse ale izometriilor s

,
i avem:

M̃f =

0 −1 1
1 0 1
0 0 1

−3
5 −4

5
4
5

−4
5

3
5

2
5

0 0 1

 =

 4
5 −3

5
3
5

−3
5 −4

5
9
5

0 0 1


de unde reg sim expresia lui f .

S  determin m tipul acestei izometrii. Determinantul matricei aplicat
,
iei este∣∣∣∣∣

4
5 −3

5

−3
5 −4

5

∣∣∣∣∣ = −1
ceea ce arat  c  f este antideplasare. S  determin m punctele �xe ale lui f :(

x
y

)
=

(
4
5 −3

5

−3
5 −4

5

)(
x
y

)
+

(
3
5
9
5

)
⇐⇒

(
5x
5y

)
=

(
4 −3
−3 −4

)(
x
y

)
+

(
3
9

)
⇐⇒

{
x+ 3y = 3
3x+ 9y = 9

⇐⇒ x+ 3y = 3

ceea c  mult
,
imea punctelor �xe ale lui f este dreapta d′ : x+ 3y = 3. As

,
adar, f = sd′ . ■

Exercit
,
iul 7. Fie Ω(1, 1) s

,
i ū = j̄− ı̄. Determinat

,
i ecuat

,
iile RΩ,π

2
◦RΩ,π

6
s
,
i tū ◦RΩ,π

2
s
,
i precizat

,
i

tipul acestei izometrii.
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Solut
,
ie. Scriem ecuat

,
iile celor dou  rotat

,
ii:

RΩ,π
2

(
x
y

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x− 1
y − 1

)
+

(
1
1

)
=

(
2− y
x

)

RΩ,π
6

(
x
y

)
=

√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

(x− 1
y − 1

)
+

(
1
1

)
=

√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

(x
y

)
+

(
3
2 −

√
3
2

1
2 −

√
3
2

)

Determin m matricea extins  a compunerii f = RΩ,π
2
◦RΩ,π

6
:

M̃f =

 0 −1 2
1 0 0
0 0 1




√
3
2 −1

2
3
2 −

1
2

√
3

1
2

√
3
2

1
2 −

1
2

√
3

0 0 1

 =

 −1
2 −1

2

√
3 1

2

√
3 + 3

2
1
2

√
3 −1

2
3
2 −

1
2

√
3

0 0 1


deci f are expresia:

f

(
x
y

)
=

−1
2 −

√
3
2

√
3
2 −1

2

(x
y

)
+

(√
3
2 + 3

2
3
2 −

√
3
2

)

Determin m tipul izometriei f . Matricea sa este A =

(
−1

2 −1
2

√
3

1
2

√
3 −1

2

)
s
,
i are determinantul 1 s

,
i f are

punctul �x Ω

(
1
1

)
(deoarece este punct �x pentru ambele rotat

,
ii). As

,
adar f este o rotat

,
ie de centru

Ω. Unghiul φ al acestei rotat
,
ii este determinat de{

cosφ = −1
2

sinφ =
√
3
2

⇐⇒ φ =
2π

3

Deci f = RΩ, 2π
3
(observ m c  φ = π

2 + π
6 ).

Izometria g = tū ◦RΩ,π
2
va avea ecuat

,
iile

g

(
x
y

)
=

(
2− y
x

)
+

(
−1
1

)
=

(
1− y
x+ 1

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x
y

)
+

(
1
1

)

Deoarece

∣∣∣∣ 0 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1 s
,
i Ω′

(
0
1

)
este unicul punct �x al lui g, obt

,
inem c  g = RΩ′,π

2
. ■

Exercit
,
iul 8. Fie Ω (1, 1), Ω′ (2, 3). Determinat

,
i ecuat

,
iileRΩ,π

2
◦RΩ′,π

3
, RΩ,π

2
◦RΩ′,−π

2
s
,
i precizat

,
i

tipul acestor izometrii.

Solut
,
ie. Scriem ecuat

,
iile rotat

,
iilor date:

RΩ,π
2

(
x
y

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x− 1
y − 1

)
+

(
1
1

)
=

(
2− y
x

)
RΩ′,π

3

(
x
y

)
=

(
1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)(
x− 2
y − 3

)
+

(
2
3

)
=

(
1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)(
x
y

)
+

(
3
2

√
3 + 1

−
√
3 + 3

2

)
RΩ′,−π

2

(
x
y

)
==

(
0 1
−1 0

)(
x− 2
y − 3

)
+

(
2
3

)
=

(
y − 1
5− x

)
Determin m compunerea RΩ,π

2
◦RΩ′,−π

3
folosind matricele extinse: 0 −1 2

1 0 0
0 0 1


 1

2 −
√
3
2

3
2

√
3 + 1√

3
2

1
2 −

√
3 + 3

2
0 0 1

 =

 −1
2

√
3 −1

2

√
3 + 1

2
1
2 −1

2

√
3 3

2

√
3 + 1

0 0 1


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deci ecuat
,
iile lui f = RΩ,π

2
◦RΩ′,−π

3
sunt

f

(
x
y

)
=

(
−1

2

√
3 −1

2
1
2 −1

2

√
3

)(
x
y

)
+

( √
3 + 1

2
3
2

√
3 + 1

)
Deoarece ∣∣∣∣ −1

2

√
3 −1

2
1
2 −1

2

√
3

∣∣∣∣ = 1

f este o rotat
,
ie de unghi φ determinat de condit

,
iile:{

cosφ = −
√
3
2

sinφ = 1
2

⇐⇒ φ = π − π

6
=

5π

6
.

S  determin m punctul �x al lui f :

f

(
x
y

)
=

(
x
y

)
⇐⇒

(
−1

2

√
3 −1

2
1
2 −1

2

√
3

)(
x
y

)
+

( √
3 + 1

2
3
2

√
3 + 1

)
=

(
x
y

)

⇐⇒


(
−1−

√
3
2

)
x− 1

2y +
√
3 + 1

2 = 0

1
2x+

(
−1−

√
3
2

)
y + 3

√
3

2 + 1 = 0

⇐⇒

{
x = 3

2 −
√
3
2

y = −1
2 + 3

√
3

2

Deci f este rotat
,
ia de centru Ω′′

(
3
2 −

1
2

√
3

3
2

√
3− 1

2

)
s
,
i unghi 5π

6 .

S  determin m s
,
i tipul izometriei g = RΩ,π

2
◦RΩ′,−π

2
. Avem:

g

(
x
y

)
= RΩ,π

2

(
RΩ′,−π

2

(
x
y

))
= RΩ,π

2

(
y − 1
5− x

)
=

(
2− (5− x)

y − 1

)
=

(
x− 3
y − 1

)
deci

g

(
x
y

)
=

(
x
y

)
+

(
−3
−1

)
Matricea asociat  acestei izometrii este I2, deci g = tū unde u =

(
−3
−1

)
. ■

Exercit
,
iul 9. Fie d : x+ y− 2 = 0, d′ : x+ y+1 = 0. Determinat

,
i ecuat

,
iile sd′ ◦ sd s

,
i precizat

,
i

tipul acestei izometrii.

Solut
,
ie. Scriem ecuat

,
iile simetriei sd:

sd

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2

12 + 12
(x+ y − 2)

(
1
1

)
=

(
2− y
2− x

)
s
,
i ale simetriei sd′ :

sd′

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2

12 + 12
(x+ y + 1)

(
1
1

)
=

(
−y − 1
−x− 1

)
s
,
i obt

,
inem

sd′ ◦ sd
(

x
y

)
= sd′

(
2− y
2− x

)
=

(
− (2− x)− 1
− (2− y)− 1

)
=

(
x
y

)
+

(
−3
−3

)

deci sd′ ◦ sd = tū unde ū =

(
−3
−3

)
. Observ m d ∥ d′ s

,
i ū ⊥ d. ■

18



Exercit
,
iul 10. Fie d : x+ y = 0, d′ : x− y = 0. Determinat

,
i ecuat

,
iile sd′ ◦ sd s

,
i precizat

,
i tipul

acestei izometrii.

Solut
,
ie. Scriem ecuat

,
iile simetriei sd:

sd

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2

12 + 12
(x+ y)

(
1
1

)
=

(
−y
−x

)
s
,
i ale simetriei sd′ :

sd′

(
x
y

)
=

(
x
y

)
− 2

12 + (−1)2
(x− y)

(
1
1

)
=

(
y
x

)
deci:

sd′ ◦ sd
(

x
y

)
= sd′

(
−y
−x

)
=

(
−x
−y

)
= −

(
x
y

)
Determin m tipul izometriei f = sd′ ◦ sd. Matricea asociat  este −I2 care are determinantul 1, deci f
este o rotat

,
ie.

Unghiul φ al acestei rotat
,
ii este determinat de condit

,
iile{

cosφ = −1
sinφ = 0

⇐⇒ φ = π

Punctul �x al lui f este evident originea, deci f este rotat
,
ia de unghi π în jurul originii, adic 

simetria central  fat
,
  de O. Observ m c  ∡ (d, d′) = π

2 (unghiul rotat
,
iei este dublul unghiului dintre

drepte). ■
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