Izometriile planului

1 Spatii afine euclidiene de dimensiune 2

In aceast sectiune E va fi un plan afin euclidian. Aceasta inseamni ca spatiul vectorial asociat ﬁ are
dimensiune doi si este inzestrat cu un produs scalar (-, ).

Din definitie, rezultd ci, date un punct O si un vector v € E, existd un unic punct P astfel incat
(ﬁ) = . Spunem ca P este obtinut prin aplicarea vectorului v in punctul O si vom nota acest punct
prin O + 7 := P.

S

O+7v

Rezulta ci, o datd fixat un punct origine O, spatiul de puncte F poate fi identificat cu spatiul

vectorial E via urmatoarele functii:

E<—>ﬁ
P|—>O_}>’

O+1+1v

Cu ajutorul acestei identificiri putem "transfera" in cadrul spatiului afin cateva concepte din cadrul
algebrei liniare: norma (lungimea) unui vector, subspatiu liniar, bazi (ortonormata), etc.

e O dreaptd in E este, prin definitie o multime de puncte ale lui E de forma:
d=A+[u ={A+tu|teR}
unde A este un punct al lui E si @ este un vector nenul din f

e Prin reper ortonormat in E intelegem o pereche R = {O;1, j}, formata dintr-un punct O € E si
o bazi ortonormata B = {i,j}. Punctul O se numeste originea reperului, iar dreptele O + [i] si

O + [j] sunt axele sale.

e Pentru doud puncte P, Q) € E, definim distanta de la P la Q prin
ir.a)= 7
Se poate arita cd functia d : E x E — [0, 00) este intr-adevir o metrica pe E.
Consideram acum un reper ortonormat R = {O;i,5} in E. Pentru orice punct P € F, notam

7(P) = O?

numit vectorul de pozitie al lui P.



e Orice vector @ din E se poate descompune in raport cu baza {i,j}:
u=xi+yj
unde z,y € R. Vom numi <§> coordonatele lui .
Observim cd avem z = (4, 1) si (4, j ), adicd zi = pr(; U si pry U

e Coordonatele unui punct P sunt, prin definitie, coordonatele vectorului de pozitie 7(P), in raport
cu baza data. Avem astfel:

P are coordonatele <§> <= O? =zi+yj

Pentru a simplifica notatiile vom identifica atat F cét si E cu spatiul vectorilor coloani R2.

De exemplu, vectorul w = <§> va fi w = 3i + 2j. Pe de altd parte, punctul P = (2) este punctul

unic determinat de conditia 7(P) = OP = 3i +2j5.

Atragem atentia ca, desi notatiile sunt similare, identificarile punct-coordonate si vector-coordonate
sunt conceptual diferite. Coordonatele unui vector sunt determinate relativ la baza ortonormata {7, 7},
dar coordonatele unui punct sunt determinate relativ la reperul ortonormat {O;,7} (depind si de
origine, nu doar de bazi).

O notatie mai potrivitid ar fi (g) (pentru vectori), respectiv (x) (pentru puncte), dar aceasta

B R

ar complica destul de mult expresiile.
Incheiem aceasta sectiune cu o discutie despre reprezentarea unei drepte in coordonate.

Fie d = A + [u] o dreaptd in F, unde u = (a) 7 <0> si A= <$A> cE
p 0 YA

Fie P = <Zj> un punct din E. Avem atunci:

Ped «<— P=A+tu,teR

()= (2) o) e

r=x4+ta
,t€R.

{ y=ya+tp

Relatiile din urmé poartd numele de ecuatiile parametrice ale dreptei d. Ele pot fi rescrise astfel:

$_$A:y_yA

o B

(ecuatiile canonice) sau
fr—ay+ (—Pra+ays) =0

(ecuatia generald).

In practica vom prefera si descriem drepte folosind ecuatia generald a unei drepte. Este util insa si
putem trece prin diversele tipuri de ecuatii. Argumentul de mai sus ilustreaza cum putem transforma
ecuatiile parametrice in ecuatia generald (elimindm parametrul ¢ din cele doud ecuatii parametrice).

Invers, consideram dreapta d de ecuatie d : ax + by + ¢ = 0. Ecuatiile sale parametrice se obtin
notand una din variabilele  sau y cu ¢ si exprimand cealaltd in functie de ¢, din ecuatia dreptei.

a) si vectorul director u = <b>
b a

Dreapta d : axz + by + ¢ = 0 are vectorul normal N = (




2 Izometriile planului

In acestd sectiune F va fi un plan afin euclidian orientat E si R = {0;7, j} un reper ortonormat pozitiv
orientat.

R.
Rezulta de aici ca o functie f : E — E induce o functie fg : R> — R? (care depinde evident de

Identificim E cu R?, asociind fiecirui punct P matricea-coloand de coordonate <yP ) in reperul
P

reperul ales):

E——F P—— f(P)

“ﬁ“ )= (o) = ()
R R <yp TR\ yp Yi(P)

Vom numi functia fr reprezentarea lui f in coordonatele reperului R. Este evident astfel cd fr

depinde de acest reper.

Deoarece vom lucra adesea doar cu un singur reper, pentru a nu complica notatiile, vom nota
functia fr tot prin f. Este important insa de retinut ca o egalitate de forma

()=

trebuie vdzutd ca o egalitate de puncte din E si nu doar o egalitate numericd, avand in spate
identificarea lui £ cu R2.

Definitia 1. Prin izometrie a lui E intelegem o aplicatie f : E — E care pastreaza distantele
in plan, adica

d(f(P),f(Q) =d(P,Q),VP,QeE

.

In continuare, vom studia izometriile planului, folosind reprezentarile lor in reperul ales. Primul

rezultat este:

.

Teorema 2. O aplicatie f : E — E este izometrie dacd si numai dacd tntr-un reper ortonormat

R =1{0;1,5}, f are reprezentarea:
T T
—A(*)+B
1(5)=46)

unde A este o matrice ortogonald 2 x 2 (adicd AA* = I5) si B € R?. Mai mult, dacd f are o
astfel de reprezentare intr-un reper, va avea una in orice reper ortonormat (insda matricea A si
vectorul B se pot modifica).

Solutie. Fixand un reper ortonormat, putem identifica E cu R?, deci putem vedea f ca o aplicatie
f : R? = R? cu proprietatea:

If (w) = f ()l = lu— o], Yu,v € R%.

Tratdm mai intai cazul cand f (0) = 0.



Pasul 1 Demonstram mai intai ci pentru orice u,v € R?, are loc (f (u), f (v)) = (u,v). Intr-adevar:

(f (u), f (v)

S (1 @I+ 1 @I = 11F @)~ £ @?)

1 2 2 2
5 (Il + ol = flu = olP)

= (u,v).

Pasul 2 Aratam ca f este liniard: pentru orice u,v € R? si @ € R au loc: f(u+v) = f(u) + f (v) si
f (au) = af (u). Intr-adevir:

1f (u+v) = £ (u) = F @) =1f (w+o)|>+ 1 @+ [ f ()]
=2{(f(u+v), f(u)=2(f(u+tv),f (V) +2(f(u),f ()
=llu+v)® +Jul® + |Jv]|* = 2 (u+v,0) — 2 (u+v,0) + 2 (u,v)
=lu+v—u—uv|
=0

si

I1f (au) = af (W)]|* = |If (aw)||* + o® || f (W)]|> = 2a {f (au), f (u))

= [Jou||* + @2 ||u|® = 2a (o, u) = 0

Pasul 3 Fiindci f este operator liniar, are forma forma, f (u) = Au, pentru orice u € R? (vector coloani),
unde A € My (Rz). Trebuie si demonstram ci A este matrice ortogonala, i.e. AA! = I5. Pentru
aceasta, folosim egalitatea:

(u,v) = (ut) v,Yu,v € R?

(in membrul drept, avem inmultirea unei matrice linie u?

pentru u,v € R?, ci:

cu matricea coloand v). Obtinem atunci,

(u') v = (u,v) = (f(u), f(v)) = (Au, Av) = (Au)' Au = (u'A") Av = u' (A'A) v
deci utv = ut (AtA) v. Dand pe rand lui w, v valorile <(1)> si <(1)> gasim ca A'A = Is.

In concluzie, am obtinut c# orice izometrie f cu f (0) = 0 are forma f (v) = Av cu A € Oy (R). Riamane
sd tratdm cazul general.

Fie b = f(0) si f = f —b. Rezultd imediat ci f este o izometrie ce satisface f(0) = 0. Din
cazul tratat anterior, gdsim c& f (v) = Av unde A este o matrice ortogonald, de unde gasim ca
f(v) =Av+b,v € R, ceea ce trebuia sa ardtam.

Reciproc, si ardtam cé toate aplicatiile gsite sunt intr-adevar izometrii. Fie astfel A € O (2) si
b € R? si aplicatia f : R? — R? data prin f (v) = Av + b.

Atunci, pentru u,v € R?, avem:

1f () = f @)I° = | Au+b — Av = b]* = | A (u = 0)|* = (A (u —v) , A(u—v))
= (Aw—0v)' A —v)=(u—0v)A"A(u—-2v) = (u—2)" (u—"0)

= (u—v,u—v) = |lu—v|

deci f este o izometrie. [ ]



Daca f este o izometrie, putem reprezenta f in reperul R:
)=aG)eE
Yy Y

27 () ()

Y

Aplicatia liniara

se va numi aplicatia liniard asociata lui f sau urma lui f (mai precis reprezentarea in baza {i, j}
alui f).
Independent de coordonate, ? : ﬁ — ﬁ este caracterizata de proprietatea

F(PG) = F(PF(Q)

Atentie. Aplicatia liniara asociata actioneaza asupra vectorilor din ﬁ, pe cand f se aplicd
punctelor din E.

Urmatorul pas este clasificarea izometriilor. Inainte de aceasta vom defini tipurile de izometrii care
apar in aceastd clasificare. Vom da pentru fiecare definitia (sinteticd) precum si reprezentarea lor in
reperul ortonormat dat.

Definitia 3. Prin translatia de vector u intelegem aplicatia
g ¢ E—FE
tz(P) = P + .

Cu alte cuvinte, avem

tz (P)=Q < PQ=ua.

Dacd @ = (u1,u2) (in reperul dat R), atunci tz are reprezentarea:
e ()= ) ()
Y Y U2
(10 T n Ul
- \0 1) \y Us

Rezulta imediat cd aplicatia liniara ¢ 5, asociata translatiei ¢z este identitatea.

Definitia 4. Fie Q un punct si @ € (—7, 7] un unghi. Rotatia de centru € si unghi « este, prin
definitie aplicatia

Q,P=0Q
RQ@[(P)—{ P,,P#Q

unde P’ este punctul (unic) determinat de conditiile:

@ [[@P] = e
b) Lo (sﬁ% sﬁ%) —a




Daca Q2 = (zq, yo) atunci rotatia Rq . are reprezentarea

T To cosa —sina T — xQ

Yy e sinaw  cosa Y — Yo
Aplicatia liniara asociata rotatiei Rgq, este rotatia geometrici R,. Ea are matricea
( cosa —sino

sina  cos o
mata pozitiv orientatd).

) in raport cu baza datd (de fapt, are aceeasi matrice in orice bazd ortonor-

Observatie. Rotatia de unghi 0 este idge, iar rotatia de unghi m este, de fapt, simetria fatd de
punctul € si are reprezentarea

() ()--)(3)

Definitia 5. Simetria ortogonald fatd de dreapta d din E este, prin definitie, aplicatia

sqg: B — E,s4(P)=P
unde P’ este simetricul lui P fata de d. Rezulta cd
sa(P) = A+ 3 4(AP)

unde A € d este un punct fixat, iar S 4 este simetria vectoriald fata de 7, spatiul director al lui
d.

Daca dreapta d este determinatid de punctul A si spatiul director [@], atunci simetria ortogonala

fatd de d are formula:
)

Daca dreapta d are ecuatia ax+by-+c = 0, atunci simetria ortogonala fata de d are reprezentarea

() (® _2ax—|—by+c a 1 b2 — a2 —2ab r\ 2 a
\y) v 2+ \b) “ @2\ 2ab a>-0?)\y) @402 \b
Aplicatia liniard asociatd lui sy este simetria vectoriald fatd de directia (b, —a) si are matricea

1 <b2 —a®  —2ab

5 192 T2 2%b a2 b2> in raport cu baza data.
a = _

Cazuri particulare

Daca d : z = c este o dreapti paraleld cu Oy atunci

()= (%)

iar dacd d’ : y = c este o dreapta paraleld cu Ox, atunci

o @ B <2ch y>




3 Clasificarea izometriilor planului

Folosim notatiile din sectiunea precedentd. Fie A € O(2) si B € R? si f : E — E o izometrie data in

reperul ortonormat R prin
x x
=A + B
/()=4()

Dacd det A = 1 (spunem in acest caz ci f este o deplasare sau miscare rigidd) deosebim doua
subcazuri:

Clasificarea deplasirilor

(A) A=1I,. In acest caz, f este translatia de vector @ = B.
(B) A # I,. In acest caz, f este rotatia de centru Q si unghi o unde

e ) este unicul punct fix al lui f, adicd solutia ecuatiei f(2) = Q. Explicit, Q are
coordonatele Xq = —(A4 — )7 !'B.

cosp —singp >

o o € (—m,mw|\{0} este unic determinat de relatia A = < .
sing  cosyp

Caz particular: A = —I, (ce corespunde lui a = 7).

In acest caz, Xq = —%B, iar f este simetria fatd de punctul 2, cu reprezentarea

f(X)=-X+B

Clasificarea antideplasarilor

Dacd det A = —1 (spunem in acest caz cd f este antideplasare) deosebim doud cazuri:

(A) f are puncte fixe.

In acest caz, multimea punctelor fixe (adica solutiile ecuatiei f(P) = P) este o dreapti d
si f este simetria ortogonald sg fata de d.

(B) f nu are puncte fixe.

In acest caz, f este o simetrie alunecatd. Mai precis, f =tz o s4 unde

e d este dreapta ce contine mijloacele segmentelor [Pf(P)],P € E.
e u= Mf(M), unde M este un punct arbitrar al lui d.




4 Exercitii

In exercitiile urmitoare presupunem fixat un reper R = {0,7, 7} in planul euclidian orientat E.

Exercitiul 1. Fie f : E — E o izometrie. Aratati cd imaginea unei drepte prin f este tot o
dreapta.

Solutie. In raport cu reperul R dat, f are expresia

(0)-)

unde A este o matrice ortogonald si B este o matrice coloani. Fie dreapta d, determinatd de punctul
Q(zq,yq) si vectorul director @ = (o, 3).
Ecuatiile parametrice ale dreptei d sunt atunci:

:(5) = () rel3) e

: : T rQ + to ) - :
Imaginea punctului P = = rin izometria f este:
& P <y> (ycz +y+t8) P f

/() =20)
() re() v
1) o)

Cand P parcurge dreapta d, parametrul ¢ parcurge R, iar punctul f(P) va parcurge dreapta care trece
prin punctul Q" = f(Q) de coordonate

(a)=7(a) =)+
Yo YaQ 9Q

si are vectorul director u' = ?(ﬂ) de coordonate

(5)=4(3)



Din exercitiul anterior putem deduce cateva metode alternative de a determina ecuatia imaginii
unei drepte printr-o izometrie. Considerim astfel f : F — E o izometrie si d o dreaptd. Pentru
a determina f(d) putem proceda prin una din urmétoarele metode.

Metoda 1 Scriem ecuatiile parametrice ale lui d si le inlocuim in formula izometriei, cum am
procedat in exercitiul precedent. Avantajul acestei metode este ca poate fi extinsi
pentru a determina imaginea oricirei curbe parametrizate (t) = (z(t),y(¢)), nu
doar drepte.

Metoda 2 Alegem un punct @ de pe dreapta d si un vector director @, astfel incit d = @ + [a].

Atunci f(d) este dreapta care trece prin f(Q) si are vectorul director ?(E) (vezi
exercitiul precedent).

Metoda 3 Deoarece stim ca imaginea lui d este o dreapté, rezulta cd, dacd alegem doud puncte
distincte A si B de pe dreapta d, imaginea f(d) va fi dreapta determinatd de
punctele f(A) si f(B).

Metoda 4 Presupunem dreapta datd prin ecuatia generald ax + by + ¢ = 0. Scriem
reprezentarea lui f in reperul dat astfel:

() =1()=2()+2

Putem exprima atunci x,y in functie de 2/, y":

(- )

Inlocuind z,y in ecuatia dreptei obtinem o expresie de forma o'z’ + b’y + ¢ = 0.

/
Dar <§,) =f <§> sunt coordonatele imaginii unui punct arbitrar al lui d, de unde

rezultd ci f(d) este dreapta de ecuatie sunt a’z’ + b'y’ + ¢ = 0. Avantajul acestei
metode este cd poate fi folositd pentru a determina imaginea oricirei curbe data
printr-o ecuatie implicita F(z,y) = 0.

Metoda 5 Folosim faptul cd aplicatia liniarg ? péstreazd unghiurile. Rezultd astfel ca daca
d este determinatd de un punct @ si vectorul normal N atunci f(d) este dreapta

determinata de punctul f(Q) si vectorul normal f (N).

Exercitiul 2. Fie & = 7+ 2j. Scrieti ecuatiile translatiei ¢; si determinati imaginea dreptei
d:x+y—2=0 prin tg.

\.

Solutie. Ecuatiile lui ¢ sunt:

«()=0)+ ()= ()

Vom ilustra metodele de mai sus pentru a determina imaginea lui d prin ¢.
Metoda 1. Ecuatiile parametrice ale lui d sunt

r=1
y=2-—1



Pentru un punct P <§) € d calculdm

w(3)=(002) - (ita) + () - () + (L)

Asadar, tz(d) este dreapta care de ecuatii parametrice

Metoda 2 Avem d = P + [a], cu P (g ia= (_11 de unde obtinem

deci
3 1
tald) =ta(P)+ [Ta@] = P+ = (3) + [ (1))]
Asadar ty(d) este dreapta de ecuatie
x—3 y-— _

Dreapta tz este determinata de punctele P’ si Q' deci va avea ecuatia

—1 4
tg(d)-x y—<:>m+y 5=0

"3-1 2—-4
Metoda 4. Scriem
()-=()-0)C)
Y “\y y 2
de unde gasim
¥=xz+1 r=a -1
{y=y+2 {y=M—2

Rezulta ca:
"—5=0

r+y—2=0<= 2 -1+9y -2-2=0 < 2/ +y
deci d' := tz (d) este dreapta de ecuatie z +y — 5 = 0.

Metoda 5. Avem d = P + [N]*, unde P = <(2)> s

i N = <1> Obtinem

3

\V)

7=(3)
T (V) = id2 (W) G)

10



P

. . . 1 .
deci t7(d) este dreapta care trece prin punctul <g) si are vectorul normal < 1). Ecuatia sa este

ta(d):1-(z—-3)+1-(y—2)=0 <= x+y—5=0.

Exercitiul 3. Fie Q(—1,2) si ¢ = 7. Scrieti ecuatiile rotatiei R, si determinati imaginea

dreptei d : x +y — 2 = 0 prin Rq .

Solutie. Expresia lui RQ’% este:

ng(x>: _1>+ cos% —sin% <(1;-|—1>
1 \Y 2 sinf  cos% y—2

Sa determindm imaginea dreptei d.

Metoda 1. d este dreapta care trece prin A = <1) si are vectorul normal N = <1> Avem:

Rqo=(A) = V21
BT V22

Roz(N) = ‘f G _11> G) = ? <g)

3
. (5vV2—-1\ . .
Rezultd ca Rq = (d) este dreapta care trece prin %\f si are vectorul normal 0 . Ecuatia sa
' 3V2+2 1

este 1
y—§\f—2=0

11



Metoda 2. Fie P (3) ,Q (g) doud puncte ale lui d. Atunci

T T (e IO I (e
B Y N A AR VR

de unde gisim ecuatia dreptei Rq = (d)=P'Q"
1
Roz (d):y=5v2+2
Metoda 3. Un vector director al lui d este <_11> Avem atunci

ﬁﬂ,z<_11>:\f<1 _11)(—11):(?>

deci Rq = (d) are ecuatia

()= e (1) = ()= (1ha) 1 ()

1
:i\/i-i-Q

Exercitiul 4. Scrieti ecuatia simetriei ortogonale sz fatd de dreapta d : 2z +y — 1 = 0 si
determinati imaginile dreptelor §; : 2 +y =0,d2 : dx+2y—1=0sid3: 2 —2y+ 1 =0 prin sq4.

Solutie. Ecuatia simetriei sq este:

(-0
SRR

12



54 determindm imaginea lui d;.
Metoda 1. Avem:
3 4 4

p—y d —_ - —_— —
Y y 5\ —4 3 Y 5\ 2 Y —%m’+%y/+§

(simetria s4 este o involutie, deci sgl = 54) deci

. 3, 4,4 4, 8, 2
x =——z — - —— =z + =
Y= "5y T 5T TV T
T L6
T 1,6
57 757 75

deci ecuatia lui sq4(61) este =7z —y +6 = 0.
Metoda 2. Deoarece simetria este o izometrie, va duce directia normala lui §; in directia normals
lui s4(67).

o : — 1 o .
Cum directia normald lui d; este N = < 1), rezultd ca directia normald lui s4(01) este

vorm-4(1 ) 0)-40)

0) € 41. Atunci

Consideram O <O

=i ()40

Dreapta s4(d1) este dreapta care trece prin O = s4(O) si are directia normala N'. Ecuatia acesteia
va, fi:

7 4 1 2
sd(él):—g(:c—g)—g(y—g)zo — —Tr—y+6=0.

Sa determindm imaginea lui do prin sg. Putem proceda similar ca pentru d1, insd putem deduce
rezultatul mai repede.

13



Observam ca Jy || d, deci sq(d2) are aceeasi directie ca d. Rezultd cd sq (d2) are vectorul normal
2 . .
<1> deci are o ecuatie de forma 2z 4+ y 4+ o = 0.
Parametrul « se determind din conditia sq (P) € sq (d2) unde P este un punct al lui da.

Ludm, de exemplu, P <(1]) Avem atunci
2
27
P)=1(-,—
P = (3.5)

%+l+ =0 &= a= 3
510 4T “= 7

de unde gasim

deci sq (d2) : 224y — 3 =0.

d

06 04 -0.2

-04

—0.6

-08

Pentru ultima dreaptd, observam ca d3 L d, deci sq4 (d3) = 03. [ |

Exercitiul 5. Fie Q(—1,2) si d : 2z +y — 1 = 0. Determinati ecuatiile RQ7% o sq si precizati
tipul acestei izometrii.

Solutie. Formula rotatiei date este:

i) 0 (45
()60

lar simetria este datd de:



(vezi exercitiile precedente). Compunerea f = Rq = 0 sq va avea expresia:
x 1 /-3 -4\ [z 1/4
1) = ) G) 5 )

V2 (1 -1\ (1(=3 A (2 1AV 52—
2 \1 1 5\—4 3/ \y 5\2 —IV2+2
V2 (1 =7\ (z\ V2 (2 3V2-1
= TA + — + 1

10\-7 —-1)\y) " 10 \6 —3V2+2
i(® _ V21 ST (2 (V2

y) 10 \-7 -1) \y 5V2+2

Sa determindm tipul izometriei f. Matricea lui f este

200

10 \ =7 -1

deci

care este ortogonald si are determinantul —1. Aceasta inseamna ca f este o antideplasare. Pentru a
determina tipul siu, determindm punctele fixe:

(6)-6) = (52 (75D (%)
— { (1-5vV2)x —Ty+17-5V2=0/-(=7)
—Tz — (1+5V2)y +1+10v/2=0/- (1 - 5V2)

{—7(1 —5v2)x 4+ 49y — 7(17 - 5v/2) =0
—7(1 — 5v/2)z + 49y + 101 — 15v/2 =0

Acest ultim sistem este evident incompatibil, deci f este o simetrie alunecata.

Observatia 6. Functia care asociazi unei izometrii f(X) = AX + B matricea 3 x 3
~ A B
=(3)

este un morfism de grupuri multiplicative Izom(E) — GL3(R). Intr-adevar, dacd g(X) = A’X + B/
este o altd izometrie avem:

gof(X)=A(AX+B)+B =A'AX + AB+ B

Avem atunci

~ A B A B AA AB+ B —
Mg'Mf:<0 1 )(0 1>:<0 1 >:M9°f

Asadar pentru a determina compunerea, putem inmulti matricele bloc corespunzatoare.
In cazul exercitiului precedent obtinem:

Mp=|2 2 _V2u9||-% 2 Z|=|-72 2 2,9
0 0 1 0 0 1 0 0 1
de unde regasim expresia lui f:
f<x>: % -1 <x>+ (17{3_1)
y 2 2 \y 2 +2



Exercitiul 6. Fie ' (0,1) si d : 2o +y — 1 = 0. Determinati ecuatiile Rgy z o0 54 si precizati
tipul acestei izometrii.

Solutie. Expresia rotatiei Ro z este

R z\y (0 -1 m+0_0—1aj+1_1—y
Y2 \y) 1 0 )\y-1 1) \1 0)\y 1) \z+1
1ar a simetriei s4 este:
o (F _x_22x+y—1 2 _1 -3 —4 ZL’+}4
“\v) ~ \y 5 1) "5\—4 3)\y) "5\
Compunerea f = RQI7% 0 84 va avea expresia;
f<x> " =3z —4dy+4)
— Q/7£
(0 2 \$ (42 + 3y +2)
B 1—1(—4z+3y+2)
1+ 1 (=32 —4dy+4)
4
5

1 DR

Alternativ, puteam folosi matricele extinse ale izometriilor si avem:

0 -1 1 _3 _4 4 4 _3 3
M=11 0 1 I O B I T
= 5 5 5]~ 5 5 5
0 0 1 0 0 1 0 0 1

de unde regasim expresia lui f.
Sa determindm tipul acestei izometrii. Determinantul matricei aplicatiei este

SN—
7N\
< 8
SN—
+
7N
utoutw

INRRIORD

= z+3y=3

ceea cd multimea punctelor fixe ale lui f este dreapta d’ : x 4+ 3y = 3. Asadar, f = sg.

Exercitiul 7. Fie Q (1,1) si o = j —7. Determinati ecuatiile Rz ORQ7% si tg 0 Rq zsi precizati
tipul acestei izometrii.
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Solutie. Scriem ecuatiile celor doua rotatii:

s (5) = (00 G+ ()= (727)

1
A ) A e A A A A -

Determindm matricea extinsd a compunerii f = RQ7% o RQ%:

AV E i B AN B Bt IR
My={1 o o) 1 B 1 15 ]=| V3 —5 3-38
0 0 1 0 0 1 0 0 1

deci f are expresia:

~
N\
< 8
N———
Il
S ke
| |
polim “‘é
N
< B
N——
+
[N][eH]
| M‘w
+
w‘ww\w
N———

1
Determinam tipul izometriei f. Matricea sa este A = < 2 > si are determinantul 1 si f are

1 .. .
punctul fix <1> (deoarece este punct fix pentru ambele rotatii). Asadar f este o rotatie de centru

Q. Unghiul ¢ al acestei rotatii este determinat de
cos = 27
sinp = 5 3

Deci [ = RQ’%W (observam ca o = 5 + §).

S
!
AS

I
|

Izometria g =15 o RQ’% va avea ecuatiile

() =2+ () =030 ) 60

-1 . . . .
Deoarece (1) 0 ‘ =1g & <(1]> este unicul punct fix al lui g, obtinem ci g = RQ/7%. |

Exercitiul 8. Fie Q(1,1), Q' (2,3). Determinati ecuatiile Rq zoRg x, Rg zoRq _x si precizati
tipul acestor izometrii.

Solutie. Scriem ecuatiile rotatiilor date:
z\ (0 =1\ [xz—-1 1\ (2—y
s (o) = (0 0) (o)) = ()
Ry = T\ _ % —§ T —2 n 2 _ % —73 T n %\/g—i—l
3 \y 3 y—3 3 VAR y —V3+3
r—2 2\ [(y—-1
J(5)(5) =050

Determinam compunerea RQ% o RQ/7_% folosind matricele extinse:

(VB
7N\
< K
~~_

Il

Il
7N
=
—
O N

0 12\ (3 o 3VEEL) /W ) V)
Looo b Svaeg = | b e e
00 1 0 0 1 0 0 1
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deci ecuatiile lui f = RQ’% o RQ/y_% sunt

()-8 %) () (35

Deoarece

-1/3 _1
4 ikl
3 —3V3
f este o rotatie de unghi ¢ determinat de conditiile:
cos¢:_§ <:>(p:7r_§:577r.
sing = 1 6 6

Sa determindm punctul fix al lui f:

/()=C)

1 ) () (54)-0)

3 _ l\/g
Deci f este rotatia de centru Q" (% 2" 1) si unghi 27
2 2

Sa determindm si tipul izometriei g = RQ% o RQ/y_%. Avem:

o(3) =i (s () =m0 (322 )= (1 57) = (327
(3)-()+ ()

. . .. . . _ -3
Matricea asociata acestei izometrii este I, deci g = tz unde u = (_1>.

deci

Exercitiul 9. Fied: x+y—2=0,d : x+y+1 = 0. Determinati ecuatiile sy o s4 si precizati
tipul acestei izometrii.

Solutie. Scriem ecuatiile simetriei s4:

4()=0)-wrme2()= ()

si ale simetriei sy :
si obtinem

_3>. Observam d || d' si @ L d.

deci sy 0 sg =tz unde u = <
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Exercitiul 10. Fied:x +y =0, d : x — y = 0. Determinati ecuatiile sy o sg si precizati tipul
acestei izometrii.

Solutie. Scriem ecuatiile simetriei s4:

o) (3)-m2meen(1)-(2)

w(0)=(0) e (1) - (1)
wona( ) ()= ()= (2)

Determinam tipul izometriei f = sy o s4. Matricea asociatii este —Iy care are determinantul 1, deci f
este o rotatie.
Unghiul ¢ al acestei rotatii este determinat de conditiile

cosp = —1 _
sing =0 Y=

si ale simetriei sg:

deci:

Punctul fix al lui f este evident originea, deci f este rotatia de unghi 7w in jurul originii, adica
simetria centrald fata de O. Observam ca £ (d,d’) = § (unghiul rotatiei este dublul unghiului dintre

drepte). [ |
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