1 Spatii vectoriale euclidiene

1.1 Produse scalare. Baze ortonormate

In continuare, V' va fi un spatiu vectorial real de dimensiune n > 1.

Definitia 1. Prin produs scalar pe V intelegem o forma biliniara, simetrica si pozitiv definita
pe V.
Explicit, un produs scalar pe V este o aplicatie (-,-) : V x V — R ce satisface:

(a) (-,-) este biliniara, adica, pentru orice w,v,w € V si orice scalari a,b € R, au loc:

(u,av + bw) = a (w,v) + b
(av + bw,u) = a (v, u) + b (
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(b) (-,-) este simetrica, adici, pentru orice u,v € V, are loc:
(w,7) = (v,73) .

(c) (-,-) este pozitiv definitd, adicd, pentru orice v € V, are loc (7,7) > 0, cu egalitate daci
si numai daca v = 0.

Norma unui vector v € V este, prin definitie, numarul real pozitiv
[oll = v/ (v, v)

Pozitiva definire a produsului scalar implica:

Teorema 2. (Cauchy-Schwarz) Pentru orice u,v € V, are loc
(@, )| < [l [l

cu egalitate dacd si numai daca vectorii w st v sunt coliniari.

Demonstratia 1. Daca v = 0 inegalitatea este evidenta (avem egalitate si w si v sunt evident col-
iniari). Presupunem ca v # 0.
Pentru orice t € R avem

0 < JJa+¢ol* = |[a|* + 2 (o) t + [[7]|**

Membrul drept este o functie de gradul al doilea in ¢ cu coeficient dominant pozitiv. Ea este pozitiva
pe R daci si numai dacd discriminantul sdu este mai mic sau egal ca 0. Asadar

— —112 15512
Al (@, v) | — 4[[ol]" [[u]” <0

de unde rezulta inegalitatea ceruta.
Avem egalitate daca si numai dacd discriminantul trinomul are discriminantul 0, adica are o radéacina
reald dubli, sau, echivalent, exista ¢ € R astfel incat ||z + tv|| = 0, adicd u si ¥ sunt coliniari. [ |

Demonstratia 2. Dacid w = 0 sau v = 0, inegalitatea este adevarata (suntem in cazul de egalitate si
U si U sunt coliniari). Putem presupune astfel ca @ si ¥ sunt nenuli.
Consideram vectorii ||u|| v £ ||7]| @ si obtinem:

— I — 1 — [—]] — ] — —N2 =12 — —| J— —
0 < (llullv+vllw [[alv+ (ol = 2 |[al” [|v]* + 2= o] (=)

de unde deducem ci
+ (u,v) < [[ul| |[o]|.



Teorema 3. Functia ||-|| : V — Rx>q este o norma pe V, adicd satisface urmatoarele proprietati:
e ||| > 0 pentru orice v € V' cu egalitate daca si numai daca v = 0.
e ||av| = |a| ||v]|, pentru orice scalar a € R si orice vector v € V.

e |[t+w| < ||v]| + ||@]|, pentru orice v,w € V, cu egalitate dacd si numai dacd existd un
scalar A > 0 astfel incdt v = \w.

Demonstratie. Primele doua proprietati rezulta imediat din definitia produsului scalar. Pentru a
treia, folosim inegalitatea lui Cauchy:

— | —2 I p— —12 — — —12 —1 |5 — 12 — —11\2
o+l = (@ +w,v+w) = 0" + 2 (@) + [[w] < [0+ 2] [w] + @] = (]l + @)

de unde regisim inegalitatea cerutd. Egalitatea are loc daci si numai dacd (u,v) = ||7|| ||w]|, ceea ce
este echivalent cu v = Aw, pentru un A > 0. ]

Observatia 4. Orice functie cu cele trei proprietiti de mai sus se numeste normd pe V. Teorema
anterioara spune cd U — 1/ (U, 7) este o normé pe V. Reciproca nu este insd adevirati: existd norme
pe V care nu provin dintr-un produs scalar.

Principalele exemple de spatii euclidiene sunt:

Exemplul 5. Pe R" (vazut ca spatiul matricelor coloand n x 1) consideram (-,-) : V xV — R

data prin
t

T Y1 T Y1
< N I I >=x1y1+$2y2+-“96nyn= : :
x

n Yn Tn Yn

este un produs scalar (produsul scalar euclidian pe R™).

Exemplul 6. Fie V spatiul vectorilor liberi (in plan sau spatiu). Produsul scalar standard pe
V este, prin definitie, aplicatia (-,-) : V x V — R data de

@v) =4 - au=
[a| [0] cos £(u,v), dacidu #

Definitia 7. Spunem ci doi vectori u si v sunt ortogonali sau perpendiculari (scriem u L v)
dacd (u,v) = 0. Mai general, spunem ca un vector v este perpendicular pe un multime de vectori
U daca v L u pentru orice u € U.

Din proprietatile produsului scalar, putem deduce:
e Dacid w L v atunci ||+ o] = ||[a|* + ||7]°.

e Fie U un subspatiu vectorial al lui V si uy,...,%, o bazd in V. Atunci un vector v este per-
pendicular pe U daci si numai daca v L u; pentru orice 1 = 1,7. (cu alte cuvinte este suficient
sa testam ortogonalitatea lui v pe vectorii unei baze a lui U pentru ca v sa fie ortogonal pe toti
vectorii din U ).

Definitia 8. Un sistem de vectori (¥;)i=1, se numeste ortogonal dacd v; L ©T; pentru orice
indici @ # j. Dacd, in plus, ||v;|| = 1, pentru orice indice ¢, spunem ci (7;);=1, este un sistem
ortonormat.




Teorema 9. Orice subspatiu U al lus V admite o bazd ortonormatd. In particular, V admite
baze ortonormate.

Demonstratie. Demonstratia este una constructiva, folosind procedeul Gramm-Schmidt. Plecand de

la o bazd oarecare Uy, Uz, . ..U, a lui U, vectorii urmatori (construiti recursiv)
Fi= b
1= =
[ |

fr= Hgiz”ﬁk = Uk — <ﬂk,?1>?1 - <Ek7?2>?2 — <Ek7?k71> k=27

formeaza o bazi ortonormati a lui U. [ |

Corolarul 10. Orice sistem de vectori ortonormat din V' poate fi prelungit la o baza ortonormatd
alut V.

Observatia 11. Fie B = {uy,...,u,} 0 baza ortonormata a lui V. Atunci coordonatele unui vector
v € V in raport cu aceasta baza sunt

<E’ El>

<67 ﬂ2>

(0,n)

In sectiunile urméatoare vom studia cateva tipuri de aplicatii liniare ce apar in geometrie. Pentru
aceasta va fi utila urmé&toarea notatie.

Considerdm o bazd ortonormata B = {uy,...,u,} a lui V. Fiecare vector v € V se poate scrie
in mod unic U = x1Uy + X2Us + - - - TpUy, unde x; € R.
Obtinem astfel o corespondenta bijectiva (de fapt, un izomorfism liniar)

V& R
x1
V>
TIn

Astfel, o aplicatie liniara 7" : V' — V' da nastere la o functie

T :R" - R"
T T
Tp =Ap | :
Tn Ty

unde Ap este matricea lui A in raport cu baza B.

Daca baza B este fixatd, vom identifica vectorii v cu coloanele de coordonate core-
spunzitoare, si vom elimina din notatia anterioara mentionarea bazei B.

Cu alte cuvinte, vectorul "este" coloana sa de coordonate si vom aplica 7" unui
vector coloana, subintelegand ca, de fapt, aplicam 7 vectorului cu coordonatele
corespunzatoare.

Mai mult, sub aceastd identificare, produsul scalar din V este transformat in produsul scalar
standard pe R".

Atragem atentia totusi ca identificarea V' <+ R™ se poate face numai dupa ce am fixat o baza
(pe care o vom presupune de obicei ortonormata).




2 Proiectii ortogonale

Definitia 12. Fie (V,(-,+)) un spatiu euclidian de dimensiune n si U un subspatiu al lui V.
Multimea
Ut={weV|@u) =0,vYacU}

se numeste complementul ortogonal al lui U (in V).

Teorema 13. Au loc urmdtoarele proprietdti:

(a) UL este un subspatiu liniar al lui V.
(b) V. =U@U", i.e. orice vectorT € V se poate descompune in mod unic ca o sumd v = G-+0'
cumeU sia € UL

(c) dimU+ =n —dimU.

Demonstratie. Punctul (a) rezultd din biliniaritatea produsului scalar, iar (c¢) rezultd din (b).

Pentru (b), observim mai intai ca UNUL = {0}. Intr-adevir, daci @ € UNU* atunci @ L %, deci
u=0.

Riamane si aritim ci orice vector T € V se poate descompune 7 =+ cu@ € U si @ € U™,
Pentru aceasta consideram wq,us, ..., u, 0 baza ortonormata a lui U.

Vectorul w ciutat se poate scrie in baza considerata

U= aiuy + ags + - - - ap Uy

Impunem conditia ca ¥ —u = v — (a1u; + agla + - - - a,u,) s fie perpendicular pe vectorii Uy, U, . . . Uy,
si obtinem

Asadar putem scrie

cu

Definitia 14. Fie U un subspatiu al lui V si © € V. Deoarece V = U @ U+, vectorul T se
descompune in mod unic sub forma o =u+ @, cu @ € U si @ € U*. Vectorul @ poarta numele
de proiectia ortogonald a lui ¥ pe U si vom nota u := pry; (7).

Observatia 15. Demonstratia teoremei indica si o formula explicitd pentru proiectia ortogonald. Daca
{w1, s, ...,u,} este o bazd ortonormati a lui U, atunci

pry(v) = (0, u1) uy + (U, uz) U2 + . .. (v, 0y) Uy, VO € V

Daca {uy,...,u,} este doar o baza ortogonala (adicd u; sunt perpendiculari doi cate doi, dar nu au
neaparat lungimea 1), un argument similar aratd cd

) = By <U’u2>ﬂg+.. <v’u’">m,WeV

pry(v) = ~— R R — T
([ ] [zl (o]

In particular, dacd U = [a] este o dreapti vectoriald, atunci

_ a,v)_
Prg) (V) = <||a||2>a7Vv eV

4



3 Endomorfisme ortogonale ale lui spatiu liniar euclidian

3.1 Definitie si proprietati

Definitia 16. Endomorfismul liniar 7" : V' — V se numeste ortogonal daca pastreaza produsul

scalar, adica
@, 1) = (@), V5,7 € V.

Teorema 17. Fie T : V. =V o functie.

(a) DacaT este ortogonald atunci T pastreaza lungimea vectorilor: || T(v)|| = ||7||, pentru orice
vevV.

(b) Daca T este ortogonald atunci T este liniara.

(¢) Daca T este liniard si pastreaza lungimea vectorilor atunci T este ortogonald.

Demonstratie. (a) Luim in definitie u = v.
(b) Fiew,v € V si a,b € R. Atunci:
I (a + bv) — aT (@) = bT (@)|* = | T (au + b)||* + a® | T (@) |* + b* | T'(0)|| + 2ab (T (@), T (v))
—2a (T (au+ bv),T(u)) — 2b (T (au + bv), T(v))
= |lat + bo||* + o |[a@]|* + b* |[3]| + 2ab (7, )
— 2a (aw + bu,u) — 2b (au + bv, D)
= ||(auw + bv — au — bv)]|
=0

Asadar T'(au + bv) = aT'(u) + bT(V), ceea ce aratd cd T este liniara.
(c) Fiew,v € V. Atunci:
—\ = — =\ (12 —\ (2 —\ (12
(T(@,7®) = 5 (IT@+9)|” - 7@ - IT@)]°)

— =2 —12 —112
(Il + 1 = i — 1)

u, D)

N — DN —

—~

Teorema 18. Fie T : V — V un operator liniar si B o bazd ortonormatd a lur V.
(a) Daci T este ortogonal atunci matricea A a lui T in raport cu B satisface AA' = A'A = 1T,,.

(b) Reciproc, daca matricea lui T in raport B cu B este ortogonald, atunci T este ortogonal.

Teorema precedenta std la baza urmatoarei definitii:

Definitia 19. O matrice A € M, (R) se numeste ortogonala daca AA® = I,,. Multimea ma-
tricelor ortogonale va fi notatd prin O(n) (grupul ortogonal).

Un exercitiu simplu aratd cd O(n) este un grup multiplicativ, subgrup al lui GL(n,R), ceea ce
justificd denumirea de grup ortogonal.

De asemenea, dacd AA! = I,,, atunci (det A)? = 1, deci det A = +1. Se verifica imediat ca multimea
matricelor ortogonale cu determinant egal cu 1 formeazi un subgrup al lui O(n), numit grupul special
ortogonal si notat SO(n).



De fapt, putem obtine un rezultat mai bun. Pentru ca determinantul este multiplicativ, restrictia
sa det : O(n) — {£1} este un morfism surjectiv de grupuri. Rezultd atunci c& SO(n) = ker det este
un subgrup normal al lui O(n).

Mai mult, grupul factor O(n)/SO(n) este izomorf cu grupul cu doud elemente {£1}. Aceasta arati
cd SO(n) are index 2 in O(n), deci O(n) este impartit in doud clase SO(n) si SO(n) - A unde A este
o matrice din O(n) cu det A = —1 (orice astfel de matrice va avea aceastd proprietate).

Teorema 20. Multimea endomorfismelor ortogonale ale lui V' formeazd un grup in raport cu
compunerea, notat O(V') si numit grupul ortogonal al lui V.

Demonstratie. Desi teorema se poate demonstra direct, folosind definitia transformarilor ortogonale,
putem da o demonstratie alternativd. Fixdm o bazd ortonormata B a lui V. Rezulta atunci ca aplicatia
® : O(V) — O(n) care asociazd unei transforméri 7" € O(V) matricea sa in baza B este o bijectie cu
proprietatea ®(T' o S) = ¢(T) - ¢(5), pentru orice T, S € O(V). Cum O(n) este grup, rezulta imediat
si cd O(V) este grup (izomorf cu O(n)). [ |

Definitia 21. Un endomorfism ortogonal se numeste de specia I (sau rotatie geometrica) daca
determinantul matricei asociate in raport cu o baza ortonormata este +1. In caz contrar, cand
determinantul este —1, transformarea se numeste de specia a II-a.

Incheiem aceastit sectiune cu un rezultat legat de valorile proprii complexe ale unui operator ortog-
onal:

Propozitia 22. Fie A € O(n). Atunci valorile proprii complexe ale lui A au toate modulul 1.
In particular, valorile proprii reale ale lui A pot fi doar 1 sau -1.

3.2 Transformari ortogonale intr-un plan vectorial

In aceastd sectiune, V' va fi un spatiu vectorial euclidian orientat de dimensiune 2. Pentru a putea
descrie transformarile ortogonale ale lui V, vom avea nevoie de conceptul de unghi orientat:

Definitia 23. Consideram B = {4, j} o bazd ortonormata orientatd pozitiv in V. Fie uw,v # 0.
Unghiul orientat intre u si ¥ este prin definitie numéarul £, (u,v) € (—7, 7] dat de

o (wT)
€05 Lo (W0) = T

uyr M

S Lo (V) = ETRT | we v

unde U = u1i + ugj Si U = v1i + va].

Propozitia 24. Pentru orice vectori nenuli @, v, w, are loc

Lo (w,w) = £, (u,v) + £, (U,w) mod 27
£o (@, ) = =4, (v,7) mod 27

gl

g

\.

Observatia 25. Fie T # 0 si ¢ = £,(7,7). Atunci putem scrie:

[[Z]] cos 90>

Z = ||Z|| (cos pi + sin pj) = (”xH Sin



Definitia 26. Se numeste rotatie geometrica in planul vectorial V' de unghi orientat «, o aplicatie
Ry : V — V cu proprietétile:

B @)l = |0ll, WweV
£o (U, Ry (V) =, Yo € V,T#0.

Teorema 27. Rotatia geometricd de unght o este o transformare ortogonald de specia I. Mag
mult, matricea lui Ry, in raport cu orice bazd ortonormatd pozitivd este

cosa —sino
sinav  cos«

Observatia 28. Fie @ un vector nenul. Atunci:

\.

Q|

<

R, (@) = cos ypa + sin ¢

<

unde b este un vector nenul perpendicular pe .

Definitia 29. Fie @ # 0. Simetria ortogonald fata de spatiul [a] este prin definitie aplicatia
S[g : V — V data prin
S[E} = 2pI'[E] — ldV

unde prg : V' — V este proiectia ortogonald pe subspatiul [a].

Teorema 30. Simelria ortogonald sig : V — V este un endomorfism ortogonal de specia a Il-a
a lui 'V si este data de ezpresia:

(v,a)
lall®

8 () = 2 a—v,YoeV.

Consideram acum o baza B = {i,j} ortonormati pozitivd. Putem identifica astfel V' cu spatiul
vectorilor coloand R? (identificand un vector cu coloana coordonatelor sale in baza B).
Sub aceastd identificare, o aplicatie liniara 7' : V — V va putea fi vizuta ca o functie T : R? — R?

y y

unde A este matricea lui T in raport cu baza B. Dacid baza B este fixatd, vom elimina mentiunea
bazei din notatie (cu alte cuvinte vom aplica T' unui vector coloani, subintelegand ca, de fapt, aplicim
T vectorului cu coordonatele corespunzitoare).

In raport cu baza B, expresia rotatiei de unghi o este

(sc) <cos o —sin a) <a;>
R, =1 .
Y sinae  cos«o Y

iar expresia simetriei ortogonale fata de @ = i + 3] este

T _204:1:+ﬁy o AN 1 a?—p3%  2ap T
wly) “Yeve \s) ") merE s po) |



Teorema 31. Orice transformare ortogonald T a lui V' este sau o rotatie geometricd sau simetrie
ortogonald fata de un subspatiu 1-dimensional. Mai precis:

o Daci T este de specia I, atunci T = R, unde ¢ = £,(u, T (u)), pentru orice w € V\{0}.

e Daca T este de specia a Il-a, atunci T' = s unde a # 0 satisface T'(a) = a.

2
Exercitiul 1. Scrieti ecuatiile rotatiilor Ry cu ¢ € {7‘(, g, —g, ;}

Solutie. Folosind formula din Teorema [27] gésim

v () -G ) 6) -G ) 6)-C)

(deci R, este simetria fatd de 0). Similar, avem:

cos T sin il
2 \Y in — - Yy 1 0/ \y x
Sin 9 COS 9

) COS<_g> _Sin(_g) . 0 1\ [z y
i 0) g wig ) OG0

w0 T 2T V3 13
P <33> _ 3 3 (x)_ 2 9 (a:)_ 27 T Y
3 \Y . 2w 2 Y V3 1 Y V3 1

S — COS - _ e
3 3 2 2 2 ¥ oY

[ Exercitiul 2. Determinati simetricele vectorului i fata de vectorii i, 5,4 + j, respectiv i — 7.

|

Solutie. Avem:

o sp(i) = i (simetricul unui vector fatd de directia determinatd de el este vectorul insusi).
* 5 (i) = —j (Jj este perpendicular pe 7, deci este vector propriu asociat lui —1).

(1,i+7) (

_ _ 1 - - -
T Ge ) —i=2= (i) —i=].
el TR )

* sp(0) =2

s '](i):2<H:i—JIJI'2> (i-7) —222-%(5—%—%:—3-

Exercitiul 3. Determinati ecuatiile simetriilor fata de vectorii 4, j,7 + 7,4 + 35.

Solutie. In fiecare dintre cazurile date vom scrie matriceal formula:

(v,a)
lall®

S (0) = 2 a—v,YoeV.
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Solutie. Alegem B = {i,j} o bazi ortonormata. Cele doud rotatii au atunci expresiile:
(ZL') <COS o —sin a) (IL‘)
R, =1 .
Yy sina  cosa Yy
no(T) _ (cos B —sinf\ [z
B\y) T \sinp cospB y

deci
x cosa —sina\ [(cosfS —sin x
Y sina cos« sinf cospf Y
_ (cosacosB —sinasin3 —cosasinf —sinacos B (x
~ \sinacos B+ cosasin3  cosacos 3 — sinasin 3 Y

(Gt et ) () = s (2)

Exercitiul 5. Fie u # v doi vectori cu aceeasi lungime. Atunci exista o unica simetrie ortogonala
s astfel incat s(uw) = s(v).

Solutie. Fie a # 0. Atunci:

o plwma)
sig(U) =2-—5a—u
@l
Impunand conditia ca sju = ¥ gasim imediat ca @ si % + v sunt coliniari, deci [a] = [@ + 7].

Deci, dacid existd o simetrie care duce w in T atunci ea trebui si fie simetria fatd de subspatiul
(@ + 7]
Raméne sa ardtam ci aceastd simetrie verificd intr-adevar proprietatea data:

_ (w,u+v) _ . _
Spayn)(W) =2-———— (W+0) W
[z + o
2u’ + 2 (U,
S U 2<“’U>7 —(@+7)—u
[l” + 121" + 2 (@, v)
2u? +2w,v),_ . _
B S — v) -
2u* 4 2 (u,v)
=7
[ |
Exercitiul 6. Fie @ € V un vector nenul si 0 = £,(i,a). Aritati ca in raport cu baza {i,j}
matricea simetriel sjg este
cos20  sin 26
sin20 — cos26
Solutie. Din 6 = £,(i,a), gisim
@ = ||a|| cos i + ||al| sin 65
Ecuatia simetriei va fi atunci:
N EAT cos?f —sin?f  2cosfsind x
@\y) T\ 2cosfsingd sin260 —cos20) \y
_ (cos20  sin20 x
- \sin20 —cos260/) \y
|
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Exercitiul 7. Fie @,b doi vectori nenuli. Aratati ca s o s = Rap unde p = £o(b,a). In ce
conditii vor comuta cele doud simetrii?

Solutia 1. Fixdm o baza ortonormata B = {7,7} si notdm a = £,(4,a) si 8 = £,(4,b). Din exercitiul
precedent, va rezulta ca matricea sz o 5(5) in raport cu baza B va fi:

(cos 20 sin2a« ) (cos 28 sin2p ) _ (cos 20— B) —sin2(a— B))

sin2a  —cos2a/) \sin2B —cos2f sin2(a — )  cos2(a — )

Matricea din dreapta este matricea unei rotatii de unghi 2(w — 8) mod 27. Pe de alta parte avem:
a—B=4,01,a) — £,(i,b) = £,(i,@) + £,(b,i) = £,(b, )

Cele doud simetrii vor comuta numai cand

24,(b,a) = 24,(@,b) mod 27 o(b,@) = —24,(b,a) mod 27
b,a)

=0 mod 27

rreue

Solutia 2. Matricele celor doud simetrii au determinantul —1, deci compunerea lor va furniza o matrice
cu determinantul 1, de unde rezulta ca sjg o s este o rotatie R,.
Pentru a determina pe «, observam ca

0 = £o(b, Ra(D)) = £o(b, 5iq) 0 55(8)) = Lo(b. 57 (D)

ceea ce inseamna ci « este unghiul dintre b si simetricul lui b fatd de @. Folosind exercitiul anterior
(sau facand o figurd), acest unghi este a = 24£(b, a),. [ |

Exercitiul 8. Demonstrati ca orice rotatie geometrica R, poate scrisa ca o compunere de
simetrii ortogonale fatd de vectori.

Solutie. Alegem @ # 0 un vector arbitrar. Atunci compunerea R, o S[g va avea determinantul —1,
deci va fi o simetrie 5(p)- Obtinem atunci:

Reosm =sp < Ro=s5°5m

(deoarece simetriile sunt involutii). [ |

~

Exercitiul 9. Fie T': V' — V o transformare ortogonala.

(a) Aratati cd daca valorile proprii ale lui 7" sunt 1 si —1 atunci 7' este simetria ortogonald
fatd de subspatiul propriu corespunzator valorii proprii 1.

(b) Daca 1 nu este valoare proprie pentru T, ardtati ca T este o rotatie.

\.

Solutie. Fie A matricea lui T intr-o baza ortonormata. Deoarece T este un operator ortogonal, valorile
proprii A1, A2(complexe) ale lui A sunt numere complexe de modul 1.

Dar valorile proprii sunt rad#cinile polinomului caracteristic al lui A, ce are gradul al doilea. Dupa
semnul discriminantului, avem trei posibilitati:
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e \{, \y sunt reale distincte.
e A\ =X R
e )1, A2 sunt complexe nereale si conjugate.
Combinand aceste cazuri cu faptul ca [A1| = [\2| = 1, gisim urméitoarele cazuri:
e Mi=1 =-1
e M=) =1
e A=) =-1
e )\ =cosp+isingsi A =cosp +ising, unde ¢ € (—m,7) — {0}.
F

(a) Acesta este primul caz din discutia precedenta. Fie @,b # 0 vectori proprii corespunzatori

valorilor proprii 1, respectiv —1, deci T'(a) = a si T'(b) = —b.
Deoarece T este o transformare ortogonald vectorii @ si b sunt perpendiculari:

5

(@,b) = (T(a), T(b)) (din definitia operatorilor ortogonali)
= (a,—b) (@,b sunt vectori proprii)
=—(@b)
deci <6, 5> = 0.
Rezulta ci @ si b formeaza o baza in V. Pentru a arita ca T coincide cu simetria fatd de @ este
suficient sa demonstram ca valorile lui 7" si s[ coincid in vectorii @ si b.

Avem:
s (@) =a="T(a)

(simetria fata de [a] lasd @ pe loc) si:

s @) =28 %6 5 _ 51

2
el
Asadar T' = s[g).

(b) Deoarece T nu are valoarea proprie 1, rezulta cd suntem intr-unul dintre ultimele doua cazuri
din clasificare de mai sus. Deoarece cosm = —1,sin7 = 0, rezultd c& valorile proprii (complexe) ale lui
T sunt

Al =cos@+ising, Ag = cosp +ising, p € (—m, 7] — {0}
Rezulta ca
detT = )\1)\2 =1
b . : .
Notam A = (¢ d> matricea lui 7" intr-o baza ortonormatd. Cum A este matrice ortogonala cu

det A = 1, obtinem:

¢ a1 a c\ (d —b a=d
A=A <:><b d>_(—c a)ﬁ{b:—c
Cum det A = 1, gisim
1=ad—bc=a®+c

Exista astfel un unghi ¢ € (—m, 7] astfel incat a = cos g si b = sin .
Am obtinut astfel ca:
Ao <0f)scp — sin gp)
sinp  cosy

ceea ce aratd ca T este o rotatie geometrica de unghi . |
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Exercitiul 10. Demonstrati ca orice subgrup finit de transforméari ortogonale ale lui V este

2
sau ciclic sau diedral. Subgrupurile ciclice este grupul generat de rotatia de unghi —, cu
n

™
k = 0,n — 1, iar subgrupurile diedrale este generat de rotatia de unghi — si simetria ortogonald
n

fatd de o dreapta vectoriala (unde n > 1).

3.3 Transformari ortogonale intr-un spatiu euclidian de dimensiune 3

In aceastd sectiune, V' va fi un spatiu vectorial euclidian orientat de dimensiune 3.

e p

Definitia 32. Fie @ € V nenul si U = [a]* complementul ortogonal al lui [a] in V. Rotatia in
jurul lui a, de unghi orientat « € (—m, 7| este aplicatia Rz o : V — V definita prin

Rz« (0) = pr; (0) + Ry (pry (9)), Yo €V,

o) Sxpw )

orientarea lui U fiind aleasa astfel incat baza ortonormata { —— — —
Ipry @) lall | Pro (@)

Teorema 33. Rotatia Rg . este endomorfism ortogonal de specia I. Pentru orice v € V' are loc

<a,v> sin «
e —Fa X .
@l

Rz.0(7) = e (1 —cosa)a+ cosav +

Definitia 34. Fie 7 un plan vectorial in V. Simetria ortogonald fatd de V este, prin definitie,
aplicatia s, : V — V, data prin
Sy =2pr, —idy .

Daca wy,us este o baza ortonormata a lui U atunci
SW(E) =2 <Eau71>u71+ 2 (6,@)@ — 0.

Daca N este un vector nenul perpendicular pe 7 atunci:

Teorema 35. Simetria ortogonald fatd de m este o transformare ortogonald de speta a Il-a.

Solutie. Alegem o baza ortonormata u,v in 7 si /N un vector normal lui 7, de lungime 1. Rezulta ca
u, v, N formeazi o bazd ortonormati in

Din formula simetriei, rezulti ci:

v
V.

57(W) = U, $:(0) =0, 8:(N) = —N
ceea ce aratd ci matricea lui s, in raport cu {u,v, N} este

1 0 O
01 0
0 0 -1
Aceastd matrice este ortogonald, cu determinantul —1, ceea ce aratd cd s, este o transformare ortog-
onald de speta a Il-a. |
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Exercitiul 11. Scrieti ecuatiile simetriilor ortogonale fata de planele vectoriale de directii nor-

male N =i,7 4 2j — k.

Solutie. Simetria fatd de planul 71 : 2 = 0, ortogonal lui i are ecuatia:

x 1
0
T T < gl > 1 T 2x
z 0
smly =|ly] —2 3 0l =1|w 0
z z 1 0 z 0
0
0
-z -1 0 0 T
=y |]=10 120 Y
z 0 0 1 z

Simetria fata de planul 75 : x 4+ 2y — z = 0 ortogonal lui N =i + 2j — k are ecuatia:

= — 2
T 2
Z z 1 —1
2
-1
1[0\ 2n 44y — 22
o\ 6
62 -1
1 6 — 2x — 4y + 2z 1 4 — 4y + 2z
=5 6y —4dr —8y+4z | = = | -4z — 2y + 4=
62z + 22 + 4y — 22 2z + 4y + 4z
1 4 -4 2 T
==-|-4 -2 4
6 Y

2 4 4 z
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Exercitiul 12. Determinati ecuatiile rotatiei de unghi 5 in jurul axei @ = (1,1,1).

Solutie. Formula rotatiei este datd de:

1 x
B 1 z 1 z sin 2%
2

x 1 T
2 2
Ra%r y| = . (1—cosZ) | 1| +cos? |y +f 1] x [y
z 1 z 1 z
1 1
1 1
1 1 (% v zZ—y
+y+ 1 3 1
1 z y—x
rT+y+=z 1 (* zZ—y
==-|lz+y+=z ~5 Yyl +slx—2
TH+y+=z z Yy—x
z 0 01 T
=lz]=1|1 00 Y
Y 0 1 1 z
|
[ Exercitiul 13. Aratati cd Rz o = R_g_¢-
Solutie. Folositi formula rotatiei si cos(—¢) = cos ¢, sin(—¢) = —sin ¢ |
Exercitiul 14. Aratati ca simetria ortogonala fata de un subspatiu 1-dimensional @ coincide
cu rotatia de unghi 7 in jurul lui @.
Solutie. Folositi formula rotatiei si cosm = —1,sinm = 0. |

Exercitiul 15. Fie @ si b doi vectori nenuli. Aritati ca S[a] © S este o rotatie. Care este axa
de rotatie?

Solutie. Daca @ si b sunt coliniari, cele doua simetrii coincid, deci compunerea lor va fi identitatea
(simetriile sunt involutii).

Putem presupune astfel ca cei doi vectori nu sunt coliniari.

Matricele simetriilor au ambele determinantul 1, deci si compunerea lor va avea tot determinantul
1. Astfel compunerea va fi tot o rotatie (toate matricele ortogonale cu determinantul 1 corespund
rotatiilor geometrice).

Axa unei rotatii este spatiul propriu corespunzator valorii proprii 1. Pentru a determina axa rotatiei
obtinute prin compunere, este necesar astfel sd gasim un vector lasat pe loc de compunere.

Deoarece simetria ortogonali fati de o axi este o rotatie de unghi 7 in jurul axei, valorile proprii
ale sale 1 (cu spatiul propriu axa de simetrie) si —1 cu multiplicitate 2 (cu spatiul propriu planul
ortogonal pe axa de simetrie).

Astfel, planele 7; = [a@]* si o = [b]* sunt spatiile proprii corespunzitoare valorii proprii —1 pentru
simetriile s[5, respectiv 55

Deoarece @ si b sunt necoliniari, planele 7 si 75 se vor intersecta dupi dreapta vectoriald generats
dec=1a xb.
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Vectorul ¢ va fi astfel vector propriu atat pentru s cat si pentru 5(5) (pentru valoarea proprie —1).

Rezulta atunci ca
S[g] © S@ (E) = S[E](—E) = —(—E) =c

deci ¢ este vector propriu pentru valoarea proprie 1 a rotatiei s[g o S(p) (©). In concluzie, compunerea

S[a) © S[g (¢) este o rotatie in jurul axei [@ x b].

Exercitiul 16. Fie m; si ma doud plane vectoriale in V. Aratati ca sg, o sy, este o rotatie. Care
sunt axa si unghiul de rotatie?
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