
1 Spat
,
ii vectoriale euclidiene

1.1 Produse scalare. Baze ortonormate

În continuare, V va � un spat
,
iu vectorial real de dimensiune n ≥ 1.

De�nit
,
ia 1. Prin produs scalar pe V înt

,
elegem o form  biliniar , simetric  s

,
i pozitiv de�nit 

pe V .
Explicit, un produs scalar pe V este o aplicat

,
ie ⟨·, ·⟩ : V × V → R ce satisface:

(a) ⟨·, ·⟩ este biliniar , adic , pentru orice u, v, w ∈ V s
,
i orice scalari a, b ∈ R, au loc:

⟨u, av + bw⟩ = a ⟨u, v⟩+ b ⟨u,w⟩
⟨av + bw, u⟩ = a ⟨v, u⟩+ b ⟨w, u⟩

(b) ⟨·, ·⟩ este simetric , adic , pentru orice u, v ∈ V , are loc:

⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ .

(c) ⟨·, ·⟩ este pozitiv de�nit , adic , pentru orice v ∈ V , are loc ⟨v, v⟩ ≥ 0, cu egalitate dac 
s
,
i numai dac  v = 0.

Norma unui vector v ∈ V este, prin de�nit
,
ie, num rul real pozitiv

∥v∥ =
√
⟨v, v⟩

Pozitiva de�nire a produsului scalar implic :

Teorema 2. (Cauchy-Schwarz) Pentru orice u, v ∈ V , are loc

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥ ∥v∥ ,

cu egalitate dac  s
,
i numai dac  vectorii u s

,
i v sunt coliniari.

Demonstrat
,
ia 1. Dac  v = 0 inegalitatea este evident  (avem egalitate s

,
i u s

,
i v sunt evident col-

iniari). Presupunem c  v ̸= 0.
Pentru orice t ∈ R avem

0 ≤ ∥u+ tv∥2 = ∥u∥2 + 2 ⟨u, v⟩ t+ ∥v∥2 t2

Membrul drept este o funct
,
ie de gradul al doilea în t cu coe�cient dominant pozitiv. Ea este pozitiv 

pe R dac  s
,
i numai dac  discriminantul s u este mai mic sau egal ca 0. As

,
adar

4| ⟨u, v⟩ | − 4 ∥v∥2 ∥u∥2 ≤ 0

de unde rezult  inegalitatea cerut .
Avem egalitate dac  s

,
i numai dac  discriminantul trinomul are discriminantul 0, adic  are o r d cin 

real  dubl , sau, echivalent, exist  t ∈ R astfel încât ∥u+ tv∥ = 0, adic  u s
,
i v sunt coliniari. ■

Demonstrat
,
ia 2. Dac  u = 0 sau v = 0, inegalitatea este adev rat  (suntem în cazul de egalitate s

,
i

u s
,
i v sunt coliniari). Putem presupune astfel c  u s

,
i v sunt nenuli.

Consider m vectorii ∥u∥ v ± ∥v∥u s
,
i obt

,
inem:

0 ≤ ⟨∥u∥ v ± ∥v∥u, ∥u∥ v ± ∥v∥u⟩ = 2 ∥u∥2 ∥v∥2 ± 2 ∥u∥ ∥v∥ ⟨u, v⟩

de unde deducem c 
±⟨u, v⟩ ≤ ∥u∥ ∥v∥ .

■
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Teorema 3. Funct
,
ia ∥·∥ : V → R≥0 este o norm  pe V , adic  satisface urm toarele propriet t

,
i:

� ∥v∥ ≥ 0 pentru orice v ∈ V cu egalitate dac  s
,
i numai dac  v = 0.

� ∥av∥ = |a| ∥v∥, pentru orice scalar a ∈ R s
,
i orice vector v ∈ V .

� ∥v + w∥ ≤ ∥v∥ + ∥w∥, pentru orice v, w ∈ V , cu egalitate dac  s
,
i numai dac  exist  un

scalar λ ≥ 0 astfel încât v = λw.

Demonstrat
,
ie. Primele dou  propriet t

,
i rezult  imediat din de�nit

,
ia produsului scalar. Pentru a

treia, folosim inegalitatea lui Cauchy:

∥v + w∥2 = ⟨v + w, v + w⟩ = ∥v∥2 + 2 ⟨u, v⟩+ ∥w∥ ≤ ∥v∥2 + 2 ∥v∥ ∥w∥+ ∥w∥2 = (∥v∥+ ∥w∥)2

de unde reg sim inegalitatea cerut . Egalitatea are loc dac  s
,
i numai dac  ⟨u, v⟩ = ∥v∥ ∥w∥, ceea ce

este echivalent cu v = λw, pentru un λ ≥ 0. ■

Observat
,
ia 4. Orice funct

,
ie cu cele trei propriet t

,
i de mai sus se numes

,
te norm  pe V . Teorema

anterioar  spune c  v 7→
√
⟨v, v⟩ este o norm  pe V . Reciproca nu este îns  adev rat : exist  norme

pe V care nu provin dintr-un produs scalar.

Principalele exemple de spat
,
ii euclidiene sunt:

Exemplul 5. Pe Rn (v zut ca spat
,
iul matricelor coloan  n× 1) consider m ⟨·, ·⟩ : V × V → R

dat  prin 〈x1
...
xn

 ,

y1
...
yn

〉
= x1y1 + x2y2 + · · ·xnyn =

x1
...
xn


ty1

...
yn


este un produs scalar (produsul scalar euclidian pe Rn).

Exemplul 6. Fie V spat
,
iul vectorilor liberi (în plan sau spat

,
iu). Produsul scalar standard pe

V este, prin de�nit
,
ie, aplicat

,
ia ⟨·, ·⟩ : V × V → R dat  de

⟨u, v⟩ =
{

0, dac  u = 0 sau v = 0.
|u| |v| cos∡(u, v), dac  u ̸= 0 s

,
i v ̸= 0.

De�nit
,
ia 7. Spunem c  doi vectori u s

,
i v sunt ortogonali sau perpendiculari (scriem u ⊥ v)

dac  ⟨u, v⟩ = 0. Mai general, spunem c  un vector v este perpendicular pe un mult
,
ime de vectori

U dac  v ⊥ u pentru orice u ∈ U .

Din propriet t
,
ile produsului scalar, putem deduce:

� Dac  u ⊥ v atunci ∥u+ v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2.

� Fie U un subspat
,
iu vectorial al lui V s

,
i u1, . . . , ur o baz  în V . Atunci un vector v este per-

pendicular pe U dac  s
,
i numai dac  v ⊥ ui pentru orice i = 1, r. (cu alte cuvinte este su�cient

s  test m ortogonalitatea lui v pe vectorii unei baze a lui U pentru ca v s  �e ortogonal pe tot
,
i

vectorii din U ).

De�nit
,
ia 8. Un sistem de vectori (vi)i=1,r se numes

,
te ortogonal dac  vi ⊥ vj pentru orice

indici i ̸= j. Dac , în plus, ∥vi∥ = 1, pentru orice indice i, spunem c  (vi)i=1,r este un sistem
ortonormat.

2



Teorema 9. Orice subspat
,
iu U al lui V admite o baz  ortonormat . În particular, V admite

baze ortonormate.

Demonstrat
,
ie. Demonstrat

,
ia este una constructiv , folosind procedeul Gramm-Schmidt. Plecând de

la o baz  oarecare u1, u2, . . . ur a lui U , vectorii urm tori (construit
,
i recursiv)

f1 =
u1

∥u1∥
;

fk =
vk

∥vk∥
, vk = uk −

〈
uk, f1

〉
f1 −

〈
uk, f2

〉
f2 − · · ·

〈
uk, fk−1

〉
, k = 2, r.

formeaz  o baz  ortonormat  a lui U . ■

Corolarul 10. Orice sistem de vectori ortonormat din V poate � prelungit la o baz  ortonormat 
a lui V .

Observat
,
ia 11. Fie B = {u1, . . . , un} o baz  ortonormat  a lui V . Atunci coordonatele unui vector

v ∈ V în raport cu aceast  baz  sunt 
⟨v, u1⟩
⟨v, u2⟩

...
⟨v, un⟩


În sect

,
iunile urm toare vom studia câteva tipuri de aplicat

,
ii liniare ce apar în geometrie. Pentru

aceasta va � util  urm toarea notat
,
ie.

Consider m o baz  ortonormat  B = {u1, . . . , un} a lui V . Fiecare vector v ∈ V se poate scrie
în mod unic v = x1u1 + x2u2 + · · ·xnun, unde xi ∈ R.
Obt

,
inem astfel o corespondent

,
  bijectiv  (de fapt, un izomor�sm liniar)

V ↔ Rn

v ↔

x1
...
xn


Astfel, o aplicat

,
ie liniar  T : V → V d  nas

,
tere la o funct

,
ie

TB : Rn → Rn

TB

x1
...
xn

 = AB

x1
...
xn


unde AB este matricea lui A în raport cu baza B.
Dac  baza B este �xat , vom identi�ca vectorii v cu coloanele de coordonate core-

spunz toare, s
,
i vom elimina din notat

,
ia anterioar  ment

,
ionarea bazei B.

Cu alte cuvinte, vectorul "este" coloana sa de coordonate s
,
i vom aplica T unui

vector coloan , subînt
,
elegând c , de fapt, aplic m T vectorului cu coordonatele

corespunz toare.

Mai mult, sub aceast  identi�care, produsul scalar din V este transformat în produsul scalar
standard pe Rn.
Atragem atent

,
ia totus

,
i c  identi�carea V ↔ Rn se poate face numai dup  ce am �xat o baz 

(pe care o vom presupune de obicei ortonormat ).
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2 Proiect
,
ii ortogonale

De�nit
,
ia 12. Fie (V, ⟨·, ·⟩) un spat

,
iu euclidian de dimensiune n s

,
i U un subspat

,
iu al lui V .

Mult
,
imea

U⊥ = {v ∈ V | ⟨v, u⟩ = 0, ∀u ∈ U}

se numes
,
te complementul ortogonal al lui U (în V ).

Teorema 13. Au loc urm toarele propriet t
,
i:

(a) U⊥ este un subspat
,
iu liniar al lui V .

(b) V = U⊕U⊥, i.e. orice vector v ∈ V se poate descompune în mod unic ca o sum  v = u+u′

cu u ∈ U s
,
i u′ ∈ U⊥.

(c) dimU⊥ = n− dimU .

Demonstrat
,
ie. Punctul (a) rezult  din biliniaritatea produsului scalar, iar (c) rezult  din (b).

Pentru (b), observ m mai întâi c  U ∩U⊥ = {0}. Într-adev r, dac  u ∈ U ∩U⊥ atunci u ⊥ u, deci
u = 0.

R mâne s  ar t m c  orice vector v ∈ V se poate descompune v = u + u′ cu u ∈ U s
,
i u′ ∈ U⊥.

Pentru aceasta consider m u1, u2, . . . , ur o baz  ortonormat  a lui U .
Vectorul u c utat se poate scrie în baza considerat 

u = a1u1 + a2u2 + · · · arur

Impunem condit
,
ia ca v− u = v− (a1u1 + a2u2 + · · · arur) s  �e perpendicular pe vectorii u1, u2, . . . ur

s
,
i obt

,
inem

ai = ⟨v, ui⟩ , i = 1, r

As
,
adar putem scrie

v = u+ u′

cu
u = ⟨v, u1⟩u1 + ⟨v, u2⟩u2 + . . . ⟨v, ur⟩ur ∈ U
u′ = v − u ∈ U⊥

■

De�nit
,
ia 14. Fie U un subspat

,
iu al lui V s

,
i v ∈ V . Deoarece V = U ⊕ U⊥, vectorul v se

descompune în mod unic sub forma v = u+ u′, cu u ∈ U s
,
i u′ ∈ U⊥. Vectorul u poart  numele

de proiect
,
ia ortogonal  a lui v pe U s

,
i vom nota u := prU (v).

Observat
,
ia 15. Demonstrat

,
ia teoremei indic  s

,
i o formul  explicit  pentru proiect

,
ia ortogonal . Dac 

{u1, u2, . . . , ur} este o baz  ortonormat  a lui U , atunci

prU (v) = ⟨v, u1⟩u1 + ⟨v, u2⟩u2 + . . . ⟨v, ur⟩ur, ∀v ∈ V

Dac  {u1, . . . , ur} este doar o baza ortogonal  (adic  ui sunt perpendiculari doi câte doi, dar nu au
neap rat lungimea 1), un argument similar arat  c 

prU (v) =
⟨v, u1⟩
∥u1∥2

u1 +
⟨v, u2⟩
∥u2∥2

u2 + . . .
⟨v, ur⟩
∥ur∥2

ur, ∀v ∈ V

În particular, dac  U = [a] este o dreapt  vectorial , atunci

pr[a](v) =
⟨a, v⟩
∥a∥2

a, ∀v ∈ V
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3 Endomor�sme ortogonale ale lui spat
,
iu liniar euclidian

3.1 De�nit
,
ie s

,
i propriet t

,
i

De�nit
,
ia 16. Endomor�smul liniar T : V → V se numes

,
te ortogonal dac  p streaz  produsul

scalar, adic 
⟨T (u), T (v)⟩ = ⟨u, v⟩ ,∀u, v ∈ V.

Teorema 17. Fie T : V → V o funct
,
ie.

(a) Dac  T este ortogonal  atunci T p streaz  lungimea vectorilor: ∥T (v)∥ = ∥v∥, pentru orice
v ∈ V .

(b) Dac  T este ortogonal  atunci T este liniar .

(c) Dac  T este liniar  s
,
i p streaz  lungimea vectorilor atunci T este ortogonal .

Demonstrat
,
ie. (a) Lu m în de�nit

,
ie u = v.

(b) Fie u, v ∈ V s
,
i a, b ∈ R. Atunci:

∥T (au+ bv)− aT (u)− bT (v)∥2 = ∥T (au+ bv)∥2 + a2 ∥T (u)∥2 + b2 ∥T (v)∥+ 2ab ⟨T (u), T (v)⟩
− 2a ⟨T (au+ bv), T (u)⟩ − 2b ⟨T (au+ bv), T (v)⟩

= ∥au+ bv∥2 + a2 ∥u∥2 + b2 ∥v∥+ 2ab ⟨u, v⟩
− 2a ⟨au+ bv, u⟩ − 2b ⟨au+ bv, v⟩

= ∥(au+ bv − au− bv)∥
= 0

As
,
adar T (au+ bv) = aT (u) + bT (v), ceea ce arat  c  T este liniar .
(c) Fie u, v ∈ V . Atunci:〈

T (u), T (v)
〉
=

1

2

(
∥T (u+ v)∥2 − ∥T (u)∥2 − ∥T (v)∥2

)
=

1

2

(
∥u+ v∥2 − ∥u∥2 − ∥v∥2

)
= ⟨u, v⟩

■

Teorema 18. Fie T : V → V un operator liniar s
,
i B o baz  ortonormat  a lui V .

(a) Dac  T este ortogonal atunci matricea A a lui T în raport cu B satisface AAt = AtA = In.

(b) Reciproc, dac  matricea lui T în raport B cu B este ortogonal , atunci T este ortogonal.

Teorema precedent  st  la baza urm toarei de�nit
,
ii:

De�nit
,
ia 19. O matrice A ∈ Mn(R) se numes

,
te ortogonal  dac  AAt = In. Mult

,
imea ma-

tricelor ortogonale va � notat  prin O(n) (grupul ortogonal).

Un exercit
,
iu simplu arat  c  O(n) este un grup multiplicativ, subgrup al lui GL(n,R), ceea ce

justi�c  denumirea de grup ortogonal.
De asemenea, dac  AAt = In, atunci (detA)2 = 1, deci detA = ±1. Se veri�c  imediat c  mult

,
imea

matricelor ortogonale cu determinant egal cu 1 formeaz  un subgrup al lui O(n), numit grupul special
ortogonal s

,
i notat SO(n).

5



De fapt, putem obt
,
ine un rezultat mai bun. Pentru c  determinantul este multiplicativ, restrict

,
ia

sa det : O(n) → {±1} este un mor�sm surjectiv de grupuri. Rezult  atunci c  SO(n) = ker det este
un subgrup normal al lui O(n).

Mai mult, grupul factor O(n)/SO(n) este izomorf cu grupul cu dou  elemente {±1}. Aceasta arat 
c  SO(n) are index 2 în O(n), deci O(n) este împ rt

,
it în dou  clase SO(n) s

,
i SO(n) · A unde A este

o matrice din O(n) cu detA = −1 (orice astfel de matrice va avea aceast  proprietate).

Teorema 20. Mult
,
imea endomor�smelor ortogonale ale lui V formeaz  un grup în raport cu

compunerea, notat O(V ) s
,
i numit grupul ortogonal al lui V .

Demonstrat
,
ie. Des

,
i teorema se poate demonstra direct, folosind de�nit

,
ia transform rilor ortogonale,

putem da o demonstrat
,
ie alternativ . Fix m o baz  ortonormat  B a lui V . Rezult  atunci c  aplicat

,
ia

Φ : O(V ) → O(n) care asociaz  unei transform ri T ∈ O(V ) matricea sa în baza B este o biject
,
ie cu

proprietatea Φ(T ◦ S) = ϕ(T ) · ϕ(S), pentru orice T, S ∈ O(V ). Cum O(n) este grup, rezult  imediat
s
,
i c  O(V ) este grup (izomorf cu O(n)). ■

De�nit
,
ia 21. Un endomor�sm ortogonal se numes

,
te de specia I (sau rotat

,
ie geometric ) dac 

determinantul matricei asociate în raport cu o baz  ortonormat  este +1. În caz contrar, când
determinantul este −1, transformarea se numes

,
te de specia a II-a.

Încheiem aceast  sect
,
iune cu un rezultat legat de valorile proprii complexe ale unui operator ortog-

onal:

Propozit
,
ia 22. Fie A ∈ O(n). Atunci valorile proprii complexe ale lui A au toate modulul 1.

În particular, valorile proprii reale ale lui A pot � doar 1 sau -1.

3.2 Transform ri ortogonale într-un plan vectorial

În aceast  sect
,
iune, V va � un spat

,
iu vectorial euclidian orientat de dimensiune 2. Pentru a putea

descrie transform rile ortogonale ale lui V , vom avea nevoie de conceptul de unghi orientat:

De�nit
,
ia 23. Consider m B = {i, j} o baz  ortonormat  orientat  pozitiv în V . Fie u, v ̸= 0.

Unghiul orientat între u s
,
i v este prin de�nit

,
ie num rul ∡o (u, v) ∈ (−π, π] dat de

cos∡o (u, v) =
⟨u, v⟩
∥u∥ ∥v∥

sin∡o (u, v) =
1

∥u∥ ∥v∥

∣∣∣∣ u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣ .
unde u = u1i+ u2j s

,
i v = v1i+ v2j.

Propozit
,
ia 24. Pentru orice vectori nenuli u, v, w, are loc

∡o (u,w) = ∡o (u, v) + ∡o (v, w) mod 2π

∡o (u, v) = −∡o (v, u) mod 2π

Observat
,
ia 25. Fie x ̸= 0 s

,
i φ = ∡o(i, j). Atunci putem scrie:

x = ∥x∥ (cosφi+ sinφj) =

(
∥x∥ cosφ
∥x∥ sinφ

)
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De�nit
,
ia 26. Se numes

,
te rotat

,
ie geometric  în planul vectorial V de unghi orientat α, o aplicat

,
ie

Rα : V → V cu propriet t
,
ile:{

∥Rα (v)∥ = ∥v∥ , ∀v ∈ V
∡o (v,Rα(v)) = α, ∀v ∈ V, v ̸= 0.

Teorema 27. Rotat
,
ia geometric  de unghi α este o transformare ortogonal  de specia I. Mai

mult, matricea lui Rα în raport cu orice baz  ortonormat  pozitiv  este(
cosα − sinα
sinα cosα

)

Observat
,
ia 28. Fie a un vector nenul. Atunci:

Rφ(a) = cosφa+ sinφ
∥a∥∥∥b∥∥b

unde b este un vector nenul perpendicular pe a.

De�nit
,
ia 29. Fie a ̸= 0. Simetria ortogonal  fat

,
  de spat

,
iul [a] este prin de�nit

,
ie aplicat

,
ia

s[a] : V → V dat  prin
s[a] = 2pr[a]− idV

unde pra : V → V este proiect
,
ia ortogonal  pe subspat

,
iul [a].

Teorema 30. Simetria ortogonal  s[a] : V → V este un endomor�sm ortogonal de specia a II-a
a lui V s

,
i este dat  de expresia:

s[a](v) = 2
⟨v, a⟩
∥a∥2

a− v, ∀v ∈ V.

Consider m acum o baz  B = {i, j} ortonormat  pozitiv . Putem identi�ca astfel V cu spat
,
iul

vectorilor coloan  R2 (identi�când un vector cu coloana coordonatelor sale în baza B).
Sub aceast  identi�care, o aplicat

,
ie liniar  T : V → V va putea � v zut  ca o funct

,
ie TB : R2 → R2

de forma

TB

(
x
y

)
= A

(
x
y

)
unde A este matricea lui T în raport cu baza B. Dac  baza B este �xat , vom elimina ment

,
iunea

bazei din notat
,
ie (cu alte cuvinte vom aplica T unui vector coloan , subînt

,
elegând c , de fapt, aplic m

T vectorului cu coordonatele corespunz toare).
În raport cu baza B, expresia rotat

,
iei de unghi α este

Rα

(
x
y

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x
y

)
iar expresia simetriei ortogonale fat

,
a de a = αi+ βj este

s[a]

(
x
y

)
= 2

αx+ βy

α2 + β2

(
α
β

)
−

(
x
y

)
=

1

α2 + β2

(
α2 − β2 2αβ
2αβ β2 − α2

)(
x
y

)
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Teorema 31. Orice transformare ortogonal  T a lui V este sau o rotat
,
ie geometric  sau simetrie

ortogonal  fat
,
a de un subspat

,
iu 1-dimensional. Mai precis:

� Dac  T este de specia I, atunci T = Rφ unde φ = ∡o(u, T (u)), pentru orice u ∈ V \{0}.

� Dac  T este de specia a II-a, atunci T = s[a] unde a ̸= 0 satisface T (a) = a.

Exercit
,
iul 1. Scriet

,
i ecuat

,
iile rotat

,
iilor Rϕ cu ϕ ∈

{
π,

π

2
,−π

2
,
2π

3

}
.

Solut
,
ie. Folosind formula din Teorema 27 g sim

Rπ

(
x
y

)
=

(
cosπ − sinπ
sinπ cosπ

)(
x
y

)
=

(
−1 0
0 −1

)(
x
y

)
=

(
−x
−y

)
(deci Rπ este simetria fat

,
  de 0). Similar, avem:

Rπ
2

(
x
y

)
=


cos

π

2
− sin

π

2

sin
π

2
cos

π

2

(
x
y

)
=

(
0 −1
1 0

)(
x
y

)
=

(
−y
x

)

R−π
2

(
x
y

)
=


cos

(
−π

2

)
− sin

(
−π

2

)
sin

(
−π

2

)
cos

(
−π

2

)
(

x
y

)
=

(
0 1
−1 0

)(
x
y

)
=

(
y
−x

)

R− 2π
3

(
x
y

)
=

cos
2π

3
− sin

2π

3

sin
2π

3
cos

2π

3

(
x
y

)
=

−1

2
−
√
3

2√
3

2
−1

2

(
x
y

)
=

−1

2
x−

√
3

2
y

√
3

2
x− 1

2
y


■

Exercit
,
iul 2. Determinat

,
i simetricele vectorului i fat

,
a de vectorii i, j, i+ j, respectiv i− j,.

Solut
,
ie. Avem:

� s[i](i) = i (simetricul unui vector fat
,
  de direct

,
ia determinat  de el este vectorul însus

,
i).

� s[j](i) = −j (j este perpendicular pe i, deci este vector propriu asociat lui −1).

� s[i+j](i) = 2

〈
i, i+ j

〉∥∥i+ j
∥∥2 (

i+ j
)
− i = 2

1

2

(
i+ j

)
− i = j.

� s[i−j](i) = 2

〈
i, i− j

〉∥∥i− j
∥∥2 (

i− j
)
− i = 2 · 1

2
(i− j)− i = −j.

■

Exercit
,
iul 3. Determinat

,
i ecuat

,
iile simetriilor fat

,
  de vectorii i, j, i+ j, i+ 3j.

Solut
,
ie. În �ecare dintre cazurile date vom scrie matriceal formula:

s[a](v) = 2
⟨v, a⟩
∥a∥2

a− v, ∀v ∈ V.
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Pentru a = i =

(
1
0

)
, avem:

si

(
x
y

)
= 2

〈(
x
y

)
,

(
1
0

)〉
∥∥∥∥(10

)∥∥∥∥2
(
1
0

)
−

(
x
y

)

= 2
x

1

(
1
0

)
−
(
x
y

)
=

(
x
−y

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x
y

)

Pentru a = j =

(
0
1

)
, avem

s[j]

(
x
y

)
= 2

〈(
x
y

)
,

(
0
1

)〉
∥∥∥∥(01

)∥∥∥∥2
(
0
1

)
−
(
x
y

)

= 2y

(
0
1

)
−
(
x
y

)
=

(
−x
y

)
=

(
−1 0
0 1

)(
x
y

)

Pentru a = i+ j =

(
1
1

)
, avem:

sa

(
x
y

)
= 2

〈(
x
y

)
,

(
1
1

)〉
∥∥∥∥(11

)∥∥∥∥2
(
1
1

)
−
(
x
y

)

= 2 · x+ y

2

(
1
1

)
−
(
x
y

)
=

(
y
x

)
=

(
0 1
1 0

)(
x
y

)

Pentru a = i+ 3j =

(
1
3

)
, avem:

sa

(
x
y

)
= 2

〈(
x
y

)
,

(
1
3

)〉
∥∥∥∥(13

)∥∥∥∥2
(
1
3

)
−
(
x
y

)

= 2 · x+ 3y

10

(
1
3

)
−
(
x
y

)
=

1

5

(
x+ 3y
3x+ 9y

)
− 1

5

(
5x
5y

)
=

1

5

(
−4x+ 3y
3x+ 4y

)
=

1

5

(
−4 3
3 4

)(
x
y

)
■

Exercit
,
iul 4. Ar tat

,
i c  Rα+β = Rα ◦Rβ pentru orice unghiuri α, β.

9



Solut
,
ie. Alegem B = {i, j} o baz  ortonormat . Cele dou  rotat

,
ii au atunci expresiile:

Rα

(
x
y

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x
y

)
Rβ

(
x
y

)
=

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)(
x
y

)
deci

Rα ◦Rβ

(
x
y

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)(
x
y

)
=

(
cosα cosβ − sinα sinβ − cosα sinβ − sinα cosβ
sinα cosβ + cosα sinβ cosα cosβ − sinα sinβ

)(
x
y

)
=

(
cos (α+ β) − sin (α+ β)
sin (α+ β) cos (α+ β)

)(
x
y

)
= Rα+β

(
x
y

)
■

Exercit
,
iul 5. Fie u ̸= v doi vectori cu aceeas

,
i lungime. Atunci exist  o unic  simetrie ortogonal 

s astfel încât s(u) = s(v).

Solut
,
ie. Fie a ̸= 0. Atunci:

s[a](u) = 2
⟨u, a⟩
∥a∥2

a− u

Impunând condit
,
ia ca s[a]u = v g sim imediat c  a s

,
i u+ v sunt coliniari, deci [a] = [u+ v].

Deci, dac  exist  o simetrie care duce u în v atunci ea trebui s  �e simetria fat
,
  de subspat

,
iul

[u+ v]
R mâne s  ar t m c  aceast  simetrie veri�c  într-adev r proprietatea dat :

s[u+v](u) = 2
⟨u, u+ v⟩
∥u+ v∥2

(u+ v)− u

=
2u2 + 2 ⟨u, v⟩

∥u∥2 + ∥v∥2 + 2 ⟨u, v⟩
(u+ v)− u

=
2u2 + 2 ⟨u, v⟩
2u2 + 2 ⟨u, v⟩

(u+ v)− u

= v

■

Exercit
,
iul 6. Fie a ∈ V un vector nenul s

,
i θ = ∡o(i, a). Ar tat

,
i c  în raport cu baza {i, j}

matricea simetriei s[a] este (
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)

Solut
,
ie. Din θ = ∡o(i, a), g sim

a = ∥a∥ cos θi+ ∥a∥ sin θj

Ecuat
,
ia simetriei va � atunci:

s[a]

(
x
y

)
=

(
cos2 θ − sin2 θ 2 cos θ sin θ
2 cos θ sin θ sin2 θ − cos2 θ

)(
x
y

)
=

(
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)(
x
y

)
■
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Exercit
,
iul 7. Fie a, b doi vectori nenuli. Ar tat

,
i c  s[a] ◦ s[b] = R2φ unde φ = ∡o(b, a). În ce

condit
,
ii vor comuta cele dou  simetrii?

Solut
,
ia 1. Fix m o baz  ortonormat  B = {i, j} s

,
i not m α = ∡o(i, a) s, i β = ∡o(i, b). Din exercit

,
iul

precedent, va rezulta c  matricea s[a] ◦ s[b] în raport cu baza B va �:(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)(
cos 2β sin 2β
sin 2β − cos 2β

)
=

(
cos 2(α− β) − sin 2(α− β)
sin 2(α− β) cos 2(α− β)

)
Matricea din dreapta este matricea unei rotat

,
ii de unghi 2(α− β) mod 2π. Pe de alt  parte avem:

α− β = ∡o(i, a)− ∡o(i, b) = ∡o(i, a) + ∡o(b, i) = ∡o(b, a)

Cele dou  simetrii vor comuta numai când

2∡o(b, a) = 2∡o(a, b) mod 2π ⇐⇒ 2∡o(b, a) = −2∡o(b, a) mod 2π

⇐⇒ 4∡o(b, a) = 0 mod 2π

⇐⇒ ∡o(b, a) =
2kπ

4
, k ∈ Z.

⇐⇒ ∡o(b, a) ∈
{
−π

2
, 0,

π

2
, π

}
⇐⇒ a ∥ b sau a ⊥ b.

■

Solut
,
ia 2. Matricele celor dou  simetrii au determinantul−1, deci compunerea lor va furniza o matrice

cu determinantul 1, de unde rezult  c  s[a] ◦ s[b] este o rotat
,
ie Rα.

Pentru a determina pe α, observ m c 

α = ∡o(b, Rα(b)) = ∡o(b, s[a] ◦ s[b](b)) = ∡o(b, s[a](b))

ceea ce înseamn  c  α este unghiul dintre b s
,
i simetricul lui b fat

,
  de a. Folosind exercit

,
iul anterior

(sau f când o �gur ), acest unghi este α = 2∡(b, a)o. ■

Exercit
,
iul 8. Demonstrat

,
i c  orice rotat

,
ie geometric  Rφ poate scris  ca o compunere de

simetrii ortogonale fat
,
  de vectori.

Solut
,
ie. Alegem a ̸= 0 un vector arbitrar. Atunci compunerea Rφ ◦ s[a] va avea determinantul −1,

deci va � o simetrie s[b]. Obt, inem atunci:

Rφ ◦ s[a] = s[b] ⇐⇒ Rφ = s[b] ◦ s[a]

(deoarece simetriile sunt involut
,
ii). ■

Exercit
,
iul 9. Fie T : V → V o transformare ortogonal .

(a) Ar tat
,
i c  dac  valorile proprii ale lui T sunt 1 s

,
i −1 atunci T este simetria ortogonal 

fat
,
  de subspat

,
iul propriu corespunz tor valorii proprii 1.

(b) Dac  1 nu este valoare proprie pentru T , ar tat
,
i c  T este o rotat

,
ie.

Solut
,
ie. Fie Amatricea lui T într-o baz  ortonormat . Deoarece T este un operator ortogonal, valorile

proprii λ1, λ2(complexe) ale lui A sunt numere complexe de modul 1.
Dar valorile proprii sunt r d cinile polinomului caracteristic al lui A, ce are gradul al doilea. Dup 

semnul discriminantului, avem trei posibilit t
,
i:

11



� λ1, λ2 sunt reale distincte.

� λ1 = λ2 ∈ R.

� λ1, λ2 sunt complexe nereale s
,
i conjugate.

Combinând aceste cazuri cu faptul c  |λ1| = |λ2| = 1, g sim urm toarele cazuri:

� λ1 = 1, λ2 = −1

� λ1 = λ2 = 1

� λ1 = λ2 = −1

� λ1 = cosφ+ i sinφ s
,
i λ2 = cosφ+ i sinφ, unde φ ∈ (−π, π)− {0}.

(a) Acesta este primul caz din discut
,
ia precedent . Fie a, b ̸= 0 vectori proprii corespunz tori

valorilor proprii 1, respectiv −1, deci T (a) = a s
,
i T (b) = −b.

Deoarece T este o transformare ortogonal  vectorii a s
,
i b sunt perpendiculari:〈

a, b
〉

=
〈
T (a), T (b)

〉
(din de�nit

,
ia operatorilor ortogonali)

=
〈
a,−b

〉
(a, b sunt vectori proprii)

= −
〈
a, b

〉
deci

〈
a, b

〉
= 0.

Rezult  c  a s
,
i b formeaz  o baz  în V . Pentru a ar ta c  T coincide cu simetria fat

,
  de a este

su�cient s  demonstr m c  valorile lui T s
,
i s[a] coincid în vectorii a s

,
i b.

Avem:
s[a](a) = a = T (a)

(simetria fat
,
  de [a] las  a pe loc) s

,
i:

s[a](b) = 2

〈
b, a

〉
∥a∥2

a− b = −b = T (b)

As
,
adar T = s[a].
(b) Deoarece T nu are valoarea proprie 1, rezult  c  suntem într-unul dintre ultimele dou  cazuri

din clasi�care de mai sus. Deoarece cosπ = −1, sinπ = 0, rezult  c  valorile proprii (complexe) ale lui
T sunt

λ1 = cosφ+ i sinφ, λ2 = cosφ+ i sinφ,φ ∈ (−π, π]− {0}

Rezult  c 
detT = λ1λ2 = 1

Not m A =

(
a b
c d

)
matricea lui T într-o baz  ortonormat . Cum A este matrice ortogonal  cu

detA = 1, obt
,
inem:

At = A−1 ⇐⇒
(
a c
b d

)
=

(
d −b
−c a

)
⇐⇒

{
a = d
b = −c

Cum detA = 1, g sim
1 = ad− bc = a2 + c2.

Exist  astfel un unghi φ ∈ (−π, π] astfel încât a = cosφ s
,
i b = sinφ.

Am obt
,
inut astfel c :

A =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
ceea ce arat  c  T este o rotat

,
ie geometric  de unghi φ. ■
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Exercit
,
iul 10. Demonstrat

,
i c  orice subgrup �nit de transform ri ortogonale ale lui V este

sau ciclic sau diedral. Subgrupurile ciclice este grupul generat de rotat
,
ia de unghi

2π

n
, cu

k = 0, n− 1, iar subgrupurile diedrale este generat de rotat
,
ia de unghi

2π

n
s
,
i simetria ortogonal 

fat
,
  de o dreapt  vectorial  (unde n ≥ 1).

3.3 Transform ri ortogonale într-un spat
,
iu euclidian de dimensiune 3

În aceast  sect
,
iune, V va � un spat

,
iu vectorial euclidian orientat de dimensiune 3.

De�nit
,
ia 32. Fie a ∈ V nenul s

,
i U = [a]⊥ complementul ortogonal al lui [ā] în V . Rotat

,
ia în

jurul lui a, de unghi orientat α ∈ (−π, π] este aplicat
,
ia Ra,α : V → V de�nit  prin

Ra,α (v) = prā (v̄) +RU,α (prU (v̄)) , ∀v̄ ∈ V,

orientarea lui U �ind aleas  astfel încât baza ortonormat 
{

prU (v̄)

∥prU (v̄)∥
,

ā× prU (v̄)

∥a∥ ∥PrU (v̄)∥

}
.

Teorema 33. Rotat
,
ia Ra,α este endomor�sm ortogonal de specia I. Pentru orice v ∈ V are loc

Rā,α(v̄) =
< a, v >

∥ a ∥2
(1− cosα) ā+ cosαv̄ +

sinα

∥ a ∥
a× v.

De�nit
,
ia 34. Fie π un plan vectorial în V . Simetria ortogonal  fat

,
  de V este, prin de�nit

,
ie,

aplicat
,
ia sπ : V → V , dat  prin

sπ = 2prπ − idV .

Dac  u1, u2 este o baz  ortonormat  a lui U atunci

sπ(v) = 2 ⟨v, u1⟩u1 + 2 ⟨v, u2⟩u2 − v.

Dac  N este un vector nenul perpendicular pe π atunci:

sπ(v) = v − 2

〈
v,N

〉
∥N∥2

N.

Teorema 35. Simetria ortogonal  fat
,
  de π este o transformare ortogonal  de spet

,
a a II-a.

Solut
,
ie. Alegem o baz  ortonormat  u, v în π s

,
i N un vector normal lui π, de lungime 1. Rezult  c 

u, v,N formeaz  o baz  ortonormat  în V .
Din formula simetriei, rezult  c :

sπ(u) = u, sπ(v) = v, sπ(N) = −N

ceea ce arat  c  matricea lui sπ în raport cu {u, v,N} este1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Aceast  matrice este ortogonal , cu determinantul −1, ceea ce arat  c  sπ este o transformare ortog-
onal  de spet

,
a a II-a. ■
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Exercit
,
iul 11. Scriet

,
i ecuat

,
iile simetriilor ortogonale fat

,
  de planele vectoriale de direct

,
ii nor-

male N = i, i+ 2j − k.

Solut
,
ie. Simetria fat

,
  de planul π1 : x = 0, ortogonal lui i are ecuat

,
ia:

sπ1

x
y
z

 =

x
y
z

− 2

〈x
y
z

 ,

1
0
0

〉
∥∥∥∥∥∥
1
0
0

∥∥∥∥∥∥
2

1
0
0

 =

x
y
z

−

2x
0
0



=

−x
y
z

 =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

x
y
z


Simetria fat

,
  de planul π2 : x+ 2y − z = 0 ortogonal lui N = i+ 2j − k are ecuat

,
ia:

sπ2

x
y
z

 =

x
y
z

− 2

〈x
y
z

 ,

 1
2
−1

〉
∥∥∥∥∥∥
 1

2
−1

∥∥∥∥∥∥
2

 1
2
−1



=
1

6

6x
6y
6z

− 2x+ 4y − 2z

6

 1
2
−1


=

1

6

6x− 2x− 4y + 2z
6y − 4x− 8y + 4z
6z + 2x+ 4y − 2z

 =
1

6

 4x− 4y + 2z
−4x− 2y + 4z
2x+ 4y + 4z


=

1

6

 4 −4 2
−4 −2 4
2 4 4

x
y
z


■
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Exercit
,
iul 12. Determinat

,
i ecuat

,
iile rotat

,
iei de unghi

2π

3
în jurul axei a = (1, 1, 1).

Solut
,
ie. Formula rotat

,
iei este dat  de:

Ra, 2π
3

x
y
z

 =

〈1
1
1

 ,

x
y
z

〉
∥∥∥∥∥∥
1
1
1

∥∥∥∥∥∥
2

(
1− cos 2π

3

)1
1
1

+ cos 2π
3

x
y
z

+
sin 2π

3∥∥∥∥∥∥
1
1
1

∥∥∥∥∥∥

1
1
1

×

x
y
z



= x+y+z
3

(
1 + 1

2

)1
1
1

− 1

2

x
y
z

+
√
3
2

1√
3

z − y
x− z
y − x


=

1

2

x+ y + z
x+ y + z
x+ y + z

− 1

2

x
y
z

+
1

2

z − y
x− z
y − x


=

z
x
y

 =

0 0 1
1 0 0
0 1 1

x
y
z


■

Exercit
,
iul 13. Ar tat

,
i c  Ra,ϕ = R−a,−ϕ.

Solut
,
ie. Folosit

,
i formula rotat

,
iei s

,
i cos(−ϕ) = cosϕ, sin(−ϕ) = − sinϕ ■

Exercit
,
iul 14. Ar tat

,
i c  simetria ortogonal  fat

,
  de un subspat

,
iu 1-dimensional a coincide

cu rotat
,
ia de unghi π în jurul lui a.

Solut
,
ie. Folosit

,
i formula rotat

,
iei s

,
i cosπ = −1, sinπ = 0. ■

Exercit
,
iul 15. Fie a s

,
i b doi vectori nenuli. Ar tat

,
i c  s[a] ◦ s[b] este o rotat

,
ie. Care este axa

de rotat
,
ie?

Solut
,
ie. Dac  a s

,
i b sunt coliniari, cele dou  simetrii coincid, deci compunerea lor va � identitatea

(simetriile sunt involut
,
ii).

Putem presupune astfel c  cei doi vectori nu sunt coliniari.
Matricele simetriilor au ambele determinantul 1, deci s

,
i compunerea lor va avea tot determinantul

1. Astfel compunerea va � tot o rotat
,
ie (toate matricele ortogonale cu determinantul 1 corespund

rotat
,
iilor geometrice).

Axa unei rotat
,
ii este spat

,
iul propriu corespunz tor valorii proprii 1. Pentru a determina axa rotat

,
iei

obt
,
inute prin compunere, este necesar astfel s  g sim un vector l sat pe loc de compunere.
Deoarece simetria ortogonal  fat  de o ax  este o rotat

,
ie de unghi π în jurul axei, valorile proprii

ale sale 1 (cu spat
,
iul propriu axa de simetrie) s

,
i −1 cu multiplicitate 2 (cu spat

,
iul propriu planul

ortogonal pe axa de simetrie).
Astfel, planele π1 = [a]⊥ s

,
i π2 = [b]⊥ sunt spat

,
iile proprii corespunz toare valorii proprii −1 pentru

simetriile s[a], respectiv s[b].

Deoarece a s
,
i b sunt necoliniari, planele π1 s

,
i π2 se vor intersecta dup  dreapta vectorial  generat 

de c = a× b.
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Vectorul c va � astfel vector propriu atât pentru s[a] cât s, i pentru s[b] (pentru valoarea proprie −1).
Rezult  atunci c 

s[a] ◦ s[b](c) = s[a](−c) = −(−c) = c

deci c este vector propriu pentru valoarea proprie 1 a rotat
,
iei s[a] ◦ s[b](c). În concluzie, compunerea

s[a] ◦ s[b](c) este o rotat
,
ie în jurul axei [a× b].

■

Exercit
,
iul 16. Fie π1 s, i π2 dou  plane vectoriale în V . Ar tat

,
i c  sπ1 ◦ sπ2 este o rotat

,
ie. Care

sunt axa s
,
i unghiul de rotat

,
ie?
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