
Funct
,
ii

Reamintim de�nit
,
ia naiv  a unei funct

,
ii: Date dou  mult

,
imi A s

,
i B, prin funct

,
ie de la A la B

înt
,
elegem un procedeu prin care, �ec rui element x din A, îi asociem un unic element din B,

notat, de obicei, prin f(x).
Cu alte cuvinte, dat un element a ∈ A, funct

,
ia f produce un element b := f(a) din B, unic

determinat de a. Mult
,
imea A se va numi domeniul lui f , iar B se va numi codomeniul lui f .

X Y

Diagrama este o funct
,
ie

X Y

Diagrama nu reprezint  o funct
,
ie

Apare acum o problem : not
,
iunea de procedeu sau asociere nu este foarte precis , dup  cum

se poate vedea din urm toarele exemple:

Exemplul 1. Consider m urm toarea regul  de asociere:

Fiec rui om îi asociem fratele s u.

Depinzând de domeniul s
,
i codomeniul ales, acest procedeu este sau nu este o funct

,
ie:

� Dac  domeniul ales este mult
,
imea tuturor oamenilor, procedeul nu este o funct

,
ie:

nu tot
,
i oamenii au un frate.

� Dac  restrict
,
ion m domeniul la mult

,
imea oamenilor care m car au un frate, tot nu

obt
,
inem o funct

,
ie: dac  o persoan  are mai mult

,
i frat

,
i, care din ei este asociat?

� As
,
adar, pentru o obt

,
ine o funct

,
ie, trebuie s  restrict

,
ion m domeniul la mult

,
imea

tuturor oamenilor care au exact un frate.

� Pe de alt  parte, codomeniul trebuie s  cont
,
in  tot

,
i b rbat

,
ii care au frat

,
i. Orice

astfel de mult
,
ime va corespunde unei funct

,
ii (mult

,
imi diferite dau funct

,
ii diferite).

Exemplul 2. Consider m urm toarea "de�nit
,
ie":

f : Q → Z, f
(m
n

)
= m, unde m,n ∈ Z, n ̸= 0

Aceasta nu este o de�nit
,
ie valid  a unei funct

,
ii (vom spune c  funct

,
ia f nu este bine

de�nit ).
Într-adev r, orice num r rat

,
ional r se poate scrie în mai multe moduri sub forma unei

fract
,
ii r =

m

n
, unde m,n ∈ Z (putem ampli�ca fract

,
ia prin diverse constante). As

,
adar

valoarea f(r) nu este unic determinat  de r.
Pentru a obt

,
ine o funct

,
ie bine de�nit , am putea proceda astfel. Orice num r r ∈ Q se

poate scrie în mod unic sub forma r =
m

n
cu m ∈ Z, n ∈ N∗ s

,
i (m,n) = 1. Asocierea

r 7→ m va � atunci o funct
,
ie (Justi�cat

,
i!).
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Pentru a corecta aceast  ambiguitate a limbajului, vom de�ni not
,
iunea de funct

,
ie prin

intermediul gra�cului s u.

De�nit
,
ia 3. Prin funct

,
ie înt

,
elegem un triplet (A,B, f) unde A s

,
i B sunt mult

,
imi s

,
i f

este o submult
,
ime f a produsului cartezian A×B astfel încât, pentru orice x ∈ A, exist 

s
,
i este unic y ∈ B astfel încât (x, y) ∈ f :

(∀x ∈ A)(∃!y ∈ B)(x, y) ∈ f.

Mult
,
imea A se numes

,
te domeniul lui f , iar B codomeniul lui f s

,
i vom spune c  f este o

funct
,
ie de la A la B, notând aceasta prin f : A → B.

Din de�nit
,
ie rezult  c  o submult

,
ime f ⊂ A×B este funct

,
ie dac :

� pentru orice x ∈ A, exist  un y ∈ B astfel încât (x, y) ∈ f ;

� pentru orice x ∈ A s
,
i orice y, y′ ∈ B, din (x, y) ∈ f s

,
i (x, y′) ∈ f rezult  y = y′.

Pentru x ∈ A, elementul y ∈ B unic determinat de proprietatea (x, y) ∈ A×B se numes
,
te

valoarea lui f în x s
,
i va � notat  y := f(x).

Astfel, din de�nit
,
ia funct

,
iei rezult :

(∀x1 ∈ A)(∀x2 ∈ A)(x1 = x2) =⇒ f(x1) = f(x2)

Observat
,
ia 4. Prin de�nit

,
ia dat , o funct

,
ie este determinat  de domeniu, codomeniu s

,
i o

mult
,
ime de perechi, ce corespunde procedeului de asociere, din de�nit

,
ia naiv . Prin aceasta

am dat o de�nit
,
ie riguroas  a conceptului de funct

,
ie.

Pe de alt  parte, prin gra�cul (notat adesea prin Gf sau Graff ) unei funct, ii f : A → B se
înt

,
elege mult

,
imea {(x, f(x)) | x ∈ A}, v zut  ca submult

,
ime a lui A×B (adic  mult

,
imea plus

scufundarea în A×B).
De exemplu, un operator liniar T : R2 → R3 este v zut ca o funct

,
ie care atas

,
eaz  unui

vector v ∈ R2 un vector din Tv ∈ R3, aceast  asociere respectând structurile liniare din
domeniu s

,
i codomeniu. De obicei, un astfel de operator este descris prin intermediul matricei

sale A ∈ M3×2(R) în raport cu bazele canonice din domeniu s
,
i codomeniu.

Gra�cul s u este mult
,
imea {(v, Tv) | v ∈ R2}, v zut  ca o submult

,
ime din R2 ×R3 = R5 s

,
i

este de fapt un subspat
,
iu liniar al lui R5 (care este dimensiunea sa?).

Un alt exemplu relevant apare des în analiz . O funct
,
ie f : [0, 1] → R este interpretat  ca

un triplet format din domeniu, codomeniu s
,
i multimea de perechi {(x, f(x)) | x ∈ [0, 1]}, sau

echivalent regula de asociere x ∈ [0, 1] 7→ f(x) ∈ R.
Gra�cul s u, pe de alt  parte, este mult

,
imea Gf = {(x, f(x)) | x ∈ [0, 1]}, dar v zut  în

interiorul [0, 1]× R ⊆ R2. Cu alte cuvinte, Gf este o mult
,
ime de puncte din planul R2.

Observat
,
ia 5. Atragem atent

,
ia c  domeniul s

,
i codomeniul unei funct

,
ii fac parte din de�nit

,
ia

sa. De exemplu, o formul  de tipul f(x) =
√
x+ 6 nu de�nes

,
te o funct

,
ie, pentru c  nu am

precizat domeniul s
,
i codomeniul. O de�nit

,
ie corect  ar �:

f : [0,∞) → R, f(x) =
√
x+ 6, ∀x ∈ [0,∞)
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−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

−1

1

2

3

4

Gra�cul lui f

Dar s
,
i g : [−6,∞) → [0,∞), g(x) =

√
x+ 6, ∀x ∈ [−6,∞) este tot o funct

,
ie cu aceeas

,
i

expresie analitic . Îns , cele dou  funct
,
ii f s

,
i g sunt distincte deoarece nu au acelas

,
i domeniu

s
,
i codomeniu.

În anumite contexte, este acceptat  de�nirea unei funct
,
ii doar prin formula analitic . De

exemplu, în cazul funct
,
iilor de o variabil  real , adesea, se presupune c  domeniul este cel

maximal, iar codomeniul este R sau eventual imaginea funct
,
iei. De exemplu, pentru

√
x+ 6,

domeniul maximal este [−6,∞) iar codomeniul este luat R sau [0,∞), depinzând de context.
Pentru claritate, îns , este indicat totus

,
i ca domeniul s

,
i codomeniul s  �e pre-

cizate explicit.

Din de�nit
,
ia funct

,
iei rezult  s

,
i:

Dou  funct
,
ii f : A → B s

,
i g : C → D sunt egale (notând f = g) dac  s

,
i numai dac :

� f s
,
i g au acelas

,
i domeniu s

,
i codomeniu: A = C s

,
i B = D.

� cele dou  relat
,
ii funct

,
ionale coincid: pentru orice x ∈ A = C, are loc f(x) = g(x).

Aceasta înseamn  c  dac  p str m domeniul s
,
i extindem codomeniul unei funct

,
ii, vom

obt
,
ine o alt  funct

,
ie (de exemplu, funct

,
iile f s

,
i g de mai sus).

Similar, dou  funct
,
ii f, g : A → B (cu acelas

,
i domeniu s

,
i codomeniu) sunt egale dac  s

,
i

numai dac  valorile lor coincid în �ecare punct al domeniului. Dac  relat
,
ia f(x) = g(x) are loc

doar pentru nis
,
te valori ale lui x din A s

,
i nu pentru toate, atunci funct

,
iile nu sunt egale.

Exemplul 6. Fie X, Y mult
,
imi s

,
i Z ⊆ X.

(i) O funct
,
ie f : A → B se numes

,
te constant  dac  exist  un element b ∈ B astfel

încât f(x) = b, pentru orice x ∈ A.

(ii) Funct
,
ia identitate a lui A este idX = 1X : X → X, de�nit  prin idX (x) = x, ∀x ∈

X.

(iii) Funct
,
ia de incluziune a lui Z în X este j : Z → X, de�nit  prin j(x) = x, ∀x ∈ Z.

Va � util  s
,
i urm toarea:
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De�nit
,
ia 7. Fie X, Y mult

,
imi s

,
i Z ⊆ X.

(i) Prin restrict
,
ia unei funct

,
ii f : X → Y la submult

,
imea Z înt

,
elegem funct

,
ia f |Z :

Z → Y , de�nit  prin f |Z(x) = f(x), ∀x ∈ Z.

(ii) Dac  g : Z → Y este o funct
,
ie, o extensie a lui g la X este o funct

,
ie G : X → Y

astfel încât G|Z = g.

Astfel, prin restrict
,
ie, permitem doar calculul valorilor lui f doar în punctele din Z, ignorând

alte valori (pentru x ∈ X\Z). De aceea, unele propriet t
,
i suplimentare ale lui f se pot modi�ca.

Injectivitatea, de exemplu, nu se p streaz  prin restrict
,
ie, dup  cum se poate vedea con-

siderând f : R → R, f(x) = x2, ∀x ∈ R. Aceast  funct
,
ie nu este injectiv , dar restrict

,
ia sa

la [0,∞) este injectiv . Pe de alt  parte, continuitatea unei funct
,
ii reale se p streaz  prin

restrict
,
ie.

Extensia unei funct
,
ii implic  "m rirea" domeniului s

,
i ad ugarea unor valori noi pentru

funct
,
ie. La fel, propriet t

,
ile nu se p streaz . Mai mult decât atât, în general, vor exista mai

multe extensii. De exemplu, funct
,
iile

g1 : C → R, g1(z) = |z|2, ∀z ∈ C.
g2 : C → R, g1(z) = (Re z)2, ∀z ∈ C.

sunt extensii ale funct
,
iei f de mai sus: pentru orice z ∈ R, are loc g1(z) = g2(z) = z2, dar ele

sunt diferite ca funct
,
ii pe C (prima reprezint  p tratul distant

,
ei de la un punct la origine, iar

a doua p tratul distant
,
ei pân  la axa Ox).

De�nit
,
ia 8. Fie f : X → Y o funct

,
ie.

(i) Spunem c  f este injectiv  dac , pentru orice x, x′ ∈ X, are loc implicat
,
ia:

f (x) = f (x′) =⇒ x = x′.

(ii) Spunem c  f este surjectiv  dac , pentru orice y ∈ Y , exist  x ∈ X astfel încât
f (x) = y.

(iii) Spunem c  f este bijectiv  dac  este injectiv  s
,
i surjectiv . Cu alte cuvinte, f este

bijectiv  dac , pentru orice y ∈ Y , exist  s
,
i este unic x ∈ X astfel încât f(x) = y.

X Y

2

0
a

b

c

d

1

f este surjectiv 

f nu este injectiv 

X Y

3

2
a

b

c
1

0

f nu este surjectiv 

f este injectiv 

X Y

2

0
a

b

d

1

f este bijectiv 
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Exemplul 9. Vrem s  demonstr m urm toarele a�rmat
,
ii:

(i) f : R → R, f(x) = x2, ∀x ∈ R nu este injectiv , nici surjectiv .

(ii) g : [0,∞) → R, g(x) = x2, ∀x ∈ [0,∞) este injectiv , dar nu este surjectiv .

(iii) h : R → [0,∞), f(x) = x2, ∀x ∈ R nu este injectiv , dar este surjectiv .

(iv) j : [0,∞) → [0,∞), f(x) = x2, ∀x ∈ [0,∞) este bijectiv .

De�nit
,
ia 10. Fie f : X → Y s

,
i g : Y → Z funct

,
ii. Prin compunerea funct

,
iilor g s

,
i f

înt
,
elegem funct

,
ia h : X → Z, dat  prin

h (x) = g (f (x)) ,∀x ∈ X.

Vom nota h = g ◦ f (ordinea este important ).

Propozit
,
ia 11. (i) Compunerea funct

,
iilor este asociativ : pentru orice trei funct

,
ii

f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → W are loc: h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

(ii) Funct
,
ia identitate este element neutru la compunere. Mai precis, pentru orice

funct
,
ie f : X → Y , are loc: f ◦ idX = f = idY ◦f .

Analog se arat  s
,
i a doua a�rmat

,
ie.

De�nit
,
ia 12. Spunem c  o funct

,
ie f : X → Y este inversabil  dac  exist  o funct

,
ie

g : Y → X astfel încât f ◦ g = idY s
,
i g ◦ f = idX .

Funct
,
ia g (dac  exist ) se numes

,
te inversa lui f s

,
i se noteaz  cu f−1.

Teorema 13. (i) Inversa unei funct
,
ii, dac  exist , este unic .

(ii) O funct
,
ie este inversabil  dac  s

,
i numai dac  este bijectiv .

Demonstrat
,
ie. (i) Fie f : X → Y o funct

,
ie s

,
i g, h : Y → X dou  inverse. Atunci:

g = g ◦ idY = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = idX = h

(ii) S  presupunem mai întâi c  f este inversabil , cu inversa g s
,
i s  ar t m c  este bijectiv .

Din de�nit
,
ia lui g s

,
tim c  f(g(y)) = y, pentru orice y ∈ Y s

,
i g(f(x)) = x, pentru orice x ∈ X.

Pentru a ar ta injectivitatea, consider m x, x′ ∈ X astfel încât f(x) = f(x′). Avem atunci:

f(x) = f(x′) =⇒ g(f(x)) = g(f(x′)) =⇒ x = x′

deci f este injectiv .
Pe de alt  parte, pentru orice y ∈ Y , exist  x = g(y) ∈ X astfel încât f(x) = f(g(y)) = y,

ceea ce arat  c  f este bijectiv .
Invers, s  presupunem c  f este bijectiv . Din de�nit

,
ie, rezult  c  pentru orice y ∈ Y ,

exist  s
,
i este unic x ∈ X astfel încât y = f(x). Asocierea y ∈ Y 7→ x ∈ X este astfel o funct

,
ie

g : Y → X.
Fie x ∈ X. Din construct

,
ie, elementul y = f(x) are proprietatea g(y) = x, de unde rezult 

g(f(x)) = g(y) = x

5



Cum x a fost ales arbitrar în X, obt
,
inem g ◦ f = idX .

Consider m acum y ∈ Y . Elementul x = g(y) ∈ X satisface f(x) = y, de unde g sim

f(g(y)) = f(x) = y

Cum y a fost ales arbitrar în Y , am obt
,
inut f ◦ g = idY , ceea arat  c  g este inversa lui f .

De�nit
,
ia 14. Fie f : A → B o funct

,
ie s

,
i X ⊆ A s

,
i Y ⊆ B.

(i) Imaginea (direct ) a lui X prin f este, prin de�nit
,
ie, mult

,
imea:

f [X] = f (X) := {y ∈ B | ∃x ∈ X a.î. f (x) = y} = {f (x) | x ∈ X} ⊆ B

(ii) Imaginea lui f este, prin de�nit
,
ie mult

,
imea

Imf = f(X) = {f(x) | x ∈ A}

(iii) Imaginea invers  (sau contraimaginea sau preimaginea) a lui Y prin f este, prin
de�nit

,
ie, mult

,
imea:

f−1 (Y ) := {x ∈ A | ∃y ∈ Y a.î. y = f (x)} = {x ∈ A | f (x) ∈ Y } ⊆ A

Observat
,
ia 15. Când Y = {b}, se foloses

,
te, pentru simplitate, notat

,
ia f−1 ({b}) = f−1 (b).

Atragem atent
,
ia c  f−1 (b) este o submult

,
ime a lui X, nu un element al lui X.

Observat
,
ia 16. Notat

,
ia f−1 (pentru contraimagine s

,
i pentru funct

,
ia invers ) nu ar trebui s 

cauzeze confuzie.
Pentru o funct

,
ie general , despre care nu s

,
tim c  este bijectiv , notat

,
ia f−1 este folosit 

exclusiv pentru contraimagine.
Consider m f : A → B o funct

,
ie bijectiv  s

,
i B′ ⊆ B. Ar p rea acum c  avem dou  mult

,
imi

notate la fel:

� M1 = f−1(B′) - contraimaginea lui B′ prin f .

� M2 = f−1(B′) - imaginea lui B′ prin funct
,
ia f−1.

Nu exist  riscul de confuzie pentru c  aceste mult
,
imi coincid. Într-adev r, dac  not m, pentru

claritate, g = f−1, avem:

x ∈ M1 =⇒ f(x) ∈ B′ =⇒ g(f(x)) ∈ g(B′) =⇒ x ∈ g(B′) =⇒ x ∈ M2

s
,
i, invers

x ∈ M2 =⇒ (∃y ∈ B′) x = g(y) =⇒ (∃y ∈ B′) f(x) = f(g(y))

=⇒ (∃y ∈ B′) f(x) = y =⇒ f(x) ∈ B′ =⇒ x ∈ M1

6



Exercit
,
ii

Exercit
,
iul 1. Fie f : R → R, f (x) = x2 + 4x− 5 s

,
i A = [−4, 2] , B = (−10, 20).

(i) Determinat
,
i f (A) , f−1 (B), f−1 (A) ∩ Z.

(ii) Ar tat
,
i c  card f−1 (y) = 2 pentru orice y ∈ R cu except

,
ia unui singur y0 ∈ R.

(iii) Exist  vreun interval I închis astfel încât f (I) s  �e interval deschis? Dar
semideschis?

(iv) Dat
,
i exemple de intervale deschise I astfel încât f (I) s  �e interval deschis, respec-

tiv semiînchis.

(v) Este f injectiv ? Dar surjectiv ?

(vi) Este f |N∗ injectiv ? Dar surjectiv ?

Exercit
,
iul 2. Fie funct

,
ia f : R → R, f (x) = 2x

x2+1
.

(i) Ar tat
,
i c  f nu este injectiv  s

,
i nici surjectiv .

(ii) Care este imaginea funct
,
iei f?

(iii) G sit
,
i un interval maximal I al lui R astfel încât f |I s  �e injectiv .

(iv) Determinat
,
i f((0, 1)), f−1

(
1
2

)
s
,
i f−1

((
−1

2
, 0
))
.

Exercit
,
iul 3. Fie f : R× R → R, f (x, y) = x+ y.

(i) Este f injectiv ? Dar injectiv ?

(ii) Determinat
,
i f−1 ([0, 3]) ∩ N× N.

(iii) Fie D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} s
,
i a ∈ R. Ar tat

,
i c  f−1 (a) ∩D are cel mult

dou  puncte. Determinat
,
i a astfel încât f−1 (a) ∩D s  aib  exact un punct.

Exercit
,
iul 4. Fie f : [−6π, 6π] → [−1, 1], f (x) = sin x. Dat

,
i exemple de inter-

vale deschise, semideschise, respectiv închise I astfel încât f (I) s  �e interval deschis,
semideschis, respectiv închis (dac  exist ) (toate cele nou  posibilit t

,
i de grupare).

Exercit
,
iul 5. Fie funct

,
ia f : R\ {−1} → R, f (x) = x

x+1
. Este f injectiv ? Care este

imaginea funct
,
iei f?

Exercit
,
iul 6. (∗) Fie f : C\ {−1} → C, f (z) = z

z+1
. Fie L = {−1 + ti | t ∈ R×} s

,
i

C1 = {z ∈ C | |z + 1| = 1}, C2 = {z ∈ C | |z| = 1, z ̸= −1}.
(i) Determinat

,
i f (L), f (C1) , f (C2).

(ii) Determinat
,
i f−1 (L) , f−1 (C2).
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Exercit
,
iul 7. Fie E un plan, d o dreapt  din plan. Fie p : E → d proiect

,
ia ortogonal 

pe d: pentru A ∈ E, p (A) =piciorul perpendicularei din A pe d.

(i) Ar tat
,
i c  p este surjectiv , dar nu este injectiv .

(ii) Fie ∆ un triunghi. Atunci p (∆) este un segment pe d.

(iii) Descriet
,
i p−1 (A) unde A este un punct oarecare.

(iv) Ar tat
,
i c  p ◦ p = p.

Exercit
,
iul 8. (∗) Fie f : A → B o funct

,
ie. Urm toarele a�rmat

,
ii sunt echivalente:

(i) f este injectiv .

(ii) pentru orice mult
,
ime C, s

,
i orice funct

,
ii u, v : C → A are loc implicat

,
ia

f ◦ u = f ◦ v =⇒ u = v

(spunem c  f este monomor�sm de mult
,
imi).

(iii) f admite o invers  la stânga, adic  exist  r : B → A astfel încât r ◦ f = idA (un
astfel de r se numes

,
te retract  a lui f).

Exercit
,
iul 9. (∗) Fie f : A → B o funct

,
ie. Urm toarele a�rmat

,
ii sunt echivalente:

(i) f este surjectiv .

(ii) pentru orice mult
,
ime C, s

,
i orice funct

,
ii u, v : B → C are loc: u◦f = v◦f =⇒ u = v

(spunem c  f este epimor�sm de mult
,
imi).

(iii) exist  s : B → A astfel încât f ◦ s = idB (numim s o sect
,
iune a lui f).

Exercit
,
iul 10. Fie f : A → B s

,
i g : B → C dou  funct

,
ii.

(i) Dac  f s
,
i g sunt injective (surjective, respectiv bijective) atunci g ◦ f este injectiv 

(surjectiv , respectiv bijectiv ).

(ii) Dac  g ◦ f este injectiv  atunci f este injectiv .

(iii) Dac  g ◦ f este surjectiv  atunci g este surjectiv .

(iv) Dat
,
i exemple de funct

,
ii f s

,
i g astfel încât g ◦ f s  �e injectiv , dar g s  nu �e

injectiv .

(v) Dat
,
i exemple de funct

,
ii f s

,
i g astfel încât g ◦ f s  �e surjectiv , dar f s  nu �e

surjectiv .
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Exercit
,
iul 11. Fie f : A → B o funct

,
ie. Urm toarele a�rmat

,
ii sunt echivalente:

(i) f este injectiv .

(ii) Pentru orice X ∈ P (A), f−1 (f(X)) = X.

(iii) Pentru orice X,X ′ ∈ P (A), avem f(X ∩X ′) = f(X) ∩ f(X ′).

Exercit
,
iul 12. Fie f : A → B o funct

,
ie. Urm toarele a�rmat

,
ii sunt echivalente.

(i) f este surjectiv .

(ii) Pentru orice Y ⊆ B, f (f−1 (Y )) = Y .

(iii) Pentru orice X ∈ P (A), avem f (X)c ⊆ f (Xc).

Exercit
,
iul 13. Fie f : A → B o funct

,
ie. Not m prin f∗ : P (A) → P (B) funct

,
ia

X ∈ P (A) 7→ f∗ (X) = f (X) ∈ P (B)

s
,
i prin f ∗ : P (B) → P (A), funct

,
ia

Y ∈ P (B) 7→ f ∗ (Y ) = f−1 (Y ) ∈ P (A)

(i) Urm toarele a�rmat
,
ii sunt echivalente:

(a) f este surjectiv ;

(b) f∗ este surjectiv ;

(c) f ∗ este injectiv ;

(d) f∗ ◦ f ∗ = idP(B).

(ii) Urm toarele a�rmat
,
ii sunt echivalente:

(a) f este injectiv ;

(b) f ∗ este surjectiv ;

(c) f∗ este injectiv ;

(d) f ∗ ◦ f∗ = idP(A).

Exercit
,
iul 14. (∗) Pentru m,n ∈ R, �e funct

,
ia fm,n : R → R, dat  prin:

fm,n (x) =

{
x−m
nx+m

,x ≤ 0
, x > 0

Determinat
,
i valorile parametrilor m,n astfel încât fm,n este: (i) injectiv ; (ii) surjectiv ;

(iii) bijectiv .
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Exercit
,
iul 15. Fie A,B dou  mult

,
imi.

(i) Ar tat
,
i c  exist  o mult

,
ime C împreun  cu dou  funct

,
ii injective i : A → C s

,
i

j : B → C astfel încât C = i (A) ∪ j (B) s
,
i i (A) ∩ j (B) = ∅.

(ii) Mult
,
imea C are urm toarea proprietate. Fie X o mult

,
ime s

,
i f : A → X, g : B → X

dou  funct
,
ii. Atunci exist  s

,
i este unic  o funct

,
ie φ : C → X astfel încât φ ◦ i = f

s
,
i φ ◦ j = g.

Observat
,
ie. Mult

,
imea C se numes

,
te reuniunea disjunct  a mult

,
imilor A s

,
i B (sau

suma direct  a lui A s
,
i B) s

,
i se noteaz  cu A ⊔B.

Exercit
,
iul 16. Fie X o mult

,
ime, A,B ∈ P (X) s

,
i funct

,
ia

f : P (X) → P (A)× P (B) , f (C) = (A ∩ C,B ∩ C)

Demonstrat
,
i c :

(i) f este injectiv  dac  s
,
i numai dac  A ∪B = X.

(ii) f este surjectiv  dac  s
,
i numai dac  A ∩B = ∅.

(iii) f este bijectiv  dac  s
,
i numai dac  B = X\A. Descriet

,
i, în acest caz, inversa f−1.

Exercit
,
iul 17. (∗) Fie A s

,
i B dou  mult

,
imi s

,
i φ : P (A×B) → F (A,P (B)), dat  prin:

φ (R) (a) = {b ∈ B | aRb}

(imaginea lui a prin relat
,
ia R). Ar tat

,
i c  φ este bijectiv . (Am notat prin F (X,Y )

mult
,
imea funct

,
iilor de la X la Y ). As

,
adar putem "vedea" orice relat

,
ie de la A la B ca

�ind o funct
,
ie de la A cu valori în P (B).

Exercit
,
iul 18. (∗) Pentru x ∈ R, �e f (x) = x − k unde k ∈ Z este singurul num r

veri�c  2k − 1 < x ≤ 2k + 1.
(i) Justi�cat

,
i c  f este într-adev r o funct

,
ie (adic  valoarea f (x) este unic determinat 

de x).
(ii) Ar tat

,
i c  f este surjectiv .

(iii) Ar tat
,
i c  contraimaginea oric rui y ∈ R este format  din exact dou  puncte.

(Cu alte cuvinte, f ia toate valorile reale de exact dou  ori).

Exercit
,
iul 19. (∗) Fie A o mult

,
ime cu cel put

,
in 3 elemente s

,
i S mult

,
imea biject

,
iilor

f : A → A. Fie f ∈ S astfel încât g ◦ f = f ◦ g pentru orice g ∈ S. Ar tat
,
i c  f = idA

(Cu alte cuvinte, grupul permut rilor unei mult
,
imi cu ≥ 3 elemente, are centrul trivial).

Exercit
,
iul 20. (∗) Pentru orice dou  funct

,
ii bijective f, g : Z → Z, funct

,
ia h : Z → Z,

h (x) = f (x) g (x) , x ∈ Z nu este bijectiv .
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