Functii

Reamintim definitia naiva a unei functii: Date doua multimi A si B, prin functie de la A la B
intelegem un procedeu prin care, fiecirui element x din A, ii asociem un unic element din B,
notat, de obicei, prin f(z).

Cu alte cuvinte, dat un element a € A, functia f produce un element b := f(a) din B, unic
determinat de a. Multimea A se va numi domeniul lui f, iar B se va numi codomeniul lui f.
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Apare acum o problema: notiunea de procedeu sau asociere nu este foarte precisd, dupa cum
se poate vedea din urmatoarele exemple:

Exemplul 1. Consideram urmaétoarea reguld de asociere:
Fiecdrui om 1ii asociem fratele sau.

Depinzand de domeniul si codomeniul ales, acest procedeu este sau nu este o functie:

e Daca domeniul ales este multimea tuturor oamenilor, procedeul nu este o functie:
nu toti oamenii au un frate.

e Daca restrictionam domeniul la multimea oamenilor care macar au un frate, tot nu
obtinem o functie: daca o persoand are mai multi frati, care din ei este asociat?

e Asadar, pentru o obtine o functie, trebuie sa restrictionAm domeniul la multimea
tuturor oamenilor care au exact un frate.

e Pe de alta parte, codomeniul trebuie sa contina toti barbatii care au frati. Orice
astfel de multime va corespunde unei functii (multimi diferite dau functii diferite).

Exemplul 2. Consideram urmatoarea "definitie":
m
f:Q—>Z,f<—> = m,unde m,n € Z,n # 0
n

Aceasta nu este o definitie validd a unei functii (vom spune ci functia f nu este bine
definita).
Intr-adevar, orice numar rational r se poate scrie in mai multe moduri sub forma unei

m
fractii r = —, unde m,n € Z (putem amplifica fractia prin diverse constante). Asadar

valoarea f(r) nu este unic determinata de r.
Pentru a obtine o functie bine definita, am putea proceda astfel. Orice numar r € Q se

poate scrie in mod unic sub forma r = — cum € Z,n € N* si (m,n) = 1. Asocierea
n
r+— m va fi atunci o functie (Justificati!).




Pentru a corecta aceasta ambiguitate a limbajului, vom defini notiunea de functie prin
intermediul graficului sau.

Definitia 3. Prin functie intelegem un triplet (A, B, f) unde A si B sunt multimi si f
este o submultime f a produsului cartezian A x B astfel incat, pentru orice z € A, exista
si este unic y € B astfel incat (z,y) € f:

(Vz € A)(3ly € B)(x,y) € f.

Multimea A se numeste domeniul lui f, iar B codomeniul lui f si vom spune ca f este o
functie de la A la B, notand aceasta prin f: A — B.

Din definitie rezulta ca o submultime f C A X B este functie daca:
e pentru orice x € A, exista un y € B astfel incat (x,y) € f;
e pentru orice x € A si orice y,y’ € B, din (x,y) € f si (z,y') € f rezulti y = ¢/'.

Pentru x € A, elementul y € B unic determinat de proprietatea (z,y) € Ax B se numeste
valoarea lui f in z si va fi notata y := f(z).
Astfel, din definitia functiei rezulta:

(\V/l'l € A)(\V/l’g € A)(ZL’l = $2) — f(l'l) = f(l‘g)

Observatia 4. Prin definitia data, o functie este determinatd de domeniu, codomeniu si o
multime de perechi, ce corespunde procedeului de asociere, din definitia naivia. Prin aceasta
am dat o definitie riguroasa a conceptului de functie.

Pe de altd parte, prin graficul (notat adesea prin Gy sau Grafy) unei functii f : A — B se
intelege multimea {(z, f(z)) | € A}, vazutd ca submultime a lui A x B (adicd multimea plus
scufundarea in A x B).

De exemplu, un operator liniar 7' : R? — R? este vizut ca o functie care ataseazi unui
vector v € R? un vector din Twv € R3, aceastd asociere respectand structurile liniare din
domeniu si codomeniu. De obicei, un astfel de operator este descris prin intermediul matricei
sale A € M3.2(R) in raport cu bazele canonice din domeniu si codomeniu.

Graficul sau este multimea {(v,Tv) | v € R?}, vizuta ca o submultime din R? x R? = R si
este de fapt un subspatiu liniar al lui R® (care este dimensiunea sa?).

Un alt exemplu relevant apare des in analizd. O functie f : [0,1] — R este interpretata ca
un triplet format din domeniu, codomeniu si multimea de perechi {(z, f(z)) | z € [0, 1]}, sau
echivalent regula de asociere x € [0,1] — f(z) € R.

Graficul sau, pe de alta parte, este multimea Gy = {(z, f(z)) | € [0,1]}, dar vazuta in
interiorul [0,1] x R C R% Cu alte cuvinte, G este o multime de puncte din planul R?.

Observatia 5. Atragem atentia ca domeniul si codomeniul unei functii fac parte din definitia
sa. De exemplu, o formuld de tipul f(z) = v/ + 6 nu defineste o functie, pentru ca nu am
precizat domeniul si codomeniul. O definitie corecta ar fi:

f:[0,00) = R, f(z) =+vVz+6,Vre[0,00)
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Dar si g : [—6,00) — [0,00),9(x) = Vz+6,Vz € [—6,00) este tot o functie cu aceeasi
expresie analitici. Insi, cele doud functii f si g sunt distincte deoarece nu au acelasi domeniu
si codomeniu.

In anumite contexte, este acceptatd definirea unei functii doar prin formula analitici. De
exemplu, in cazul functiilor de o variabila reald, adesea, se presupune cd domeniul este cel
maximal, iar codomeniul este R sau eventual imaginea functiei. De exemplu, pentru vz + 6,
domeniul maximal este [—6, c0) iar codomeniul este luat R sau [0, 00), depinzand de context.

Pentru claritate, insa, este indicat totusi ca domeniul si codomeniul si fie pre-
cizate explicit.

Din definitia functiei rezulta si:

Doud functii f: A — B si g: C — D sunt egale (notand f = g) daca si numai daca:
e f si g au acelasi domeniu si codomeniu: A =C'si B = D.

e cele doua relatii functionale coincid: pentru orice z € A = C, are loc f(x) = g(z).

Aceasta inseamna ci dacd pastram domeniul si extindem codomeniul unei functii, vom
obtine o alta functie (de exemplu, functiile f si g de mai sus).

Similar, doud functii f,g : A — B (cu acelasi domeniu si codomeniu) sunt egale daci si
numai daca valorile lor coincid in fiecare punct al domeniului. Daca relatia f(x) = g(x) are loc
doar pentru niste valori ale lui x din A si nu pentru toate, atunci functiile nu sunt egale.

Exemplul 6. Fie XY multimi si Z C X.

(i) O functie f : A — B se numeste constantd daci existd un element b € B astfel
incat f(x) = b, pentru orice z € A.

(ii) Functia identitate a lui A este idy = 1x : X — X, definita prin idy (z) = z,Vz €
X.

(iii) Functia de incluziune a lui Z in X este j : Z — X, definita prin j(z) = z,Vo € Z.

Va fi utila si urmatoarea:



Definitia 7. Fie X, Y multimi si Z C X.

(i) Prin restrictia unei functii f : X — Y la submultimea Z intelegem functia f|; :
Z —'Y, definita prin f|z(x) = f(z),Vx € Z.

(ii) Daca g : Z — Y este o functie, o extensie a lui g la X este o functie G : X — Y
astfel incat G|z = g.

Astfel, prin restrictie, permitem doar calculul valorilor lui f doar in punctele din Z, ignorand
alte valori (pentru x € X\ Z). De aceea, unele proprietiti suplimentare ale lui f se pot modifica.

Injectivitatea, de exemplu, nu se pastreaza prin restrictie, dupa cum se poate vedea con-
siderand f : R — R, f(z) = 2?,Vx € R. Aceastd functie nu este injectiva, dar restrictia sa
la [0,00) este injectiva. Pe de altd parte, continuitatea unei functii reale se piastreaza prin
restrictie.

Extensia unei functii implicd "marirea" domeniului si adaugarea unor valori noi pentru
functie. La fel, proprietatile nu se pastreaza. Mai mult decat atat, in general, vor exista mai
multe extensii. De exemplu, functiile

g:C—= R, gi(2) = |2]*,Vz € C.
g2:C =R, g1(2) = (Rez)},Vz € C.
sunt extensii ale functiei f de mai sus: pentru orice z € R, are loc g(2) = go(z) = 22, dar ele

sunt diferite ca functii pe C (prima reprezintd patratul distantei de la un punct la origine, iar
a doua patratul distantei pana la axa Ox).

Definitia 8. Fie f: X — Y o functie.

(i) Spunem ca f este injectiva dacd, pentru orice x,z" € X, are loc implicatia:

(ii) Spunem ca f este surjectivd dacd, pentru orice y € Y, existd x € X astfel incat

f(z)=y.

(iii) Spunem ci f este bijectivd daci este injectivd si surjectivd. Cu alte cuvinte, f este
bijectiva dacd, pentru orice y € Y, exista si este unic z € X astfel incat f(x) = y.

T — -

f este surjectivi f nu este surjectivi f este bijectivd
f nu este injectiva f este injectiva




Exemplul 9. Vrem sa demonstram urmatoarele afirmatii:

(i) f:R =R, f(z) = 22, Vr € R nu este injectivi, nici surjectivi.

(ii) g:[0,00) = R, g(z) = 2%, Vz € [0,00) este injectivi, dar nu este surjectiva.
(iii) »: R — [0,00), f(x) = 22, Vx € R nu este injectivd, dar este surjectivi.

(iv) j:[0,00) = [0,00), f(z) = %, Vz € [0,00) este bijectivi.

Definitia 10. Fie f: X — Y si g: Y — Z functii. Prin compunerea functiilor g si f
intelegem functia h : X — Z, data prin

h(x)=g(f(x)),Vr e X.

Vom nota h = g o f (ordinea este importanta).

Propozitia 11. (i) Compunerea functiilor este asociativa: pentru orice trei functii
f:X—=Y,g:Y—>Z h:Z— W areloc: ho(go f)=(hog)o f.

(ii) Functia identitate este element neutru la compunere. Mai precis, pentru orice
functie f: X — Y, are loc: foidy = f =idy of.

Analog se arata si a doua afirmatie.

Definitia 12. Spunem ca o functie f : X — Y este inversabila daca exista o functie
g:Y — X astfel incat fog=1idy si go f =idx.
Functia g (dacd existd) se numeste inversa lui f si se noteazd cu f~1.

Teorema 13. (i) Inversa unei functii, dacd existd, este unicd.

(ii) O functie este inversabild daca si numai daca este bijectivd.

Demonstratie. (i) Fie f : X — Y o functie si g, h: Y — X doud inverse. Atunci:
g=goidy =go(foh)=(go f)oh=idx =h

(ii) Sa presupunem mai intai ca f este inversabild, cu inversa g si s aritim ca este bijectiva.
Din definitia lui ¢ stim ca f(g(y)) = y, pentru orice y € Y si g(f(z)) = z, pentru orice x € X.
Pentru a ardta injectivitatea, consideram x,z’ € X astfel incat f(z) = f(z’). Avem atunci:

f@)=f@) = g(f(2) =9(f(2) = =2

deci f este injectiva.

Pe de altd parte, pentru orice y € Y, existd x = g(y) € X astfel incat f(z) = f(g(v)) = v,
ceea ce aratd ca f este bijectiva.

Invers, sa presupunem ca f este bijectiva. Din definitie, rezultd ca pentru orice y € Y,
existd si este unic x € X astfel incat y = f(x). Asocierea y € Y +— x € X este astfel o functie
g:Y — X.

Fie x € X. Din constructie, elementul y = f(x) are proprietatea g(y) = x, de unde rezulta



Cum =z a fost ales arbitrar in X, obtinem go f =idy.
Consideram acum y € Y. Elementul z = g(y) € X satisface f(z) =y, de unde gisim

Cum y a fost ales arbitrar in Y, am obtinut f o g =idy, ceea arata ca g este inversa lui f. =

\

Definitia 14. Fie f : A - B o functiesi X C Asi Y C B.
(i) Imaginea (directd) a lui X prin f este, prin definitie, multimea:
FX]=f(X)={yeB|IeXal f(@)=y}={f () |z€ X} C B
(ii) Imaginea lui f este, prin definitie multimea

Imf = f(X) = {f(z) | = € A}

(iii) Imaginea inversd (sau contraimaginea sau preimaginea) a lui Y prin f este, prin
definitie, multimea:

) ={z€eA|FyeYaiy=fa)}={rcA|f(x)eY}CA

J

Observatia 15. Cand Y = {b}, se foloseste, pentru simplitate, notatia f~' ({b}) = f~1(b).
Atragem atentia ca f~! (b) este o submultime a lui X, nu un element al lui X.

Observatia 16. Notatia f~! (pentru contraimagine si pentru functia inversi) nu ar trebui s
cauzeze confuzie.

Pentru o functie generald, despre care nu stim ci este bijectivd, notatia f~! este folosita
exclusiv pentru contraimagine.

Consideram f : A — B o functie bijectiva si B’ C B. Ar pirea acum cd avem doud multimi
notate la fel:

o M, = f~1(B’) - contraimaginea lui B’ prin f.
o M, = f~!(B’) - imaginea lui B’ prin functia f~!.

Nu exista riscul de confuzie pentru ca aceste multimi coincid. Intr-adevar, daca notam, pentru
claritate, g = f~!, avem:

reM, = f(r)eB = g(f(z)) €g9(B) = x€g(B) = z€ M
si, invers

reMy = (yebB) x=gly) = (Byeb) flx)=flg(y))
= (yeB) fla)=y = flx)eB = zeM



Exercitii

Exercitiul 1. Fie f: R = R, f (z) = 2*> + 4z — 5 si A = [—4,2], B = (-10, 20).
(i) Determinati f (A), f~*(B), f~'(A)NZ.
(i) Ardtati ca card f~! (y) = 2 pentru orice y € R cu exceptia unui singur yo € R.

(iii) Existd vreun interval I inchis astfel incat f(I) sa fie interval deschis? Dar
semideschis?

(iv) Dati exemple de intervale deschise I astfel incat f (I) sa fie interval deschis, respec-
tiv semiinchis.

(v) Este f injectivd? Dar surjectiva?

(vi) Este f

N+ injectiva? Dar surjectiva?

Exercitiul 2. Fie functia f : R — R, f (z) = xfil

(i) Aratati cd f nu este injectiva si nici surjectiva.
(ii) Care este imaginea functiei f?7
(iii) Gasiti un interval maximal I al lui R astfel incat f|; si fie injectiva.

(iv) Determinati £((0,1)), f~*(3) si /7' ((—3,0)).

Exercitiul 3. Fie f : R xR = R, f(z,y) =z +y.
(i) Este f injectivd? Dar injectiva?
(ii) Determinati f~*([0,3]) "N x N.

(iii) Fie D = {(x,y) e R? | 22 +y*> = 1} si a € R. Aritati cid f~! (a) N D are cel mult
doud puncte. Determinati a astfel incat f~! (a) N D s& aibd exact un punct.

Exercitiul 4. Fie f : [—67,6n] — [-1,1], f(z) = sinz. Dati exemple de inter-
vale deschise, semideschise, respectiv inchise I astfel incat f (I) sa fie interval deschis,
semideschis, respectiv inchis (daca existd) (toate cele noud posibilititi de grupare).

Exercitiul 5. Fie functia f : R\{—-1} = R, f(z) = ;35. Este f injectiva? Care este
imaginea functiei f7

z+1"

Ci={ze€C||z+1]=1},Co={z€C||z| =1,z # —1}.
(i) Determinati f (L), f (Cy), f(Cy).
(ii) Determinati f~' (L), f~'(Cy).

Exercitiul 6. (x) Fie f : C\{—-1} - C, f(2) = %. Fie L = {-1+ti|te€R*} si
1




Exercitiul 7. Fie £ un plan, d o dreapta din plan. Fie p : E — d proiectia ortogonala
pe d: pentru A € E, p (A) =piciorul perpendicularei din A pe d.

(i) Aratati cd p este surjectivd, dar nu este injectivi.
(ii) Fie A un triunghi. Atunci p (A) este un segment pe d.
iii) Descrieti p~! (A) unde A este un punct oarecare.

Lt p

(iv) Aratati caA pop =p.

Exercitiul 8. (x) Fie f : A — B o functie. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) [ este injectivi.
(ii) pentru orice multime C| si orice functii u,v : C' — A are loc implicatia
fou=fov = u=v
(spunem ca f este monomorfism de multimi).

(iii) f admite o inversd la stanga, adica existd r : B — A astfel incat r o f = id4 (un
astfel de r se numeste retractd a lui f).

Exercitiul 9. (x) Fie f : A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) f este surjectivi.

(ii) pentru orice multime C| si orice functii u,v : B — C areloc: uof =vof — u=v
(spunem ca f este epimorfism de multimi).

(iii) existd s: B — A astfel incat f o s =idp (numim s o sectiune a lui f).

Exercitiul 10. Fie f : A — B si g: B — C doua functii.

i) Daca f si g sunt injective (surjective, respectiv bijective) atunci g o f este injectiva
51 g y J g
(surjectivd, respectiv bijectivi).

ii) Daca g o este injectivd atunci este injectiva.
J ]
iii) Dacd go f este Surjectivé atunci g este surjectivé.
g g

(iv) Dati exemple de functii f si g astfel incat g o f sa fie injectiva, dar g si nu fie
injectiva.

(v) Dati exemple de functii f si g astfel incat g o f sa fie surjectivd, dar f si nu fie
surjectiva.




Exercitiul 11. Fie f : A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) f este injectivi.

(ii) Pentru orice X € P (A), [~ (f(X)) = X.

(iii) Pentru orice X, X' € P (A), avem f(X NX') = f(X) N f(X').

Exercitiul 12. Fie f : A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
(i) f este surjectivi.

(ii) Pentru orice Y C B, f(f~1(Y)) =Y.

(iii) Pentru orice X € P (A), avem f (X)° C f(X°).

Exercitiul 13. Fie f : A — B o functie. Notdm prin f, : P (A) — P (B) functia
XeP(A)m fo(X)=F(X)eP(B)
si prin f*: P (B) — P (A), functia
YePB)— f*Y)=f1()eP(A)
(i) Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) f este surjectiva;
(b) f. este surjectiva;
(c) f* este injectiva,
(d) fio f*=idp).
(ii) Urmaitoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) f este injectiva;
(b) f* este surjectiva;
(c) f. este injectiva,
(d) f*o fe =idpa).

Exercitiul 14. () Pentru m,n € R, fie functia f,,, : R — R, dat4 prin:

r—m ,r <0
fm’"(x>_{ nt+m ,x>0

Determinati valorile parametrilor m, n astfel incat f,,, este: (i) injectivd; (ii) surjectiva;
(iii) bijectivi.




Exercitiul 15. Fie A, B doud multimi.

(i) Aratati cd existd o multime C' impreund cu doud functii injective i : A — C' si
j: B — C astfel incat C =i (A)Uj(B)sii(A)Nj(B)=0.

(ii) Multimea C' are urmétoarea proprietate. Fie X o multimesi f: A — X, g: B — X
doud functii. Atunci exista si este unica o functie ¢ : C' — X astfel incat poi = f
sipoj=g.

Observatie. Multimea C' se numeste reuniunea disjunctd a multimilor A si B (sau
suma directd a lui A si B) si se noteaza cu AL B.

Exercitiul 16. Fie X o multime, A, B € P (X) si functia
F:P(X) = P(A)xP(B),f(C)=(ANC,BNC)

Demonstrati ca:

(i) f este injectiva dacd si numai dacd AU B = X.

(ii) f este surjectivd dacd si numai dacd AN B = ().

(iii) f este bijectiva daca si numai dacad B = X\ A. Descrieti, in acest caz, inversa .

Exercitiul 17. (x) Fie A si B doud multimi si ¢ : P (A x B) — F (A, P (B)), dati prin:
¢ (R) (a) ={b e B | aRb}
(imaginea lui a prin relatia R). Ardtati cd ¢ este bijectivd. (Am notat prin F (X,Y)

multimea functiilor de la X la Y'). Asadar putem "vedea" orice relatie de la A la B ca
fiind o functie de la A cu valori in P (B).

Exercitiul 18. (x) Pentru z € R, fie f(z) = x — k unde k € Z este singurul numir
verificd 2k — 1 <z < 2k + 1.

(i) Justificati ca f este intr-adevar o functie (adica valoarea f (x) este unic determinata
de x).

(i) Ardtati cd f este surjectivi.

(iii) Ardtati ca contraimaginea oricirui y € R este formati din exact doud puncte.

(Cu alte cuvinte, f ia toate valorile reale de exact doud ori).

Exercitiul 19. (x) Fie A o multime cu cel putin 3 elemente si S multimea bijectiilor
f:A— A Fie f € S astfel incat go f = f o g pentru orice g € S. Aratati ca f = idy
(Cu alte cuvinte, grupul permutarilor unei multimi cu > 3 elemente, are centrul trivial).

Exercitiul 20. (%) Pentru orice doua functii bijective f, g : Z — Z, functia h : Z — Z,
h(z)=f(x)g(x),z € Z nu este bijectivi.
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