Multimi. Operatii cu multimi

Axiomele teoriei multimilor

Notiuni primare: multime si relatia de apartenenta €.

e Aceste notiuni nu se definesc si se presupun intelese.
e Expresia "a € b” se citeste a apartine lui b, sau b 1l contine pe a.

e "a € b si”a = b’ sunt expresii atomice In limbajul matematic al teoriei multimilor.
Propozitiile si predicatele sunt formate din aceste expresii impreuna cu conectorii logici si
variabile legate prin cuantificatori.

Observatia 1. Toate obiectele care apar in expresii sunt multimi. Un element b al multimii a este
o multime care apartine lui a, adica b € a.

J

Vom trece in revistd o principalele axiome, ce ne vor permite sa definim conceptele principale cu care

vom lucra 1n continuare.

1. Axioma extensionalitatii: Doud multimi sunt egale daca si numai daca au aceleasi
elemente.

In limbaj formal, pentru orice doud multimi A si B, are loc echivalenta

A=B <+ [(Vz)(zr € A+ x € B)]

Este util sa introducem urmatoarea definitie:

Definitia 2. Spunem ca multimea A este inclusa in multimea B sau ca A este o submultime a lui
B daca orice element din A se afla si in B. Notam aceasta prin A C B.
In limbaj formal, A C B daca si numai daca (Vx) (v € A — x € B).

Observatia 3. Aceasta axioma furnizeaza principala strategie de a arata ca doua multimi sunt
egale, si anume, prin demonstrarea ”dublei incluziuni”: fiecare element din una dintre multimi se
afla in cealalta si vice-versa.

2. Axioma partilor: Pentru orice multime A exista multimea submultimilor lui A.

Formal, pentru orice multime A are loc: (3P) (x € P <>z C A)

3. Axioma reuniunii: Pentru orice multime F, exista o multime U ale carei elemente
sunt exact elementele elementelor lui F.

Formal, pentru orice multime F are loc: (3U)[(z € U) +» (3A) (x € AN A € F)]

Multimea U este unic determinata de F (vezi Exercitiului 1) si se noteaza prin UF sau UgcrA.

Atentie: Aceasta axioma garanteaza existenta reuniunii unei familii de multimi, dar incd nu stim ca

exista reuniunea a doud multimi (inc& nu stim ce inseamna doi, in contextul nostru).



4. Axioma-Schema a Substitutiei: Pentru fiecare relatie functionala F'(z,y) si orice
multime A, exista o multime B ale carei elemente sunt exact acele multimi y astfel
incat exista un x € A astfel incat F'(z,y) este adevarata.

In limbaj formal, axioma-schema devine: pentru orice relatie functionala F', are loc

(VA) 3B) (Vy) [y € B < (3z) (x € ANF (2,9))]

Cateva consecinte ale axiomelor

Schema de comprehensiune: Pentru fiecare predicat cu o singura variabila P (x) un fiecare
multime A, exista multimea B a acelor elemente x din A astfel incat P (z) sa fie adevarata.
Multimea B este, de obicei, notata prin

B={zecA|P(z)}

si se citeste prin "multimea acelor  din a cu proprietatea P.

Intersectia si diferenta a doua multimi: Fie A si B doua multimi. Intersectia ANB si diferenta
A\ B sunt, prin definitie, multimile date de

ANB:={x € A|x € B}
AB:={xcA|z ¢ B}

Multimea vida: Exista si este unica o multime fara nici un element. Aceasta se se noteaza de
obicei prin (), si se numeste multimea vidi. Ea este caracterizatd unic de proprietatea

(Vz) (z ¢ 0)

Teorema perechii: Pentru orice doua multimi x si y exista si este unica o multime p care are ca
elemente exact pe x si y.

Multimea p se numeste perechea neordonata formata din « si y. Dacd x # y, aceasta se noteaza
de obicei prin p = {z,y}. Daca x = y, multimea p se scrie {z} si are ca element doar pe x.

Definitia 4. Fie x sty doua multimi. Perechea ordonata formata din x siy este, prin definitie,
mulfimea (z,y) = {{z},{z,y}}

Justificarea pentru denumirea de pereche ordonata este data de urmatoarea proprietate:

(z,y)=(2',y) <= z=zsiy=1y.

Reuniunea a doua multimi: Pentru orice A si B exista si este unica multimea U data de
xelU < (x€ AVz € B)

Multimea U se noteaza prin AU B. Ea este de fapt U = U{A4, B}.

Produsul cartezian a doua multimi Fie A si B doua multimi. Prin produsul cartezian al lui
A si B intelegem multimea, notata prin A x B, a tuturor perechilor (z,y) cu z € A siy € B:

AxB={teP(P(AUB))|3x€ A,y € B ai. t=(z,y)}




Exercitii

Exercitiul 1. Din axiome rezulta existenta unor multimi cu diverse proprietati (multimea partilor,
reuniunea unei familii de multimi etc.). Aratati cd aceste multimi sunt unice.

Exercitiul 2. Demonstrati ca nu exista multimea tuturor multimilor.

Exercitiul 3. Demonstrati existenta si unicitatea multimii vide. Aratati ca aceasta este inclusa
in orice multime.

Exercitiul 4. Pentru ce multimi F are loc UF = ()?

Exercitiul 5. Fie A, B si C trei multimi. Aratati ca:

(a) AC A. (f) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) si
(b) daca A C B si BC C atunci A C C. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).
(c) daca A C Bsi B C A atunci A = B. (g8) AUA=ANA=A

(d) AUB=BUAsiANB=BnA.

(e) AU(BUC) = (AUB)UCsi AN(BNC) =
ANE)NC: () AUB=Asi AnD=0.

(h) AU(ANB)=AN(AUB) = A.

Exercitiul 6. Fie A, B si C trei multimi. Aratati ca:
(a) A\ (BUC)=(A\B)\C =A\Bn A\C. (d) (BNC)\A=Bn(C\A)=(B\A)nC.

(b) A\ (BN C) = (A\B) U (A\C). (e) (ANB)U(BNC)U(CNA)=(AUB)N
(€) (BUC)\A = (B\A) U (C\A). (BUC)N (CU A).

Exercitiul 7. Pentru doua multimi A si B, notam AAB = (A\B) U (B\A). Aratati ca, pentru
orice multimi A, B, C au loc:

(a) AAB = BAA. (d) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
(b) (AAB)AC = AA (BAQ).
(c) AAD = A si ANA =. (e) AUB = AABA (AN B).

Exercitiul 8. Date doua multimi A, B determinati multimea X astfel incat A\X U X\ A = B.

Exercitiul 9. Fie A, B, C trei multimi. Daca ANC = BNCsi AUC = BUC, aratati ca A = B.

Exercitiul 10. Fie A si B doua multimi. Aratati ca:
(a) P(AnB)=P(A)NP(B).
(b) P(AUB) D P(A)UP(B). Cand are loc egalitatea?




Exercitiul 11. Fie A, B doud multimi nevide. Atunci A x B = B x A daca si numai daca A = B.
Ce se intampld dacd A =0 (sau B = )?

Exercitiul 12. Fie X o multime nevida. Atunci {U xV |U,V € P(X)} C P (X x X). Cand are
loc egalitatea?

Exercitiul 13. Fie . Cand are loc intotdeauna UF C F? Dar F C UF?

Exercitiul 14. Determinati multimile A, B astfel incat:
(i) AuB=1{1,2,3,...,9}; (ii) B\A={4,5,6,7,8}
(iii) {3,9} N B = 0; (iv) AnB ={1}.

Exercitiul 15. Fie A, B,C, D multimi. Demonstrati ca:
(a) ( )
(b) ( )
(c) (AN B)
(d) ( )

ANB)x (CND)=(AxC)n(B x D).

X
AUB)xC=(AxC)U(BxC).
xC=(AxC)n(BxC(C).

AUB) x (CUD) 2D (AxC)U(B x D). Cand are loc egalitatea?

Exercitiul 16 (x). Fie multimile A, B, C astfel incat AUB =C, (AUC)NB=Csi(ANC)UB =
A. Aratatica A=B=C.

Exercitiul 17 (x). Fie A, B, C trei multimi fixate. Determinati multimea X astfel incat ANX = B
siAUX =C.

Exercitiul 18 (x). Fie A, B, C trei multimi fixate. Determinati multimea X astfel incat A\X = B
si X\A=C.

Exercitiul 19. Fie I = {1,2,3} si A; = {i,i+1,i+ 2,4 + 3}. Determinati (),c; Ai si U;c; Ai-

Exercitiul 20. Fie multimile

A={z€Z|IneZ,z=2n+1},
B={zxecZ|ImeZx=>5m+2}.

Aratatica ANB={z€Z |3l €Z,x =10l + 7}.

Exercitiul 21. Determinati intersectiile a doua cate doua din multimile:

(a) P={ne€Z|n este prim}. (d) B={n€Z|existd k € Z,n = k%}.
(b) E ={n€Z|n este par}.
(c) A={n € Z|existi k € Z,n = k*}. () S={necZ|exista k € Z,n =k —5}.




Exercitiul 22. Determinati intersectia si reuniunea tuturor multimilor B,,, unde:
(i) Bp={n—1,n,n+1},neN.

Fo

N
(i) By, n+1’

,n € N*

Exercitiul 23. Determinati multimile:

(i) A:{m€Z|EIn€Z,a:: gg;{}.

a?—a+1

ii) B = R|JaeR,x=
(ii) {reR|JaeRx o

}.

(ii) C={(z,y) eR?* |z +y =2,|z| - 2Jy| = —1}.

Exercitiul 24. Consideram multimea

7
A= {a € R |ecuatia <

= a are o solutie intreaga
3z —1

(a) Demonstrati ca A C Q.

(b) Determinati AN Z.

Exercitiul 25. Pentru m € R, notam
Am:{xER|x2+mx+1:0}U{1‘€R|$2+8$+4m2:0}

Demonstrati ca, pentru orice m € R, multimea A,, are cel mult doua elemente.

Exercitiul 26 (). Determinati perechile (A4, B) de multimi de numere naturale nenule astfel incat
e A si B au fiecare trei elemente.
e 6cAsil2€B.
e AN DB are un element.

e daca z,y € A si x # y atunci zy € B.

Exercitiul 27 (x). Pentru k € N*, notam I, = [—%, %] si Jy = (—%, %) Determinati (,cn- Ik,
ﬂkeN* ka UkeN* (Jk\Ik)v UkeN* Ik\ UkeN* Jk-

Exercitiul 28 (x). Fie n € N* si (4;),_; , o familie de n multimi. Considerdm multimile

B = A17BQ = AQ\Al, B3 = Ag\ (Al U Ag) ., B = An\ U?:_ll A;

Demonstrati ca:
n n
Usi=U4
i= i=1

1
si ca (B;) sunt disjuncte doua céate doua.

i=1,n




