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Prefata

Calculul stiintific se afla la intersectia dintre matematica, algoritmi si calculul efectiv pe
calculator. El porneste de la o intrebare simpla: cum transformam un model matematic intr-un
rezultat numeric in care putem avea incredere? Raspunsul nu consta doar in aplicarea unei
formule. Trebuie sa alegem o reprezentare adecvata a problemei, un algoritm suficient de eficient,
sa Intelegem erorile introduse de aritmetica n virgula mobila si s& putem decide daca rezultatul
calculat este relevant pentru problema initiala.

Acest curs este conceput ca o prima introducere in aceste idei. Algebra liniara numerica apare
In mare parte a cursului, deoarece numeroase probleme de calcul stiintific se reduc, exact sau
dupa discretizare, la operatii cu vectori gi matrice: rezolvarea sistemelor liniare, aproximarea
datelor, problema celor mai mici patrate, calculul valorilor i vectorilor proprii, optimizarea unor
functii patratice, aproximarea de rang mic prin descompunerea in valori singulare sau reducerea
dimensiunii datelor prin analiza componentelor principale.

Scopul cursului nu este memorarea unei colectii de algoritmi. Pentru fiecare metoda ne intereseaza
patru intrebari: de unde provine metoda?, de ce functioneazd?, cat costa? si cat de mult putem
avea incredere in rezultatul obtinut? Aceste intrebari vor insoti metodele prezentate pe parcursul
cursului.

De la formula la algoritm

In matematicd, doud formule echivalente descriu acelasi obiect. Pe calculator, dous
proceduri algebric echivalente pot avea costuri si comportamente numerice foarte diferite.
De exemplu, pentru sistemul Az = b, formula z = A~'b este corectd matematic, dar
calcularea explicita a inversei este In general o alegere numerica mai slaba decét rezolvarea
sistemului printr-o factorizare adecvati. In calculul stiintific conteazi, agadar, nu numai
formula, ci gi modul in care ea este transformata intr-un algoritm.

(
.

Manualul este destinat studentilor anului al Il-lea si presupune cunostinte de baza de algebra
liniara gi analiza. Expunerea combina demonstratia matematica cu interpretarea numerica,
exemple complet calculate, exercitii, sarcini de programare gi mini-proiecte.

Cum se citeste o sectiune

La prima lectura urmariti ideea metodei si rolul fiecarei ipoteze. La a doua lectura refaceti
demonstratiile si calculele. In final, implementati algoritmul si testati-1 pe exemple pentru
care cunoasteti raspunsul. O metoda numerica este inteleasa cu adevarat atunci cand
puteti explica de ce functioneaza, cand poate esua, ce eroare produce si cum verificati
rezultatul.

(
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Cum lucram la seminar si laborator

In acest manual, calculul manual si programarea nu sunt activititi separate. O implementare
este considerata Inteleasa numai daca studentul poate explica formulele din care provine, ordinea
operatiilor, ipotezele in care algoritmul functioneaza si un criteriu prin care rezultatul este
verificat.

Pentru fiecare algoritm nou se recomanda aceeasi succesiune. Mai Intai se executa cu pixul pe
hartie unul sau doua cazuri mici, fara a sari etape. Apoi se scrie pseudocodul si se identifica
dependentele dintre pasi. Numai dupa aceea se trece la MATLAB. Functiile MATLAB de
biblioteca sunt folosite in primul rand ca referinta pentru verificare; scopul laboratorului este
construirea algoritmului, nu inlocuirea lui printr-o singura comanda.

Ce inseamna “a explica un algoritm”?

Studentul trebuie sa poata raspunde la intrebari precum: de ce aceasta bucla incepe de la
indicele k 4 17 de ce este necesar pivotul nenul? ce marime scade de la o iteratie la alta?
de ce folosim QR si nu ecuatiile normale? ce se intAmpla daca o valoare singulara este
foarte mica? Un cod care produce un numar, dar ale carui etape nu pot fi justificate, nu

este Inca o solutie completa.
N J

Proiectele au nivel mediu si urmaresc integrarea notiunilor. Nu se cere construirea unui sistem
software complex. Se cere insa ca modelul, algoritmul, implementarea MATLAB, verificarea si
interpretarea rezultatului sa formeze un argument coerent.
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Bibliografie de baza si materiale didac-
tice consultate

Expunerea foloseste rezultate standard din calcul stiintific si algebra liniara numerica si a fost
calibrata didactic si prin consultarea unor suporturi moderne de curs. Principalele repere sunt:

o Lucian Maticiuc, Introducere in MATLAB, lasi, 2019, material disponibil online la https:
//www.math.uaic.ro/~maticiuc/didactic/MATLAB Course.pdf.

o A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri, Numerical Mathematics, Springer.

« W. Gander, M. J. Gander, F. Kwok, Scientific Computing — An Introduction Using Maple
and MATLAB, Springer.

o A. Beck, Introduction to Nonlinear Optimization — Theory, Algorithms, and Applications
with MATLAB, SIAM.

o L. Page, S. Brin, R. Motwani, T. Winograd, The PageRank Citation Ranking: Bringing
Order to the Web, Stanford Digital Library Technologies Project, 1998/1999.

¢ Y. Koren, R. Bell, C. Volinsky, “Matrix Factorization Techniques for Recommender
Systems”, Computer, 42(8), 30-37, 2009.

o J. Calder, Math 5467: Introduction to the Mathematics of Image and Data Analysis,
University of Minnesota, School of Mathematics, 2022.

o J. Gallier, J. Quaintance, Linear Algebra for Computer Vision, Robotics, and Machine
Learning, University of Pennsylvania, 2025.

o O. Celiker, MIT 6.057: Introduction to MATLAB, IAP 2019.
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Organizarea si evaluarea cursului

Evaluarea la aceasta disciplina este pe parcurs si este alcatuita din 2 componente de evaluare
continua. Evaluarea continua consta in

o 70% verificarea intelegerii rezolvarilor unor probleme la laborator, asematoare cu cele din
fisele propuse saptaménal. Aceasta verificare se va face cerand la laborator ca studentii
sa rezolve individual in 20 minute o sarcina de laborator. Aceste activitati au caracter
continuu si vor fi notati, desigur, doar studentii care le vor indeplini. Nu se repeta, fiind
considerate activitati curente de laborator. Nu se repeta pe parcursul semestrului sau in
sesiunea de restante!

o 30% verificarea cunostintelor teoretice printr-un test scurt de 20 minute in ultima sap-
tamana, la inceputul ultimului curs. Se poate repeta n sesiunea de restante.

Ce se evalueaza

o Accentul nu este pus numai pe obtinerea unui rezultat numeric. Studentul trebuie
sa poata justifica alegerea metodei, sa explice ipotezele teoretice, sa estimeze costul
si eroarea gi sa interpreteze rezultatul unui experiment numeric.

o Nu se puncteaza prezenta, insa absentarea de la orele de laborator vor conduce la
imposibilitatea indeplinirii sarcinilor de lucru, neindeplinirea lor notandu-se cu nota
1/10.

o Prezenta la curs nu este obligatorie, insa multe explicatii teoretice si de Indeplinire
a sarcinilor de laborator vor fi date doar la curs si vor fi foarte utile, evaluarea
insistand pe aceste aspecte comunicate doar in sala de curs.
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Notatii

Unele litere sunt folosite cu sensuri diferite in capitole diferite. Pentru a evita confuziile,
conventiile principale sunt reunite mai jos.

Simbol Sens Capitol

P matrice de permutare metode directe / pivotare
P matrice de splitting sau preconditionare metode iterative

Py, proiector ortogonal pe subspatiul L PCA

P matrice stocastica de tranzitie PageRank

U factor superior triunghiular in LU metode directe

U matricea vectorilor singulari stangi SVD

r=0b— Ax reziduul pentru sisteme liniare conventie folosita in manual

Sensul unui simbol este precizat din nou acolo unde poate aparea o confuzie.
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Capitolul 1

Introducere in calcul stiintific

1.1 Ce este calculul stiintific?

Calculul stiintific studiaza transformarea unui model matematic intr-un calcul efectiv, controlabil
si reproductibil. Intr-o problema reald nu este suficient si stim ci o solutie exista sau ci poate
fi scrisa formal printr-o formula. Trebuie sa construim un algoritm, sa estimam costul lui, sa
Intelegem efectul erorilor de rotunjire si al perturbatiilor din date si, In final, sa putem verifica
daca rezultatul calculat este relevant pentru problema initiala.

Un exemplu elementar este sistemul liniar Az = b. Formula x = A~!b este corecta atunci cand
A este inversabild, dar nu descrie metoda numericd pe care ar trebui si o folosim. In practica,
alegerea depinde de structura: un sistem algebric avand o matrice triunghiulara se rezolva prin
substitutie, un sistem algebric avand o matrice generala prin eliminare Gauss si factorizare LU
cu pivotare, un sistem algebric avind o matrice simetricd pozitiv definita (adica A = AT si
27 Az > 0 pentru orice x # 0) prin Cholesky, iar o problems foarte mare cu o matrice rara —
adica avand majoritatea elementelor nule — poate favoriza o metoda iterativa. Aceeasi problema
matematica poate conduce astfel la algoritmi foarte diferiti.

Trei niveluri care nu trebuie confundate

In calculul stiintific avem permanent problema matematicd, algoritmul si implementarea.

Problema poate fi bine sau prost conditionata; algoritmul poate fi stabil sau instabil;
implementarea poate fi corecta sau poate contine erori. Un rezultat numeric bun cere
intelegerea tuturor celor trei niveluri mentionate.

1.2 De ce apar vectorii si matricile in aplicatii?

De exemplu, dupa discretizarea unei ecuatii diferentiale, valorile necunoscute ale unei temperaturi,
deplasari sau presiuni devin componentele unui vector, iar relatiile dintre ele sunt descrise de o
matrice. In ajustarea datelor experimentale, liniile unei matrice contin evaluirile unui model in
punctele misurate. In procesarea imaginilor, o imagine in tonuri de gri este chiar o matrice
de intensitati, iar o imagine color poate fi privita ca un ansamblu de trei astfel de matrici. In
probleme de retea, matricile descriu conexiunile dintre noduri. In sisteme de recomandare,
matricile pot codifica interactiunile dintre utilizatori si obiecte.

Pentru a vedea mai concret cum apar aceste matrice, sa consideram cateva situatii simple. Daca
discretizam problema de ordinul Tntai
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pe o retea uniforma x; = ih, atunci aproximatia cu diferenta inainte

Ui — Uj—1 .
_— i)y = 1, Loy n,
U ge), z
conduce, pentru necunoscutele uy, ..., u,, la sistemul
10 0\ /uy 9(z1)
-1 1 Uz _ 9(3‘52)
0 - —1 1) \un 9(xn)

Astfel, matricea apare direct din relatiile dintre valorile vecine ale solutiei pe retea.

In ajustarea unei drepte y ~ a-+bt la datele (¢;, y;), fiecare observatie furnizeaza relatia a-+bt; ~ y;.
Reunind toate relatiile obtinem

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.1: Date experimentale gi o dreapta de ajustare. Fiecare observatie contribuie cu o
relatie liniara aproximativa pentru parametrii dreptei.

Intr-o retea cu n noduri, o descriere elementara este matricea de adiacenta A = (a;;), unde
a;; = 1 daca nodurile 7 §i j sunt conectate si a;; = 0 In caz contrar. Astfel, chiar structura
conexiunilor este codificata intr-o matrice.

Aceste exemple au o caracteristica comuna: dimensiunea problemei poate fi mare, datele pot
contine zgomot, iar structura matricei este adesea la fel de importanta ca valorile numerice ale
elementelor sale. De aceea, cursul nu trateaza algebra liniara doar ca pe un set de identitati, ci
ca pe un limbaj pentru construirea si analiza algoritmilor.
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Un exemplu practic important: o imagine ca matrice

O imagine in tonuri de gri cu m X n pixeli poate fi reprezentata printr-o matrice A € R™*".
Elementul a;; descrie intensitatea pixelului din pozitia (¢, 7): valori mici corespund unor tonuri
mai Inchise, iar valori mari unor tonuri mai deschise. Daca aceasta matrice admite o aproximare
buna de rang mic, ea poate fi descrisa cu mult mai putine date. Mai tarziu vom demonstra ca
descompunerea in valori singulare furnizeaza, intr-un sens precis, cea mai buna aproximatie
de rang fix. Pentru moment este suficient sa observam ordinul de marime: o imagine 4000 X
3000 contine 12000000 de valori, in timp ce o reprezentare de rang 50 necesita aproximativ
50(4000 + 3000 + 1) valori, adica aproximativ 350 000.

Matrice de intensitati
(nuanta de gri in noduri)

90000000000
- 0000000000
CQQQQQQOQQ

Imagine in tonuri de gri

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 7 8 9 10

Figura 1.2: O imagine alb-negru si o reprezentare matriciala grosiera. Fiecarui nod din grila ii
corespunde o nuanta de gri, deci o valoare a matricei de intensitati.

Acest exemplu arata de ce notiuni aparent abstracte precum rangul, ortogonalitatea si valorile
singulare au consecinte practice directe. In capitolele finale vom reveni la imagini i vom construi
efectiv algoritmi MATLAB de compresie.

Alte aplicatii care vor reaparea in curs

Problema celor mai mici patrate apare in calibrare, ajustarea unor modele la date si identificarea
parametrilor. Regularizarea permite stabilizarea problemelor sensibile la zgomot. Metodele de
gradient gi Gauss—Newton apar in optimizare gi ajustari neliniare. Matricile rare gi metodele
iterative apar in discretizari ale ecuatiilor diferentiale gi in probleme de retea de dimensiuni
foarte mari.

Spre sfargitul manualului vom reveni la mai multe dintre aceste notiuni prin algoritmul PageRank
pentru analiza retelelor. El va fi introdus numai dupa ce vom avea la dispozitie normele induse,
raza spectrald, metodele iterative, analiza convergentei si reprezentarea rard a matricelor. In acel
moment vom putea nu doar sa scriem o iteratie, ci sa demonstram de ce converge, sa explicam
de ce este eficientd si s& o implementam corect in MATLAB. In aceeasi parte finald vom discuta
si un model simplificat de recomandare bazat pe factorizari de rang mic si pe problema celor
mai mici patrate.
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1.3 Problema model: sistemul liniar

Unul dintre ideile centrale ale cursului este sistemul Az = b, unde A € R™*" x € R" gi b € R™.
In cazul patratic, m = n, iar daci A este inversabild, solutia este unicd. Din punct de vedere
teoretic putem scrie z = A~'b sau putem invoca regula lui Cramer. Din punct de vedere numeric,
Intrebarea relevanta este insa cum obtinem z cu un cost rezonabil gi cu o eroare controlata.

Regula lui Cramer ilustreaza bine diferenta dintre formula si algoritm. Calcularea determinantilor
prin dezvoltare Laplace are un cost care creste factorial cu dimensiunea. Eliminarea Gauss si
factorizarea LU au, pentru matrice dense, cost de ordin n® si permit apoi rezolvarea eficienta
pentru mai multi termeni liberi. Pentru matrici rare sau structurate costul poate fi redus
substantial.

Direct sau iterativ?

Metodele directe, precum LU, Cholesky si QR, produc in aritmetica exacta rezultatul
dup# un numar finit de pasi. Metodele iterative construiesc o succesiune (@, =M . care
trebuie sa tinda la solutie si sunt potrivite pentru multe probleme foarte mari si rare.
Alegerea nu se face numai dupa dimensiunea matricei: conteaza simetria, pozitiva definire,
raritatea, conditionarea si numarul de sisteme care trebuie rezolvate cu aceeasi matrice.

1.4 FErori, stabilitate si conditionare

Calculatorul nu efectueaza operatii cu numere reale exacte. Numerele sunt reprezentate cu
precizie finitd, iar fiecare operatie poate introduce o eroare de rotunjire. In plus, datele unei
probleme provin adesea din masuratori si au propriile erori. Din acest motiv vom distinge doua
intrebari.

Prima este o proprietate a problemei: cdt de mult se modifica solutia dacd datele se modifica
putin? Aceasta este problema conditionarii. A doua este o proprietate a algoritmului: cdt de mult
amplifica procedura numerica erorile inevitabile ale calculului? Aceasta este problema stabilitatii.
Un algoritm foarte bun nu poate transforma o problema extrem de prost conditionata intr-una
insensibila, dar un algoritm instabil poate degrada inutil chiar si o problema bine conditionata.

1.5 Cum este organizat cursul?

Ordinea capitolelor urméareste dependenta logicd dintre notiuni. Incepem cu recapitularea
matricelor simetrice, a valorilor proprii gi a pozitivei definiri. Continuam cu metode directe
pentru sisteme liniare: substitutie, eliminare Gauss, pivotare, factorizarile LU, LDL" si Cholesky,
precum si matricile cu structura de banda. Abia apoi introducem normele, raza spectralé,
conditionarea si analiza erorilor.

Pe aceasta baza studiem metodele iterative Jacobi, Gauss—Seidel, JOR si SOR si demonstram
criterii de convergenta. Urmeaza sistemele dreptunghiulare, problema celor mai mici patrate,
regularizarea si factorizarea (QR. Problemele liniare sunt apoi reinterpretate ca probleme
de optimizare, ceea ce conduce la metode de descrestere, metoda gradientului si metoda
Gauss—Newton. Ultimele capitole dezvolta descompunerea in valori singulare, pseudoinversa si
aproximatiile de rang mic, cu aplicatii in compresia imaginilor. Pe aceasta baza introducem
analiza componentelor principale (PCA), unde aceleagi instrumente spectrale sunt folosite pentru
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reducerea dimensiunii, aproximarea datelor prin subspatii afine si analiza variatiei. Numai dupa
parcurgerea acestor instrumente revenim la aplicatii integratoare de tipul analizei retelelor si al
recomandarii.

Ce trebuie sa poata face studentul

La finalul cursului, studentul trebuie sa poata trece in ambele directii Intre matematica si
algoritm: sa deduca pagii unei metode din relatiile matematice, dar si sa explice matematic
un algoritm scris in MATLAB. La problemele mici, pasii trebuie sa poata fi executati cu
pixul pe héartie; la problemele mai mari, implementarea trebuie insotita de criterii de oprire,
verificari prin reziduu, estimari de eroare si o discutie privind costul si stabilitatea.

-

A\

Intrebiri de inceput

1. De ce formula 2 = A~'b nu specificd incd un algoritm numeric?

2. Dati un exemplu in care structura matricei ar trebui sa schimbe succesiunea de
calcule folosita pentru rezolvarea sistemului.

3. De ce trebuie sa distingem intre problema matematica, algoritm si implementare?

4. De ce o matrice rara nu ar trebui, in general, stocata ca gi cum toate elementele sale
ar fi nenule?

5. Ce informatii despre date, dimensiune si structura ar trebui notate inainte de a
incepe implementarea MATLAB?

-
-

Sarcini de aprofundare si orientare

Probleme de inceput: model, date si calcul

1. Alegeti una dintre aplicatiile discutate in capitol (procesare de imagini, recoman-
dari, analiza retelelor, ajustarea datelor). Identificati separat: datele de intrare,
necunoscutele, rezultatul urmarit si etapa in care apare calculul numeric.

2. Pentru un sistem liniar simplu Ax = b, explicati diferenta dintre a scrie o formula
matematica pentru solutie si a descrie o succesiune efectivi de operatii care o
calculeaza.

3. Dati cate un exemplu de matrice diagonala, triunghiulara, simetrica si rara. Pentru
fiecare, indicati ce informatie structurald este vizibila inainte de efectuarea calculelor.

4. Comparati stocarea unei matrice 1000 x 1000 dense cu stocarea unei matrice de
aceeagi dimensiune avand numai trei diagonale nenule. Numarati elementele care
trebuie memorate in fiecare caz.

5. Construiti un exemplu in care aceeagi problema poate fi formulata cu 10, 100 si
1000 de necunoscute. Discutati ce se schimba in volumul de calcul si ce raméane
neschimbat Tn model.

6. Formulati, iIn maximum cinci randuri, diferenta dintre model matematic, date,
algoritm si implementare.

-
A\

Laborator de orientare: aceeasi structura la dimensiuni diferite

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intdi pe hértie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutinda MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Observati rolul structurii si al dimensiunii inainte de introducerea instrumente-
lor de analiza a erorilor.

1.

Construiti in MATLAB matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele
vecine, pentru n = 10, 100, 1000.

Stocati matricea atat dens, cat si cu sparse gi comparati memoria raportata de
whos.

Reprezentati structura cu spy(A) si explicati ce informatie ofera imaginea.

Alegeti vectorul x, = 1, formati b = Ax, si folositi A\b pentru a obtine un vector
calculat .

Comparati direct componentele lui Z cu cele ale lui x, si raportati cea mai mare
diferenta absoluta dintre componente, fara a introduce inca notiuni de norma sau
conditionare.

Masurati timpul pentru forma densa si forma rara si explicati diferentele observate.
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Test de capitol

Test — Introducere in calcul stiintific

1. Analiza si justificare. Pentru fiecare dintre situatiile urmatoare precizati daca
afirmatia se refera in primul rand la problema matematica, la algoritm sau la implementare
si justificati raspunsul:

a) o mica modificare a datelor produce o modificare mare a solutiei;

b) doud programe care implementeaza aceeagi metoda furnizeaza rezultate diferite
deoarece unul contine o eroare de indexare;

c) pentru aceeasi problemd, o metoda exploateaza faptul ca matricea este triunghiulara,
iar alta trateaza matricea ca fiind generala.

2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.

a) Pentru un sistem Az = b, formula z = A~'b este:
A) intotdeauna un algoritm numeric complet;
B) o formula matematicd ce nu precizeaza in sine succesiunea efectiva de calcule;
C) o formula care exploateaza automat faptul ca A poate fi rara sau structurata;
D) aplicabild si daca A nu este inversabila.

b) O implementare numerica serioasa trebuie sa tind seama de:
A) structura datelor;
B

)
C) verificarea rezultatului;
)

D

dimensiunea problemei;

numai numarul de linii ale programului.




Capitolul 2

Recapitulare: matrice, valori proprii si
pozitiva definire

Matrice simetrice pozitiv definite

Pozitiva definire a unei matrice

o Spunem ca matricea A € R™ " este simetrica daca A = AT,

e Spunem ca matricea simetrica A € R™" este pozitiv semidefinita, notam A > 0,
daca (Az,z) > 0 pentru orice z € R", unde (-, -) reprezinta produsul scalar standard
din R".

e Spunem ca matricea simetrica A € R™*" este pozitiv definita, notam A > 0, daca
(Az,z) > 0 pentru orice x € R™, x # 0.

. J

Valori proprii si vectori proprii

Fie A € R™™. Un vector nenul v € C™ se numeste vector propriu pentru A daca exista A € C
astfel incat

Av = \v.

Scalarul A se numeste valoarea proprie corespunzatoare vectorului propriu v. In general, o
matrice reala poate avea valori proprii complexe. Pentru o matrice simetrica reala, toate valorile
proprii sunt insa reale.

Teorema 2.0.1. Daca A € R™" este simetrica si Av = \v pentru un vector v € C*\ {0},
atunci A € R.

Demonstratie. Pe C™ folosim produsul scalar hermitian standard
n
(z,w)en = 2w =" Zw;,
j=1

unde 2% = z7 noteaza transpusa conjugati (sau adjuncta hermitiand) a vectorului z. Mai

: o . —T s . o .
general, pentru o matrice complexa M, notatia MY = M~ reprezinta transpusa conjugata a lui
M. Deoarece A este reala si simetrica, avem AY = A.

Din Av = \v rezulta
v Av = 2ofl.
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Scalarul v Av este real: intr-adevir,
vHAv = o Ay = o Av.

H

Cum vv = ||v||3 > 0, obtinem

5= v Av

e R.

vy

]

Teorema 2.0.2 (Teorema spectrald pentru matrice reale simetrice). Fie A € R™*" simetrica.
Atunci exista o matrice ortogonala Q@ € R™ ™ gi o matrice diagonald reala A = diag(A1, ..., \,)
astfel incat

A=0QAQT.

Echivalent, R™ admite o baza ortonormala formata din vectori proprii ai lui A.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupa n. Pentru n = 1 afirmatia este evidenta.
Presupunem rezultatul adevarat in dimensiunea n — 1. Polinomul caracteristic al lui A are
o radacina in C, deci A are un vector propriu complex v # 0. Teorema precedenta arata ca
valoarea proprie corespunzatoare A\ este reala. Scriind v = x + iy, cu x,y € R", din Av = \v
obtinem Ax = Az si Ay = Ay; cel putin unul dintre z,y este nenul. Exista deci un vector
propriu real unitar ¢;.

Consideram subspatiul ortogonal ¢i-. Acesta este invariant la actiunea lui A: dacd z L g,

atunci, folosind simetria,
gt Az = (Aq) " 2= )Tz =0,

deci Az € gi. Restrictia lui A la ¢i este din nou simetricid. Prin ipoteza de inductie exista

o baza ortonormald ¢y, ..., q, a lui ¢ formatd din vectori proprii ai restrictiei, deci si ai lui
A. Matricea Q = (q1] -+ - |qn) este ortogonala, iar QT AQ este diagonald cu valorile proprii pe
diagonala. Rezulta A = QAQT. m

Valorile proprii ale unei matrice simetrice A € R™*" vor fi notate cu

Cea mai mare valoare proprie va fi notata cu Apax(A) = A\(A) gi cea mai mica valoare proprie
va fi notata cu Apin(A4) = A\ (A).

Teorema 2.0.3 (Pozitiva definire si valorile proprii). Fie A € R™*" simetrica. Atunci A este
pozitiv semidefinita dacd si numai daca toate valorile sale proprii sunt nenegative, iar A este
pozitiv definita daca si numai daca toate valorile sale proprii sunt strict pozitive.

Demonstratie. Prin teorema spectrala, A = QAQT, cu Q ortogonala si A = diag(Aq, ..., \,).
Pentru z € R” punem y = Q7. Deoarece @ este ortogonals, x # 0 daca si numai daca y # 0,
iar

n

2T Az =y Ay = Z )\iyf.

i=1
Daca toate A\; > 0, suma este nenegativa pentru orice x, deci A este pozitiv semidefinita; daca
toate A; > 0, suma este strict pozitiva pentru orice x # 0, deci A este pozitiv definita. Reciproc,
alegdnd o = ¢;, coloana a i-a a lui Q, obtinem 7 Az = \;. Prin urmare pozitiva semidefinire
implica A\; > 0, iar pozitiva definire implica \; > 0 pentru orice 1. ]
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Teorema 2.0.4 (Criteriul lui Sylvester). Fie A € R™*" simetrica si notati Ay = A(1: k,1: k).
Atunci A este pozitiv definita daca st numai dacd

det A, > 0, k=1,...,n.

Demonstratie. Daca A este pozitiv definita, atunci fiecare submatrice principala A; este pozitiv
definita: pentru z € R¥\ {0} completdim z cu zerouri pand la un vector z € R" si avem
2T Apz = 27 Az > 0. Valorile proprii ale lui A, sunt deci pozitive, iar det A, produsul lor, este
pozitiv.

Pentru reciproca folosim inductia dupa n. Cazul n = 1 este imediat. Presupunem ca toti
minorii principali conducatori ai lui A sunt pozitivi. Atunci, pentru blocul B = A,_;, toti
minorii principali conducatori sunt pozitivi; prin ipoteza de inductie, B este pozitiv definita si,
in particular, inversabila. Scriem

Cantitatea
s=a—c B¢

se numegte complementul Schur al blocului B in A. Pentru a vedea de unde apare, efectuam o

eliminare pe blocuri:
I 0O\ (B ¢\ (B c
—'B7t 1)\ a) \O s/

Matricea din stdnga cu care am Inmultit are determinantul 1, iar matricea din dreapta este
triunghiulara pe blocuri. Prin urmare,

det A =det Bs =det B (a — CTBflc).
Din ipoteza, det A > 0 si det B > 0, deci

s=a—c'Bl¢>0.

Rémane si aritam cd aceastd informatie implicd pozitiva definire a lui A. Pentruz = (y,¢)” € R®
avem
2T Az = y" By + 2t Ty + at®.

Completand patratul si folosind simetria lui B, obtinem

(y+tB'e)'B(y +tB 'c)+st? =y " By + 2ty +t°c"B'e
+ #? (a — cTBflc)

=27 Ax.

Deoarece B este pozitiv definita, primul termen este nenegativ, iar s > 0. Daca t # 0, termenul
st? este strict pozitiv. Daca t = 0 si o # 0, atunci y # 0, iar y* By > 0. Asadar

zT Az > 0 pentru orice x # 0,

deci A este pozitiv definita. ]

O matrice A € R™*" se numegte diagonal dominanta pe linii daca

n
lag| > Y lay|, pentru i=1,--- n. (2.1)
=1
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O matrice A € R™" se numeste diagonal dominanta pe coloane daca

n
|aii| 2 Z |aji‘7 pentru 1= 17 e, N, (22)
jol g

Daca inegalitatile sunt stricte, spunem ca A este strict diagonal dominanta (pe linii, respectiv,

pe coloane).

Teorema 2.0.5. O matrice simetrica strict diagonal dominanta cu elemente strict pozitive pe
diagonald este pozitiv definitd.

Demonstratie. Fie A = (a;;) simetrica, cu ai; > Y-, |a;;| pentru fiecare 7. Pentru 2 € R avem,
prin simetrie,

n
T 2
vt Ax = E a;x; + 2 E ;T

i=1 1<i<j<n

Folosind 2|z;x;| < 27 4 27, obtinem
2aijw57; 2 —2aglwis| > —ay|(2F + 27).

Prin Insumare,

et Ar > (an‘ -y ]aij\) 2.

i=1 i
Fiecare coeficient dintre paranteze este strict pozitiv. Pentru x # 0 exista cel putin un x; # 0,
deci partea dreapta este strict pozitiva. Prin urmare A este pozitiv definita. O

Reciproca nu este valabila. De exemplu,

)

este simetrica si pozitiv definita, deoarece minorii principali conducatori sunt 1 > 0 gi det A =
1 > 0, dar prima linie nu este diagonal dominanta: |a;;| = 1 < 2 = |ajs|. Asadar, diagonal-
dominanta stricta cu diagonala pozitiva este o conditie suficienta, nu necesara, pentru pozitiva
definire.

Extensie didactica: interpretarea spectrala a matricelor

Pentru metodele numerice, valorile proprii nu sunt doar obiecte algebrice. Ele descriu directii in
care actiunea unei matrice are o forma simpla si vor reaparea in capitolele urmatoare in analiza
mai multor algoritmi.

Matrice simetrica pozitiv definita

Pentru o matrice simetrici A, conditia 27 Az > 0 pentru orice  # 0 inseamni ci
forma patratica asociata are curbura pozitiva in orice directie. Prin teorema spectrala,
A =QAQT, unde Q este ortogonald si A = diag(\y, ..., \,). Dacd scriem y = QTz, atunci
2T Az = 3, \iy2. De aici se vede imediat echivalenta dintre pozitiva definire si conditia
A; > 0 pentru toate valorile proprii.
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Raportul Rayleigh Ra(z) = IZ;;Z, definit pentru x # 0, verificd Apin(A) < Ra(z) < Apax(A)
pentru orice matrice simetrica. El permite astfel sa legam proprietatile geometrice ale formei
patratice de spectrul matricei. In cazul unei functii patratice f(z) = %mTAw — bz, aceste doua
valori proprii extreme vor determina cat de alungite sunt curbele de nivel si, ulterior, cat de

repede converge metoda gradientului.

Exemplu ghidat

2 1
1 2
valorile proprii 3, respectiv 1. Pentru z = aq; + B¢2 avem z7 Az = 3a2 + 2. Pozitivitatea este
transparentd in aceste coordonate. In plus, raportul dintre cea mai mare si cea mai mica valoare
proprie este 3; pentru moment il interpretam numai ca pe o masura geometrica a diferentei
dintre cele doua axe ale elipsei.

Fie A = ( ) Vectorii ¢; = (1,1)7/v/2 si ¢o = (1,—1)T/+/2 sunt vectori proprii pentru

De ce conteaza ortogonalitatea?

Transformarile ortogonale pastreaza produsul scalar si lungimile euclidiene. Aceasta proprietate
geometrica va fi exploatata ulterior de factorizari numerice bazate pe transformari ortogonale;
aici ne limitam la interpretarea ei algebrica si geometrica.

Laborator: spectru si forma patratica

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Alegeti o matrice simetrica 2 x 2 pozitiv definita. Calculati valorile proprii cu eig, apoi
reprezentati curbele de nivel ale lui f(z) = %xTAx. Rotiti sistemul de coordonate cu
matricea vectorilor proprii si verificati ca in noile coordonate curbele de nivel sunt elipse
cu axele aliniate cu axele coordonatelor. Modificati raportul Apax/Amin $i Observati cum
se alungesc elipsele.

-~
A\

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Demonstrati ca o matrice simetrica A este pozitiv definita daca si numai daca toate

valorile sale proprii sunt strict pozitive.
4 -1 . . . . . o o

2. Pentru A = 1 ) verificati pozitiva definire prin doua metode: criteriul
minorilor principali si calculul valorilor proprii.

3. Aritati ci, pentru A = AT, maximul raportului Rayleigh este Ayax(A) si minimul
este Amin(A4).

4. Construiti o matrice nesimetrica ale carei valori proprii sunt pozitive, dar pentru
care 27 Az nu este pozitiv pentru orice x # 0. Explicati de ce ipoteza de simetrie
este necesara 1n afirmatia anterioara.

Ve
A\
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Mini-proiect: un model elementar cu arcuri

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Consideram n puncte materiale care se pot deplasa numai pe o dreapta, cu deplasari
x1, ..., Ty,, legate succesiv prin arcuri identice. Pentru un arc, presupunem legea liniara
F = —ké: forta este opusa alungirii ¢ si proportionala cu ea. Capetele lantului sunt fixate.
Scrierea echilibrului fortelor pentru fiecare punct conduce la un sistem Kz = f. In acest
context, numim matrice de rigiditate matricea K ce leaga deplasarile de fortele elastice.
Dupa impartirea prin k, ea este tridiagonala, cu 2 pe diagonala gi —1 pe diagonalele
vecine. Deduceti aceasta matrice din ecuatiile de echilibru, apoi studiati numeric valorile
proprii pentru mai multe valori ale lui n si verificati pozitiva definire. Interpretarea fizica
a vectorilor proprii este optionala; din punct de vedere matematic, urmariti forma lor si
variatia valorilor proprii.

-
.

Rezolvare orientativa

Pozitiva definire prin doua metode

_41 _11>, criteriul minorilor principali da Ay =4 >0si Ay =4—-1=3> 0,

deci A este SPD. Valorile proprii sunt radicinile lui A2 —5\+3 = 0, adici A\ 2 = (54+/13)/2,
ambele pozitive. Cele doua verificari exprima aceeagi proprietate, dar din perspective diferite.
Pentru x = (21, 22)7, forma pétratica este 412 — 2z,x5 + z2. Completand patratul, obtinem
323+ (29— x1)? > 0 pentru x # 0, o0 a treia demonstratie. In aplicatii, alegerea demonstratiei

depinde de informatia disponibila: structura explicita, spectru sau factorizare.
- J

Situatie practica: energie elastica discreta

In modelul elementar cu arcuri descris mai sus, ; reprezinta deplasirile punctelor, iar f;
fortele exterioare. Matricea K care apare in relatia de echilibru Kz = f a fost numita
matrice de rigiditate. Pentru trei deplasari interioare si arcuri identice (dupa o scalare cu
constanta arcului), energia poate avea forma E(x) = %xTK r— fTx, unde K este tridiagonala
cu 2 pe diagonald si —1 pe vecini. Termenul 27 K se poate rescrie ca suma de patrate ale
diferentelor dintre deplasari si ale deplasarilor fata de capetele fixate. De aici se vede direct
ca K este SPD. Conditia de stationaritate a acestei functii patratice conduce la Kz = f.
Deoarece K este pozitiv definita, sistemul are solutie unica. Cholesky si, ulterior, metoda
gradientului vor exploata exact aceasta structura.

Pentru A = <

Vs
A\

Fisa de seminar: geometria matricelor simetrice
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Problema rezolvata 1: pozitiva definire prin trei criterii

4 2
2 3
Sylvester, minorii principali sunt 4 > 0 si det A = 8 > 0. Prin completare de patrate,
v Ax = 423 + 4129 + 323 = (221 + 29)* + 222 > 0 pentru x # 0. Prin valori proprii, polinomul
caracteristic este A2 — 7\ + 8, ale carui radacini (7 £ +/17)/2 sunt pozitive. Cele trei teste
exprima aceeagi proprietate, dar sunt utile in contexte diferite.

Consideram A = (

). Putem verifica pozitiva definire in trei moduri. Prin criteriul

Pentru calcul numeric, nu vom calcula de obicei valorile proprii doar pentru a decide daca o
matrice SPD admite Cholesky; algoritmul Cholesky insusi poate servi drept test practic. In
demonstratii, insa, perspectiva spectrala explica direct geometria formei patratice.

Problema rezolvata 2: o schimbare ortogonala de coordonate

Daci QTQ = I, atunci produsul scalar este pastrat: (Qz)7(Qy) = z”y. In particular, unghiurile
si lungimile euclidiene nu se schimba. Aceasta observatie explica de ce diagonalizarea ortogonala
a unei matrice simetrice pastreaza fidel geometria problemei.

Laborator integrator 2: spectru si curbe de nivel

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutinda MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati matrici simetrice 2 x 2 cu valori proprii prescrise si vectori proprii rotiti. Repre-
zentati curbele 27 Ax = 1. Modificati raportul valorilor proprii de la 1 la 10* si observati

elipsele. Conectati forma geometrica cu raportul dintre valorile proprii extreme.
- J

Probleme pentru seminar

1. Aratati ca o matrice SPD este nesingulara.

2. Demonstrati ca suma a doua matrici SPD este SPD.

3. Daci A este SPD si @ ortogonal, aratati ca QT AQ este SPD si are aceleasi valori
proprii.

4. Construiti o matrice simetrica indefinita cu determinant pozitiv. De ce determinantul
singur nu decide pozitiva definire in dimensiune mai mare?

5. Pentru A = C) 'f) determinati intervalul lui p pentru care A este SPD.

6. Calculati valorile proprii in problema precedenta si studiati ce se intampla cu cea
mai mica valoare proprie cand |p| — 1.

7. Pentru o matrice simetrica diagonalizata ortogonal, explicati cum se citeste actiunea
matricei pe fiecare directie proprie.

8. Explicati de ce o matrice Gram G = XTX poate fi singulard chiar daca toate
elementele diagonale sunt pozitive.

-~
.
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Mini-proiect: atlas de matrici

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un script MATLAB cu exemple pentru cel putin opt clase: diagonala, ortogonala,
SPD, semidefinita, indefinita, strict diagonal dominanta, singulara si aproape singulara.
Pentru fiecare afisati determinantul, rangul si valorile proprii si verificati proprietatile
structurale relevante folosind numai criteriile introduse in acest capitol.

Sarcini de aprofundare si sinteza
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Probleme de aprofundare: spectru, forme patratice si geometrie

4 1 . . o . . . .
1. Pentru A = (1 3> calculati valorile proprii si o baza ortonormala de vectori proprii.

Scrieti diagonalizarea ortogonald A = QAQT.

2. Construiti o matrice simetrica 2x 2 cu valori proprii prescrise 1 i 100, ale carei directii
proprii sunt obtinute printr-o rotatie de 30°. Scrieti explicit Q, A si A = QAQT”.

3. Demonstrati ca pentru orice matrice B cu rang coloana complet, matricea Gram
BT B este pozitiv definita.

4. Dati o matrice reala 2 x 2 cu valori proprii complexe. Explicati de ce aceasta nu
contrazice teorema spectrald pentru matrici reale simetrice.

5. Demonstrati, folosind teorema spectrala, ca o matrice simetrica este pozitiv definita
daca si numai daca toate valorile proprii sunt strict pozitive.

6. Pentru o matrice simetrica A, aratati ca valorile expresiei 7 Az pe vectori unitari
sunt cuprinse Intre cea mai mica gi cea mai mare valoare proprie.

7. Verificati criteriul lui Sylvester pentru trei matrici simetrice alese astfel incat una sa
fie pozitiv definita, una pozitiv semidefinita si una indefinita. Comparati cu semnele
valorilor proprii.

8. Construiti o matrice simetrica strict diagonal dominanta cu diagonala pozitiva si
verificati direct pozitiva definire. Construiti apoi o matrice pozitiv definita care nu
este diagonal dominanta.

9. Considerati matricea

Calculati valorile proprii si identificati vectorul propriu asociat valorii proprii zero.
Explicati algebric de ce suma elementelor de pe fiecare linie fiind zero implica
existenta acestui vector propriu. Interpretari ale unei asemenea matrice prin grafuri
vor fi introduse numai ulterior.

10. Comparati doud matrici similare A si SAS™!. Verificati c& au aceleasi valori proprii,

dar vectorii proprii se transforma prin S.
N J

Laborator: matrice simetrice cu spectru prescris

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptdnd etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Construiti exemple pentru care spectrul este cunoscut dinainte si verificati
teorema spectrala.
1. In dimensiunea 2, luati explicit matricea de rotatie Q(6) si A = diag(1, 10). Formati
A = QAQT pentru mai multe valori ale lui 6.
2. Verificati numeric ca A este simetrica si ca AQ = QA, comparand element cu element
cele doua matrice.
3. Reprezentati curbele 27 Az = 1 pentru cel putin trei rapoarte diferite intre valorile
proprii si explicati schimbarea geometrica.
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4. Generati mai multi vectori unitari x si calculati 27 Az. Verificati experimental
intervalul determinat de valorile proprii extreme.

5. Repetati constructia in dimensiunea 3 folosind o matrice ortogonala simpla construita
din rotatii plane succesive.

6. Formulati o concluzie despre relatia dintre valorile proprii, directiile proprii si
geometria formei patratice.

- J

Mini-proiect: axele unui nor de puncte

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi si formulati problema matematicd. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati punctele
(_37_2)a (_27_1)7 (_170)7 (LO)? (271)a (372)7

al cror centru este originea, si formati matricea X € R*? avand aceste puncte pe linii.
Definiti C = X7 X.

1. Calculati C si verificati ca este simetrica si pozitiv semidefinita. Justificati direct
relatia 27Cz = || X z|3.

2. Calculati valorile proprii gi o baza ortonormala de vectori proprii ai lui C.

3. Reprezentati punctele in plan gi trasati prin origine cele doua axe determinate de
vectorii proprii. Comparati orientarea lor cu forma norului de puncte.

4. Rotiti toate punctele cu acelasi unghi, folosind o matrice ortogonala @), si formati
noua matrice C. Verificati ca valorile proprii nu se schimba, iar axele se rotesc odata
cu punctele.

5. Modificati coordonatele astfel incat norul sa fie mai alungit si urmariti raportul
dintre cea mai mare si cea mai mica valoare proprie.
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Test de capitol

Test — Matrice, valori proprii si pozitiva definire

1. Calcul explicit. Se considera

-0y

a) Determinati valorile proprii gi cite un vector propriu pentru fiecare dintre ele.
b) Construiti o baza ortonormala de vectori proprii si scrieti descompunerea spectrala
A= QAQ".
¢) Decidetj, justificat in doua moduri diferite, daca A este pozitiv definita.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati. Pentru o matrice reala
simetrica A:
A) toate valorile proprii sunt reale;
B) vectorii proprii corespunzatori unor valori proprii distincte pot fi alesi ortogonali;
C) A este pozitiv definita daca si numai daca toate valorile proprii sunt strict pozitive;
D)

orice matrice cu determinant pozitiv este pozitiv definita.




Capitolul 3

Metode directe pentru sisteme liniare

3.1 Rezolvarea sistemelor triunghiulare

Rezolvarea sistemelor inferior triunghiulare

Pentru exemplificare sa consideram sistemul

111 O 0 I b1
121 l22 0 T2 = b2 s (3 1)
l31 l32 33 T3 bs

unde l; # 0,1 =1,2,3.

Ultima conditie ne asigura ca matricea sistemului este inversabila, solutia fiind data de

by
T = 77—,

In

by — lo1y
T = ;

loo

b3 — l3101 — 3279

T3 = .

l33

Acest algoritm se numegte metoda substitutiei inainte (forward substitution).

In general, pentru n > 2 avem

€r1 = ﬁ
1 — l11,
i—1
bz‘ — Zlijxj
g, = — 21 i=2,....n (3.2)

)
lii

Numararea operatiilor aritmetice da un cost de ordin n? pentru substitutia inainte. Pentru
comparatia dintre metode este suficient, de regula, termenul dominant. Aplicarea regulii lui
Cramer prin dezvoltarea determinantelor are, in schimb, un cost de ordin factorial.

Rezolvarea sistemelor superior triunghiulare

Pentru exemplificare sa consideram sistemul

Uil Uiz U3 Ty by
0 uxp wugz| x| =1|b2], (3.3)
0 0 Uuss I3 b3

19
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unde u; # 0,1 =1,2,3.

Ultima conditie ne asigura ca matricea sistemului este inversabila, solutia in cazul general fiind
data de

bn,
Tp = —,
unn
bi— Z uijxj
P e £ S S S S (3.4)

U
Acest algoritm se numeste metoda substitutiei inapoi (backward substitution).
Avem tot n? operatii.
Pentru implementare

Pentru implementare ar fi indicat sa stocam doar elementele nenule atunci cdnd avem de rezolvat
sistemele triunghiulare.

Completare didactica: substitutia inainte si Tnapoi

Rezolvarea sistemelor triunghiulare este “motorul” ascuns al multor metode directe. Factorizarile
LU, Cholesky si QR reduc o problema aparent complicata la una sau mai multe rezolvari
triunghiulare. De aceea algoritmul trebuie inteles si implementat fara calcularea vreunei inverse.

Pentru un sistem inferior triunghiular Lx = b, ecuatia ¢ contine necunoscutele xq, ..., z;, iar
primele i — 1 au fost deja calculate. Rezulta formula scurta x; = (b; — Z;;ll lijz;)/li. In cazul
unui sistem superior triunghiular se procedeaza in ordine inversa.

Exemplu ghidat

Consideram
2 00 4
L=(-11 0}, b=11
3 2 4 10
Prima ecuatie da z; = 2. A doua devine —2 4+ x5 = 1, deci o = 3. Ultima ecuatie este
64 6 + 4x3 = 10, de unde x3 = —%. Observati ca nu a fost nevoie de nicio operatie asupra unei

linii deja rezolvate; fiecare pas utilizeaza doar valorile calculate anterior.

Pentru o matrice triunghiulara densa de ordin 7, numarul de termeni utilizati in sume este
14244 (n—1)=n(n—1)/2. Costul este deci de ordin O(n?), mult mai mic decit costul
unei factorizari dense, de ordin O(n?).

Implementare fara functii de rezolvare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in citeva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie MATLAB pentru substitutia inainte.
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function x = forward_sub(L,b)
n = length(b);
x = zeros(n,1);
for i = 1:n
s = L(i,1:i-1)*x(1:i-1);
x(1) = (b(1)-s)/L(1,1);
end
end

Scrieti apoi functia analoga back_sub(U,b). Testati ambele functii pe matrice triun-
ghiulare aleatoare gi comparati cu operatorul \. Introduceti explicit un test care opreste
algoritmul atunci cand un element diagonal este zero sau prea mic in raport cu scala

problemei.
- J
Exercitii si verificarea intelegerii
1 =21
1. Rezolvati manual sistemul cu U = [0 3 6| sib=(0,9,4)T.
0 0 2

2. Calculati exact numarul de inmultiri, adunari/scaderi si impartiri necesare substitu-
tiei Tnainte pentru o matrice densa n X n.

3. Daca L este triunghiulara inferior si toate elementele diagonale sunt nenule, demon-
strati unicitatea solutiei fara a invoca formula determinantului.

4. Modificati algoritmul pentru cazul in care L are diagonala identica cu 1. Ce operatii
dispar?

5. Explicati de ce rezolvarea separata a n sisteme triunghiulare cu termenii liberi
e1,...,e, produce inversa matricei, dar este inutila atunci cand avem nevoie de un
singur vector L~!b.

Mini-proiect: influenta structurii rare

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

-
A\

Construiti matrice triunghiulare dense si rare de dimensiuni pana la limita rezonabila a
calculatorului folosit. Comparati memoria si timpul de rezolvare. Pentru matricea rara,
folositi doar cateva diagonale nenule. Explicati de ce o implementare care parcurge toate
elementele unei matrice rare poate pierde avantajul structurii rare.

-
.
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Rezolvare orientativa

Substitutie inapoi, fara scurtaturi

1 -2 1
PentruU = |0 3 6| sib=(0,9,4)7, ultima ecuatie di 223 = 4, deci z3 = 2. A doua
0 0 2

devine 3z + 12 = 9, deci x93 = —1. Prima este 1 — 2(—1) + 2 = 0, de unde z; = —4.
Verificarea este obligatorie: Uz = (—4 +2+ 2, -3+ 12,4)T = (0,9,4)T.

Observati ca ordinea este impusa de structura. Daca am incerca sa calculam x; mai intai,
prima ecuatie contine inca doua necunoscute. Algoritmul nu este doar o formula, ci o ordine
de dependenta intre calcule.

& J

Situatie practica: multi termeni liberi

Daca L este fixa si avem matricea B = (b(l), e b(p)), putem rezolva LX = B coloana cu
coloand. In MATLAB, operatiile pot fi vectorizate astfel incit la pasul i sa actualizim
simultan toate cele p coloane. Costul cregte aproximativ proportional cu p, dar citirea
factorului L poate fi reutilizata eficient din memorie. Acest scenariu apare dupa o factorizare
LU céand acelasi model este excitat de mai multe forte.

~
-

Exemplu rezolvat suplimentar: substitutia inainte fara salturi de
calcul

Consideram sistemul Lz = b, cu

00 4

L=|-1 3 0], b=15
4 21 3

Prima ecuatie contine o singura necunoscuta, deci 2x; = 4 si 1 = 2. A doua ecuatie devine

—x1 + 3x2 = 5, de unde 3z5 = 7 gi 29 = 7/3. Abia dupa ce primele doud componente sunt

cunoscute folosim ultima ecuatie: 4xy 4+ 2x9 + 23 = 3. Rezulta z3 = 3 — 8 — 14/3 = —29/3.

Observati ca fiecare pas foloseste numai componente deja calculate; aceasta este proprietatea
structurala care face posibila substitutia inainte.

Verificarea nu trebuie omisa. Pentru un exemplu mic calculam Lz si verificam daca recuperam
vectorul b. In implementirile numerice putem compara direct componentele celor doi vectori;
instrumentele sistematice pentru masurarea acestei diferente vor fi introduse in capitolul despre
norme si analiza erorii.

De ce costul este de ordin n2?

La pasul ¢ trebuie evaluata o suma cu ¢ — 1 termeni. Numarul total de Inmultiri din aceste
sume este 0+ 1+---+ (n—1) =n(n —1)/2. Acelasi ordin apare pentru adunari, iar cele
n tmpartiri nu schimba ordinul dominant. De aceea substitutia triunghiulara costa O(n?),
mult mai putin dect factorizarea unei matrice dense, care costa O(n?).

~

J

Sarcina de implementare: forwardSubstitution

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intdi pe hértie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutinda MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie MATLAB care primeste L si b si intoarce x. Functia trebuie sa verifice
daca dimensiunile sunt compatibile gi sa semnaleze un pivot diagonal nul sau prea mic.
Nu folositi operatorul \ sau o rutina de rezolvare existenta. Testati functia astfel:

1. generati un vector z, aleator si o matrice triunghiulara L cu diagonala departata de
ZEr0;
2. construiti b = Lx,;
3. calculati Z cu functia proprie;
4. comparati componenta cu componenta T cu x, si LZ cu b; raportati cea mai mare
diferenta in valoare absoluta in fiecare comparatie;
5. repetati pentru n = 10, 100, 1000 si masurati timpul.
Explicati de ce aceasta metoda de testare este mai informativa decat alegerea arbitrara a
unui termen liber pentru care solutia exacta nu este cunoscuta.

Exercitii suplimentare
2 -1 3
1. Rezolvati prin substitutie inapoi sistemul cu U = |0 4 2 | si b= (6,6,—10)T.
0 0 -5

Verificati solutia prin inmultire.

2. Aratati ca o matrice triunghiulara este inversabila daca si numai daca toate elementele
diagonale sunt nenule. Folositi argumentul pentru a justifica existenta fiecarui pas
al substitutiei.

3. Modificati algoritmul pentru cazul in care L este triunghiulara unitara. Cate
Tmpartiri se economisesc?

4. Pentru o matrice triunghiulara cu banda de latime p, aratati ca substitutia poate fi
facuta in O(np) operatii, nu in O(n?).

5. Construiti o matrice triunghiulara cu elemente diagonale de ordine foarte diferita si
urmariti numeric substitutia. Ce dificultati observati cand unul dintre elementele
diagonale este foarte mic?

3.2 Eliminarea gaussiana si factorizarea LU

Eliminarea gaussiana

Eliminarea gaussiana ne ajuta sa reducem un sistem
Az =10

la un sistem triunghiular (sau la doua sisteme triunghiulare) prin transformari succesive ale
sistemului In sisteme echivalente

AW 4 — 5D L A® 4 — @ Ly Ly AR e — 8

Presupunem ca la fiecare pas elementul a,(gl’,? al matricei A®) este nenul.
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Acest element va fi numit pivot.

Presupunem ca A este inversabila, adica sistemul admite solutie unica.

Pasul 1

Plecam de la sistemul

a5

1
o
of

1
o

al

. . . .o a,; . N . . « . A .
Definim multiplicatorii m;; = ﬁ” 1 = 2,3,...,n, mmultim prima linie cu m;;, pe rand, si
1

(1)

=A

1
scadem rezultatele din linia ¢ = 2, 3, ..., n, respectiv.

Pasul 1
Se obtine astfel un nou sistem, echivalent cu cel initial
1 1
agl) agQ)
0 agé)
0 ag%)
0 a,(fz)

(1)

A1pn
as,)

2
as)

afy)

:=A2)

Z1
)

In

Pasul £
Repetand procedeul, la pasul k se obtine astfel un nou sistem, echivalent cu cel initial
1 1 1
0 ay Qop T
: .. : T2
0 0 a,(!,? a,(fff
0 0 agz) agf%)
=Ak)

Pasul n —1

Dupa n—1 pasi se obtine astfel un nou sistem, echivalent cu cel initial dar superior triunghiular

aty aly
0 ag)
0 0
0 0

ai,
s,

k k
ag o ap)

0o .. ag;”)

n

;:A(")

b
by

"

b
by

e

b
b

by

e

:=p(k)

b
b

by

(o)
——
:=b(n)
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Algoritm

In concluzie, formulele dupa care se modifici sistemul de la pasul k in sistemul de la pasul k + 1
sunt

o
M = ik 9 i:k+1,...,n,
0
kk
A = 0B i =k 41,0, (3.5)

b§k+1) _ bgk) _ mikb(’“)7 i=k+1,...,n.

Numarul de operatii

o Triangularizarea prin eliminare Gauss are costul dominant
: . 2 4 2
#op(triangularizare) = 3t O(n®).

o Substitutia inapoi necesita n? + O(n) operatii.
e Prin urmare, costul total raméane

#op(GEM) = 3713 + O(n?).

Pentru compararea algoritmilor ne intereseaza in primul rand termenul dominant; for-
mulele exacte depind de conventia folosita pentru numararea Impartirilor, Inmultirilor si
adunarilor.

GEM functioneaza daca a,(flz) #0,k=1,2,...n—1.

Din pacate, faptul ca diagonala initiala este nenula nu garanteaza ca la un pas ulterior k£ vom
avea al?) #0
kk :

De exemplu, considerand matricea

1 2 3
A=1|(2 4 5
78 9
dupa primul pas gasim
1 2 3
AP =10 0 -1
0 -6 —12

Ce e de facut?

Nu abandonam metoda, ci identificam cauza esecului gi construim o strategie care acopera
toate cazurile: pivotarea.

Regandim teoretic problema fara a recurge la “peticiri” de moment.

Anticipam
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Poate putem sti de la bun inceput daca pentru o matrice este potrivit sau nu sa folosim GEM?

Intr-adevar sunt criterii care ne asigura ca putem folosi GEM, de exemplu

o Matrice strict diagonal dominante pe linii sau pe coloane.
¢ Matrice simetrice pozitiv definite.

Insa toate aceste afirmatii trebuie verificate si argumentate; simplele banuieli nu constituie
justificari matematice.

In continuare urmarim sa rescriem matricea A € R™ ™ sub forma A = LU, unde L este
triunghiulara inferioara, iar U este triunghiulara superioara.

Facem acest lucru deoarece dupa ce vom reusi, sistemul initial va putea fi rescris sub forma a
doua sisteme triunghiulare, adica

(3.6)

ce se vor rezolva pe rand.

GEM prin multiplicare de matrice

Operatiile de eliminare din prima coloana se pot scrie prin inmultire la stanga cu

1 00 --- 0
—1Maq 1 0 - 0 a(l)
M1 = In — mle{ = —msa 01 0 m;1 = %
: Do T a1

Astfel My AM = A®) | La pasul urmstor folosim analog
M2 = [n — mgeg, MQA(2) = A(d),
si, repetand procedeul,
M, - MyMA =AM =1,

unde U este triunghiulara superioara. Aceasta scriere conduce direct la factorizarea LU.
Eliminarea gaussiana

Considersm o matrice A € R™™. Scopul este de a construi o secventa A®) = (ag»c)) de matrici
prin efectuarea de transformari liniare, astfel incat sa ajungem la o matrice triunghiulara
superioara U = (u;;) dupa un numar finit de pasi.

In ultima saptdmand am vizut ci dacd presupunem ci pivotii a1y # 0, a,(clz) = (My_q..My Ay #

0 la orice pas k= 2,...,n — 1, atunci

Mn_an_Q...Ml A = U'7 (37)
cu U o matrice triunghiulara superioara, unde
1 ... 0 0 --- 0
0 1 0o - of T
M, = 0 oo a1 e 0| I, —myep, (3.8)
0 —Mpy K 0 1

)
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si

0 0
0 0 o)
mp=| 0 |€R", e=|1]|€cR" mikZ%,izkH,---,n. (3.9)
Mk41,k 0 Aok
my k. 0

Mai mult, deoarece M, =1, + mge} , putem reconstrui matricea initiald din matricea triun-
ghiulara U. Intr-adevar, A = My 'My"'--- M, ", U. Pentru i < j avem e!'m; = 0, deoarece

primele j componente ale lui m; sunt nule. Ca urmare, toti termenii incrucisati din produsul
matricelor I,, + m;el dispar si obtinem

1 0 0 0
- Moy 1 0 - eee
A= (In + Z mﬂ?) U=|ms ms 1 0 .. |l U (3.10)
=1 . . . . . 0
Mp1 Mp2 = Mypo1 1
=L

. v A AT . . . k . . . . .
Deci daca nu intalnim pivoti nuli (aék)) atunci putem construi factorizarea LU a acelei matrice.

Dar cum stim daca vom intalni pivoti nuli fara a incepe procesul de constructie al factorizarii?
Existenta si unicitatea factorizarii L U

Teorema 3.2.1. Fie A € R"*". Euxista factorizarea LU a matricei A cu l;; = 1 pentru orice
i=1,---,n gi este unica dacd $i numai daca submatricele principale A; = A(1:4,1:14) ale lui
de orice ordinit=1,--- ,n — 1 sunt nesingulare.

Demonstratie. Vom demonstra mai intai implicatia “<=". Presupunem ca submatricele princi-
pale A; = A(1:4,1 :4) sunt nesingulare pentrui = 1,...,n — 1. Constructia factorilor se face
prin inductie si, in acelasi timp, arata unicitatea lor.

Pentru ¢ = 1 avem A; = (1)(as1). Deoarece A; este nesingulara atunci cdnd n > 1, rezulta
ay; # 0. Presupunem acum ca A;_; = L;_1U;_1, unde L;_; este triunghiulara inferioara unitara,
iar U;_; este triunghiulara superioara. Scriem bloc matricea principala urmatoare sub forma

A — Ay ¢ . Liy 0O U1 u
v dT (077} - £T 1 OT Uiz '

Prin identificarea blocurilor trebuie sa avem L, ju = ¢, UL ;¢ = d si uy; = ai; — (Tu. Deoarece
A;_1 este nesingulara gi det L;_; = 1, rezulta det U;_; = det A;_; # 0. Asadar cele doua sisteme
triunghiulare au solutii unice, u = L% ¢ si ¢ = U 1d, dupa care u; este determinat in mod
unic. Pentru pasul final ¢ = n este suficienta nesingularitatea lui A,,_1; matricea A insasi poate
fi singulara, caz in care este posibil ca u,, = 0.

Pentru implicatia “=", presupunem ca A = LU este o factorizare cu L inferior triunghiulara

unitara si ca aceasta factorizare este unica. Pentru fiecare i, blocul principal verifica A; = L;U;,
17 v A v ULy v .

de unde det A; = [T=; uj;. Ramane sa ardtam ca ugg # (0 pentru orice k < n.
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Presupunem, prin reducere la absurd, ca ugr = 0 pentru un anumit £ < n. Pentru ¢t € R definim
St =1+ t€k+1€z, S;l =1 - t€k+1€£,

unde am folosit (exyiel)? = 0. Atunci A = (LS;)(S;'U). Matricea LS; ramane inferior
triunghiulara unitara. In acelasi timp, S; 'U se obtine scizand din linia k + 1 a lui U de t ori
linia k. Singura intrare care ar putea aparea sub diagonalad in coloana k este —tug, = 0, deci
S U raméane superior triunghiulara. Pentru t # 0 obtinem in general factori diferiti, ceea ce
contrazice unicitatea. Prin urmare ug, # 0 pentru k =1,...,n — 1, iar det A; = Hﬁ»:l uj; # 0
pentrui=1,...,n—1. ]

De ce nu se cere ca A sa fie nesingulara?

Conditia privegte numai minorii principali de ordine 1,...,n — 1. Ultimul pivot u,, poate
fi zero fara a mai exista un rand inferior pe care sa-1 putem modifica pentru a produce o
alta factorizare. De aceea o matrice singulara poate avea totusi o factorizare LU unica;
primul exemplu de mai jos ilustreaza exact aceasta situatie.

Exemplu 3.2.2. Consideram matricele

(12 eo(0). o-(1) -

e« B admite o unica factorizare LU.
« matricea neinversabila C' nu admite factorizare LU.

« matricea neinversabila D admite o infinitate de factorizari de forma D = LgUpg, cu

ng(é ?) UB:<8 2i5> v B eR.

Exista un alt rezultat:

Teorema 3.2.3. Dacd A este o matrice strict diagonal dominantd (pe linii sau pe coloane),
atunci factorizarea LU fdrd pivotare existd si este unicd. In particular, dacd A este diagonal
dominantd pe coloane, atunci |l;;] <1 Vi, j.

Demonstratie. Demonstram mai intai ca o matrice strict diagonal dominanta pe linii este
nesingulara. Daca Az = 0 si « # 0, alegem i astfel incat |x;| = max; |z;| > 0. Din ecuatia ¢
rezulta

\az’i\ \xi’ =

> ais| < D lagl 7] < (Z !az‘j|> |3l
J#i J#i J#i

contradictie cu diagonal-dominanta stricta. Deci matricea este nesingulara. Fiecare submatrice
principala a unei matrice strict diagonal dominante pe linii este la randul ei strict diagonal
dominanta pe linii; toti minorii principali conducatori de ordine 1,...,n — 1 sunt deci nenuli.
Teorema de existenta si unicitate a factorizarii LU se aplica.

Dac# A este strict diagonal dominanta pe coloane, atunci A” este strict diagonal dominanta pe
linii. Submatricele principale ale lui AT au aceiasi determinanti ca cele ale lui A, deci concluzia
privind existenta si unicitatea urmeaza din acelasi criteriu.

Ramane sa justificam estimarea multiplicatorilor. Vom arata prin inductie ca submatricea activa
dupa fiecare pas al eliminarii pastreaza dominanta stricta pe coloane. Presupunem ca, la pasul



CAPITOLUL 3. METODE DIRECTE PENTRU SISTEME LINIARE 29

(k) \n

w
i > k, multiplicatorii m; = a / apy

k, matricea activi A®) = (a )l 'i—i, este strict diagonal dominanta pe coloane si definim, pentru

*) " Pentru 1,7 > k avem

k+1 k k)
EJ )= l(]) —m al(w

Fixam j > k. Din dominanta coloanei j rezulta

k
o} > |0l |+ laij

i>k
i#]

iar din dominanta coloanei k,
k k k
|al(ck)| > |a§‘k)| +> |a§k)|~

i>k
i#j
Prin urmare
E+1 k
st = |afy — m]akﬂ
la <’“>| i
o lal)] k
>Z|() (g)Z|()|
i>k | | i>k
i#] 7]
(k) a() a® (k+1)
> Z (k) g | = Z’ ’
i>k Uk i>k
i#] i#]

Agadar complementul Schur este din nou strict diagonal dominant pe coloane. Inductia pornegte
dela AW = A.

in particular, in coloana pivotului avem |a{'| < |a{%| pentru orice i > k. Cum Ly, = m;, rezultd

jaiy|
‘lzk‘ = P < ]_,
‘al(ck)|

si deci, In forma mai slaba enuntata, |l;;| < 1 pentru toate elementele subdiagonale ale lui L. [

Completare didactica: eliminarea gaussiana ca factorizare

Eliminarea gaussiana nu trebuie privita ca o succesiune de trucuri asupra liniilor. Fiecare pas
este o multiplicare la stanga cu o matrice elementara, iar toti multiplicatorii pot fi stocati intr-o
matrice triunghiulara inferior L. La final obtinem, in absenta pivotarii, factorizarea A = LU.
Aceasta interpretare separa doua faze: o faza costisitoare, in care factorizam A, si o faza ieftina,
in care rezolvam Ly = b si apoi Ux = y.

Exemplu complet

Fie
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Primul pivot este 2. Multiplicatorii sunt mo; = 2 si m3; = —1, iar dupa eliminarea primei
coloane raman liniile (0, —8,—2) si (0,8,3). Al doilea multiplicator este mg, = —1, ceea ce
conduce la
1 0 O 2 1 1
L=|2 1 0], U=[(0 -8 -2, A=1LU.
-1 -1 1 0 0 1

Daca alegem x, = (1,2,3)7, atunci b = Az, = (7,—8,18)T. Rezolvand succesiv Ly = b si
Ux = y recuperam x,.

De ce pastram factorizarea?

Daci avem aceeasi matrice A si mai multi termeni liberi bV, ..., @) factorizarea se calculeazi
o singurd datd. Pentru fiecare termen liber nou efectudm doar doud substitutii de cost O(n?).
Acest scenariu apare 1n simulari parametrice, metode Newton, probleme de control si discretizari
dependente de timp.

Costul dominant al eliminarii gaussiene pentru o matrice densa este aproximativ §n3 operatii
aritmetice de tip Inmultire/adunare, in timp ce cele doua rezolvari triunghiulare au cost de
ordin n?. Diferenta devine enormé pentru multe coloane de termeni liberi.

Laborator: o implementare LU elementara

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutina MATLAB de referinta folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati eliminarea gaussiana fara pivotare gi salvati multiplicatorii sub diagonala,
in aceeasi matrice in care se formeaza U. Nu construiti L la fiecare pas. La final extrageti
L gi U numai pentru verificare. Testati relatia norm (A-L*U) si rezolvarea unui sistem cu
solutie cunoscuta.

Apoi modificati programul astfel incat sa accepte o matrice B cu mai multi termeni liberi,
rezolvind AX = B. Cronometrati separat timpul de factorizare i timpul rezolvarilor

triunghiulare.
- J

Exercitii si verificarea intelegerii

1 21
1. Calculati manual factorizarea LU pentru A = [2 5 3|, daca aceasta poate fi
1 46

obtinuta fara pivotare.

2. Pornind de la matricile elementare de eliminare Fy, ..., E, 1, explicati de ce U =
En,1 tee ElA §1 L= (En,1 tee El)_l.
3. Aratati ca daca toti minorii principali de ordin 1,...,n sunt nenule, eliminarea

gaussiana poate fi efectuata fara schimbari de linii.
4. Pentru o matrice A deja factorizatd, estimati costul rezolvirii a p sisteme Az = bU).
Comparati cu refactorizarea lui A pentru fiecare j.

5. Explicati de ce formarea explicitd a lui A~! prin LU si apoi calculul A~'b efectueaza
mai multd munca decit rezolvarea directa a celor doua sisteme triunghiulare.

-
A\
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Studiu practic: discretizarea ecuatiei Poisson

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Porniti de la discretizarea unidimensionala a problemei —u” = f pe (0,1) cu conditii
Dirichlet. Obtineti sistemul tridiagonal corespunzator pentru mai multe valori ale pasului
h. Rezolvati sistemul mai intéi folosind o rutina LU densa scrisa de voi, apoi folosind
structura tridiagonalda. Comparati timpul, memoria si eroarea fata de o solutie exacta
aleasa in prealabil.

Rezolvare orientativa

Factorizare LU completa

1 21
Pentru A= |2 5 3|, primul pivot este 1. Eliminam cu multiplicatorii lo; = 2 §i l31 = 1,
1 46

obtinand liniile (0,1, 1) si (0,2,5). Al doilea pivot este 1, iar l3s = 2; ultima linie devine
(0,0,3). Astfel

100 121
L=|2 10|, U=|[011
121 00 3

Inmultirea directs confirma LU = A. Dac# termenul liber este b = A(1,1,1)7 = (4,10,11)7,
rezolvam mai intai Ly =b: y; =4, yo =2, y3=3. ApoiUr =y dazs=1, 2o =1, 21 = 1.

Situatie practica: aceeasi matrice, mai multi termeni liberi

Un motiv pentru a péstra o factorizare este rezolvarea mai multor sisteme Az = bY) cu
aceeagi matrice A si termeni liberi diferiti. De exemplu, intr-un model mecanic liniar,
necunoscutele pot fi deplasari, iar ecuatiile de echilibru pot avea forma Kx = f; matricea K,
care transforma deplasarile in forte interne, este numita in mecanica matrice de rigiditate.
Nu vom folosi aici teoria mecanica, ci doar faptul ca K raméne aceeasi cand se schimba
forta exterioara f. Astfel, matricea poate ramane aceeasi, iar vectorul termenilor liberi se
schimba. Daci factorizarea costa aproximativ O(n?) si fiecare rezolvare triunghiulara O(n?),
pentru 1000 de termeni liberi costul total este O(n?® 4+ 1000n?), nu 10000(n?). Reutilizarea
factorizarii este deseori diferenta dintre un calcul fezabil gi unul inutil de costisitor.

Exemplu complet: factorizare, doua sisteme triunghiulare si verificare

Fie
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Eliminarea fara pivotare produce multiplicatorii ms; = 2 $i mgz; = —1. Dupa primul pas, liniile
a doua si a treia devin (0, —8, —2), respectiv (0,8, 3). La al doilea pas, msy = —1, iar ultima
linie devine (0,0, 1). Prin urmare

1 0 0 2 1 1
L=|2 1 o|, U=|0o -8 —2|,
~1 -1 1 00 1

si se verifica direct A = LU.

Pentru Az = b nu calculam A~!. Rezolvim mai intai Ly = b. Din prima ecuatie y; = 5, din
a doua 2y; + yo = —2, deci y, = —12, iar din a treia —y; — y2 + y3 = 9, deci y3 = 2. Apoi
rezolvam Uz = y: ultima ecuatie da x3 = 2, a doua da —8xy — 4 = —12, deci x5 = 1, iar prima
da 221 + 1+ 2 =5, deci 7; = 1. Solutia este x = (1,1,2)7.

Acest calcul trebuie citit in trei niveluri: eliminarea construieste factorii, factorii permit rezolvarea
rapida, iar rezolvarea pentru mai multi termeni liberi refoloseste aceeasi factorizare. Daca avem
AX = B cu s coloane in B, costul mare O(n?) al factorizirii este plitit o singurd data, iar
fiecare coloand suplimentard necesitd doar doud substitutii de ordin O(n?).

Problematizare: de ce nu calculam inversa?

Formula © = A~'b este matematic impecabild, dar nu descrie algoritmul recomandat.
Construirea explicita a inversei Inseamna, in esenta, rezolvarea a n sisteme cu termeni liberi
e;, urmata de o inmultire matrice-vector. Pentru un singur sau cativa termeni liberi, aceasta
munci este inutild si poate introduce erori suplimentare. In calcul numeric, ,rezolva sistemul”
si ,calculeaza inversa” sunt operatii distincte.

-

J
Sarcina de programare: propria factorizare LU

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati eliminarea gaussiana fara pivotare astfel incat functia sa intoarca explicit L
si U. Adaugati un contor pentru operatiile aritmetice si o verificare norm(A-L*U). Apoi
implementati o functie separata luSolve(L,U,b). Testati pe matrici pentru care solutia
exactd este cunoscuti. Intr-un al doilea experiment, fixati A si rezolvati sistemul pentru
100 de vectori bj; comparati timpul dintre refolosirea factorilor si refactorizarea lui A la
fiecare termen liber.

Vs
&

Exercitii suplimentare

(k+1) _

1. Refaceti exemplul de mai sus cu aritmetica exacta si verificati fiecare relatie a;;

al®) — mpal)
ij hCkj -

2. Aratati ca det A =[], u;; atunci cand L este unitara. Folositi formula pentru a
calcula determinantul matricei din exemplu.

3. Explicati de ce factorizarea fara pivotare poate esua pentru o matrice inversabila.
Construiti un exemplu 2 x 2.

4. Presupuneti ca A este fixa si b = b(t) se schimba la fiecare pas de timp. Descrieti ce
parte a calculului se face o singura data si ce parte se repeta.
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5. Comparati experimental rezolvarea prin LU cu inv(A)*b pentru matrici de dimen-
siuni crescatoare. Folositi sisteme cu solutie fabricata si raportati timpul si cea mai
mare diferenta absoluta dintre componentele solutiei calculate si cele exacte.

3.3 Forma compacta a factorizarii LU

Forma compacta a factorizarii LU
O varianta a factorizarii LU este factorizarea Doolittle. Aceasta este cunoscuta si ca forma
compacta a eliminarii gaussiene.

Aceasta denumire se datoreaza faptului ca aceste abordari necesita mai putine rezultate inter-
mediare decat metoda GEM standard pentru a genera factorizarea lui A.

Calcularea factorizarii LU a lui A este echivalenta din punct de vedere formal cu rezolvarea
urmatorului sistem neliniar de ecuatii n?

min(i.j)

Qij = Z liTuTjJ»j = 17 w1 (312)
r=1

cele doua matrice triunghiulare avand impreuna n(n + 1) intrari potential nenule. Deoarece
A = LU nu fixeaza separat scalarea fiecarei perechi coloana-rand, impunem n conditii de
normalizare, de exemplu [; = 1.

Daca stabilim in mod arbitrar n coeficienti (/;;) la 1, ajungem la metoda Doolittle care ofera o
cale eficienta sistemului neliniar.

De fapt, presupunand ca primele £ — 1 coloane din L si primele randuri din U sunt disponibile
si stabilind lx; = 1 (metoda Doolittle), se obtin urmatoarele ecuatii din

k—1

Qk; = Z lkrurj + Uk, .] = ka N, (313)
r=1
k—1

Qi — Z lirurk + likukk, 1= l{? + 1, e, M. (314)
r=1

Retineti ca aceste ecuatii pot fi rezolvate intr-un mod secvential in ceea ce priveste variabilele
rosii ug; si lig.

Din metoda compacta Doolittle obtinem astfel mai intai al k-lea rand al lui U si apoi a k-a

coloana a lui L, dupa cum urmeaza: pentru k=1,--- ,n
k—1
Urj = g = D lertlyj,  j =k, m, (3.15)
r=1
1 k—1
lik: —_— (aik—Zlirurk) s Z:k+1, , . (316)
Ukk r=1

Completare didactica: forma compacta si calculul in-place

Intr-o implementare matura nu este necesar sa pastram separat toate matricile intermediare ale
eliminarii. Elementele lui U pot ocupa diagonala si partea superioara a memoriei alocate lui
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A, iar multiplicatorii lui L pot fi stocati sub diagonala. Diagonala lui L este 1 gi nu trebuie
memorata. Aceasta idee conduce la o factorizare in-place.

In varianta Doolittle, L are diagonala unitard. Presupunand cunoscute primele k — 1 coloane
relevante ale lui L si primele k£ — 1 linii ale lui U, elementele liniei k£ din U se obtin din
Upj = Qpj — Z’;;ll lpsus; pentru j > k. Apoi, pentru ¢ > k, calculam l;, = (a;x — Zf;} listsk) [ Upk-
Observati ordinea: mai intai pivotul wug si linia lui U, apoi coloana lui L.

Exemplu scurt

Pentru matricea din exemplul precedent, memoria finala poate contine

2 1 1
2 -8 -2
-1 -1 1

Citita cu conventia compacta, partea strict inferioara reprezinta multiplicatorii lui L, diagonala
i partea superioara reprezinta U, iar diagonala lui L este implicit egala cu 1.

Algoritm in-place

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie LUc = 1lu_compact (A) care suprascrie o copie a lui A. Interziceti in cod
construirea unei matrici elementare de eliminare. Scrieti separat doua functii care citesc
factorii compactati si rezolva Ly = b, respectiv Ux = y, fara a extrage explicit L si U.

-
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati formulele Doolittle direct din egalitatea a;; = >_ lisus;.
2. Precizati care elemente trebuie deja cunoscute atunci cand se calculeaza uy; i li.

3. Ce problema apare daca ugr = 07 Dar daca |ugy| este foarte mic fata de elementele
coloanei? Legati raspunsul de sectiunea despre pivotare.

4. Estimati economia de memorie dintre pastrarea separata a lui A, L, U si stocarea
compacta.

. J

Mini-proiect: profilarea accesului la memorie

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana 1n acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Comparati doua implementari ale factorizarii: una care actualizeaza matricea prin bucle
scalar-cu-scalar si una care folosegte operatii MATLAB pe blocuri/vectori. Pentru dimen-
siuni moderate, masurati timpul si discutati de ce numarul aritmetic de operatii nu este
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—
——

singurul factor care determina performanta pe hardware modern.

Rezolvare orientativa

Citirea corecta a stocarii compacte

2 1 1
Matricea compacta C = | 2 —8 —2| nu reprezinta un nou operator. Conventia este:
-1 -1 1
U este partea triunghiulara superior a lui C| inclusiv diagonala, iar elementele strict sub
diagonala sunt cele ale lui L; diagonala lui L este implicit 1. Rezulta exact factorii L =

1 0 0 2 1 1
2 1 0|siU=]0 -8 —2
1 -1 1 00 1

Avantajul este ca nu dublam memoria. Dezavantajul este ca programatorul trebuie sa

respecte riguros conventia: aceeagi pozitie de memorie are semnificatii diferite in functie de
pozitia fata de diagonala.

-

J

Situatie practica: rezolvare fara extragerea factorilor

La substitutia inainte, cand avem nevoie de [;; pentru j < i, citim direct Cj;; pentru
diagonala folosim valoarea 1, nu Cj;. La substitutia Inapoi, citim u;; = Cj; pentru j > 1.
Astfel, factorii nu sunt niciodats copiati. In aplicatii mari, eliminarea copiilor temporare
poate economisi memorie gi trafic de date, chiar daca numarul de operatii aritmetice ramane
acelagi.

-

-

Exemplu si observatii despre stocarea in-place

In algoritmul LU cu L unitars, diagonala lui L nu trebuie stocati: ea este cunoscuts a priori
si este formati numai din unitati. In plus, multiplicatorii l;; se afla strict sub diagonala, in
timp ce elementele lui U se afla pe diagonala si deasupra ei. Cele doua multimi de pozitii nu se
suprapun. De aceea aceeasi matrice de n? numere poate contine simultan informatia ambilor
factori.

Pentru matricea exemplului anterior, forma compacta este

R 2 1 1
A=12 -8 =2
-1 -1 1

Partea strict inferior triunghiulara reprezinta multiplicatorii din L, iar partea superior triunghiu-
lars, inclusiv diagonala, este U. Citirea corectil este deci L = I + tril(A, —1) si U = triu(A).

De ce conteaza stocarea?

Pentru o matrice densi de ordin n = 20000, n? = 4 - 10® numere. In double precision

aceasta Inseamna aproximativ 3.2 GB numai pentru o singura matrice. Dublarea inutila a
memoriei poate transforma un algoritm corect intr-unul imposibil de rulat. Complexitatea
de memorie este o parte a analizei algoritmului, nu doar un detaliu de programare.
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Sarcina practica: factorizare in-place

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Modificati implementarea LU astfel incat sa nu creeze matrici separate L si U in timpul
eliminarii. Suprascrieti elementele eliminate cu multiplicatorii corespunzatori. Scrieti apoi
doua functii auxiliare care extrag factorii numai pentru verificare. Masurati memoria
folosita de versiunea cu trei matrici (A, L, U) si de versiunea in-place pentru dimensiuni
la care diferenta devine vizibila.

Ve
A\

Intrebari si exercitii
1. Pentru forma compacta de mai sus, reconstruiti L si U fara a efectua din nou

eliminarea.

2. Explicati de ce diagonala lui L nu poate fi folosita pentru a stoca alta informatie daca
programul trebuie sa permita si factorizari cu o conventie diferita de normalizare.

3. Cum se modifica interpretarea matricei compacte atunci cand folosim pivotare
partiala? Ce informatie suplimentara trebuie stocata?

4. Estimati memoria, In MB, pentru o matrice 10000 x 10000 in precizie double.
Comparati stocarea unei singure matrice cu stocarea separata a lui A, L, U.

5. Scrieti pseudocodul unei functii care rezolva Ax = b folosind direct matricea com-
pacta, fara a construi explicit L si U.

-
.

3.4 Factorizarea LDM?'

Factorizarea LDM?'

Este posibil sa se conceapa si alte tipuri de factorizari ale lui A.

Mai exact, vom aborda unele variante in care factorizarea lui A este de forma
A=LDM", (3.17)

unde L, MT si D sunt matrici inferior triunghiulare, superior triunghiulare si, respectiv,
diagonale.

Dupa construirea acestei factorizari, rezolvarea sistemului se poate realiza rezolvind mai intai
sistemul inferior triunghiulara Ly = b, apoi cel diagonal Dz = y si 1n final sistemul superior
triunghiulard M7z = 2, cu un cost de aproximativ 2n? operatii (mai precis, 2n% —n in conventia
in care diagonalele lui L gi M sunt unitare).

In cazul simetric, obtinem M = L, iar factorizarea LDL” poate fi calculatd cu jumitate din
cost, dupa cum vom vedea cand vom vorbi despre cazul matricelor simetrice. Factorizarea

LDMT™ se bucura de o proprietate analoga cu cea pentru factorizarea LU. In particular, se
aplica urmatorul rezultat.

Teorema 3.4.1. Daca toti minorii principali ai unei matrice A € R™™ sunt nenuli, atunci
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existd o matrice diagonald unicd D, o matrice triunghiulard inferioard unitard unica® L si o
matrice triunghiulard superioard unitard unica MT, astfel incat A = LDM7T .

Demonstratie. Ipoteza spune in particular ca toti minorii principali conducatori de ordine
1,...,n sunt nenuli. Teorema anterioara furnizeaza factorizarea unica A = LU, cu L inferior
triunghiulara unitara si U superior triunghiulara. Deoarece det A # 0, toate elementele diagonale
w;; sunt nenule. Definim

D = diag(uq1, . .., Upy), MT = D7'U.

Atunci M7 este triunghiulara superioara unitars si A = LDM?, ceea ce dovedeste existenta.

Pentru unicitate, presupunem A = L;DMI = L,DyMI. Produsele DiMiT sunt superior
triunghiulare, deci am obtinut doua factorizari LU cu factor inferior unitar. Unicitatea factorizarii
LU da Ly = Ly si D;M{ = DyMY. Comparand diagonalele rezultd Dy = D,; cum diagonalele
sunt nesingulare, urmeaza M{ = M]. O

Completare didactica: separarea scalarii de transformarile triunghiu-
lare

Factorizarea A = LDM?T, cu L si M triunghiulare inferior cu diagonald unitara si D diagonald,
separa in mod explicit pivoturile de multiplicatori. Din punct de vedere conceptual, L si M
descriu eliminarile, iar D pastreaza scalarile asociate pivoturilor. Pentru matrice simetrice,
atunci cand factorizarea se poate efectua fara pivotare, simetria conduce la M = L, deci la
forma A = LDLT.

Exemplu 2 x 2

Pentru A = (2 4) avem

6 13
(10 (20 r (12
R B O A O

Inmultind factorii obtinem LDM™ = A. In general, pentru A = cu a # 0, primul pivot

b
d
este d; = a, multiplicatorii sunt ly; = ¢/a si mg; = b/a, iar al doilea element diagonal este
dy =d — cb/a.

Legatura cu complementul Schur

Cantitatea d — ¢b/a este complementul Schur al blocului scalar a. Aceeasi structura apare

in eliminarea pe blocuri, in sisteme saddle-point, optimizare constransa gi metode de
domeniu. Factorizarile elementare studiate aici sunt astfel prototipuri pentru algoritmi
mult mai mari.

!Noi numim matrice triunghiulars unitars o matrice triunghiulara care are intririle diagonale egale cu 1.
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Laborator / algoritm

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutinda MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in citeva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati o factorizare LDL" pentru matrice simetrice pentru care pivotarea nu este
necesara. Verificati separat norma lui A — LDLT si comparati rezultatul cu factorizarea
Cholesky atunci cind A este pozitiv definitd. Observati ca LDLT nu necesita extragerea
radacinilor patrate.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati factorizarea LDL” a matricei (;l g)

-~
.

2. Aratati ca daci A = LDL” cu L inversabila, inertia formei patratice este determinata
de semnele elementelor lui D.

3. Explicati de ce pentru o matrice simetrica pozitiv definita elementele diagonale din
D sunt pozitive.

4. Comparati pasii necesari pentru rezolvarea lui Az = b folosind LDL”™ cu cei necesari
pentru LU.

-
A\

Mini-proiect: matrice simetrica, dar nu pozitiv definita

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti o familie de matrice simetrice cu valori proprii atat pozitive cat gi negative.
Investigati cind o implementare LDLT fara pivotare esueaza si comparati cu rutina
MATLAB destinata matricelor generale. Scopul proiectului nu este reproducerea unei
strategii sofisticate de pivotare simetrica, ci identificarea motivului pentru care simetria
singura nu garanteaza siguranta algoritmului.

Rezolvare orientativa

Factorizarea LDLT a unei matrice SPD

Pentru A = (;L §> cautam L = (é ?) si D = diag(d;,dz). Din elementul (1, 1) obtinem

d, = 4. Din elementul (2,1) rezulta fd; = 2, deci ¢ = 1/2. In final, elementul (2,2) da

0?dy 4+ dy = 3, adica 14 dy = 3, deci dy = 2. Prin urmare A = (1}2 (1)> diag(4,2) (é 1{ )

&
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Situatie practica: detectarea semnului formei patratice

Daca o factorizare simetrica produce D cu elemente de semne diferite, forma patratica nu

poate fi pozitiv definitd. Intr-o problem& de optimizare, aceasta poate semnala ci Hessiana
are directii de curbura negativa gi punctul curent nu este minim strict. Astfel, factorul
diagonal nu este doar un obiect de calcul, ci gi un instrument de diagnostic structural.

Exemplu rezolvat: factorizarea LDM' pentru o matrice nesimetrica

2 1
(2
. 10 . T 1 m .
Cautam L = 01 , D = diag(dy,dy) st M' = 0 1 . Din produsul

v (di dym
LDM = (fdl (dym + dy

Consideram

identificam succesiv dy =2, m=1/2, 0 =3/2sidy =4 —(3/2)-2-(1/2) = 5/2. Asadar

A= (3}2 (1)> (g 592) (é 1{2> '

Factorizarea separd transformarile triunghiulare de scalarile diagonale. In cazul simetric, factorii
din stanga si dreapta se leaga intre ei si ajungem la forma LDL™.

Sarcina de implementare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pornind de la o implementare LU, scrieti o rutina care normalizeaza diagonala factorului
superior si construieste LDM7T. Verificati numeric identitatea A = LDMT comparand
elementele celor doua matrice si raportand cea mai mare diferenta in valoare absoluta.
Pentru matrici simetrice pentru care factorizarea exista fara pivotare, verificati experi-
mental ca factorii triunghiulari unitari din stanga si dreapta coincid pana la erorile de
rotunjire.

Exercitii suplimentare

1. Calculati LDMT pentru A = (4 2).

-~
.

1 3
2. Aratati ca det A =[], d; atunci cand L si M sunt unitare.

3. Pentru o matrice simetrica, deduceti din unicitatea factorizarii ca M = L 1n conditiile
corespunzatoare de existenta.

4. Explicati ce problema apare daca un element d; este zero inainte de ultimul pas.
5. Comparati conceptual LDL? cu Cholesky: cand este preferabil si nu extragem
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{ radacini patrate? J

3.5 Pivotare

Pivotare

Dupa cum s-a subliniat anterior, procesul GEM se intrerupe imediat ce se calculeaza o intrare
pivotala zero. Intr-un astfel de caz, trebuie sa se apeleze la aga-numita tehnica de pivotare, care
constd In schimbarea randurilor (sau a coloanelor) din sistem astfel incit sa se obtina pivoti
nenuli.

Strategia de pivotare adoptata pana in prezent poate fi generalizata prin cautarea, la fiecare pas
k al procedurii de eliminare, a unei intrari pivotante care nu este nula, cautdnd in interiorul
intrarilor din subcoloana A®(k : n,k). Din acest motiv, se numeste pivotare partiald (pe
randuri).

k

a
7

(k)
Se poate observa ca o valoare mare a lui m;, = ~45,i =k +1,--- ,n (generata, de exemplu, de

el
o : . (k : . . C o k
o valoare mica a pivotului a,(gk)) poate amplifica erorile de rotunjire care afecteaza intrarile a,(cj).

Prin urmare, pentru a asigura o mai buna stabilitate, la pasul k alegem r € {k,..., n} astfel
Incat " "
k k
|ayy | = ]g%axn |ajk B
iar af,’,z) devine pivotul dups schimbarea liniilor k si . In general, pivotarea partiald se efectueazi

la fiecare etapa, chiar daca pivotul curent este deja nenul.

Alternativ, procesul de ciutare ar fi putut fi extins la intreaga submatrice A® (k : n, k : n),
finalizdndu-se cu o pivotare completa.

Observati, totusi, ci pivotarea partiala necesita un cost suplimentar de ordin n? comparatii, in
timp ce pivotarea completi necesitd aproximativ n®/3 comparatii. Acest cost este de acelasi
ordin cu cel aritmetic al elimindrii, motiv pentru care in practica se preferd aproape intotdeauna
pivotarea partiala.

Matrice de permutare

Schimbul dintre a ¢-a gi j-a linie a unei matrice; acest lucru se poate face prin inmultirea
prealabild a lui A cu matricea P®7) de elemente

1 daCéT:S:17...72'_1’i+1’...j_17j+1’...n,

N dacir=j,s=iorr=1,s=7j (3.18)

0, 1n caz contrar.
Matricele de tipul P9 se numesc matrice de permutare elementar.

Produsul matricelor de permutare elementara se numeste matrice de permutare si efectueaza
schimburile de randuri asociate fiecarei matrice de permutare elementara.

In practica, o matrice de permutare este o reordonare pe randuri a matricei identitate.
Sa analizam modul 1n care pivotarea partiala afecteaza factorizarea LU indusa de GEM.

La prima etapa a GEM cu pivotare partiala, dupa ce se afla intrarea a,; de modul maxim din
prima coloana, se construiegte matricea elementara de permutare P; care schimba prima linie
cu a r-a linie (daca r = 1, P, este matricea identitate).
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In continuare, se genereaza prima matrice de transformare gaussiani M si se stabileste
AP = My P AW, (3.19)

O abordare similard se face acum pentru A®), ciutand o nous matrice de permutare P, si o
noua matrice M, astfel Tncat

A® = My P, AP = My Py M, PLAY. (3.20)

Executand toate etapele de eliminare, matricea superior triunghiulara U rezultata este acum
data de

U=A(n)= M, P,_y--- MyP,M, P, AW, (3.21)

=M

(k)
. . v k 1. A . . k b:
Retineti ca ml(-k) utilizat In constructia lui M este acum m® = b

k . o .
ik = 0 unde bgk) sunt intrarile
kk

matricei P, A%,

Obtinem ca U = M Asi, astfel, U = (MP~')PA, unde P = P, _;--- P;. Afirmdmca L = PM ™!
este triunghiulara inferioara unitara.

Nu trebuie sa fim ingrijorati de prezenta inversului lui M, deoarece M~! = P ' Myt P7L MY
si P71 = PT in timp ce M; ' =21, — M; = I,, + m;el.

Prin urmare, avem

L=P, - PP P NI, +mie )Py (I, +mgel) - Pt (I +mp_1el )

n—1

=Py Po(l,+mye] )Py (I, +maey) - Pl (L +mp el ).

n—1
S& discutam acum

Pn—l"'Pz(In-l-mle{)
= (Pn—1"'P2+Pn_1"'P2m1€1TP2T"'PnT,1Pn_1"'Pz)
=(Py_1-Po+ Py Pomyel (Py_y-- PPy Py)
(Poi- Py Py Pomy(Py i+ Poe)) Py P) (3.22)
=L+ Py Pomy(Pyy- Poer)' Py P

Vom avea

Pn_l"'Pg(In‘i‘mlG{)
=, + Py Pomi(Po1- Poe)) | Py P (3.23)
D ——

=mi

Dar permutarea P,_; - - - P, permuta doar intrarile de la 2 la n dintr-un vector; intrarile 1 raméan
neatinse. Aceasta Inseamna ca prima intrare a lui m; este inca zero si e; ramane neschimbat
sub aceasta permutare, adica P,_1--- Pye; = €.

Astfel, avem de fapt

Pn_l---PQ(]n—lee{)
= [I,+mel] P,i--P (3.24)
~————

inferior triunghiulara
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si

L= [I,+mel] Pyy- PPy (I, +mael)--- P (I, +mu_1el ).
N———

inferior triunghiulara

Repetand argumentul avem ca L este triunghiulara inferioara.

Deoarece L = PM~! este triunghiulara inferioara unitara, factorizarea LU se citeste

PA=LU. (3.25)
Odata ce L, U si P sunt disponibile, rezolvarea sistemului liniar initial se rezuma la rezolvarea
sistemelor triunghiulare Ly = Pb si Ux = y.

Teorema 3.5.1. Fie A € R™™"™ o matrice nesingulara. Atunci exista o matrice de permutare P
astfel incat PA = LU, unde L i U sunt, respectiv, o matrice triunghiulara inferioara $i una
triunghiulard superioard, obtinute prin eliminarea gaussiand.

Demonstratie. Demonstratia este deja facuta, cu exceptia faptului ca la orice pas avem

max abs(A® (k : n, k) # 0. (3.26)
Daca ar fi posibil sa avem

max abs(A® (k : n, k)) =0, (3.27)
atunci det A = 0 ceea ce este evitat de ipoteza. O

Daca se realizeaza pivotarea completd, la primul pas al procesului, odata gasit elementul a,, al
celui mai mare modul din submatricea A(1 : n,1: n), trebuie sa schimbam prima linie gi prima
coloani cu a ¢-a linie si a r-a coloand. Se genereazi astfel matricea P, AMQ;, unde P; si Q4
sunt matrici de permutare pe randuri si, respectiv, pe coloane.

In consecint, actiunea matricei M; este acum astfel incat A® = M PLAMQ,. Repetand
procesul, la ultima etapa, obtinem

U=A"™ =M, P, - M{PLAVQ; - Q1. (3.28)
In cazul pivotarii complete, factorizarea LU devine

PAQ = LU, (3.29)

unde Q = Q- - - Q—1 este o matrice de permutare care tine cont de toate permutérile care au
fost operate. Prin constructie, matricea L este tot inferior triunghiulara, cu intrari de modul
mai mici sau egale cu 1.

Calculul inversei unei matrice

Calculul explicit al inversei unei matrice poate fi efectuat folosind factorizarea LU dupa cum
urmeaza.

Notand cu X inversa unei matrice nesingulare in R™*", vectorii coloana ai lui X sunt solutiile
sistemelor liniare Axz; = ¢;, pentrui=1,--- n.

Presupunand ca PA = LU, unde P este matricea de permutare cu pivotare partiala, trebuie
sa rezolvam 2n sisteme triunghiulare de forma Ly, = Pe;, Ux; = y;, i = 1,--- ,n, adica o
succesiune de sisteme liniare care au aceeasi matrice de coeficienti, dar parti drepte diferite.
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Aplicarea factorizarii LU intr-o problema de deformare elastica 1D

Se considera o bara elastica de lungime L = 1m, cu capetele mentinute fixe

Ecuatia care descrie deformarea barei este de tip Poisson:
—ku"(z) = q(x), 0<x<l,

unde u este deplasarea, k este un coeficient de elasticitate, iar ¢(x) este forta care actioneaza
asupra barei.

Aproximarea numerica a derivatei a doua

Pentru fiecare nod interior x;, a doua derivata u”(x;) se poate aproxima prin diferente finite
centrale.

Pornim de la seriile Taylor in jurul nodului x;:

u(x; + h) = u(x;) + hu'(x;) + ?u”(:vi) + }éu’”(azi) + O(h"),
u(z; — h) = u(x;) — ha'(z;) + hQu"(xi) — }éu'”(xi) + O(h%).

Adunand cele doua ecuatii, derivata intai se elimina:

u(z; + h) +u(z; — h) = 2u(x;) + b2 (z;) + O(h?Y),

de unde rezulta formula de diferente finite centrale:

w(wi—1) — 2u(z;) + u(wisq)
h? '

u//(xi) ~

Aceasta formula sta la baza discretizarii ecuatiei Poisson pentru fiecare nod interior.

Discretizare numerica a ecuatiei Poisson

Alegem N = 4 noduri interioare, deci N + 1 = 5 subintervale egale de lungime h = L/(N +1) =
0.2m, si notam deplasarile in nodurile x; = ¢h prin u;, i = 1,...,4. Nodurile de frontiera sunt
$0:0§i[l}'5:[1, Cqu:U5:O.

Inlocuind aproximatia derivatei a doua in ecuatia Poisson:

Ui — 2u; + uipr q(x;)

h? = 7!

g e ey

sau echivalent:

2u; — Ui — Uiy = h2w.

k

Astfel se genereaza un sistem liniar tridiagonal:

A-u=Db,
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unde
2 -1 0 0 hzq(xl)/k
-1 2 -1 0 _[RPq(xa) /K
A=1o Z1 2 —10 DT n2glesk
0 0 -1 2 h2q(z4)/k

Factorizarea LU

Observatie: valoarea deplasarii in fiecare nod interior depinde doar de nodurile vecine, ceea ce
face sistemul tridiagonal si foarte potrivit pentru factorizarea LU. Pentru rezolvarea eficienta,
factoram matricea A ca:

A=L-T,

unde L este triunghiulara inferioara, iar U este triunghiulara superioara:

1 0
1

o O

N[ =

0
0
L= 1

0 —_

N
—_ o O O
O O O
Oow\wl
Ooaml

0
0

N[V}
SO

Matrice cu structura de banda

Metodele de discretizare pentru problemele cu valori la frontiera conduc adesea la rezolvarea
sistemelor liniare cu matrici care au forme de banda, bloc sau rare. Exploatarea structurii
matricei permite o reducere drastica a costurilor de calcul ale factorizarii si ale algoritmilor de
substitutie.

Vom aborda variante speciale ale factorizarii GEM sau LU care sunt concepute in mod cores-
punzator pentru a trata matrici de acest tip.

Completare didactica: pivotarea ca mecanism de stabilizare

Existenta unei factorizari algebrice nu este suficienta pentru un algoritm numeric robust. Daca
pivotul folosit la un pas este foarte mic, multiplicatorii de eliminare pot deveni foarte mari, iar
erorile de rotunjire se pot amplifica. Pivotarea partiala alege, in coloana curenta, un element de
modul maxim si schimba liniile astfel incat acel element sa devina pivot.

Exemplul clasic al unui pivot periculos

10716 1 1410716
= () =)

care are solutia exacta z = (1,1)”. Fara pivotare, primul multiplicator este 10, In aritmetica
finita, operatia de eliminare combina numere de scari foarte diferite si poate pierde cifre
semnificative. Daca schimbam cele doud linii, primul pivot devine 1, multiplicatorul are modul
10716 iar calculul este mult mai benign.

Consideram

Cu pivotare partiala, factorizarea se scrie PA = LU, unde P este o matrice de permutare.
Pentru rezolvarea sistemului trebuie deci folosit termenul liber permutat: mai Intii rezolvam
Ly = Pb, apoi Ux = y.
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De ce pivotam?

In aritmetica de calculator, impartirea la un pivot foarte mic poate produce multiplicatori
foarte mari si poate amplifica efectul rotunjirilor. Pivotarea incearca sa evite asemenea
alegeri nefavorabile. Analiza cantitativa a sensibilitatii problemei si a erorilor algoritmului
va fi facuta abia in capitolul urmator.

Vs
.

Laborator: cu si fara pivotare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intdi pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati doua versiuni ale eliminarii gaussiene: una fara pivotare si una cu pivotare

partiala. Testati familia A, = (i
exacta prestabilita gi reprezentati eroarea relativa in functie de . Raportati i marimea

maxima a multiplicatorilor.

1) pentru € = 1072,1074,...,107 6. Folositi o solutie

-~
A\

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Scrieti matricea de permutare care schimba liniile 1 gi 3 ale unei matrice 4 x 4 si
verificati ca P! = PT.

0.01 2 1
2. Efectuati un pas de pivotare partiala pentru matricea [ 3 1 —1
2 4 1

3. Explicati de ce pivotarea partiala garanteaza multiplicatori de modul cel mult 1 la
pasul curent.

4. Dati un exemplu in care pivotarea este necesara algebric deoarece pivotul curent
este exact zero, desi matricea este inversabila.

5. De ce o matrice de permutare nu modifici norma euclidiand a unui vector?

-~
A\

Mini-proiect: factor de crestere

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Pentru matrice aleatoare gi pentru cateva matrice construite deliberat, calculati raportul
dintre cel mai mare element in modul aparut in factorul U si cel mai mare element in
modul al matricei initiale. Comparati eliminarea fara pivotare cu pivotarea partiala si
urmariti cum se modifica multiplicatorii si elementele intermediare.

Vs
-
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Rezolvare orientativa

Permutarea unui pivot nul

1
Pentru A = g 3> eliminarea fara pivotare nu poate incepe, degi det A = —2 # 0.

Schimbam liniile cu P = (O (1)> si obtinem PA = 2 . In acest caz L = I i U = PA.

3
1 01
Pentru sistemul Az = b, termenul liber trebuie schimbat in aceeasi ordine: PAx = Pb.
Acest exemplu aratd motivul algebric minimal al pivotarii. Exemplul cu 10716 arata motivul

numeric: uneori pivotul nu este zero, dar este atat de mic Incat folosirea lui este riscanta.
- J

Situatie practica: alegerea pivotului si unitatile de masura

Daca liniile provin din ecuatii exprimate in unitati foarte diferite, elementul cu modul maxim
poate reflecta mai ales scala ecuatiei. O scalare preliminara poate face comparatia pivoturilor
mai semnificativa. Totusi, dupa scalare trebuie urmarita cu atentie problema transformata;

efectul scalarii asupra sensibilitatii va fi analizat sistematic In capitolul urmator.
- J

Exemplu rezolvat: pivotarea si efectul scarii ecuatiilor

103 10°
A= ( ) |
1 1
Pivotarea partiald simpld compard |103| si |1| in prima coloand si pastreaza prima linie. Totusi,
raportat la cel mai mare element al fiecrei linii, primul candidat are marimea relativa 103/10° =

1073, iar al doilea are 1/1 = 1. Acest exemplu motiveazd pivotarea partiald scalata: inainte de
alegerea pivotului, comparam |a;;|/s;, unde s; = max; |a;;|.

Consideram matricea

Nu trebuie insa confundate doua idei. Pivotarea scalata poate evita o alegere nefavorabila
produsa numai de unitatile de masura. Daca doua coloane sunt aproape dependente liniar, apar
in continuare dificultati numerice; acestea vor fi cuantificate in capitolul despre analiza erorii.

Ce trebuie stocat in practica?

Intr-o implementare eficienta nu construim de obicei matricea de permutare P. Stocam

un vector de indici p care descrie schimburile de linii. Aplicarea lui P asupra unui vector
b inseamna doar reordonarea componentelor lui b conform lui p. Aceasta economiseste
memorie gi evita operatii cu o matrice care contine in principal zerouri.

Sarcina de implementare: vector de pivotare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Extindeti factorizarea in-place astfel incat, la pasul k, sa gaseasca indicele p =
argmax;- |a;x|, sd schimbe liniile si sa actualizeze un vector de permutare. Functia
trebuie sa intoarca matricea compacta si vectorul p. Scrieti apoi luPivotSolve, care
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aplica permutarea lui b si efectueaza cele doua substitutii. Verificati relatia PA ~ LU
fara a construi neaparat P: comparati A(p,:) cu L x U.

. J
Exercitii suplimentare
e 1\ . 12 Lo Ceou .
1. Pentru A, = 1 1)8e= 1074, efectuati primul pas cu si fara pivotare. Comparati
multiplicatorii.

2. Ardtati ca o schimbare de linii este o transformare ortogonala: PTP = I. Ce
consecinta are pentru norma euclidiana?

3. Explicati diferenta dintre pivotare partiala, pivotare totala si pivotare partiala
scalata.

4. De ce pivotarea totald necesita si memorarea permutarilor de coloane? Cum se
recupereaza ordinea necunoscutelor?

5. Construiti un experiment in care rescalarea unei singure ecuatii schimba pivotul ales
de pivotarea partiala, dar nu schimba solutia exacta a sistemului.

3.6 Factorizarea Cholesky

Matrice simetrice pozitiv definite: Factorizarea Cholesky

In continuare folosim abrevierea SPD (din englezi, symmetric positive definite) pentru o
matrice simetrica pozitiv definita. Pentru factorizarea Cholesky vom folosi in text conventia
A = HTH, cu H superior triunghiular. Forma echivalenta A = LLT, cu L = HT inferior
triunghiular, este folosita in unele exemple si exercitii; cele doua conventii descriu aceeasi
factorizare.

Dupa cum s-a aratat deja, factorizarea LDM7T se simplifica considerabil atunci cand A este
simetrica, deoarece intr-un astfel de caz M = L, obtinandu-se asa-numita factorizare LDLT .
Costul de calcul se injuméatiteste, fatd de factorizarea LU, la aproximativ (n®/3) flop-uri.

Factorizarea Cholesky

Teorema 3.6.1 (Factorizarea Cholesky). Fie A € R™" simetrica si pozitiv definita. Atunci
existd o unicd matrice triunghiulard superioard H, cu elemente diagonale strict pozitive, astfel
incat

A=H"H.

Demonstratie. Demonstram existenta prin inductie dupa n. Pentru n = 1, avem A = (a1;) cu
ai; > O, iar H = (w/au).

Presupunem rezultatul adevarat pentru matrici de ordin n — 1 gi scriem

unde B € R»=Dx(=1) " Orice submatrice principald a unei matrice SPD este SPD, deci B este
SPD. Prin ipoteza de inductie exista o unica matrice triunghiulara superioara R, cu diagonala
pozitiva, pentru care B = RTR.
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H:<O}?p Z) g > 0.

R'TR  R"h
Trr
= (hTR hTh+62>'

Cautam H sub forma

Atunci

Identificarea cu A impune RTh = ¢, deci h = R~ T¢, si 82 = a — h"h. Trebuie s& aratam ca
aceasta ultimé cantitate este strict pozitiva. Deoarece B = RTR, avem h'h = ¢/ B~c. Pentru
vectorul nenul z = (=B~ !¢, 1)T rezulta

0<zlAz=a—-c"B'¢e=a—h"h.

Asadar 5 = va — hTh este real si strict pozitiv, iar existenta este demonstrata.

Pentru unicitate, presupunem A = H{ Hy = HI H,, unde H,, H, sunt superior triunghiulare cu
diagonala pozitiva. Atunci
Q:=H H,*'

este triunghiulara superioara si verifica Q7Q = I, deci este ortogonali. O matrice ortogonala
triunghiulara superioara este diagonala, cu elemente diagonale egale cu +1. Deoarece diagonalele
lui Hy si Hy sunt pozitive, diagonala lui ) este pozitiva; prin urmare ) = I si H, = Ho. ]

De ce apar radicali reali in algoritm?

La fiecare pas, expresia de sub radical este un complement Schur al unei submatrice

principale SPD. Pozitiva definire nu este doar o ipoteza abstracta: ea garanteaza exact ca
pivotul Cholesky este strict pozitiv si ca algoritmul poate continua fara pivotare.

Calculul elementelor factorului Cholesky

Teoremd 3.6.2 (Formulele recursive Cholesky). Fie A = (a;;) SPD i A = HT'H, unde

H = (hij) este triunghiulara superioard cu hj; > 0. Atunci, pentru j =1,...,n,
\ Z hk]?
iar, dupa calculul lui h;j, pentruit=j+1,...,n,

1 =
hji = — | aji — Z i | -
hjj k=1
In particular, hyy = \/ai;.
Demonstratie. Din A = HTH, pentru j < i avem
HTH Z PP

deoarece hy; = 0 pentru k > j. Daca 7 = j, obtinem

j-1
— 2 2
aj; = > hi; + 1.
k=1



CAPITOLUL 3. METODE DIRECTE PENTRU SISTEME LINIARE 49

Cum hj; > 0, rezulta formula pentru h;;. Daca i > j, separam ultimul termen al sumei,

j—1
aji = Y hijhui + hyihgi,
k=1
si, deoarece h;; > 0, izolarea lui hj; da formula a doua. Ordinea de calcul este astfel determinata:
coloanele (sau, echivalent, liniile factorului superior) se obtin succesiv, iar fiecare formula

folosegte numai elemente deja calculate. O
Un exemplu Cholesky facut cu pixul pe hartie
Pentru
4 2 2
A=12 5 1
2 1 3

avem hiy =2, hig =1, his = 1. Apoi hgy = /5 — 1 =2¢i hog = (1 —1-1)/2 = 0. In final,
hss = V3 — 12 — 02 = /2. Prin urmare

21 1
H=[0 2 0|, HTH = A.
00 V2

Studentul trebuie sa poata explica, pentru fiecare dintre cele sase numere calculate, din ce
egalitate a;; = (HT H);; provine formula folosita.

(
A\

Cand folosim Cholesky?

Factorizarea Cholesky este construita pentru matrici simetrice pozitiv definite. Daca matricea
unui sistem are deja aceasta structurd, metoda o exploateaza direct i necesita mai putine
operatii gi mai putind memorie decat o factorizare generala.

Principiu de alegere a metodei

Nu transformém artificial orice sistem intr-unul potrivit pentru Cholesky. In acest capitol
alegem metoda dupa structura deja disponibila a matricei: LU cu pivotare pentru cazul
general, Cholesky pentru cazul SPD si algoritmi specializati pentru matrici de banda.
Motivele numerice mai fine pentru aceasta alegere vor putea fi formulate dupa introducerea
normelor si a analizei erorii.

Ve
.

Factorizarea Cholesky va fi folosita si ulterior, in probleme care conduc la matrici SPD.

Dictionar intre conventiile Cholesky

In corpul capitolului am folosit conventia A = HTH, cu H superior triunghiular. In multe
implementari, inclusiv in exercitiile de laborator, este mai comods conventia A = LLT, cu
L = HT inferior triunghiular. Formulele sunt echivalente prin ¢;; = h;; pentru i > j:

1 . .
ejj = /G55 — E :K?ka gij = 7 (aij = E gzkfjk) , 1> ).
k<j J k<j

In laborator vom folosi consecvent forma inferioara A = LLT.

~
-
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Completare didactica: de ce Cholesky este metoda naturala pentru
SPD

Daca A este simetrica pozitiv definita, informatia structurala trebuie folosita. Factorizarea

Cholesky scrie A = LLT, cu L triunghiulara inferior si diagonald strict pozitiva. Fatd de o

factorizare LU generala, se stocheaza practic un singur factor si costul aritmetic se reduce
1,3

aproximativ la jumdtate: termenul dominant este de ordin gn”.

Pozitiva definire garanteaza ca expresiile aflate sub radical in calculul elementelor diagonale
sunt pozitive. Astfel, proprietatea matematica a matricei este exact ceea ce permite existenta
algoritmului fara pivotare.

Exemplu construit din factor

Consideram
2 00
L=11 20
1 01
Atunci
4 2 2
A=LL"=|2 5 1
21 2
este automat simetrica pozitiv definitd. Daca x, = (1,2,3)7, atunci b = Az, = (14,15,10)7.

Pentru rezolvare efectuam Ly = b si apoi LTx = y. Acest exemplu este util si pentru testarea
unui cod: fiindca A a fost construitd dintr-un factor cunoscut, avem o verificare independenta.

Implementarea factorizarii Cholesky

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati formulele element-cu-element, fara a apela chol. Testati mai Intai pe matrice
de forma A = RRT + al, cu a > 0, unde R este aleatoare. Comparati norm(A-L*L’) cu
precizia maginii. Apoi modificati A astfel incit sa devina indefinita si observati locul in
care algoritmul Incearca sa extraga radacina patrata dintr-o valoare nepozitiva.

Aplicatie: ecuatii normale

Daca o matrice are forma AT A si A are rang coloans complet, atunci AT A este simetrica pozitiv
definita si poate fi factorizata Cholesky. Aplicatiile acestei observatii la probleme dreptunghiulare
vor fi discutate mai tarziu, dupa introducerea instrumentelor necesare pentru analiza erorii.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Calculati factorizarea Cholesky a matricei (;1 g)
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2. Demonstrati direct ca daca A = LL” si L este inversabili, atunci A este pozitiv
definita.

3. Aratati ca o matrice SPD este inversabila si ca elementele sale diagonale sunt pozitive.

4. Comparati numarul de elemente care trebuie stocate pentru o matrice simetrica
densa cu cel necesar pentru o matrice generala.

5. Explicati de ce pivotarea partiala standard ar distruge, in general, simetria daca ar
fi aplicata naiv intr-un algoritm Cholesky.

. J

Mini-proiect: matrice Gram

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi si formulati problema matematicd. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Generati n vectori vy, ...,v, € R™ liniar independenti. Matricea G = (v]v;);; = VIV,
ale carei elemente sunt produsele scalare ale vectorilor, se numegte matrice Gram. Formati
aceasta matrice. Verificati pozitiva definire si calculati Cholesky. Apoi apropiati doua
coloane una de alta gi urmariti determinantul lui G si elementele diagonale ale factorului
Cholesky.

Vs
N

Rezolvare orientativa

Cholesky 2 x 2

etz A = (& ° , scriem L = “u 03 Din LIT = A regults (2, = 4, deci alegem
2 5 loy Lo

diagonala pozitiva ¢1; = 2. Apoi o0y, = 2, deci £5; = 1. Ultima relatie este /3, + (3, = 5,

de unde f55 = 2. Astfel L = G (2) )

Daca b= (6,7)7, rezolvarea Ly = b da y = (3,2)7, iar LTz =y d& z = (1,1)T. Nu apare
L niciun calcul al inversei.

J

Situatie practica: matrice Gram aproape singulara

Dacé doua coloane ale unei matrici V' sunt aproape egale, matricea Gram G = VTV raméane
teoretic SPD cat timp coloanele sunt independente, dar cea mai mica valoare proprie devine
foarte mica. Cholesky poate calcula in continuare factorii, Insa problema este sensibila.
Acesta este un exemplu bun de separare intre existenta factorizarii si calitatea numerica a

solutiei.
-

-

Exemplu complet: Cholesky si rezolvarea unui sistem SPD

- -0

Fie
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Matricea este simetrica, iar minorii principali sunt 4 > 0 si det A = 8 > 0, deci este pozitiv

definits. Ciutim A = LLT cu L= [0 0
621 EQZ

lyy =1 8i lyy = /3 — 1 =+/2. Prin urmare
2 0
L= (1 ﬁ)

Rezolvam Ly = b: y; = 3, iar yo = (5 — 3)/v2 = /2. Apoi L7z = y: din a doua ecuatie
V2x5 = /2, deci x5 = 1, iar din prima 2z, + x5 = 3, deci z; = 1. Solutia este z = (1,1)7.

). Din identificarea elementelor rezulta ¢, = 2,

De ce este Cholesky aproximativ de doua ori mai ieftina decat LU?

Pentru o matrice simetrica nu avem nevoie sa calculam gi sa stocam separat informatia de
deasupra si de sub diagonala: una este transpusul celeilalte. Numarul dominant de operatii
pentru Cholesky este aproximativ n®/3, fatd de aproximativ 2n/3 pentru eliminarea
gaussiana densa. Avantajul este simultan algebric, numeric si de memorie.

Sarcina practica: detectarea pierderii pozitivitatii

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB farad a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutina MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati Cholesky folosind formula diagonald (;; = |/a;; — > )< E?k. Daca expresia
de sub radical devine nepozitiva, opriti algoritmul si raportati indicele. Testati pe matrici
A = BTB + ol pentru o > 0, apoi micsorati o. Comparati cu o matrice simetrica
indefinita. Explicati de ce simpla simetrie nu este suficienta.

(& J

Exercitii suplimentare

1. Calculati factorul Cholesky pentru A = (g g) si verificati produsul.

2. Demonstrati ca dacd A = LLT cu L nesingulara, atunci 27 Az = (LT2)T (LT2) > 0
pentru orice x # 0.

3. Aratati ca matricea Gram AT A este pozitiv semidefinita si precizati cand este pozitiv
definita.

4. Pentru A cu rang coloana complet, demonstrati direct ca A7 A este SPD si explicati
de ce Cholesky este aplicabila acestei matrice.

5. Formulati o verificare element cu element a identitatii A = LLT pentru o factorizare
calculata.

3.7 Matrice cu structura de banda

Matrice cu structura de banda

Definitie 3.7.1. Spunem ca o matrice A € R™*" are banda inferioara p daca a;; = 0 cand
t > j+p st banda superioarda q dacd a;; =0 cand j > i+ q.
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Matricele diagonale sunt matrici cu benzi pentru care p = q = 0, in timp ce matricele bidiagonale
aup =1, =0 saup = 0,9 =1 iar daca p =1 i ¢ = 1 atunci spunem ca avem o matrice
tridiagonald.

Rezultatul principal pentru matrici cu benzi este urmatorul.

Teorema 3.7.2. Fie A € R"*™. Sa presupunem ca ezista o factorizare LU a lui A. Daca A are
latimea de banda superioarda q si latimea de banda inferioara p, atunci L are latimea de banda
inferioara p st U are latimea de banda superioard q.

Demonstratie. Folosim formulele lui Doolittle si inductia dupa pasul k. Presupunem ca primele
k — 1 randuri din U si primele k — 1 coloane din L respecta benzile. Daca j > k + ¢, atunci
ap; = 0, iar

k-1
Upj = ag; — Y lgrtinj = 0,
r=1

pentru ca j > k + ¢ > r + g implica u,; = 0 pentru orice r < k. Analog, daca i > k + p, atunci

1 k—1
lik = (aik - Z lirurk) = 07
Ukk r=1

deoarece 1 > k + p > r + p implica [;, = 0. Inductia pornesgte la k = 1 gi arata ca eliminarea nu
creeaza elemente nenule in afara benzilor prescrise. O

In special, observati ca aceeasi zona de memorie utilizata pentru A este suficienta pentru a stoca
si factorizarea sa LU.

Sa consideram, intr-adevar, ca o matrice A avand latimea de banda superioara ¢ si latimea de
banda inferioara p este de obicei stocata intr-o matrice (p 4+ ¢+ 1) X n, pe care o vom nota cu
B, presupunand ca

bijqr1,j = Qi (3.30)

pentru toti indicii 4, j care se incadreaza in banda matricei, in rest fiind zero.

De exemplu, in cazul matricei tridiagonale

2 -1 0 O
-1 2 -1 0
A=10 -1 2 -1
o 0 -1 2 -1
0o 0 0 -1

o O O

(3.31)

[N}

stocarea compacta se citeste

0 -1 -1 -1 -1
B=|2 2 2 2 2 (3.32)
~1 -1 -1 -1 0

Acelagi format poate fi utilizat pentru stocarea factorizarii LU a lui A.

Este clar ca acest format de stocare poate fi destul de incomod in cazul in care doar cateva
benzi ale matricei sunt mari.

La limita, daca doar o coloana si un rand ar fi pline, am avea p = ¢ = n si astfel B ar fi o
matrice plina cu multe intrari zero.
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In cele din urma, observam ca inversa unei matrice cu benzi este in general plina (aga cum se
intAmpla pentru matricea A considerata mai sus).

Matrice tridiagonale

Consideram cazul particular al unui sistem liniar cu matrice tridiagonala nesingulara A data de

a; C 0

bz az (3.33)
e Cn—1

0 b, a,

In acest caz, matricile L si U din factorizarea LU a lui A sunt matrici bidiagonale de forma

1 0 0 o C
’ ' 0 IR Cn—1

0 B 1 0 0 o«
Algoritmul Thomas
Coeficientii «;, 5; pot fi calculati cu usurinta prin urmatoarele relatii

bi .
ar=a, Bi= ;= a; — Bici, P=2-n. (3.35)
Qi1

Algoritmul Thomas poate fi extins si pentru a rezolva intregul sistem tridiagonal Ax = f. Acest
lucru Inseamna rezolvarea a doua sisteme bidiagonale Ly = f si Uz = y, pentru care se aplica
urmatoarele formule:

(Ly=f): yi=fuyi=fi—Byir, =2, ,n, (3.36)
Ur=vy): xn:Zl, 5171‘:%, i=n—1,---,1. (3.37)

Sisteme pe blocuri

In aceasta sectiune ne ocupam de factorizarea LU a matricelor partitionate in blocuri, In care
fiecare bloc poate avea o dimensiune diferita.

Obiectivul nostru este dublu: optimizarea ocuparii spatiului de stocare prin exploatarea adecvata
a structurii matricei si reducerea costului de calcul al solutiei sistemului.

Factorizarea LU

Fie A = R™"™ urmatoarea matrice partitionata in blocuri

All A12
A= 3.38
(A21 A22> ’ (3:38)

unde A;; € R™" este o matrice nesingulara a carei factorizare L1 D1 R1; este cunoscuta, in timp
ce Ay € R(=r)x(n=r),
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In acest caz este posibila factorizarea A folosind doar factorizarea LU a blocului A;;. Intr-adevar,
este adevarat ca

(A A\ (L O Dy 0 Riy Ry
A_<A21 An) “\Lo 1) 0 b))\ 0 1) (3.39)
unde
Loy = A21Rf11Df17
R12 - Dl_lLl_llAlz, (340)

D2 = A22 - L21D1R12-

Daca este necesar, procedura de reducere poate fi repetata pe matricea Do, obtindndu-se astfel
o versiune in bloc a factorizarii LU.

Daca Ay ar fi un scalar, abordarea de mai sus ar reduce cu unu dimensiunea factorizarii unei
matrice date.

Prin aplicarea iterativa a acestei metode se obtine un mod alternativ de efectuare a eliminarii
Gauss.

Completare didactica: exploatarea structurii de banda

O matrice de banda are majoritatea elementelor exact nule, iar aceste zerouri nu trebuie nici
stocate, nici procesate. Daca semi-latimile benzii sunt fixe cind n creste, costul unei factorizari
scade de la ordin cubic la ordin liniar in n. Acest exemplu ilustreaza principiul general: algoritmul
trebuie ales in functie de structurd, nu doar in functie de dimensiune.

Matricele tridiagonale apar la discretizarea derivatelor de ordinul al doilea. Pentru problema
—u"(x) = f(z), formula diferentelor finite centrate produce, dupa inmultirea cu h?, o matrice
cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele imediat vecine.

Exemplu: sistem tridiagonal

Pentru
2 -1 0 0 1
-1 2 -1 0 0
= O -1 2 -1}’ b= 0]’
0 0o -1 2 1

se verifica imediat cd = (1,1,1,1)7 este solutie. Algoritmul Thomas este eliminarea gaussiani
specializata pentru aceasta structura; el modifica doar cele trei diagonale si are cost O(n).

Daca notam cu a; subdiagonala, d; diagonala si ¢; supradiagonala, la pasul ¢ putem elimina a;
folosind multiplicatorul m; = a; /d;_1, apoi actualizam numai d; = d; — m;c;_1 §i termenul liber
b; = b; — m;b;_1. Substitutia Tnapoi foloseste aceeagi structura locala.

Laborator: Thomas versus matrice densa

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptdnd etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
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cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti un algoritm Thomas care primeste doar cei trei vectori ai diagonalelor si vectorul b.
Nu construiti matricea n x n. Comparati timpul si memoria cu o versiune densa pentru
n = 102, 10%, 10° atunci cAnd este posibil. Comparati apoi cu reprezentarea rars MATLAB,
de tip sparse.

Ve
A\

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Aplicati manual algoritmul Thomas sistemului de ordin 4 de mai sus.

2. Determinati numarul de valori scalare necesare pentru stocarea unei matrice tridia-
gonale de ordin n.

3. Aratati ca matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele vecine este
SPD.

4. Ce conditie trebuie verificata pentru ca pasul m; = a;/ Ji_l sa fie definit? Discutati
ce garanteaza pozitiva definire in exemplul Poisson.

5. Generalizati ideea de stocare la o matrice cu p subdiagonale si ¢ supradiagonale
nenule.

-
.

Studiu practic: temperatura intr-o bara

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi si formulati problema matematicd. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Considerati o bara unidimensionala cu temperaturi prescrise la capete si cu o sursa termica
f(z). Discretizati problema stationara pentru mai multe valori ale lui n, rezolvati sistemul
prin Thomas si comparati cu o solutie analitica pentru un f simplu. Studiati separat
eroarea de discretizare si eroarea algoritmului liniar.

Vs
-

Rezolvare orientativa

Thomas pentru sistemul de ordin 4

Pentru diagonalele a; = —1, d; = 2, ¢; = —1 51 b = (1,0,0, 1)T, eliminam succesiv. Primul
multiplicator este mg = —1/2, deci noul pivot este dy = 2 — (—1/2)(—1) = 3/2, iar by = 1/2.
Apoi ms = —2/3, d3 = 4/3, bs = 1/3. In final my = —3/4, dy = 5/4, by = 5/4. Substitutia
fnapoi da x4 =1, apoixzs =1, 20 =1, 1 = 1.

Am folosit numai diagonalele, nu matricea completa. Pentru n mare, aceasta este esenta
L economiei.

-

Situatie practica: discretizare versus rezolvare

Daca solutia numerica a unei EDP are eroare de ordin h2, nu are sens si rezolvam sistemul

liniar pana la o tolerantd de ordin 10~'* pentru un h relativ mare. Toleranta algoritmului
liniar trebuie pusa in contextul erorii de modelare/discretizare. Intr-un calcul sgtiintific
complet, “precizia” nu este determinata de un singur pas al lantului de calcul.
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Exemplu rezolvat: un sistem tridiagonal provenit din diferente finite

Consideram matricea

2 -1 0 O 1
-1 2 -1 0 0
= 0o -1 2 -1]° b= 0
0o 0 -1 2 1

Vectorul z = (1,1,1,1)7 este solutie, deoarece pe liniile interioare apare combinatia —14+2—1 = 0,
iar pe liniile de margine obtinem 1. O astfel de matrice apare la discretizarea operatorului —u”
cu conditii la frontiera.

Daci ignoram structura si folosim o factorizare densi, alocim O(n?) memorie si efectuam O(n?)
operatii. Algoritmul Thomas pentru o matrice tridiagonala pastreaza numai cele trei diagonale
si efectueaza un numar de operatii proportional cu n. Pentru probleme obtinute din discretizari
cu milioane de necunoscute, diferenta dintre cele doua perspective este decisiva.

Sarcina de implementare: algoritmul Thomas

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intdi pe hértie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutinda MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Reprezentati matricea numai prin trei vectori: subdiagonala a, diagonala d si supradi-
agonala c. Implementati eliminarea Tnainte direct pe acesti vectori gi apoi substitutia
inapoi. Testati familia tridiagonala cu diagonala 2 gi diagonalele vecine —1 pentru
n = 102,102, 10*,10°. Comparati timpul si memoria cu o reprezentare densa numai pentru
dimensiunile la care aceasta este nca fezabila.

-

Exercitii suplimentare

1. Executati manual algoritmul Thomas pentru sistemul 4 x 4 de mai sus.

N

2. Aratati ca matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele vecine este
SPD.

3. Daca latimea totala de banda este fixa si independenta de n, estimati costul factori-
zarii in functie de n.

4. Explicati de ce stocarea zerourilor din afara benzii este o risipa si propuneti o
structura de date.

5. Investigati numeric ce se intampla cand unul dintre pivotii algoritmului Thomas
devine foarte mic. Cand ar fi necesara pivotarea?

-~
A\

Fisa de seminar gi laborator: metode directe in ansamblu

Problema rezolvata 1: alegerea algoritmului dupa structura

Presupunem ca trebuie rezolvate patru sisteme de aceeasi dimensiune: (a) o matrice densa
generald; (b) o matrice densa SPD; (¢) o matrice tridiagonala SPD; (d) aceeasi matrice densa
generala pentru 500 de termeni liberi. In cazul (a), alegerea standard este LU cu pivotare.
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In (b), Cholesky exploateaza simetria si pozitiva definire si reduce costul si stocarea. In (c),
folosirea unei factorizari dense ar ignora aproape toate zerourile; un algoritm tridiagonal are
cost liniar. In (d), cheia este refolosirea factorilor: factorizam o data si efectuam cite doud
substitutii pentru fiecare termen liber.

Aceasta problema nu cere un calcul complicat; urmareste recunoasterea structurii inainte de
aplicarea unui algoritm generic.

Problema rezolvata 2: determinantul fara dezvoltare Laplace

Daca PA = LU, atunci det(P) det(A) = det(L) det(U) = I]; u;;, deoarece L este unitara. Cum
det(P) = £1, determinantul lui A se obtine aproape gratuit dupa factorizare. Numarul de
schimburi de linii determina semnul lui det(P). Astfel, o cantitate care prin dezvoltare Laplace
ar fi prohibitiva poate fi calculata cu aceeasi factorizare folosita pentru rezolvarea sistemului.

Laborator integrator 3: o rutina de rezolvare adaptiva

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie de nivel inalt care inspecteaza matricea gi alege o strategie: daca este
triunghiulara, substitutie; daca este simetrica si Cholesky reuseste, Cholesky; daca este
tridiagonala, Thomas; altfel, LU cu pivotare. Raportati metoda aleasa. Nu urmariti sa
reproduceti toate optimizarile unei biblioteci profesionale, ci sa demonstrati logica deciziei
si sa testati fiecare ramura pe exemple controlate.

Set de probleme

1. Pentru o matrice densa n x n, comparati ordinele de cost ale factorizarii si substitutiei.
Pentru cati termeni liberi incepe sa domine costul substitutiilor?

-~
A\

2. Aratati ca daca A este SPD, pivotii Cholesky sunt reali si pozitivi.

3. Construiti o matrice pentru care LU fara pivotare esueaza la primul pas, dar
PA = LU exista.

4. Dati un exemplu singular cu factorizare LU unica si explicati de ce ultimul pivot
poate fi zero.

5. Demonstrati formula S; ! = I — te, el folositd in demonstratia unicitétii.

6. Pentru o matrice pentadiagonala, estimati stocarea necesara prin vectori de diagonale.

7. Comparati determinantul obtinut din LU cu det(A) pentru matrici apropiate de
singularitate si observati cat de repede poate deveni determinantul foarte mic. Nu
folositi aceasta observatie ca masura cantitativa a sensibilitatii; aceasta va fi definita
in capitolul urmator.

8. Intr-o aplicatie cu matrice fixa si termeni liberi care sosesc in timp real, proiectati o
structura care pastreaza factorii si rezolva noile sisteme.

~
A\
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Proiect de capitol: biblioteca minimala de metode directe

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Realizati un pachet cu functii pentru substitutie inainte/inapoi, LU cu pivotare, Cholesky
si sistem tridiagonal. Fiecare functie trebuie sa aiba teste unitare pe solutii fabricate
si mesaje clare in caz de esec. Comparati componentele solutiei calculate cu solutia
fabricata si cu rezultatul unei rutine MATLAB standard. Adaugati un benchmark pentru
dimensiuni crescatoare si discutati timpul, memoria gi ipotezele fiecarei metode.

Sarcini de aprofundare si sinteza a metodelor directe

Probleme de aprofundare: factorizare, pivotare si structura

1 ¢ O
1. Pentru A(c) = |2 4 1| determinati valorile lui ¢ pentru care eliminarea gaussiana
3 51

fara pivotare produce un pivot nul la pasul al doilea sau al treilea. Decideti separat
daca matricea este singulara sau numai eliminarea fara schimbari de linii egueaza.

2. Demonstrati legatura dintre existenta factorizarii A = LU cu L unitara si nenulitatea
minorilor principali conducatori care apar in procesul de eliminare.

3. Construiti o matrice inversabila 3 x 3 pentru care eliminarea fara pivotare esueaza
la primul pas, dar o singura permutare de linii permite continuarea. Scrieti explicit
matricea de permutare.

4. Pentru A = LU, cu L unitara, demonstrati det A = []; u;. Cum se modifica formula
pentru PA = LU?

5. Aratati ca daca A este simetrica pozitiv definita, atunci factorizarea Cholesky poate
fi construita pas cu pas si elementele diagonale ale factorului sunt strict pozitive.

6. Pentru o matrice tridiagonala deduceti recurentele algoritmului Thomas din elimina-
rea gaussiana si numarati operatiile necesare la fiecare pas. Explicati de ce numarul
total cresgte liniar cu n.

7. Presupuneti ca aceeagi matrice A apare in sistemele Az =b;, 7 =1,...,m. Compa-
rati numarul de operatii necesare daca factorizati A la fiecare rezolvare cu situatia
in care factorii sunt calculati o singura data.

8. Pentru o matrice de banda cu semilatime p, numarati aproximativ elementele care
trebuie stocate si comparati cu cele n? elemente ale unei matrice dense.

9. Explicati diferenta algoritmica dintre un pivot exact nul gi un pivot nenul, dar foarte
mic. Construiti un exemplu 2 x 2 pentru fiecare situatie si urmariti eliminarea
numerica.

10. Comparati LU gi Cholesky pentru o matrice simetrica pozitiv definita: ce informatie
suplimentara folosegte Cholesky si ce operatii sunt evitate?
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Laborator integrator: un solver care exploateaza structura

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Implementati metodele din capitol si comparati-le fara a folosi inca instrumen-
tele de analiza introduse in capitolul urmator.

1. Scrieti functii separate pentru substitutie inainte, substitutie inapoi, LU cu pivotare
partiala, Cholesky si Thomas. Nu folositi inv.

2. Testati-le pe: o matrice densa generala, una simetrica pozitiv definita si una tridia-
gonala.

3. Pentru fiecare familie alegeti x, = 1, formati b = Ax, si comparati componentele
solutiei calculate cu cele ale lui .

4. Pentru dimensiuni crescatoare masurati timpul de factorizare si timpul necesar
rezolvarii dupéa ce factorii sunt deja disponibili.

5. Pentru problema cu mai multi termeni liberi comparati refactorizarea repetata cu
reutilizarea factorilor.

6. Pentru matricea tridiagonala comparati memoria necesara stocarii dense cu memoria
necesara celor trei diagonale.

7. Comparati rezultatele cu A\b numai ca verificare externa si raportati cea mai mare
diferenta absoluta dintre componentele celor doua solutii.

& J

Proiect de capitol: discretizarea unei probleme la limita 1D

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru gi comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati problema —u”(z) = f(z) pe (0, 1), cu valorile solutiei prescrise
la capete, u(0) = u(1) = 0. Acest tip de conditie la frontiera se numeste conditie Dirichlet.
Formula diferentelor finite centrale si constructia sistemului tridiagonal au fost prezentate
in exemplul de discretizare din acest capitol.
1. Modelare. Folositi diferente finite centrale si deduceti sistemul tridiagonal pentru
necunoscutele interioare.
2. Calcul manual. Pentru trei necunoscute interioare scrieti complet sistemul si
efectuati eliminarea de tip Thomas.
3. Structura. Aratati ca matricea este simetrica si pozitiv definita.
4. Algoritm. Implementati rezolvarea prin Cholesky si Thomas.
5. Experiment. Folositi o solutie exacta simpla pentru a genera termenul drept si
comparati valorile calculate iIn nodurile grilei cu valorile exacte.
6. Complexitate. Mariti numarul de puncte si comparati timpul celor doua imple-
mentari.
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7. Interpretare. Explicati de ce structura tridiagonala trebuie folosita in alegerea
algoritmului si nu tratata doar ca un detaliu de programare.
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Test de capitol

Test — Metode directe pentru sisteme liniare

1. Calcul explicit si verificare critica. Pentru matricea

A=

O N

20

3 11,

1 2

un instrument Al afirma ca o factorizare Cholesky este

2 0 0
L=|1 V2 0
0 1/vV2 1
Este afirmatia corecta? Verificati prin calculul lui LLT. Daca este necesar, construiti
factorizarea corecti pas cu pas. Inainte de calcul, explicati de ce factorizarea Cholesky
este sau nu este permisa pentru aceasta matrice.

2. Cod MATLAB. Se doregte rezolvarea unui sistem Ar = b dupa o factorizare
PA = LU deja calculata:

y = L\(P*b);
x = U\y;

Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati:
A) prima instructiune reprezinta o substitutie Inainte;

B

) a doua instructiune reprezinta o substitutie inapoi;
C) vectorul b nu trebuie permutat niciodat;
)

D

aceeasi factorizare poate fi reutilizata pentru mai multi termeni liberi.




