
Universitatea “Alexandru Ioan Cuza” din Ia!i
Facultatea de Matematic"

Elasticitate matematic!
De la cinematica deform!rii la metode varia"ionale #i existen"!

Suport de curs pentru 14 s"pt"mâni

Ionel-Dumitrel Ghiba

2026



Cuprins

Prefa"! #i mod de utilizare vi

1 Corpul continuu, configura"ii #i deform!ri 1
1.1 De la corp material la domeniu de referin#" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Elemente de calcul diferen#ial !i algebr" liniar" . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Deplasare, vitez" !i cele dou" descrieri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4 Derivata material" !i accelera#ia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.5 Deform"ri elementare !i calculul explicit al gradientului deform"rii . . . . . . . 17
1.6 Transformarea lungimilor, volumelor !i ariilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.7 Deform"ri radiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.8 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.9 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.10 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2 M!suri de deformare, descompunerea polar! #i distan"a la rota"ii 39
2.1 Tensorii Cauchy–Green !i întinderile principale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 R"d"cina p"trat" !i calculul spectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3 Descompunerea polar" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.4 Invarian#i !i valori singulare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.5 M"suri finite de deformare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.6 Liniarizarea comun" a m"surilor de deformare . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.7 Distan#a euclidian" la rota#ii: teorema lui Grioli . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.8 Distan#a geodezic" !i deformarea Hencky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.9 Rigiditate: când absen#a deform"rii implic" o mi!care rigid" . . . . . . . . . . 53
2.10 De la distan#a neliniar" la deforma#ia infinitezimal" . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.11 O inegalitate punctual" util" !i leg"tura cu rigiditatea geometric" . . . . . . . 57
2.12 M"surile de deformare pentru o deformare radial" . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.13 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.14 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.15 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3 Axiome din teoria elasticit!"ii, principiul lui Cauchy #i ecua"iile de mi#care
în configura"ia actual! 69
3.1 Conservarea masei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2 For#e de volum !i for#e de contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.3 Rezultate auxiliare pentru localizare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.4 Bilan#ul impulsului !i ecua#ia local" de mi!care . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.5 Bilan#ul momentului cinetic !i simetria tensiunii . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.6 Tensiuni normale !i tangen#iale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.7 Tensiuni principale !i formula trac#iunii pe un plan . . . . . . . . . . . . . . . 77

i



Elasticitate matematic! ii

3.8 Exemplu: trac#iunea pe un plan !i tensiunile principale . . . . . . . . . . . . . 80
3.9 Puterea tensiunilor !i bilan#ul local al energiei mecanice . . . . . . . . . . . . . 80
3.10 Schimbarea observatorului !i principiul puterilor virtuale . . . . . . . . . . . . 82
3.11 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.12 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.13 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4 Tensiuni Piola–Kirchho$, transformarea Piola #i lucru virtual 91
4.1 Descrierea în configura#ia de referin#" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
4.2 De la formula lui Nanson la primul tensor Piola–Kirchho$ . . . . . . . . . . . 91
4.3 Al doilea tensor Piola–Kirchho$ !i tensiunea Kirchho$ . . . . . . . . . . . . . 93
4.4 Ecua#ia de mi!care în configura#ia material" !i transformarea divergen#ei . . . 93
4.5 Puterea intern" !i perechile conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.6 Principiul lucrului virtual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.7 Deducerea principiilor din invarianta lucrului . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.8 Exemple pentru tensorii Piola–Kirchho$ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.9 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.10 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.11 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5 Materiale elastice, obiectivitate, izotropie #i hiperelasticitate 110
5.1 Func#ii de r"spuns !i legea constitutiv" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.2 Hiperelasticitate !i obiectivitatea energiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.3 Simetrii materiale !i izotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5.4 Teorema de reprezentare Rivlin–Ericksen pentru func#ii tensoriale izotrope . . 116
5.5 Derivatele invarian#ilor !i tensiunile pentru energii izotrope . . . . . . . . . . . 118
5.6 Tensiunile principale pentru energii izotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
5.7 Energii hiperelastice clasice !i calculul tensiunilor . . . . . . . . . . . . . . . . 120
5.8 Testul de extensie uniaxial" pentru un material neo-Hookean incompresibil . . 123
5.9 Exemplu: energie dependent" numai de determinant . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.10 Comportamentul energiei pentru J → 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.11 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.12 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.13 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6 Elasticitatea liniarizat!: de la teoria finit! la ecua"iile Navier–Lamé 136
6.1 Liniarizarea în jurul configura#iei naturale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
6.2 Reprezentarea tensorului elastic izotrop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.3 Constante inginere!ti !i conversii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.4 Legea invers" a lui Hooke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.5 Forma dinamic", elipticitatea !i problema mixt" . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.6 Deforma#ie plan" !i tensiune plan" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.7 Extensia unei bare prismatice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
6.8 Cilindrul gros sub presiune: solu#ia Lamé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149



Elasticitate matematic! iii

6.9 Sfer" groas" sub presiune . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
6.10 Torsiunea unei bare circulare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
6.11 Torsiunea Saint–Venant pentru o sec#iune general" . . . . . . . . . . . . . . . 156
6.12 Încovoierea pur": de la cinematic" la formula lui Navier . . . . . . . . . . . . . 158
6.13 Ecua#ia Euler–Bernoulli !i echilibrul unei grinzi . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
6.14 Problem" rezolvat": grind" simplu rezemat" sub sarcin" uniform" . . . . . . . 160
6.15 Flexiune cu for#" transversal" !i tensiuni de forfecare . . . . . . . . . . . . . . 161
6.16 Principiul Saint–Venant: interpretare matematic" . . . . . . . . . . . . . . . . 162
6.17 Problema plan" !i func#ia de tensiune Airy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
6.18 Problema Saint–Venant de torsiune în formularea func#iei de tensiune . . . . . 164
6.19 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
6.20 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
6.21 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

7 Formularea varia"ional! a elasticit!"ii liniare #i existen"a static! 176
7.1 Integrarea prin p"r#i !i norma L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
7.2 Derivate slabe, H1, H1

0 !i urma la frontier" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
7.3 Rigiditatea infinitezimal" în H1 !i dou" fapte de compactitate . . . . . . . . . 177
7.4 Spa#iul energetic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
7.5 Inegalitatea lui Korn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
7.6 Forma slab": deducerea ecua#iei varia#ionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
7.7 Spa#ii Hilbert !i func#ionale liniare continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
7.8 Teorema Lax–Milgram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
7.9 Existen#" !i unicitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
7.10 Cazurile pur Dirichlet !i pur Neumann; observa#ii de regularitate . . . . . . . . 185
7.11 Teorema lui Clapeyron pentru elasticitatea liniar" . . . . . . . . . . . . . . . . 187
7.12 Teorema de reciprocitate a lui Betti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
7.13 Principiul minimului energiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
7.14 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
7.15 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
7.16 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

8 Elastodinamica liniar!, energie #i propagarea undelor 199
8.1 Problema cu valori ini#iale !i la frontier" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
8.2 Existen#a prin metoda Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
8.3 Bilan#ul energiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
8.4 Unde plane, tensorul acustic !i modurile P/S . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
8.5 Problema unidimensional" a barei !i formula lui d’Alembert . . . . . . . . . . 211
8.6 Vibra#iile proprii ale unei bare finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
8.7 Frecven#ele proprii ale unei bare fixate-liber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
8.8 Dispersia într-un model cu gradient de deformare . . . . . . . . . . . . . . . . 215
8.9 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
8.10 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
8.11 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221



Elasticitate matematic! iv

9 Echilibrul neliniar #i formularea varia"ional! 226
9.1 Energia total" !i clasa admisibil" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
9.2 Prima varia#ie !i ecua#iile de echilibru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
9.3 A doua varia#ie !i stabilitatea local" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
9.4 Liniarizarea operatorului neliniar în jurul st"rii naturale . . . . . . . . . . . . . 232
9.5 Convexitatea obi!nuit" !i condi#ia det F > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
9.6 Injectivitate !i condi#ia Ciarlet–Ne%as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
9.7 Existen#" local" pentru înc"rc"ri mici prin teorema func#iei inverse . . . . . . 234
9.8 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
9.9 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
9.10 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

10 Elipticitate Legendre–Hadamard #i rank-one convexitate 246
10.1 Compatibilitatea Hadamard !i direc#iile de rang unu . . . . . . . . . . . . . . . 246
10.2 Tensorul tangent !i condi#ia Legendre–Hadamard . . . . . . . . . . . . . . . . 247
10.3 Rank-one convexitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
10.4 Deducerea condi#iei Legendre–Hadamard din a doua varia#ie . . . . . . . . . . 249
10.5 Exemplu: energia p"tratic" în F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
10.6 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
10.7 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
10.8 Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

11 Materiale izotrope #i criterii în valori singulare 264
11.1 Energii izotrope !i valorile singulare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
11.2 Formule de varia#ie folosite în criteriile spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
11.3 Convexitate separat" !i Baker–Ericksen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
11.4 Criterii spectrale în trei dimensiuni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
11.5 Criteriul pentru medii incompresibile izotrope . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
11.6 Unde incrementale !i tensorul acustic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
11.7 Interpretarea spectral" a exemplului Saint Venant–Kirchho$ . . . . . . . . . . 274
11.8 Exemplu: energia neo-Hooke compresibil" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
11.9 Energie separabil" de tip Valanis–Landel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
11.10Rank-one convexitatea !i existen#a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
11.11Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
11.12Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
11.13Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

12 Quasiconvexitate, policonvexitate #i minorii gradientului 287
12.1 Quasiconvexitatea !i limitele rank-one convexit"#ii . . . . . . . . . . . . . . . . 287
12.2 Lagrangieni nuli !i identit"#ile de medie ale minorilor . . . . . . . . . . . . . . 287
12.3 Policonvexitatea !i minorii ca variabile independente . . . . . . . . . . . . . . 290
12.4 Policonvexitate ↑ quasiconvexitate: Jensen !i Lagrangienii nuli . . . . . . . . 291
12.5 Criteriul lui Ball pentru policonvexitatea energiilor izotrope . . . . . . . . . . . 292
12.6 Criteriul Steigmann prin invarian#ii lui U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292



Elasticitate matematic! v

12.7 Exponen#ierea !i policonvexitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
12.8 Quasiconvexitatea implic" rank-one convexitatea . . . . . . . . . . . . . . . . . 293
12.9 Ierarhia no#iunilor de convexitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
12.10Exemple !i teste de policonvexitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
12.11Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
12.12Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
12.13Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301

13 Metoda direct! a calculului varia"ional 305
13.1 Schema metodei directe !i no#iunea de coercivitate . . . . . . . . . . . . . . . 305
13.2 Convergen#a slab" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306
13.3 Semicontinuitate inferioar" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
13.4 Teorema abstract" a metodei directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
13.5 Distribu#ii !i compactitatea Rellich–Kondrachov . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
13.6 Minorii gradientului !i dificult"#ile trecerii la limit" . . . . . . . . . . . . . . . 313
13.7 Coercivitatea specific" elasticit"#ii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315
13.8 P"strarea constrângerilor la limit" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316
13.9 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
13.10Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318
13.11Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322

14 Teorema de existen"! a lui John Ball în elasticitatea neliniar! 326
14.1 Cadrul problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
14.2 Policonvexitatea !i ipotezele structurale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
14.3 Teorema de existen#" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327
14.4 Un model unidimensional înaintea demonstra#iei tridimensionale . . . . . . . . 328
14.5 Demonstra#ia teoremei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
14.6 Verificarea ipotezelor pe un exemplu de energie . . . . . . . . . . . . . . . . . 333
14.7 Limitele concluziei de existen#" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334
14.8 Probleme pentru seminar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334
14.9 Exerci#ii rezolvate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336
14.10Exerci#ii propuse suplimentare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340

Bibliografie 345



Prefa"! #i mod de utilizare

Organizarea cursului. Suportul este organizat în 14 capitole. Fiecare capitol folose!te
rezultatele introduse anterior, iar trimiterile la acestea sunt indicate în text. Exemplele
clasice (extensie, torsiune, încovoiere, cilindri, unde etc.) sunt plasate în capitolul în care
instrumentele necesare rezolv"rii lor devin disponibile. La sfâr!itul fiec"rui capitol se afl"
zece exerci#ii cu rezolv"ri: primele cinci verific" no#iunile de baz", iar ultimele cinci sunt
mai complexe. Fiecare set folose!te exclusiv rezultate introduse în capitolul curent sau în
capitolele precedente. Dup" acestea este inclus un set complementar de nou" exerci#ii propuse,
gradate pe trei niveluri: A (verificare direct"), B (aplicare) !i C (sintez"). &i aceste exerci#ii
folosesc numai materia deja introdus" pân" la capitolul respectiv.

Acest suport este conceput pentru un curs de un semestru destinat studen#ilor de la
matematic". Presupunem cuno!tin#e de calcul diferen#ial !i integral în mai multe variabile,
algebr" liniar" !i geometria curbelor !i suprafe#elor. No#iunile de analiz" func#ional", spa#ii
Sobolev !i calcul varia#ional sunt introduse înainte de prima lor utilizare. Cursul este astfel
conceput încât lectura s" fie continu": rezultatele auxiliare sunt enun#ate, explicate !i, atunci
când demonstra#ia este accesibil" la nivelul cursului, demonstrate înainte de utilizare, f"r" a
trimite studentul la un apendice separat.

Ordinea capitolelor este urm"toarea: descrierea deform"rii, m"surile geometrice, for#ele !i
tensiunile, legile de bilan# !i ecua#iile constitutive; urmeaz" liniarizarea, formularea slab" !i
existen#a în teoria liniar"; ultimele capitole trateaz" problema neliniar", rank-one convexitatea,
quasiconvexitatea, policonvexitatea !i metoda direct".

Exemplele mecanice sunt introduse acolo unde ajut" la interpretarea no#iunilor matematice.
Extensia unui cilindru ilustreaz" o deformare omogen", forfecarea simpl" separ" efectele de
rota#ie !i întindere, iar torsiunea !i încovoierea conduc la câmpuri de deplas"ri care pot fi
calculate explicit. Undele elastice sunt folosite când apare condi#ia Legendre–Hadamard, iar
problemele de minimizare sunt reluate în capitolele despre policonvexitate !i existen#".

Conven"ii de nota"ie
Pentru a evita ambiguit"#ile, folosim pe tot parcursul c"r#ii aceea!i conven#ie. Simbolul ↓·↓

desemneaz" o norm": norma euclidian" pentru vectori, norma Frobenius pentru matrice
!i, atunci când este indicat prin indice, norma unui spa#iu func#ional, de exemplu ↓u↓H1(!).
Pentru un scalar folosim |a|, iar pentru m"sura Lebesgue tridimensional" a unei mul#imi
folosim L

3(A). În particular, nu vom folosi alternativ bare simple !i duble pentru aceea!i
norm" matricial".

Pentru operatorii matriciali p"str"m nota#iile

tr A, sym A = 1
2(A + AT ), skew A = 1

2(A ↔ AT ), dev A = A ↔
1
3 tr(A)I,

În mod particular, dac" A = (Aij) ↗ R3→3, atunci ↓A↓
2 = ↘A, A≃ = ∑3

i,j=1 A2
ij este întotdeauna

norma Frobenius. Nu vom nota aceast" norm" prin bare simple. Barele simple sunt rezervate

vi
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valorii absolute a unui scalar !i sunt scrise prin |·|; pentru vectori folosim aceea!i comand" de
norm" ↓·↓ ca pentru matrice.

Cofactorul este notat întotdeauna prin Cof A. Punctele materiale sunt notate cu X, iar
punctele spa#iale cu x = ω(X, t); aceast" conven#ie nu va fi inversat" ulterior. Gradientul
unei deform"ri este F = ⇐Xω, jacobianul este J = det F , iar tensorii de întindere din
descompunerea polar" sunt U !i V . Pentru modulul lui Young folosim sistematic simbolul
EY , pentru a nu-l confunda cu tensorul Green–Saint Venant E = 1

2(F T F ↔ I). Modulul de
forfecare este notat cu µ; pentru valorile proprii ale lui C vom folosi ci = ε2

i , tocmai pentru a
evita coliziunea cu µ. În capitolele de bilan#, B va desemna for#a de volum pe unitatea de
mas", iar f0 = ϑ0B densitatea de for#" pe unitatea de volum de referin#". Pentru o trac#iune
t = ϖn, tensiunea normal" scalar" este ϖn = ↘t, n≃, vectorul normal este ϖnn, iar partea
tangen#ial" este tω = t ↔ ϖnn.

Pentru operatorii de divergen#" p"str"m de asemenea o singur" conven#ie:

(div ϖ)i = ϱxj ϖij, (Div P )i = ϱXJ PiJ .

În capitolul 4 vom introduce L = ⇐xv, D = sym L !i ς = Jϖ; pe unitatea de volum de
referin#" perechile energetic conjugate sunt (ς, D), (P, Ḟ ) !i (S, Ė).

Simbol Semnifica"ie fixat! în întregul curs

X, x punct material, respectiv punct spa#ial x = ω(X, t)
F , J F = ⇐Xω, J = det F

div, Div divergen#" pe al doilea indice, în coordonate spa#iale, res-
pectiv materiale

B, f0 for#" specific" material" !i densitate de for#" de referin#",
f0 = ϑ0B

t, t0 trac#iune Cauchy t = ϖn !i trac#iune nominal" t0 = PN

EY , µ, ε modulul Young, modulul de forfecare !i prima constant"
Lamé

ci = ε2
i valorile proprii ale lui C, pentru a nu coliziona cu µ

↓·↓, |·| norm" pentru vectori/matrice/spa#ii func#ionale, respectiv
valoare absolut" pentru scalari

Structura semestrului

S!pt. Tema principal! Con"inut #i aplica"ii

1 Corp continuu !i deformare configura#ii, descriere lagrangian"/eulerian",
F , J , mas", exemple elementare

2 Geometria deform"rii lungimi, arii, volume, C, B, descompunere po-
lar", valori singulare, distan#a la SO(3)
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3 For#e !i tensiuni principiul lui Cauchy, tensorul Cauchy, princi-
piul impulsului !i momentului cinetic

4 Configura#ia de referin#" utilizarea formulei lui Nanson, tensiunile Piola–
Kirchho$, transformarea Piola, lucru virtual
!i invarianta

5 Materiale elastice obiectivitate, simetrii materiale, izotropie, hi-
perelasticitate, reprezent"ri prin invarian#i !i
întinderi principale

6 Teoria liniarizat" deformarea infinitesimal", legea lui Hooke, ecu-
a#iile Navier–Lamé, extensie, forfecare, tor-
siune !i încovoiere

7 Problema static" liniar" spa#ii Sobolev, urm", Korn, Lax–Milgram, for-
mularea slab" !i minimizarea energiei

8 Elastodinamic" liniar" formularea slab" în timp, energie, unicitate,
existen#" Galerkin, unde P !i S

9 Echilibrul neliniar energie total", varia#ia întâi, ecua#ia Euler–
Lagrange, condi#ia det F > 0, injectivitate

10 Rank-one convexitate Legendre–Hadamard, linii de rang unu, tenso-
rul acustic !i pierderea elipticit"#ii

11 Criterii spectrale materiale izotrope, valori singulare, Baker–
Ericksen !i criterii de rank-one convexitate

12 Quasiconvexitate !i poli-
convexitate

minori, Lagrangieni nuli !i ierarhia convexit"-
#ilor generalizate

13 Metoda direct" convergen#" slab", coercivitate, semicontinui-
tate !i continuitatea slab" a minorilor

14 Teorema lui Ball existen#a minimizatorilor în elasticitatea neli-
niar", determinant pozitiv !i exemple de ener-
gii



Capitolul 1

Corpul continuu, configura"ii #i deform!ri

Surse #i orientare. Pentru fundamentele cinematicii, formulele de transport !i organizarea
clasic" a mecanicii mediilor continue ne baz"m în principal pe Gurtin [7], Ciarlet [3], Morro–
Giorgi [11] !i notele lui Neukamm [13]. Expunerea de aici este îns" adaptat" nivelului cursului
!i dezvolt" explicit calculele matriciale înainte de utilizarea lor.

1.1 De la corp material la domeniu de referin"!

În mecanica mediilor continue nu urm"rim un num"r finit de particule, ci un corp format
idealizat dintr-un continuum de puncte materiale. Alegerea unei configura#ii de referin#"
identific" aceste puncte cu pozi#ii X ↗ !, unde ! ⇒ R3 este un domeniu m"rginit. În
primele capitole presupunem, pentru a putea face toate calculele clasice f"r" dificult"#i
tehnice, c" ! are frontier" suficient de regulat", de exemplu de clas" C1. Când vom trece la
formularea varia#ional" vom preciza o ipotez" mai slab" asupra frontierei !i vom introduce
atunci instrumentele analitice corespunz"toare.

La momentul t, pozi#ia particulei care avea eticheta material" X este

x = ω(X, t).

Pentru fiecare t fix, aplica#ia ωt = ω(·, t) se nume!te deformare, iar !t = ωt(!) este configura#ia
actual". Vom lucra cu deform"ri suficient de regulate pentru calculele clasice, apoi vom sl"bi
regularitatea în partea varia#ional".

Defini"ia 1.1.1. O deformare clasic" este o aplica#ie ω ↗ C1(!;R3), injectiv" pe !, cu

J(X) := det ⇐Xω(X) > 0 pentru X ↗ !.

Nu impunem aici injectivitatea pe întreaga frontier": aceast" alegere permite, la nivel
geometric, auto-contactul unor por#iuni ale frontierei. Când o problem" cere excluderea
auto-contactului, ipoteza de injectivitate se înt"re!te explicit. Matricea F = ⇐ω se nume!te
gradientul deform!rii, iar J = det F este jacobianul deform!rii. În Sec#iunea dedicat"
transform"rii volumelor vom demonstra c" J reprezint" factorul local de varia#ie a volumului.

Condi#ia J > 0 exprim" local p"strarea orient"rii. Ea nu este, singur", o condi#ie global"
de injectivitate. Desigur, pentru ω ↗ C1(!;R3) !i X0 ↗ !, dac"

J(X0) = det ⇐ω(X0) ⇑= 0,

teorema func#iei inverse furnizeaz" vecin"t"#i U ale lui X0 !i V ale lui ω(X0) astfel încât

ω : U ↔⇓ V

1
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este un difeomorfism C1. Condi#ia J > 0 adaug" informa#ia c" orientarea este p"strat". Nici
una dintre aceste afirma#ii nu este global": din J > 0 nu rezult" injectivitatea pe întregul
domeniu.

De exemplu, în plan,
ω(r, φ) = (r cos φ, r sin φ)

pe (1, 2) ⇔ (0, 4↼) are jacobian pozitiv, dar punctele cu unghiuri care difer" cu 2↼ au aceea!i
imagine. Vom p"stra pe tot parcursul cursului distinc#ia dintre inversabilitatea local",
controlat" de determinant, !i injectivitatea global".

1.2 Elemente de calcul diferen"ial #i algebr! liniar!

Fix"m de la început nota#ia pentru produsele scalare. Pentru vectori a, b ↗ R3 folosim

↘a, b≃ = aT b,

iar pentru matrice A, B ↗ R3→3 folosim produsul Frobenius

↘A, B≃ = tr(AT B) =
3∑

i,j=1
AijBij, ↓A↓ =

√
↘A, A≃.

Pe parcursul cursului nu vom folosi “·” sau “:” pentru aceste produse scalare. Pentru a, b ↗ R3,
produsul tensorial a ↖ b este aplica#ia liniar"

(a ↖ b)x = a ↘b, x≃,

de unde (a ↖ b)ij = aibj.
Vom folosi mul#imile

GL+(3) := {F ↗ R3→3 : det F ⇑= 0}, GL+(3) := {F ↗ GL+(3) : det F > 0},

O(3) := {Q ↗ R3→3 : QT Q = I}, SO(3) := {Q ↗ O(3) : det Q = 1},

precum !i
Sym(3) := {S ↗ R3→3 : ST = S},

Sym+(3) := {S ↗ Sym(3) : ↘x, Sx≃ > 0 pentru orice x ⇑= 0}.

Descompunerea

A = sym A + skew A, sym A = 1
2(A + AT ), skew A = 1

2(A ↔ AT )

este ortogonal" în produsul Frobenius. Într-adev"r,

↘sym A, skew A≃ = 0,
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deoarece produsul scalar al unei matrice simetrice cu una antisimetric" este zero. Prin urmare

↓A↓
2 = ↓sym A↓

2 + ↓skew A↓
2 .

Pentru S ↗ Sym(3) folosim !i

S = dev S + 1
3 tr(S)I, dev S = S ↔

1
3 tr(S)I,

iar ortogonalitatea dintre partea deviatoric" !i partea sferic" d"

↓S↓
2 = ↓dev S↓

2 + 1
3(tr S)2.

1.2.1 Derivata Fréchet pentru func"ii matriceale cu valori reale
Lucr"m aici în spa#iul finit-dimensional R3→3, echipat cu norma Frobenius. O func#ie

” : R3→3
↔⇓ R

este Fréchet-diferen#iabil" în F dac" exist" o aplica#ie liniar" continu"

D”(F ) : R3→3
↔⇓ R

astfel încât

”(F + H) = ”(F ) + D”(F )[H] + rF (H), rF (H)
↓H↓

↔⇓ 0 când H ⇓ 0.

Termenul D”(F )[H] este partea de ordin întâi a varia#iei lui ” atunci când F este perturbat
cu H.

Pentru a lega aceast" defini#ie de derivata direc#ional", fix"m H !i consider"m func#ia de
o variabil"

gH(t) := ”(F + tH).

Dac" ” este Fréchet-diferen#iabil" în F , atunci

”(F + tH) = ”(F ) + tD”(F )[H] + rF (tH).

Pentru t ⇑= 0 împ"r#im prin t:

”(F + tH) ↔ ”(F )
t

= D”(F )[H] + rF (tH)
t

.

Cum
|rF (tH)|

|t|
= ↓H↓

|rF (tH)|
↓tH↓

↔⇓ 0,

rezult"
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

”(F + tH) = D”(F )[H].
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A!adar diferen#iabilitatea Fréchet implic" existen#a tuturor derivatelor direc#ionale, iar derivata
în direc#ia H se ob#ine evaluând derivata Fréchet pe H. Reciproca nu este adev"rat" f"r"
ipoteze suplimentare: simpla existen#" a tuturor derivatelor direc#ionale nu garanteaz"
existen#a unei aproxima#ii liniare uniforme în toate direc#iile.

Orice func#ional liniar pe R3→3 are un reprezentant unic în produsul Frobenius. Prin
urmare exist" o unic" matrice DF ”(F ) astfel încât

D”(F )[H] = ↘DF ”(F ), H≃ ↙H ↗ R3→3.

Aceast" matrice este gradientul lui ” fa#" de variabila matricial" F .
Ca exemplu, pentru

”(F ) = 1
2 ↓F↓

2

avem
”(F + H) = 1

2 ↓F↓
2 + ↘F, H≃ + 1

2 ↓H↓
2 .

Cum ↓H↓
2 = o(↓H↓), ob#inem

D”(F )[H] = ↘F, H≃, DF ”(F ) = F.

1.2.2 Matricea cofactor #i identit!"i algebrice
Pentru F = (Fij) ↗ R3→3 definim

(Cof F )ij = (↔1)i+j det F (ij),

unde F (ij) se ob#ine eliminând linia i !i coloana j.
Identit"#ile urm"toare vor fi folosite la derivarea determinantului, la transformarea ariilor

!i, mai târziu, la identitatea lui Piola.

Propozi"ia 1.2.1. Pentru A, B ↗ R3→3 au loc

AT Cof A = (Cof A)T A = (det A)I,

A(Cof A)T = (Cof A)AT = (det A)I,

Cof(AT ) = (Cof A)T , Cof(AB) = Cof A Cof B.

Dac! A ↗ GL+(3), atunci
Cof A = (det A)A↑T .

Demonstra"ie. Scriem A = (aij) !i reamintim c"

(Cof A)ij = (↔1)i+jMij,

unde Mij este minorul ob#inut din A prin eliminarea liniei i !i a coloanei j.
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Mai întâi demonstr"m identitatea

(Cof A)T A = (det A)I.

Elementul (i, k) al produsului (Cof A)T A este

[
(Cof A)T A

]

ik
=

3∑

j=1
(Cof A)jiajk.

Dac" i = k, atunci
[
(Cof A)T A

]

ii
=

3∑

j=1
(Cof A)jiaji.

Aceasta este exact dezvoltarea lui det A dup" coloana i, deci
[
(Cof A)T A

]

ii
= det A.

S" presupunem acum c" i ⇑= k. Consider"m matricea Ã ob#inut" din A prin înlocuirea
coloanei i cu coloana k, toate celelalte coloane r"mânând neschimbate. Cu alte cuvinte, dac"
Ãε !i Aε noteaz" coloana ↽ a matricilor Ã, respectiv A, atunci

Ãε =






Ak, ↽ = i,

Aε, ↽ ⇑= i.

Dezvolt"m determinantul lui Ã dup" coloana i. Elementul de pe linia j a acestei coloane
este ajk. Mai mult, minorul asociat pozi#iei (j, i) este acela!i ca pentru matricea A. Într-adev"r,
la formarea acestui minor se elimin" tocmai coloana i, adic" exact coloana care a fost înlocuit".
Prin urmare,

det Ã =
3∑

j=1
ajk(Cof A)ji.

Pe de alt" parte, deoarece i ⇑= k, matricea Ã are dou" coloane egale: coloana i !i coloana
k sunt ambele egale cu coloana k a lui A. A!adar,

det Ã = 0.

Rezult"
3∑

j=1
(Cof A)jiajk = 0, i ⇑= k.

Am ob#inut astfel
[
(Cof A)T A

]

ik
=






det A, i = k,

0, i ⇑= k,

adic"
(Cof A)T A = (det A)I.
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Transpunând aceast" rela#ie rezult"

AT Cof A = (det A)I.

Demonstr"m acum rela#ia
Cof(AT ) = (Cof A)T .

Minorul de pe pozi#ia (i, j) al lui AT este determinantul transpusei matricei ob#inute din A

prin eliminarea liniei j !i a coloanei i. Cum determinantul nu se modific" prin transpunere,

Mij(AT ) = Mji(A).

Prin urmare,
(Cof(AT ))ij = (↔1)i+jMij(AT )

= (↔1)i+jMji(A)
= (Cof A)ji,

de unde
Cof(AT ) = (Cof A)T .

Aplic"m acum identitatea
(Cof C)T C = (det C)I

matricei C = AT . Ob#inem
(Cof(AT ))T AT = (det A)I.

Folosind
Cof(AT ) = (Cof A)T ,

rezult"
(Cof A)AT = (det A)I.

Prin transpunere,
A(Cof A)T = (det A)I.

Dac" A ↗ GL+(3), din
AT Cof A = (det A)I

înmul#im la stânga cu A↑T !i ob#inem

Cof A = (det A)A↑T .

R"mâne s" demonstr"m formula pentru produs. Presupunem mai întâi c" A, B ↗ GL+(3).
Atunci

Cof(AB) = det(AB)(AB)↑T

= (det A)(det B)A↑T B↑T

=
(
(det A)A↑T

)(
(det B)B↑T

)

= Cof A Cof B.
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Am folosit aici rela#ia
(AB)↑T = A↑T B↑T .

Pentru matrici arbitrare A, B ↗ R3→3 alegem !iruri de matrici inversabile

Am ⇓ A, Bm ⇓ B.

Acest lucru este posibil deoarece mul#imea matricilor inversabile este dens" în R3→3. Pentru
fiecare m avem

Cof(AmBm) = Cof Am Cof Bm.

Fiecare component" a lui Cof A este un polinom în componentele lui A, deci aplica#ia

A ∝↔⇓ Cof A

este continu". Trecând la limit" pentru m ⇓ ′, ob#inem

Cof(AB) = Cof A Cof B.

Formula cu simbolul Levi–Civita. Introducem

⇀ijk =






1, (i, j, k) este o permutare par" a lui (1, 2, 3),
↔1, (i, j, k) este o permutare impar" a lui (1, 2, 3),
0, cel pu#in doi indici coincid.

Cu conven#ia de sumare a lui Einstein,

(Cof A)ij = 1
2⇀mni⇀pqjampanq,

iar
det A = 1

6⇀ijk⇀pqraipajqakr.

Nu vom folosi aceste formule pentru calcule elementare cu matrice 3 ⇔ 3; ele devin utile atunci
când deriv"m identit"#i de divergen#" în capitolele urm"toare.

1.2.3 Derivata determinantului
Propozi"ia 1.2.2 (derivata determinantului). Pentru orice F, H ↗ R3→3,

D(det)(F )[H] = ↘Cof F, H≃.

Dac! F ↗ GL+(3), atunci

D(det)(F )[H] = (det F ) tr(F ↑1H).
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Demonstra"ie. Scriem coloanele lui F !i H sub forma

F = (f1 | f2 | f3), H = (h1 | h2 | h3).

Multilinearitatea determinantului d" dezvoltarea exact"

det(F + H) = det F

+ det(h1, f2, f3) + det(f1, h2, f3) + det(f1, f2, h3)
+ det(h1, h2, f3) + det(h1, f2, h3) + det(f1, h2, h3)
+ det(h1, h2, h3).

Primul rând dup" det F este liniar în H. Celelalte dou" rânduri con#in cel pu#in dou" coloane
provenite din H. Deoarece determinantul este o form" trilinear" continu", exist" o constant"
CF astfel încât suma acestor termeni este m"rginit" în modul de

CF

(
↓H↓

2 + ↓H↓
3)

= o(↓H↓).

Prin urmare termenul liniar este chiar derivata Fréchet.
Pentru fiecare coloan" j, dezvoltarea Laplace dup" acea coloan" arat" c"

det(f1 | . . . | hj | . . . | f3) =
3∑

i=1
(Cof F )ijHij.

Sumând dup" j,

D(det)(F )[H] =
3∑

i,j=1
(Cof F )ijHij = ↘Cof F, H≃.

Dac" F este inversabil", identitatea

Cof F = (det F )F ↑T

d"
↘Cof F, H≃ = (det F )↘F ↑T , H≃ = (det F ) tr(F ↑1H).

1.2.4 Derivata Fréchet pentru aplica"ii vectoriale
Defini"ia 1.2.3 (Derivata Fréchet pentru aplica#ii vectoriale). Fie U ⇒ Rn o mul#ime deschis"
!i

f : U ⇓ Rm.

Spunem c" f este diferen#iabil" Fréchet în x ↗ U dac" exist" o aplica#ie liniar"

L : Rn
⇓ Rm
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astfel încât
↓f(x + h) ↔ f(x) ↔ Lh↓

↓h↓
↔⇓ 0 pentru ↓h↓ ↔⇓ 0.

Aplica#ia liniar" L este unic" !i se nume!te derivata Fréchet a lui f în x. O not"m prin

Df(x) : Rn
⇓ Rm.

Pentru o direc#ie h ↗ Rn scriem
Df(x)[h].

Echivalent,
f(x + h) = f(x) + Df(x)[h] + r(h),

unde
↓r(h)↓

↓h↓
↔⇓ 0 pentru ↓h↓ ↔⇓ 0.

Observa"ia 1.2.4. Aceea!i defini#ie se aplic" f"r" nicio modificare aplica#iilor între spa#ii de
matrici. Identificând R3→3 cu R9 !i folosind norma Frobenius, pentru

” : U ⇒ R3→3
⇓ R3→3

derivata în F este o aplica#ie liniar"

D”(F ) : R3→3
⇓ R3→3

care satisface
↓”(F + H) ↔ ”(F ) ↔ D”(F )[H]↓

↓H↓
↔⇓ 0

pentru ↓H↓ ⇓ 0.

Propozi"ia 1.2.5 (Derivata inversei). Dac! F ↗ GL+(3), atunci aplica"ia

F ∝↔⇓ F ↑1

este diferen"iabil! în F , iar
D(F ↑1)[H] = ↔F ↑1HF ↑1.

De asemenea,
D(F ↑T )[H] = ↔F ↑T HT F ↑T .

Demonstra"ie. Not"m cu ↓·↓ norma Frobenius. Pentru o matrice A ↗ R3→3 introducem !i
norma operatorial", definit" prin

↓A↓op := sup
↓x↓=1

↓Ax↓ ,

unde pentru vectori ↓·↓ desemneaz" norma euclidian". Echivalent,

↓Ax↓ ∞ ↓A↓op ↓x↓ pentru orice x ↗ R3.
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Vom folosi rela#ia
↓A↓op ∞ ↓A↓ .

Pentru a o demonstra, fie x ↗ R3 cu ↓x↓ = 1. Dac" A = (aij), atunci

(Ax)i =
3∑

j=1
aijxj.

Prin inegalitatea Cauchy–Schwarz,

|(Ax)i|
2

∞




3∑

j=1
a2

ij








3∑

j=1
x2

j



 =
3∑

j=1
a2

ij.

Adunând dup" i, ob#inem

↓Ax↓
2 =

3∑

i=1
|(Ax)i|

2
∞

3∑

i,j=1
a2

ij = ↓A↓
2 .

Prin urmare,
↓Ax↓ ∞ ↓A↓ pentru orice x cu ↓x↓ = 1,

iar luând supremul dup" astfel de x rezult"

↓A↓op ∞ ↓A↓ .

Mai întâi ar"t"m c", pentru ↓H↓ suficient de mic, matricea F + H este inversabil". Scriem

F + H = F
(
I + F ↑1H

)
.

Deoarece F ↑1H


op
∞

F ↑1


op
↓H↓op ∞

F ↑1


op
↓H↓ ,

putem alege ↓H↓ suficient de mic astfel încât

F ↑1H


op
<

1
2 .

Punem
A = F ↑1H.

Pentru orice x ↗ R3 avem

↓(I + A)x↓ ∈ ↓x↓ ↔ ↓Ax↓ ∈

(
1 ↔ ↓A↓op

)
↓x↓ ∈

1
2 ↓x↓ .

Prin urmare,
(I + A)x = 0 =↑ x = 0.

A!adar I + A este injectiv"; fiind o aplica#ie liniar" din R3 în R3, este !i inversabil". Rezult"
c" F + H este inversabil".
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Aceea!i estimare permite !i controlul inversei. Dac"

y = (I + A)x,

atunci
↓y↓ ∈

1
2 ↓x↓ ,

de unde
↓x↓ ∞ 2 ↓y↓ .

Cum x = (I + A)↑1y, rezult" (I + A)↑1


op
∞ 2.

Prin urmare,
(F + H)↑1 =

(
I + F ↑1H

)↑1
F ↑1,

iar (F + H)↑1


op
∞ 2

F ↑1


op
.

Din
(F + H)↑1(F + H) = I

!i
F ↑1F = I

rezult" [
(F + H)↑1

↔ F ↑1
]
F + (F + H)↑1H = 0.

Înmul#ind la dreapta cu F ↑1, ob#inem

(F + H)↑1
↔ F ↑1 = ↔(F + H)↑1HF ↑1.

Vom folosi în continuare estimarea

↓ABC↓ ∞ ↓A↓op ↓B↓ ↓C↓op ,

unde ↓·↓ este norma Frobenius, iar ↓·↓op este norma operatorial".
Pentru a o justifica, observ"m mai întâi c"

↓AB↓ ∞ ↓A↓op ↓B↓ .

Dac" b1, b2, b3 sunt coloanele matricei B, atunci coloanele matricei AB sunt Ab1, Ab2, Ab3.
Prin urmare,

↓AB↓
2 =

3∑

j=1
↓Abj↓

2
∞

3∑

j=1
↓A↓

2
op ↓bj↓

2 = ↓A↓
2
op ↓B↓

2 .

Rezult"
↓AB↓ ∞ ↓A↓op ↓B↓ .
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Pentru produsul în ordine invers", folosim faptul c" norma Frobenius nu se modific" prin
transpunere: MT

 = ↓M↓ .

Astfel,

↓BC↓ =
(BC)T

 =
CT BT

 ∞

CT


op

BT
 = ↓C↓op ↓B↓ .

Am folosit aici !i rela#iile
CT


op

= ↓C↓op ,
BT

 = ↓B↓ .

Aplicând succesiv cele dou" estim"ri, ob#inem

↓ABC↓ ∞ ↓A↓op ↓BC↓ ∞ ↓A↓op ↓B↓ ↓C↓op .

Folosind inegalitatea
↓ABC↓ ∞ ↓A↓op ↓B↓ ↓C↓op ,

avem (F + H)↑1
↔ F ↑1

 ∞

(F + H)↑1


op
↓H↓

F ↑1


op
∞ 2

F ↑1


2

op
↓H↓ .

A!adar (F + H)↑1
↔ F ↑1

 ∞ C ↓H↓

pentru ↓H↓ suficient de mic.
Revenim acum la identitatea precedent" !i scriem

(F + H)↑1
↔ F ↑1 = ↔(F + H)↑1HF ↑1 = ↔F ↑1HF ↑1

↔

[
(F + H)↑1

↔ F ↑1
]
HF ↑1.

Pentru ultimul termen ob#inem

[
(F + H)↑1

↔ F ↑1
]
HF ↑1

 ∞

(F + H)↑1
↔ F ↑1

 ↓H↓op

F ↑1


op
∞ C ↓H↓

2 .

Prin urmare,
(F + H)↑1 = F ↑1

↔ F ↑1HF ↑1 + R(H),

unde
↓R(H)↓ ∞ C ↓H↓

2 .

În particular,
↓R(H)↓

↓H↓
↔⇓ 0 pentru ↓H↓ ↔⇓ 0.

Prin defini#ia derivatei Fréchet rezult"

D(F ↑1)[H] = ↔F ↑1HF ↑1.
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În final, deoarece
F ↑T = (F ↑1)T

!i transpunerea este liniar", avem

D(F ↑T )[H] =
(
D(F ↑1)[H]

)T
= ↔F ↑T HT F ↑T .

1.2.5 Regula lan"ului
Regula lan#ului are aceea!i form" ca în cazul func#iilor de o variabil", dar trebuie #inut cont
de faptul c" derivatele Fréchet sunt aplica#ii liniare între spa#iile corespunz"toare.

Propozi"ia 1.2.6 (Regula lan#ului). Fie U ⇒ Rm→n, V ⇒ Rp→q mul"imi deschise #i fie
” : U ⇓ V, # : V ⇓ Rr→s. Dac! ” este diferen"iabil! Fréchet în F ↗ U , iar # este
diferen"iabil! Fréchet în ”(F ), atunci compunerea # ∋ ” : U ⇓ Rr→s este diferen"iabil! Fréchet
în F #i

D(# ∋ ”)(F ) = D#(”(F )) ∋ D”(F ).

Mai precis, pentru orice H ↗ Rm→n,

D(# ∋ ”)(F )[H] = D#(”(F ))
[
D”(F )[H]

]
.

Aceea#i formul! r!mâne valabil! dac! # ia valori în R.

Demonstra"ie. Din diferen#iabilitatea lui ” în F avem

”(F + H) = ”(F ) + D”(F )[H] + R”(H),

unde
↓R”(H)↓

↓H↓
↔⇓ 0 pentru ↓H↓ ↔⇓ 0.

Punem
K(H) := ”(F + H) ↔ ”(F ).

Atunci
K(H) = D”(F )[H] + R”(H),

iar, deoarece D”(F ) este liniar" !i continu",

↓K(H)↓ = O(↓H↓).

Din diferen#iabilitatea lui # în ”(F ) avem

#(”(F ) + K) = #(”(F )) + D#(”(F ))[K] + R#(K),

unde
↓R#(K)↓

↓K↓
↔⇓ 0 pentru ↓K↓ ↔⇓ 0.
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Aplicând aceast" rela#ie pentru K = K(H) rezult"

#(”(F + H)) ↔ #(”(F )) = D#(”(F ))
[
D”(F )[H]

]

+ D#(”(F ))[R”(H)] + R#(K(H)).

Primul termen de rest este o(↓H↓), deoarece

↓R”(H)↓ = o(↓H↓),

iar al doilea este tot o(↓H↓), deoarece

↓K(H)↓ = O(↓H↓)

!i
↓R#(K)↓ = o(↓K↓).

Prin urmare,

#(”(F + H)) = #(”(F )) + D#(”(F ))
[
D”(F )[H]

]
+ o(↓H↓),

ceea ce demonstreaz" formula.

Exemplul 1.2.7 (Derivata lui F ↑T ). Consider"m aplica#iile

”(F ) = F ↑1, #(A) = AT .

Atunci
F ↑T = (# ∋ ”)(F ).

Transpunerea este liniar", deci
D#(A)[K] = KT .

Cum
D”(F )[H] = ↔F ↑1HF ↑1,

regula lan#ului d"
D(F ↑T )[H] = D#(F ↑1)

[
D”(F )[H]

]

=
(
↔F ↑1HF ↑1

)T

= ↔F ↑T HT F ↑T .

Exemplul 1.2.8 (Compunerea unei func#ii scalare cu determinantul). Fie ” : R ⇓ R o
func#ie diferen#iabil" !i consider"m

W (F ) = ”(det F ).

Scriem
W = ” ∋ det .



Elasticitate matematic! 15

Cum
D(det F )[H] = ↘Cof F, H≃,

regula lan#ului d"
DW (F )[H] = ”↔(det F ) ↘Cof F, H≃.

Prin urmare, gradientul lui W fa#" de F este

DF W (F ) = ”↔(det F ) Cof F.

1.3 Deplasare, vitez! #i cele dou! descrieri
Fa#" de configura#ia de referin#" definim deplasarea

u(X, t) = ω(X, t) ↔ X, F = I + ⇐Xu.

Descrierea lagrangian" folose!te punctul material X ca variabil" independent". Descrierea
eulerian" folose!te pozi#ia actual" x. Dac" ωt = ω(·, t) este inversabil", câmpul eulerian al
vitezei este definit prin

v(ω(X, t), t) = ϱtω(X, t),

sau, echivalent,
v(x, t) = ϱtω(ω↑1

t (x), t).

Aceast" rela#ie trebuie citit" cu aten#ie: în membrul stâng viteza este o func#ie de pozi#ia
actual" x, iar în membrul drept derivata se calculeaz" la punctul material X fix.

Propozi"ia 1.3.1 (evolu#ia gradientului !i a jacobianului). Pentru o mi#care suficient de
regulat!,

Ḟ = (⇐xv)F, ⇐xv = ḞF ↑1,

iar
J̇ = J divx v.

Demonstra"ie. Pornim de la
v(ω(X, t), t) = ϱtω(X, t).

Deriv"m fa#" de XJ . Pentru componenta i, regula lan#ului d"

ϱXJ

[
vi(ω(X, t), t)

]
=

3∑

k=1
ϱxk

vi(ω(X, t), t) ϱXJ ωk(X, t).

Membrul drept este componenta (i, J) a matricei (⇐xv)F . Pe de alt" parte,

ϱXJ ϱtωi = ϱtϱXJ ωi = ḞiJ .

Rezult"
Ḟ = (⇐xv)F,
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iar înmul#irea la dreapta cu F ↑1 d" a doua formul".
Aplic"m formula pentru derivata determinantului din Propozi#ia 1.2.2 curbei t ∝⇓ F (t):

J̇ = D(det)(F )[Ḟ ] = J tr(F ↑1Ḟ ).

Ciclicitatea urmei !i rela#ia ḞF ↑1 = ⇐xv dau

tr(F ↑1Ḟ ) = tr(ḞF ↑1) = tr(⇐xv) = divx v.

Prin urmare J̇ = J divx v.

1.4 Derivata material! #i accelera"ia
Fie q = q(x, t) un câmp scalar eulerian. Pentru particula etichetat" prin X, valoarea observat"
de-a lungul traiectoriei este

Q(X, t) := q(ω(X, t), t).

Deriv"nd în timp la X fix,

d

dt
Q(X, t) = ϱtq(ω(X, t), t) + ↘⇐xq(ω(X, t), t), ϱtω(X, t)≃

= ϱtq(ω(X, t), t) + ↘⇐xq(ω(X, t), t), v(ω(X, t), t)≃ .

Aceasta motiveaz" nota#ia
Dq

Dt
= ϱtq + ↘⇐xq, v≃.

Formula nu introduce o derivat" nou" independent"; ea este derivata obi!nuit" în timp a lui q

atunci când q este evaluat pe traiectoria unei particule.
Pentru un câmp vectorial regula se aplic" pe componente. Alegând q = vi pentru fiecare

component" a vitezei,
Dvi

Dt
= ϱtvi +

3∑

j=1
vjϱxj vi.

În form" matricial",

a = Dv

Dt
= ϱtv + (⇐xv)v.

A doua form" evit" nota#ia cu produs scalar între v !i operatorul ⇐. Ea arat" de asemenea
c" termenul convectiv provine din regula lan#ului.

De exemplu, pentru rota#ia sta#ionar"

v(x) = ⇁ ⇔ x,

avem ϱtv = 0, dar (⇐v)v ⇑= 0. Calculul conduce la

a = ⇁ ⇔ (⇁ ⇔ x),
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adic" la accelera#ia centripet". Prin urmare un câmp de vitez" independent explicit de timp
poate produce o accelera#ie nenul".

1.5 Deform!ri elementare #i calculul explicit al gradien-
tului deform!rii

Înainte de a dezvolta aparatul tensorial, este util s" calcul"m în detaliu câteva deform"ri care
vor reap"rea pe tot parcursul cursului. Scopul nu este doar de a ob#ine matrici, ci de a înv"#a
s" citim geometric informa#ia con#inut" în gradientul deform"rii.

1.5.1 Extensie uniaxial! omogen!
Consider"m

ω(X1, X2, X3) = (εX1, X2, X3), ε > 0.

Atunci

F = ⇐ω =





ε 0 0
0 1 0
0 0 1



 , J = det F = ε.

Un segment material paralel cu e1, de lungime ini#ial" L, devine un segment de lungime εL.
Segmentele paralele cu e2, e3 nu î!i schimb" lungimea. Un paralelipiped elementar de volum
dV cap"t" volumul dv = ε dV . Dac" materialul este incompresibil, aceast" deformare nu
poate ap"rea singur", deoarece ar trebui s" avem J = 1. O extensie uniaxial" incompresibil"
are, de exemplu, forma

F = diag(ε, ε↑1/2, ε↑1/2), det F = 1.

Pentru materiale aproape incompresibile, aceea!i rela#ie produce contrac#ia transversal"
observat" la întindere.

1.5.2 Dilatare sferic!
Pentru

ω(X) = αX,

avem F = αI !i J = α3. Toate lungimile se multiplic" prin α, ariile prin α2, iar volumele prin
α3; cele trei m"rimi geometrice au deci factori de scar" diferi#i.

1.5.3 Forfecare simpl!
Consider"m

ω(X1, X2, X3) = (X1 + γX2, X2, X3),



Elasticitate matematic! 18

unde γ ↗ R este amplitudinea forfec"rii. Atunci

F = I + γe1 ↖ e2 =





1 γ 0
0 1 0
0 0 1



 , det F = 1.

A!adar forfecarea simpl" este izocor". Totu!i ea nu este o rota#ie, deoarece

F T F =





1 γ 0
γ 1 + γ2 0
0 0 1



 ⇑= I

pentru γ ⇑= 0. Conservarea volumului nu implic" rigiditate. Mai târziu vom separa partea de
rota#ie de partea de întindere prin descompunerea polar".

X1

X2

configura#ia de referin#"

x1

x2

forfecare simpl"

Figura 1.1: Forfecarea simpl" p"streaz" aria în plan, dar modific" lungimi !i unghiuri.

1.5.4 Deformare de tip torsiune a unui cilindru
Consider"m axa cilindrului paralel" cu e3 !i not"m cu ▷ rata de r"sucire, adic" unghiul de
rota#ie pe unitatea de lungime. Punem

◁(X3) = ▷X3

!i consider"m deformarea exact"

ω(X) =
(
X1 cos ◁ ↔ X2 sin ◁, X1 sin ◁ + X2 cos ◁, X3

)
.

Pentru a evita orice pas implicit, deriv"m cele trei coloane ale lui F = ⇐Xω. Avem

ϱ1ω = (cos ◁, sin ◁, 0)T , ϱ2ω = (↔ sin ◁, cos ◁, 0)T ,

iar, deoarece ◁↔(X3) = ▷,

ϱ3ω =





↔▷(X1 sin ◁ + X2 cos ◁)
▷(X1 cos ◁ ↔ X2 sin ◁)

1



 .
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Prin urmare

F =





cos ◁ ↔ sin ◁ ↔▷(X1 sin ◁ + X2 cos ◁)
sin ◁ cos ◁ ▷(X1 cos ◁ ↔ X2 sin ◁)

0 0 1



 .

Matricea este bloc-triunghiular". Dac" not"m cu

Q(◁) =


cos ◁ ↔ sin ◁

sin ◁ cos ◁



 ,

atunci blocul din stânga sus este Q(◁), iar ultima linie a lui F este (0, 0, 1). Determinantul
unei matrice bloc-triunghiulare este produsul determinantelor blocurilor diagonale, astfel

det F = det Q(◁) · 1 = (cos2 ◁ + sin2 ◁) · 1 = 1.

Prin urmare
J = det F = 1.

A!adar aceast" torsiune cinematic" exact" este local izocor". Primele dou" coloane reprezint"
rota#ia sec#iunii transversale, iar termenii propor#ionali cu ▷ din coloana a treia m"soar"
varia#ia rota#iei de-a lungul axei.

Pentru |▷X3| △ 1, folosim sin ◁ = ◁ + O(◁3) !i cos ◁ = 1 + O(◁2). Deplasarea u = ω ↔ X

are atunci, la primul ordin,
u(X) ▽ ▷X3(↔X2, X1, 0),

forma pe care o vom utiliza în capitolul de elasticitate liniarizat". În coordonate cilindrice
aceea!i deformare se scrie compact

r = R, φ = $ + ▷Z, z = Z.

Pentru moment re#inem numai informa#ia cinematic"; rela#ia dintre aceast" deformare !i
tensiunile de torsiune va fi dedus" dup" introducerea legii constitutive.

Exemplul 1.5.1 (citirea coloanelor lui F ). Coloana j a lui F este imaginea infinitesimal" a
direc#iei materiale ej:

Fej = ϱXj ω.

În forfecarea simpl",

Fe1 = e1, Fe2 = γe1 + e2, Fe3 = e3.

Prin urmare, familia de segmente ini#ial paralel" cu e2 este înclinat", în timp ce familia
paralel" cu e1 r"mâne neschimbat".
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1.6 Transformarea lungimilor, volumelor #i ariilor
Fie

ω : ! ⇒ R3
⇓ R3

o deformare diferen#iabil" !i fix"m un punct X0 ↗ !. Not"m

x0 = ω(X0), F = ⇐ω(X0) ↗ GL+(3).

Prin defini#ia diferen#iabilit"#ii Fréchet,

ω(X0 + H) = ω(X0) + FH + rX0(H),

unde
↓rX0(H)↓

↓H↓
↔⇓ 0 pentru ↓H↓ ↔⇓ 0.

Prin urmare, într-o vecin"tate a punctului X0, deformarea este descris" la primul ordin de
aplica#ia afin"

X0 + H ∝↔⇓ x0 + FH.

Acesta este sensul geometric al gradientului deform"rii: matricea F descrie transformarea
local" a direc#iilor, lungimilor, volumelor !i ariilor.

1.6.1 Transformarea vectorilor tangen"i #i a lungimilor
Consider"m o curb" material" regulat"

γ : I ⇓ !, s ∝↔⇓ X(s),

care trece prin X0, adic"
X(s0) = X0.

Imaginea curbei prin deformare este

γ̃(s) = ω(X(s)).

Vectorul tangent la curba material" în X0 este

T = X ↔(s0),

iar vectorul tangent la curba deformat" în x0 este

t = γ̃↔(s0).

Prin regula lan#ului,
t = ⇐ω(X0)T = FT.
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Prin urmare, F transform" vectorii tangen#i din configura#ia de referin#" în vectorii tangen#i
corespunz"tori din configura#ia actual".

X0

T

curba material"

ω
x0

t = FT

curba deformat"

Pentru a descrie modificarea lungimii, observ"m c"

↓t↓2 = ↓FT↓
2 = ↘FT, FT ≃ = ↘T, F T F T ≃.

Propozi"ia 1.6.1 (Caracterizarea izometriilor liniare p"str"toare a orient"rrii). Pentru
F ↗ GL+(3) sunt echivalente:

(i) ↓Fn↓ = ↓n↓ pentru orice n ↗ R3;

(ii) F T F = I;

(iii) F ↗ SO(3).

Demonstra"ie. Demonstr"m implica#iile

(i) ↑ (ii) ↑ (iii) ↑ (i).

Presupunem mai întâi (i). Atunci

↓Fn↓
2 = ↓n↓

2 pentru orice n ↗ R3.

Dar
↓Fn↓

2 = ↘n, F T Fn≃,

deci
↘n, (F T F ↔ I)n≃ = 0 pentru orice n ↗ R3.

Not"m
A = F T F ↔ I.

Matricea A este simetric". Alegând n = ei, ob#inem

Aii = 0.

Apoi, pentru i ⇑= j, alegem
n = ei + ej.

Rezult"
0 = ↘ei + ej, A(ei + ej)≃ = Aii + Ajj + 2Aij = 2Aij.

Prin urmare toate componentele lui A sunt nule !i

F T F = I.
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Presupunem acum (ii). Atunci F ↗ O(3). Luând determinantul,

(det F )2 = 1.

Deoarece F ↗ GL+(3),
det F > 0,

de unde
det F = 1.

Prin urmare
F ↗ SO(3).

În sfâr!it, dac" F ↗ SO(3), atunci

F T F = I,

iar
↓Fn↓

2 = ↘n, F T Fn≃ = ↓n↓
2

pentru orice n ↗ R3. Rezult" (i).

1.6.2 Transformarea volumelor
Consider"m trei vectori liniar independen#i

a, b, c ↗ R3.

Ei genereaz" un paralelipiped orientat, al c"rui volum orientat este

↘a, b ⇔ c≃.

Dac"
A = (a | b | c),

atunci
↘a, b ⇔ c≃ = det A.

Prin aplica#ia liniar" F , vectorii devin

Fa, Fb, Fc.

Volumul orientat al paralelipipedului transformat este

↘Fa, Fb ⇔ Fc≃.

Matricea ale c"rei coloane sunt ace!ti vectori este

(Fa | Fb | Fc) = FA,
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de unde

↘Fa, Fb ⇔ Fc≃ = det(FA)
= (det F )(det A)
= (det F )↘a, b ⇔ c≃.

Aceast" identitate explic" rolul determinantului. Pentru a lega formula de deformarea
neliniar" ω, consider"m pentru h > 0 paralelipipedul

Ph = {X0 + h(αa + 0b + γc) : 0 ∞ α, 0, γ ∞ 1} .

Volumul s"u este
|Ph| = h3

|↘a, b ⇔ c≃| .

Din diferen#iabilitatea lui ω avem, uniform la primul ordin pe acest paralelipiped,

ω(X0 + H) = x0 + FH + o(↓H↓).

Prin urmare, când h este mic, imaginea lui Ph este aproximat" la primul ordin de paralelipi-
pedul generat de

hFa, hFb, hFc.

Volumul acestuia este

h3
|↘Fa, Fb ⇔ Fc≃| = h3

|det F | |↘a, b ⇔ c≃| .

Rezult" c" raportul local al volumelor tinde la

|det F | .

Pentru deform"rile admisibile consider"m

F ↗ GL+(3),

deci
J := det F > 0.

Factorul local de varia#ie a volumului este astfel

J = det F.

Mai precis, pentru orice familie de paralelipipede Ph de forma de mai sus,

|ω(Ph)|
|Ph|

↔⇓ J pentru h ↔⇓ 0,

în sensul local descris de liniarizarea deform"rii.
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Condi#ia
J > 0

arat" !i c" orientarea local" este p"strat".

1.6.3 Transformarea ariilor #i formula lui Nanson
Transformarea ariilor este mai subtil", deoarece deformarea modific" simultan aria unei
por#iuni de suprafa#" !i direc#ia normalei sale.

Fie o suprafa#" material" regulat", parametrizat" local prin

X = X(11, 12).

Vectorii
A1 = ϱX

ϱ11
, A2 = ϱX

ϱ12

sunt liniar independen#i !i formeaz" o baz" a planului tangent la suprafa#".
Vectorul

A1 ⇔ A2

este perpendicular pe planul tangent. Definim normala unitar" orientat" prin

N = A1 ⇔ A2
↓A1 ⇔ A2↓

.

Factorul
↓A1 ⇔ A2↓

reprezint" raportul dintre aria unei por#iuni mici de suprafa#" !i aria por#iunii corespunz"toare
din planul parametrilor.

Imaginea suprafe#ei prin deformare este

x(11, 12) = ω(X(11, 12)).

Vectorii bazei tangente în configura#ia actual" sunt

aϑ = ϱx

ϱ1ϑ
, α = 1, 2.

Prin regula lan#ului,
aϑ = FAϑ, α = 1, 2.

Prin urmare,
a1 = FA1, a2 = FA2.

Normala unitar" la suprafa#a deformat" este

n = a1 ⇔ a2
↓a1 ⇔ a2↓

.
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Pentru a compara aria în cele dou" configura#ii, avem nevoie de identitatea

(Fa) ⇔ (Fb) = Cof F (a ⇔ b).

Presupunem mai întâi c" F este inversabil". Pentru un vector arbitrar c ↗ R3,

↘c, (Fa) ⇔ (Fb)≃ = det(c, Fa, Fb)

= det
(
F (F ↑1c), Fa, Fb

)

= (det F ) det(F ↑1c, a, b)
= (det F )↘F ↑1c, a ⇔ b≃

=

c, (det F )F ↑T (a ⇔ b)


.

Cum rela#ia este valabil" pentru orice c, rezult"

(Fa) ⇔ (Fb) = (det F )F ↑T (a ⇔ b).

Folosind
Cof F = (det F )F ↑T ,

ob#inem
(Fa) ⇔ (Fb) = Cof F (a ⇔ b).

Identitatea r"mâne valabil" !i pentru matrici singulare, prin continuitate, deoarece ambii
membri depind polinomial de componentele lui F .

Aplicând formula pentru
a = A1, b = A2,

ob#inem
a1 ⇔ a2 = Cof F (A1 ⇔ A2).

Cum
A1 ⇔ A2 = ↓A1 ⇔ A2↓ N,

rezult"
a1 ⇔ a2 = ↓A1 ⇔ A2↓ Cof F N.

Pe de alt" parte,
a1 ⇔ a2 = ↓a1 ⇔ a2↓ n.

Prin urmare,
↓a1 ⇔ a2↓ n = ↓A1 ⇔ A2↓ Cof F N.

Aceasta este forma geometric" a formulei lui Nanson.
Cum

Cof F = JF ↑T ,

ea poate fi scris"
↓a1 ⇔ a2↓ n = J ↓A1 ⇔ A2↓ F ↑T N.
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Luând norma în aceast" rela#ie !i folosind

↓n↓ = ↓N↓ = 1,

ob#inem
↓a1 ⇔ a2↓ = J

F ↑T N
 ↓A1 ⇔ A2↓ .

Prin urmare factorul local de schimbare a ariei este

↓a1 ⇔ a2↓

↓A1 ⇔ A2↓
= J

F ↑T N
 .

Formula are o interpretare geometric" direct". Pentru un dreptunghi mic

[11, 11 + %11] ⇔ [12, 12 + %12]

din planul parametrilor, aria por#iunii corespunz"toare din configura#ia de referin#" este, la
primul ordin,

↓A1 ⇔ A2↓ %11%12,

iar aria por#iunii deformate este
↓a1 ⇔ a2↓ %11%12.

Raportul dintre aceste dou" arii tinde astfel la

J
F ↑T N

 .

Pentru direc#ia normalei, folosim

a1 ⇔ a2 = J ↓A1 ⇔ A2↓ F ↑T N.

Dup" normalizare rezult"

n = F ↑T N

↓F ↑T N↓
.

Prin urmare, F ↑T N determin" direc#ia normalei deformate, iar factorul

J
F ↑T N



determin" varia#ia local" a ariei.

Exemplul 1.6.2 (Extensie diagonal"). Fie

F = diag(ε1, ε2, ε3), εi > 0.

Consider"m o suprafa#" al c"rei plan tangent este generat de e2, e3. Normala material" este
atunci

N = e1.
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Avem
F ↑T e1 = ε↑1

1 e1,

iar
J = ε1ε2ε3.

Factorul local de schimbare a ariei este

J
F ↑T e1

 = ε1ε2ε3
1
ε1

= ε2ε3.

Acest rezultat coincide cu interpretarea geometric" direct": cele dou" direc#ii tangente sunt
multiplicate cu factorii ε2 !i ε3.

Exemplul 1.6.3 (Normal" oblic"). Exemplul precedent nu modific" direc#ia normalei,
deoarece e1 este o direc#ie principal" a matricei diagonale.

Consider"m acum
F = diag(2, 1, 1/2), N = e1 + e2

̸
2

.

Avem
J = 1, F ↑T = diag(1/2, 1, 2).

Prin urmare,
F ↑T N = 1̸

2

1
2 , 1, 0


.

Norma acestui vector este

F ↑T N
 =


1
2

1
4 + 1


=

̸
5

2
̸

2
.

Factorul local de schimbare a ariei este deci
̸

5
2
̸

2
.

Pentru normala deformat",

n = F ↑T N

↓F ↑T N↓
= (1/2, 1, 0)

√
(1/2)2 + 1

== (1, 2, 0)
̸

5
.

Prin urmare, o suprafa#" cu normala material"

e1 + e2
̸

2

nu are dup" deformare aceea!i direc#ie normal". Transformarea F ↑T determin" noua direc#ie,
iar normalizarea produce versorul normal n.

1.7 Deform!ri radiale
Exemplele afine, dilatarea !i forfecarea simpl" au fost deja calculate. Consider"m acum dou"
clase de deform"ri radiale, pentru care gradientul nu mai este constant.
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1.7.1 Deformarea radial! a unei sfere
Fie

ω(X) = r(R)
R

X, R = ↓X↓ > 0,

!i not"m eR = X/R. Atunci ω(X) = r(R)eR. Pentru a calcula gradientul f"r" a apela la o
formul" memorat", folosim

⇐R = eR, ⇐eR = 1
R

(I ↔ eR ↖ eR).

Regula produsului d"

F = ⇐ω = r↔(R)eR ↖ eR + r(R)⇐eR

= r↔(R)eR ↖ eR + r(R)
R

(I ↔ eR ↖ eR).

Astfel eR este direc#ie proprie cu factor de întindere r↔(R), iar orice direc#ie tangent" la sfera
R = const. este întins" cu factorul r(R)/R. Întinderile locale sunt deci

εR = r↔(R), εϖ = εϱ = r(R)
R

,

iar jacobianul este produsul lor:

J = r↔(R)


r(R)
R

2

.

Condi#iile locale r↔(R) > 0 !i r(R) > 0 asigur" J > 0. Acelea!i formule vor fi folosite mai
târziu pentru deform"ri sferic simetrice.

1.7.2 Deformarea radial! a unui cilindru

Consider"m, pentru R =
√

X2
1 + X2

2 > 0,

ω(X1, X2, X3) = r(R)
R

(X1, X2, 0) + εzX3e3, εz > 0.

În baza cilindric" ortonormat"

eR = (X1/R, X2/R, 0), e$ = (↔X2/R, X1/R, 0), e3,

avem ω = r(R)eR + εzX3e3. Pentru a nu ascunde calculul în expresia “perturb"m pe direc#ii”,
calcul"m mai întâi derivatele direc#ionale ale lui R !i eR. Pentru un increment arbitrar

H = hReR + h$e$ + h3e3
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avem
DR(X)[H] = ↘⇐R, H≃ = ↘eR, H≃ = hR.

Deoarece eR = X↗/R, unde X↗ = (X1, X2, 0), regula câtului d"

DeR(X)[H] = H↗

R
↔

X↗

R2 DR(X)[H]

= hReR + h$e$
R

↔
eR

R
hR

= h$
R

e$.

Acum aplic"m regula lan#ului !i regula produsului lui ω(X) = r(R)eR + εzX3e3:

Dω(X)[H] = r↔(R)DR(X)[H]eR + r(R)DeR(X)[H] + εzh3e3

= r↔(R)hReR + r(R)
R

h$e$ + εzh3e3.

Cum aceast" formul" este valabil" pentru orice H, citim direct ac#iunea gradientului pe baza
(eR, e$, e3). Prin urmare

F = r↔(R)eR ↖ eR + r(R)
R

e$ ↖ e$ + εze3 ↖ e3,

!i, deoarece matricea este diagonal" în aceast" baz",

J = r↔(R)r(R)
R

εz.

Pentru p"strarea orient"rii este suficient s" avem r↔(R) > 0, r(R) > 0 !i εz > 0.
Dac" deformarea este incompresibil", J = 1, iar r trebuie s" satisfac"

r(R)r↔(R) = R

εz
.

Cum d
dRr(R)2 = 2r(R)r↔(R),

1
2

d

dR
r(R)2 = R

εz
,

!i integrarea conduce la

r(R)2 = C + R2

εz
.

De exemplu, condi#ia r(Ri) = ri determin"

C = r2
i ↔

R2
i

εz
.

Aceast" deduc#ie ilustreaz" cum o restric#ie geometric" asupra volumului se transform" într-o
ecua#ie diferen#ial" pentru deformare.
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1.8 Probleme pentru seminar
1. Pentru ω(X) = (2X1, X2/2, X3) calcula#i F, J !i varia#ia densit"#ii.

2. Ar"ta#i c" o mi!care rigid" ω(X) = c + QX, Q ↗ SO(3), are J = 1.

3. Pentru forfecarea simpl" calcula#i imaginea unui p"trat din planul X3 = 0 !i unghiul
dintre imaginile vectorilor e1, e2.

4. Pentru ω(X, t) = eϑtX determina#i v(x, t), ⇐xv !i verifica#i J̇ = J div v.

5. Un cub de aluminiu cu densitatea ini#ial" 2700 kg/m3 sufer" deformarea diagonal"
F = diag(1.02, 0.99, 0.98). Determina#i densitatea final".

6. Formula#i o deformare omogen" care p"streaz" volumul !i alunge!te direc#ia e1 cu
factorul ε.

1.9 Exerci"ii rezolvate
Problema 1.9.1 (deformare afin" !i gradientul deform"rii). Fie ω(X) = FX + b, unde

F =





2 0 0
0 1 0
0 0 1/2



 , b ↗ R3.

Calcula#i gradientul deform"rii, determinantul s"u !i interpreta#i geometric deformarea.

Rezolvare. Deoarece ωi(X) = ∑
J FiJXJ + bi, avem

ϱωi

ϱXJ
= FiJ ,

deci ⇐ω = F în orice punct. Determinantul este produsul elementelor diagonale,

J = det F = 2 · 1 ·
1
2 = 1.

Un segment paralel cu e1 î!i dubleaz" lungimea, unul paralel cu e2 î!i p"streaz" lungimea, iar
unul paralel cu e3 se înjum"t"#e!te. În ciuda acestor modific"ri de form", volumul local este
p"strat deoarece J = 1.

Problema 1.9.2 (aproxima#ia afin" local"). Pentru ω ↗ C1(!;R3) !i X0 ↗ !, explica#i de ce

ω(X0 + H) = ω(X0) + F (X0)H + o(↓H↓), F = ⇐ω.

Ce semnifica#ie mecanic" are aceast" formul"?

Rezolvare. Aceasta este chiar defini#ia diferen#iabilit"#ii Fréchet a lui ω în X0. Exist" o
aplica#ie liniar" Dω(X0) astfel încât

↓ω(X0 + H) ↔ ω(X0) ↔ Dω(X0)H↓

↓H↓
⇓ 0.
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În coordonate, matricea lui Dω(X0) este F (X0) = ⇐ω(X0). Prin urmare, la scar" foarte mic",
deformarea este aproximat" de aplica#ia afin" H ∝⇓ F (X0)H. Astfel coloanele lui F descriu
imaginile locale ale direc#iilor coordonate.

Problema 1.9.3 (orientare local"). Considera#i ω(X1, X2, X3) = (↔X1, X2, X3). Calcula#i
F !i J . De ce aceast" aplica#ie nu este admisibil" ca deformare p"str"toare a orient"rrii

Rezolvare. Avem
F = diag(↔1, 1, 1), J = det F = ↔1.

Aplica#ia este o reflexie fa#" de planul X1 = 0. Ea p"streaz" lungimile !i volumele ca m"rime,
dar inverseaz" orientarea. Condi#ia mecanic" J > 0 exclude asemenea reflexii.

Problema 1.9.4 (derivata determinantului în identitate). Ar"ta#i direct c", pentru orice
H ↗ R3→3,

D(det)(I)[H] = tr H.

Rezolvare. Din formula demonstrat" în capitol,

D(det)(F )[H] = ↘Cof F, H≃.

Pentru F = I avem Cof I = I, deci

D(det)(I)[H] = ↘I, H≃ =
∑

i,j

2ijHij =
∑

i

Hii = tr H.

Echivalent, dezvoltarea det(I + ⇀H) = 1 + ⇀ tr H + o(⇀) arat" c" urma este varia#ia de ordin
întâi a volumului.

Problema 1.9.5 (viteza !i accelera#ia unei mi!c"ri omogene). Fie ω(X, t) = α(t)X, cu
α(t) > 0. Determina#i F , J , apoi calcula#i direct ϱtω !i ϱttω (viteza !i accelera#ia materiale).

Rezolvare. Derivând dup" X,

F (X, t) = α(t)I, J(t) = α(t)3.

La X fix,
ϱtω(X, t) = α̇(t)X,

iar
ϱttω(X, t) = α̈(t)X.

Dac" scriem pozi#ia actual" x = α(t)X, atunci X = x/α(t) !i câmpul eulerian al vitezei este

v(x, t) = α̇(t)
α(t)x.

Problema 1.9.6 (forfecare simpl"). Fie

ω(X1, X2, X3) = (X1 + γX2, X2, X3), γ ↗ R.
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Calcula#i F , J , imaginile vectorilor bazei !i imaginea cubului unitate la nivel local.

Rezolvare. Deriv"m fiecare component":

F = ⇐ω =





1 γ 0
0 1 0
0 0 1



 .

Prin urmare
Fe1 = e1, Fe2 = γe1 + e2, Fe3 = e3.

Determinantul unei matrice triunghiulare este produsul diagonalei,

J = 1.

Un cub infinitesimal este transformat într-un paralelipiped cu acela!i volum, dar cu fe#ele
ini#ial dreptunghiulare înclinate. A!adar J = 1 exprim" numai p"strarea volumului, nu
absen#a deform"rii.

Problema 1.9.7 (dilatare omogen" transversal" a unui cilindru). În coordonate carteziene
considera#i

ω(X1, X2, X3) = (εX1, εX2, µX3), ε, µ > 0.

Determina#i condi#ia pentru p"strarea volumului !i interpreta#i-o pentru un cilindru circular.

Rezolvare. Avem
F = diag(ε, ε, µ), J = ε2µ.

P"strarea volumului cere J = 1, adic"

µ = ε↑2.

Dac" raza cilindrului se multiplic" cu ε, aria sec#iunii se multiplic" cu ε2. Pentru ca volumul
arie ⇔ lungime s" r"mân" constant, lungimea axial" trebuie s" se multiplice cu ε↑2.

Problema 1.9.8 (rela#ia dintre Ḟ !i gradientul spa#ial al vitezei). Pornind de la identitatea

v(ω(X, t), t) = ϱtω(X, t),

demonstra#i pas cu pas c"
Ḟ = (⇐xv)F.

Rezolvare. Pentru componente,

ϱtωi(X, t) = vi(ω(X, t), t).

Deriv"m dup" XJ . În membrul stâng,

ϱXJ ϱtωi = ϱtϱXJ ωi = ḞiJ .
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În membrul drept folosim regula lan#ului:

ϱXJ [vi(ω(X, t), t)] =
3∑

k=1

ϱvi

ϱxk
(ω(X, t), t) ϱωk

ϱXJ
(X, t).

Aceasta este exact rela#ia component"

ḞiJ = (⇐xv)ikFkJ ,

deci, matricial, Ḟ = (⇐xv)F .

Problema 1.9.9 (evolu#ia jacobianului). Folosind exerci#iul precedent !i formula pentru
derivata determinantului, demonstra#i

J̇ = J div v.

Apoi verifica#i formula pentru mi!carea ω(X, t) = α(t)X.

Rezolvare. Din formula Jacobi,

J̇ = J tr(F ↑1Ḟ ).

Cum Ḟ = (⇐xv)F ,
F ↑1Ḟ = F ↑1(⇐xv)F.

Folosind ciclicitatea urmei,

tr(F ↑1(⇐xv)F ) = tr((⇐xv)FF ↑1) = tr(⇐xv) = div v.

Deci J̇ = J div v. Pentru ω = αX, J = α3, deci J̇ = 3α2α̇. Pe de alt" parte, v = (α̇/α)x,
astfel

div v = 3 α̇

α
, J div v = α3 3 α̇

α
= 3α2α̇.

Cele dou" expresii coincid.

Problema 1.9.10 (local versus global: un exemplu de neinjectivitate). Pe domeniul de
parametri

D = (1, 2) ⇔ (0, 4↼) ⇔ (0, 1)

considera#i aplica#ia
”(r, φ, z) = (r cos φ, r sin φ, z).

Ar"ta#i c" determinantul jacobianului este pozitiv în orice punct, dar aplica#ia nu este injectiv"
global. Explica#i de ce acest exemplu separ" inversabilitatea local" de injectivitatea global".

Rezolvare. Pentru r > 0, vectorii tangen#i sunt

ϱr” = (cos φ, sin φ, 0), ϱϖ” = (↔r sin φ, r cos φ, 0), ϱz” = (0, 0, 1).

Produsul mixt are valoarea
↘ϱr” ⇔ ϱϖ”, ϱz”≃ = r > 0.



Elasticitate matematic! 34

A!adar parametrizarea este local p"str"toare a orient"rrii !i local inversabil". Totu!i

”(r, φ, z) = ”(r, φ + 2↼, z),

iar intervalul 0 < φ < 4↼ con#ine ambele valori. Prin urmare aplica#ia nu este injectiv" global.
Exemplul separ" clar condi#ia local" J > 0 de condi#ia global" de neinterpenetrare.

1.10 Exerci"ii propuse suplimentare

Nivelul A

1.A.1 (deformare afin!: gradient, cofactor, densitate) Fie b ↗ R3 fixat !i deformarea afin"

ω(X) = (X1 + 2X2, 3X2, X3 ↔ X1) + b, X ↗ ! ⇒ R3,

cu ! deschis, m"rginit !i conex. Calcula#i F = ⇐ω, J = det F , verifica#i admisibilitatea
(J > 0), calcula#i Cof F !i determina#i densitatea în configura#ia deformat", !tiind c" densitatea
de referin#" este constant", ϑ0 = 6000 kg/m3.
Indica"ie. Pentru o aplica#ie afin" ω(X) = FX + b avem ⇐ω = F în orice punct (ca în
Problema 1.15.1). Folosi#i identitatea lui Cramer Cof F = (det F )F ↑T din § 1.3 !i formula
conserv"rii masei ϑJ = ϑ0 din § 1.10.
R!spuns.

F =





1 2 0
0 3 0

↔1 0 1



 , J = 3 > 0, Cof F =





3 0 3
↔2 1 ↔2
0 0 3



 , ϑ = ϑ0
J

= 2000 kg/m3.

1.A.2 (cele dou! descrieri #i evolu"ia jacobianului) Pentru mi!carea

ω(X, t) = (X1 + tX2, X2, (1 + t)X3), t ∈ 0,

calcula#i F (t), J(t), deplasarea u(X, t), viteza material" V (X, t) !i câmpul eulerian al vitezei
v(x, t). Verifica#i apoi direct identitatea J̇ = J divx v.
Indica"ie. Inversa#i x = ω(X, t) pentru a exprima X în func#ie de x !i t, apoi aplica#i
Propozi#ia 1.4.1.
R!spuns.

F =





1 t 0
0 1 0
0 0 1 + t



 , J = 1 + t,

u = (tX2, 0, tX3), V = (X2, 0, X3), v(x, t) =


x2, 0,
x3

1 + t


,

divx v = 1
1 + t

, J̇ = 1 = J divx v.
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1.A.3 (elemente de volum #i de arie) Fie deformarea omogen" cu

F = diag


2, 3,
1
2



aplicat" cubului unitate [0, 1]3. Determina#i: (i) volumul imaginii cubului; (ii) pentru fiecare
dintre fe#ele cu normale materiale N = e1, N = e2, N = e3, vectorul-arie deformat Cof F N

!i aria imaginii fe#ei.
Indica"ie. Folosi#i dv = J dV !i n da = Cof F N dA = JF ↑T N dA din § 1.9; pentru F diagonal,
Cof F este diagonal" cu elementele date de produsele perechilor de factori.
R!spuns. J = 3, deci volumul imaginii este 3. Mai mult,

Cof F = diag
3

2 , 1, 6


,

N = e1 : 3
2e1, arie 3

2; N = e2 : e2, arie 1; N = e3 : 6e3, arie 6.

Normalele nu se rotesc (deformare diagonal"), dar ariile se modific" diferit de volum.

Nivelul B

1.B.1 (derivata lui log det #i interpretarea ei cinematic!) Fie ” : GL+(3) ⇓ R, ”(F ) =
log det F . (a) Ar"ta#i c" ” este Fréchet-diferen#iabil" !i c"

D”(F )[H] = tr(F ↑1H) ↙H ↗ R3→3,

deci DF ”(F ) = F ↑T . (b) Deduce#i c", pentru o mi!care neted" cu J > 0,

d

dt
log J = divx v,

!i interpreta#i mecanic: div v este viteza relativ" de varia#ie a volumului.
Indica"ie. (a) Aplica#i regula lan#ului pornind de la Propozi#ia 1.2.1, D(det)(F )[H] =
det F tr(F ↑1H). (b) Lua#i H = Ḟ !i folosi#i L = ⇐xv = ḞF ↑1 (Propozi#ia 1.4.1).
R!spuns.

D”(F )[H] = tr(F ↑1H) = ↘F ↑T , H≃,

prin urmare
d

dt
log J = tr(F ↑1Ḟ ) = tr L = divx v.

O mi!care este izocor" (J ≡ 1) dac" !i numai dac" div v ≡ 0.

1.B.2 (torsiunea unui cilindru: factorizarea gradientului) Fie ▷ > 0 !i deformarea de tip
torsiune

ω(X) = (X1 cos φ ↔ X2 sin φ, X1 sin φ + X2 cos φ, X3), φ = ▷X3.

(a) Calcula#i F = ⇐ω !i ar"ta#i c" J = 1 în orice punct. (b) Notând R(φ) rota#ia de unghi φ
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în jurul axei e3, ar"ta#i c"

F = R(φ)
[
I + ▷(X1e2 ↔ X2e1) ↖ e3

]
.

(c) Deduce#i c" ↓F ↔ R(φ)↓ = ▷R, unde R =
√

X2
1 + X2

2 este distan#a la ax", !i interpreta#i
mecanic.
Indica"ie. Deriva#i dup" X3 #inând cont c" φ depinde de X3 (§ 1.6.4); pentru (b) înmul#i#i la
stânga cu R(φ)T !i simplifica#i folosind cos2 φ + sin2 φ = 1.
R!spuns.

F =





cos φ ↔ sin φ ↔▷(X1 sin φ + X2 cos φ)
sin φ cos φ ▷(X1 cos φ ↔ X2 sin φ)

0 0 1



 , J = 1.

Factorizarea din (b) este valid", iar

↓F ↔ R(φ)↓ = ▷
√

X2
1 + X2

2 = ▷R.

Abaterea local" de la o rota#ie rigid" cre!te liniar cu distan#a la ax"; de aici forfecarea
propor#ional" cu raza, care conduce în teoria liniar" la ςϖz = µ3R.

1.B.3 (derivata cofactorului în identitate #i varia"ia ariilor) (a) Pornind de la Cof F =
(det F )F ↑T , demonstra#i c"

D(Cof)(I)[H] = (tr H)I ↔ HT , H ↗ R3→3.

(b) Deduce#i c", pentru Fς = I + ⇀H !i o normal" material" unitar" N , varia#ia relativ" de
arie este

da ↔ dA

dA
= ⇀

(
tr H ↔ ↘N, HN≃

)
+ O(⇀2).

(c) Verifica#i pe cazul H = e1 ↖ e1 c" ariile fe#elor cu N = e1 nu se modific" la ordinul întâi,
în timp ce ariile cu N = e2 cresc cu ⇀.
Indica"ie. Folosi#i Propozi#iile 1.2.1 !i 1.2.2 (sau formula din § 1.9.4 pentru D(Cof)) !i
Cof I = I. La (b) dezvolta#i ↓Cof FςN↓ !i re#ine#i ↘N, HT N≃ = ↘N, HN≃.
R!spuns. (a) D(Cof)(I)[H] = (tr H)I ↔ HT . (b) Formula indicat". (c) Pentru H = e1 ↖ e1,
tr H = 1; cu N = e1 avem ↘N, HN≃ = 1, deci varia#ia este nul" la ordinul întâi; cu N = e2

avem ↘N, HN≃ = 0, deci varia#ia relativ" este ⇀.

Nivelul C

1.C.1 (forfecare simpl! dependent! de timp: cele dou! descrieri, accelera"ie, jacobian) Se
consider" mi!carea

ω(X, t) = (X1 + γ(t)X2, X2, X3), γ(t) = t2, t ∈ 0,

pe un domeniu ! deschis, m"rginit !i conex, cu densitate de referin#" constant" ϑ0. (a)
Calcula#i F (t), J(t), deplasarea u(X, t), viteza material" V (X, t) !i câmpul eulerian v(x, t).
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(b) Calcula#i accelera#ia în ambele moduri: A(X, t) = ϱttω !i a = ϱtv + (⇐xv)v, !i verifica#i
c" A(X, t) = a(ω(X, t), t). (c) Verifica#i J̇ = J divx v !i deduce#i densitatea ϑ(x, t). Este
mi!carea izocor"? Dar rigid"?
Indica"ie. (a) X2 = x2, deci inversarea este imediat". (b) Observa#i c" v depinde numai de x2,
iar v2 = 0, deci termenul convectiv se simplific" (§ 1.5, § 1.9.5). (c) Propozi#ia 1.4.1 !i § 1.10;
pentru rigiditate, compara#i F cu SO(3) (Propozi#ia 1.8.1).
R!spuns. (a)

F = I + t2e1 ↖ e2, J = 1, u = (t2X2, 0, 0), V = (2tX2, 0, 0),

v(x, t) = (2tx2, 0, 0).

(b) A = (2X2, 0, 0), ϱtv = (2x2, 0, 0) !i (⇐v)v = 0, deci a = (2x2, 0, 0) !i cele dou" expresii
coincid. (c) divx v = 0 !i J̇ = 0; mi!carea este izocor", ϑ ≡ ϑ0, dar nu este rigid", deoarece

C = F T F = I + t2(e1 ↖ e2 + e2 ↖ e1) + t4e2 ↖ e2 ⇑= I

pentru t > 0.

1.C.2 (deformare radial! cilindric! izocor! #i apari"ia unei cavit!"i) Pentru R =
√

X2
1 + X2

2 >

0 se consider" deformarea

ω(X) = r(R)
R

(X1, X2, 0) + εzX3e3, r ↗ C1, r > 0, r↔ > 0, εz > 0.

(a) Ar"ta#i c", în baza ortonormat" cilindric" (eR, e$, e3),

F = r↔(R)eR ↖ eR + r(R)
R

e$ ↖ e$ + εze3 ↖ e3, J = r↔(R)r(R)
R

εz.

(b) Impune#i izocoria J ≡ 1 !i integra#i ecua#ia diferen#ial" rezultat"; ar"ta#i c" solu#ia
general" este

r(R)2 = R2

εz
+ a2, a ∈ 0.

(c) Lua#i εz = 4 !i a = 1. Calcula#i r(0), r(3) !i volumul imaginii cilindrului material
{R ∞ 3, 0 ∞ X3 ∞ 2}; compara#i-l cu volumul ini#ial !i explica#i rolul constantei a.
Indica"ie. (a) Perturba#i punctul material separat pe cele trei direc#ii cilindrice, ca în § 1.12.5.
(b) J = 1 se scrie (r2)↔ = 2R/εz. (c) Imaginea este un tub: raza interioar" este r(0) = a, iar
volumul se calculeaz" ca ↼(r(3)2

↔ a2)εz · 2; compara#i cu § 1.10.
R!spuns. (b) r2 = R2/εz + a2. (c)

r(0) = a = 1, r(3) =


9
4 + 1 =

̸
13
2 ∀ 1.8028.

Volumul imaginii este
↼(r(3)2

↔ a2)εz · 2 = ↼
9
4 · 4 · 2 = 18↼,

egal cu volumul ini#ial ↼ · 32
· 2 = 18↼. Deformarea conserv" volumul !i ϑ ≡ ϑ0. Constanta
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a > 0 descrie o cavitate: axa material" R = 0 devine un cilindru de raz" a. Volumul total se
conserv" numai dac" cavitatea este luat" în calcul.

1.C.3 (deformare neafin!: admisibilitate, injectivitate, arii, mas!) Fie ! = (0, 1)3 !i

ω(X) = (X1 + X2
2 , X2, X3).

(a) Calcula#i F , J !i Cof F ; verifica#i c" ω este o deformare admisibil" (clas" C1, J > 0) !i
ar"ta#i c" ω este global injectiv" pe !. (b) Calcula#i aria imaginii fe#ei {X1 = 0} ∃ !, cu
normala material" N = e1. (c) Ar"ta#i c" densitatea nu se modific" !i verifica#i direct, prin
schimbare de variabil", c" vol ω(!) = vol !.
Indica"ie. (a) J se cite!te imediat din structura triunghiular" a lui F ; pentru injectivitate
observa#i c" x2, x3 determin" X2, X3, apoi X1. (b) Aria deformat" este


↓Cof F N↓ dA

(§ 1.9); apare integrala
 1

0
̸

1 + 4t2 dt. (c) § 1.10.
R!spuns. (a)

F =





1 2X2 0
0 1 0
0 0 1



 , J = 1, Cof F = F ↑T =





1 0 0
↔2X2 1 0

0 0 1



 .

Aplica#ia este injectiv"; inversa este X = (x1 ↔ x2
2, x2, x3). (b) Cof F e1 = (1, ↔2X2, 0), deci

aria =
 1

0

 1

0

√
1 + 4X2

2 dX2 dX3 =
̸

5
2 + 1

4 ln(2 +
̸

5) ∀ 1.4789.

(c) J ≡ 1 implic" ϑ ≡ ϑ0 !i
vol ω(!) =



!
J dX = 1.

Volumul se conserv", dar ariile nu: izocoria este o condi#ie asupra determinantului, nu asupra
cofactorului.



Capitolul 2

M!suri de deformare, descompunerea polar! #i distan"a
la rota"ii

Surse #i orientare. Pentru descompunerea polar", întinderile principale !i m"surile finite de
deformare folosim [3, 14]. Proprietatea de minim a factorului polar !i interpretarea distan#ei
la rota#ii sunt prezentate !i în [12].

2.1 Tensorii Cauchy–Green #i întinderile principale
Fie

F ↗ GL+(3)

gradientul local al unei deform"ri. Dac" T ↗ R3 este un vector material, atunci vectorul
corespunz"tor în configura#ia actual" este

t = FT.

Lungimea sa satisface

↓t↓2 = ↓FT↓
2 = ↘FT, FT ≃ = ↘T, F T F T ≃.

Aceast" rela#ie motiveaz" introducerea tensorului Cauchy–Green drept

C := F T F.

Astfel,
↓FT↓

2 = ↘T, CT ≃.

Dac" M este o direc#ie material" unitar",

↓M↓ = 1,

definim factorul local de întindere în direc#ia M prin

ε(M) := ↓FM↓ .

Prin urmare,
ε(M)2 = ↘M, CM≃.

Tensorul C descrie astfel modificarea local" a lungimilor în func#ie de direc#ia material".

39
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Matricea C este simetric", deoarece

CT = (F T F )T = F T F = C.

Mai mult, pentru orice x ⇑= 0,

↘x, Cx≃ = ↘x, F T Fx≃ = ↓Fx↓
2 .

Cum F este inversabil", din x ⇑= 0 rezult" Fx ⇑= 0, deci

↘x, Cx≃ > 0.

Prin urmare,
C ↗ Sym+(3).

Introducem !i tensorul Cauchy–Green stâng

B := FF T .

Acesta este de asemenea simetric, deoarece

BT = (FF T )T = FF T = B.

Pentru orice y ⇑= 0,
↘y, By≃ = ↘y, FF T y≃ =

F T y


2
.

Cum F T este inversabil", F T y


2
> 0 pentru y ⇑= 0,

deci
B ↗ Sym+(3).

Cei doi tensori apar în configura#ii diferite. Tensorul C ac#ioneaz" asupra direc#iilor
materiale, deoarece

ε(M)2 = ↘M, CM≃

este exprimat" în func#ie de direc#ia M din configura#ia de referin#". Tensorul B este asociat
configura#iei actuale. Aceast" diferen#" va deveni mai clar" odat" cu descompunerea polar" a
lui F .

Tensorul C permite compararea lungimii unui vector material cu lungimea vectorului
corespunz"tor dup" deformare. Pentru orice T ↗ R3,

↓FT↓
2

↔ ↓T↓
2 = ↘T, CT ≃ ↔ ↘T, T ≃

= ↘T, (C ↔ I)T ≃.
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Aceast" rela#ie motiveaz" introducerea tensorului Green–Saint Venant

E := 1
2(C ↔ I).

Rezult"
↓FT↓

2
↔ ↓T↓

2 = 2↘T, ET ≃.

Tensorul E m"soar" astfel varia#ia p"tratului lungimilor.
Dac"

E = 0,

atunci
C = I.

Prin urmare,
↓FT↓

2 = ↘T, CT ≃ = ↓T↓
2

pentru orice T ↗ R3. Cum F ↗ GL+(3), aceasta este echivalent cu

F ↗ SO(3).

A!adar tensorul E se anuleaz" exact pentru transform"rile liniare orientare-p"str"toare care
conserv" lungimile.

Interpretarea local" a tensorului C se extinde direct la lungimea curbelor.

Propozi"ia 2.1.1 (Lungimea unei curbe !i a imaginii sale). Fie [a, b] ⇒ R #i

c : [a, b] ⇓ !

o curb! de clas! C1. Atunci
L(c) =

 b

a
↓c↔(t)↓ dt.

Pentru curba deformat! ω ∋ c,

L(ω ∋ c) =
 b

a
↓F (c(t))c↔(t)↓ dt.

Echivalent,
L(ω ∋ c) =

 b

a

√
↘c↔(t), C(c(t))c↔(t)≃ dt.

Demonstra"ie. Prima formul" este defini#ia lungimii unei curbe de clas" C1. Pentru curba
deformat", regula lan#ului d"

(ω ∋ c)↔(t) = ⇐ω(c(t))c↔(t) = F (c(t))c↔(t).

Prin urmare,
L(ω ∋ c) =

 b

a
↓F (c(t))c↔(t)↓ dt.
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Cum
C(c(t)) = F (c(t))T F (c(t)),

avem

↓F (c(t))c↔(t)↓2 = ↘F (c(t))c↔(t), F (c(t))c↔(t)≃
= ↘c↔(t), C(c(t))c↔(t)≃.

Luând r"d"cina p"trat" !i integrând, ob#inem formula dorit".

Tensorul C este tensorul Cauchy–Green drept !i este asociat configura#iei de referin#", în
timp ce B este tensorul Cauchy–Green stâng !i este asociat configura#iei actuale. Ambii sunt
tensori de deformare. Ei nu trebuie confunda#i cu tensorul de tensiune Cauchy ϖ, care va fi
introdus ulterior.

2.2 R!d!cina p!trat! #i calculul spectral

Fie S = ST
↗ R3→3. Teorema spectral" furnizeaz" o matrice ortogonal" Q !i valori proprii

reale s1, s2, s3 astfel încât
S = Q diag(s1, s2, s3)QT .

Dac" S ↗ Sym+(3), atunci toate valorile proprii sunt strict pozitive. Vom folosi aceast"
descompunere pentru a defini func#ii de matrice. Mai întâi trat"m cazul de care avem nevoie
pentru descompunerea polar": r"d"cina p"trat" pozitiv".

2.2.1 R!d!cina p!trat! pozitiv!
Lema 2.2.1. Pentru orice S ↗ Sym+(3) exist! o unic! matrice U ↗ Sym+(3) astfel încât

U2 = S.

Demonstra"ie. Existen"a. Scriem

S = Q diag(s1, s2, s3)QT , si > 0,

!i definim
U := Q diag(̸s1,

̸
s2,

̸
s3)QT .

Matricea U este simetric". Pentru x ⇑= 0, dac" y = QT x, atunci

↘x, Ux≃ =
3∑

i=1

̸
si y2

i > 0,

deci U ↗ Sym+(3). În plus,

U2 = Q diag(̸si)QT Q diag(̸si)QT
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= Q diag(si)QT = S.

Unicitatea. Fie V ↗ Sym+(3) o alt" matrice cu V 2 = S. Primul pas este s" vedem c" V

las" invariante subspa#iile proprii ale lui S. Din S = V 2 avem

V S = V V 2 = V 3 = V 2V = SV.

Fie s > 0 o valoare proprie a lui S !i

Es := {x ↗ R3 : Sx = sx}.

Dac" x ↗ Es, atunci
S(V x) = V (Sx) = V (sx) = sV x,

deci V x ↗ Es. A!adar restric#ia

Vs := V |Es : Es ⇓ Es

este bine definit".
Deoarece V este simetric", !i Vs este simetric" pe spa#iul euclidian Es. Putem alege o

baz" ortonormat" (y1, . . . , ym) a lui Es format" din vectori proprii ai lui Vs:

V yj = µjyj.

Pozitivitatea definit" a lui V implic", pentru ↓yj↓ = 1,

µj = ↘yj, V yj≃ > 0.

Pe de alt" parte, yj ↗ Es, deci
V 2yj = Syj = syj.

Dar din V yj = µjyj rezult"
V 2yj = µ2

jyj.

Comparând cele dou" rela#ii ob#inem
µ2

j = s.

Exist" dou" r"d"cini scalare, ±
̸

s, dar condi#ia µj > 0 elimin" r"d"cina negativ". Prin
urmare

µj =
̸

s pentru fiecare j.

Asta arat" c" pe întregul subspa#iu propriu Es avem

Vs =
̸

s IEs .

Repetâm argumentul pentru fiecare valoare proprie distinct" a lui S. Pe suma ortogonal" a
subspa#iilor proprii, care este R3, matricea V coincide astfel cu matricea construit" la pasul
de existen#". Deci V = U .
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Vom nota aceast" unic" r"d"cin" prin

S1/2 := Q diag(̸s1,
̸

s2,
̸

s3)QT .

Defini#ia nu depinde de alegerea bazei ortonormate într-un subspa#iu propriu multiplu: pe un
asemenea subspa#iu S1/2 este pur !i simplu

̸
s ori identitatea.

Aceea!i idee permite definirea altor func#ii spectrale. Dac" f : (0, ′) ⇓ R, punem

f(S) := Q diag(f(s1), f(s2), f(s3))QT .

În particular,
log S = Q diag(log s1, log s2, log s3)QT .

Pentru C = F T F ↗ Sym+(3) vom nota

U = C1/2.

Dac" Cqi = ciqi, ci > 0, atunci
Uqi = ̸

ci qi.

Numerele
εi := ̸

ci

se numesc întinderi principale; ele sunt valorile singulare ale lui F . Astfel

U =
3∑

i=1
εiqi ↖ qi.

2.3 Descompunerea polar!
R"d"cina p"trat" pozitiv" introdus" mai sus permite construirea factorului de întindere din
descompunerea polar". Construc#ia lui U , verificarea faptului c" R este rota#ie !i unicitatea
sunt f"cute în demonstra#ia urm"toare.

Teorema 2.3.1 (descompunerea polar"). Pentru orice F ↗ GL+(3) exist! în mod unic
R ↗ SO(3) #i U, V ↗ Sym+(3) astfel încât

F = RU = V R, U = (F T F )1/2, V = (FF T )1/2, V = RURT .

Demonstra"ie. Demonstra#ia se bazeaz" pe teorema spectral" pentru matrice simetrice pozitiv
definite !i pe unicitatea r"d"cinii p"trate pozitive.

1. Construc"ia lui U . Deoarece F ↗ GL+(3), pentru orice x ⇑= 0 avem Fx ⇑= 0. Prin urmare

↘x, F T Fx≃ = ↓Fx↓
2 > 0.
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A!adar C := F T F este simetric" pozitiv definit". Teorema spectral" furnizeaz"

C = Q diag(c1, c2, c3)QT , ci > 0.

Definim
U := C1/2 = Q diag(̸c1,

̸
c2,

̸
c3)QT .

Atunci U ↗ Sym+(3), U2 = C !i U este inversabil".

2. Construc"ia rota"iei. Punem R := FU↑1. Atunci

RT R = (FU↑1)T (FU↑1) = U↑T F T FU↑1

= U↑1U2U↑1 = I,

unde am folosit simetria lui U . Deci R ↗ O(3). Din U2 = F T F rezult"

(det U)2 = (det F )2.

Valorile proprii ale lui U sunt ̸
ci > 0, deci

det U = ̸
c1c2c3 > 0.

Cum det F > 0 prin ipotez" !i (det U)2 = (det F )2, rezult" det U = det F , iar

det R = det F

det U
= 1.

Prin urmare R ↗ SO(3) !i F = RU .

3. Unicitatea. Dac" F = R̃Ũ cu R̃ ↗ SO(3) !i Ũ ↗ Sym+(3), atunci

F T F = ŨT R̃T R̃Ũ = Ũ2.

Dar F T F = U2. Unicitatea r"d"cinii p"trate pozitive d" Ũ = U , iar apoi R̃ = FŨ↑1 =
FU↑1 = R.

4. Forma polar! stâng!. Definim V := RURT . Atunci V ↗ Sym+(3) !i

V R = RURT R = RU = F.

În plus,
V 2 = RU2RT = R(F T F )RT = FF T ,

deci V este o r"d"cin" p"trat" simetric" pozitiv definit" a lui FF T . Dac" Ṽ ↗ Sym+(3)
ar satisface !i Ṽ 2 = FF T , atunci V 2 = Ṽ 2 = FF T ; unicitatea r"d"cinii p"trate pozitive,
demonstrat" în Subsec#iunea 2.2.1, impune Ṽ = V . A!adar

V = (FF T )1/2

este unic.
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Factorul R reprezint" rota#ia local", iar U întinderea pur" în configura#ia de referin#".
Valorile proprii ε1, ε2, ε3 > 0 ale lui U se numesc întinderi principale sau valori singulare ale
lui F . Avem

J = det F = det R det U = det U = ε1ε2ε3.

Observa"ia 2.3.2. Aceea!i demonstra#ie este valabil" în Rn: pentru F ↗ GL+(n) exist" unic
F = RU , cu R ↗ SO(n) !i U ↗ Sym+(n). În particular putem folosi f"r" o nou" demonstra#ie
versiunea bidimensional" în exemplele de forfecare simpl".

2.3.1 Descompunerea în valori singulare
Diagonaliz"m U :

U = Q diag(ε1, ε2, ε3)QT , εi > 0.

Atunci
F = (RQ) diag(ε1, ε2, ε3)QT .

Numerele εi sunt valorile singulare ale lui F !i reprezint" întinderile principale. Dac" qi sunt
vectorii proprii ai lui U , atunci

Fqi = εiri, ri = Rqi,

cu (qi) !i (ri) baze ortonormate. A!adar deformarea afin" se descompune într-o rota#ie a
sistemului de axe, trei întinderi pure !i o rota#ie final".

2.3.2 Forfecarea simpl!: valori singulare #i rota"ia polar!

În plan consider"m

F =


1 γ

0 1



 .

Atunci

C = F T F =


1 γ

γ 1 + γ2



 , tr C = 2 + γ2, det C = 1.

Valorile proprii c1,2 ale lui C sunt r"d"cinile ecua#iei

c2
↔ (2 + γ2)c + 1 = 0,

deci
c1,2 = 1 + γ2

2 ±
|γ|

2

√
γ2 + 4.

Întinderile principale sunt εi = ̸
ci !i satisfac ε1ε2 = 1, deoarece det F = 1.

Pentru rota#ia polar" c"ut"m R(φ) astfel încât U = R(φ)T F s" fie simetric. Scriem

R(φ) =


cos φ ↔ sin φ

sin φ cos φ



 .
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Atunci

R(φ)T F =


 cos φ γ cos φ + sin φ

↔ sin φ ↔γ sin φ + cos φ



 .

Simetria impune
γ cos φ + sin φ = ↔ sin φ,

adic"
tan φ = ↔

γ

2 .

Ecua#ia pentru tangent" determin" unghiul numai modulo ↼. Factorul polar trebuie îns"
s" satisfac" U = R(φ)T F ↗ Sym+(2). Alegem astfel ramura continu" cu φ(0) = 0, adic"
φ ↗ (↔↼/2, ↼/2) !i

φ = ↔ arctan(γ/2).

Pentru aceast" ramur", elementele diagonale relevante ale lui U sunt pozitive; cealalt" ramur"
difer" cu ↼ !i ar schimba semnul lui U , înc"lcând pozitivitatea definit". Prin unicitatea
descompunerii polare, aceasta este rota#ia polar". A!adar rota#ia polar" nu este zero, de!i
deformarea este numit" “forfecare simpl"”. Ea con#ine simultan o rota#ie !i o întindere pur".

2.4 Invarian"i #i valori singulare
Pentru un material izotrop, direc#iile principale nu trebuie s" apar" explicit în legea constitutiv".
Folosim de aceea invarian#ii principali ai lui C:

I1(C) = tr C, I2(C) = 1
2[(tr C)2

↔ tr(C2)], I3(C) = det C = J2.

S" vedem cum se citesc aceste cantit"#i din valorile proprii. Dac"

Cqi = ε2
i qi, i = 1, 2, 3,

cu (q1, q2, q3) baz" ortonormat", atunci, în aceast" baz",

C = diag(ε2
1, ε2

2, ε2
3).

Prin urmare
I1 = tr C = ε2

1 + ε2
2 + ε2

3

!i
tr(C2) = ε4

1 + ε4
2 + ε4

3.

Introducând aceste dou" formule în defini#ia lui I2,

I2 = 1
2


(ε2

1 + ε2
2 + ε2

3)2
↔ (ε4

1 + ε4
2 + ε4

3)


= ε2
1ε

2
2 + ε2

1ε
2
3 + ε2

2ε
2
3.
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De asemenea,
I3 = det C = ε2

1ε
2
2ε

2
3.

Acelea!i trei expresii apar când dezvolt"m polinomul caracteristic. În baza proprie,

det(C ↔ µI) = (ε2
1 ↔ µ)(ε2

2 ↔ µ)(ε2
3 ↔ µ)

= ↔µ3 + I1µ
2

↔ I2µ + I3.

A!adar (I1, I2, I3) determin" polinomul caracteristic al lui C !i, prin urmare, mul#imea
neordonat" a valorilor proprii ε2

i . Din acest motiv, o func#ie spectral" simetric" poate fi
descris", local !i sub ipotezele de regularitate necesare, fie prin (I1, I2, I3), fie ca func#ie
simetric" de (ε1, ε2, ε3).

2.5 M!suri finite de deformare
Tensorul U permite definirea mai multor m"suri ale deform"rii. Ele con#in aceea!i informa#ie
spectral", dar transform" diferit întinderile principale la deform"ri finite.

M"sur" defini#ie valori proprii

Biot EB = U ↔ I εi ↔ 1
Green–Saint Venant EG = 1

2(U2
↔ I) 1

2(ε2
i ↔ 1)

Hencky EH = log U log εi

Almansi eA = 1
2(I ↔ B↑1) 1

2(1 ↔ ε↑2
i )

Toate se anuleaz" pentru U = I. Diferen#a dintre ele se vede deja pe o întindere principal"
scalar": pentru aceea!i valoare ε, numerele ε ↔ 1, (ε2

↔ 1)/2 !i log ε nu coincid în general.
O familie care le include pe primele trei este familia Seth–Hill:

E(m) = U2m
↔ I

2m
, m ⇑= 0.

În baza principal",

E(m) =
3∑

i=1

ε2m
i ↔ 1
2m

Ni ↖ Ni.

Pentru m = 1
2 ob#inem

E(1/2) = U ↔ I,

iar pentru m = 1,

E(1) = U2
↔ I

2 = C ↔ I

2 .

R"mâne de explicat cazul m = 0. Pentru un scalar ε > 0,

ε2m = e2m log φ = 1 + 2m log ε + O(m2) (m ⇓ 0).

Prin urmare
ε2m

↔ 1
2m

= log ε + O(m),
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!i

lim
m↘0

ε2m
↔ 1

2m
= log ε.

Aplicând acest calcul pe fiecare valoare proprie a lui U ,

lim
m↘0

E(m) = log U.

Putem deci completa familia prin
E(0) := log U.

Astfel m"sura Hencky apare ca limita familiei Seth–Hill, nu ca o formul" separat" f"r" leg"tur"
cu celelalte m"suri.

Mai not"m aici identitatea spectral" pe care o vom folosi ulterior:

tr(log U) =
3∑

i=1
log εi = log(ε1ε2ε3) = log det U = log J.

Ea rezult" direct din defini#ia spectral" a lui log U !i din det U = det F = J > 0. Des-
compunerea deviatoric" a lui log U va fi folosit" atunci când introducem energia Hencky, în
Capitolul 5.

2.6 Liniarizarea comun! a m!surilor de deformare
Consider"m o familie de gradien#i

Fς = I + ⇀H, ⇀ ⇓ 0.

Calcul"m mai întâi tensorul Cauchy–Green:

Cς = F T
ς Fς

= (I + ⇀HT )(I + ⇀H)
= I + ⇀(H + HT ) + ⇀2HT H

= I + 2⇀ sym H + ⇀2HT H.

Dorim acum dezvoltarea lui
Uς = C1/2

ς .

Scriem
Uς = I + ⇀K + O(⇀2)

!i folosim identitatea U2
ς = Cς. Membrul stâng devine

U2
ς = I + 2⇀K + O(⇀2).
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Comparând termenii de ordin ⇀ cu dezvoltarea lui Cς,

2K = 2 sym H,

deci
Uς = I + ⇀ sym H + O(⇀2).

Partea antisimetric" a lui H nu apare deci în deformarea de ordin întâi.
Pentru Green–Saint Venant,

EG(Fς) = 1
2(Cς ↔ I) = ⇀ sym H + ⇀2

2 HT H.

Pentru Biot,
EB(Fς) = Uς ↔ I = ⇀ sym H + O(⇀2).

Pentru Hencky folosim dezvoltarea scalar" log(1+s) = s+O(s2) pe spectrul matricei simetrice
Uς ↔ I:

log Uς = (Uς ↔ I) + O(↓Uς ↔ I↓
2) = ⇀ sym H + O(⇀2).

Mai general, pentru fiecare m fix,

E(m)(Fς) = ⇀ sym H + O(⇀2).

Prin urmare toate aceste m"suri au aceea!i parte liniar":

Elin = sym H.

Dac" H = ⇐u, ob#inem tensorul deforma#iei infinitezimale

⇀(u) = sym ⇐u.

Diferen#ele dintre Biot, Green–Saint Venant, Hencky !i celelalte m"suri apar de la ordinul al
doilea în sus.

2.7 Distan"a euclidian! la rota"ii: teorema lui Grioli
Proprietatea de minim a factorului polar este clasic"; pentru formul"ri matriciale moderne !i
extensii vezi [12].

Teorema 2.7.1. Pentru F ↗ GL+(3) cu descompunerea polar! F = RU ,

min
Q≃SO(3)

↓F ↔ Q↓
2 = ↓U ↔ I↓

2 =
3∑

i=1
(εi ↔ 1)2,

iar minimizatorul este Q = R.

Demonstra"ie. Demonstra#ia folose!te numai propriet"#i elementare ale normei Frobenius !i
ale descompunerii spectrale; proprietatea este forma clasic" a teoremei lui Grioli, pentru care
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vezi !i [12].
Pasul 1: eliminarea rota"iei polare. Pentru orice matrice ortogonal" P !i orice matrice A,

↓PA↓
2 = ↘PA, PA≃ = tr(AT P T PA) = tr(AT A) = ↓A↓

2 .

A!adar înmul#irea la stânga cu o rota#ie nu schimb" norma Frobenius. Aplicând aceasta cu
P = RT ,

↓F ↔ Q↓ =
RT (F ↔ Q)

 =
RT RU ↔ RT Q



=
U ↔ RT Q

 .

Punem S = RT Q. Deoarece produsul a dou" rota#ii apar#ine din nou lui SO(3), problema
ini#ial" este echivalent" cu

min
S≃SO(3)

↓U ↔ S↓
2 .

Pasul 2: dezvoltarea p!tratului normei. Folosind produsul Frobenius,

↓U ↔ S↓
2 = ↘U ↔ S, U ↔ S≃

= ↘U, U≃ + ↘S, S≃ ↔ 2↘U, S≃

= ↓U↓
2 + ↓S↓

2
↔ 2 tr(UT S).

Tensorul U este simetric, deci UT = U . Pentru S ↗ SO(3),

↓S↓
2 = tr(ST S) = tr I = 3.

Prin urmare
↓U ↔ S↓

2 = ↓U↓
2 + 3 ↔ 2 tr(US).

Primele dou" termene nu depind de S; minimizarea normei este deci echivalent" cu maximizarea
lui tr(US).

Pasul 3: trecerea în baza principal!. Teorema spectral" furnizeaz" o rota#ie Q0 ↗ SO(3) !i
valori proprii pozitive ε1, ε2, ε3 astfel încât

U = Q0 diag(ε1, ε2, ε3)QT
0 .

Prin invarianta ciclic" a urmei,

tr(US) = tr
(
Q0 diag(εi)QT

0 S
)

= tr
(
diag(εi) QT

0 SQ0
)

.

Not"m S̃ = QT
0 SQ0 ↗ SO(3). Atunci

tr(US) = ε1s̃11 + ε2s̃22 + ε3s̃33.

Pasul 4: estimarea diagonalelor unei rota"ii. Fiecare coloan" a lui S̃ este un vector unitate.
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În particular, pentru fiecare i,

|s̃ii| ∞ 1, deci s̃ii ∞ 1.

Cum toate εi sunt strict pozitive,

tr(US) ∞ ε1 + ε2 + ε3 = tr U.

Valoarea din dreapta este atins" pentru S̃ = I, adic" pentru S = I. Mai mult, dac" avem
egalitate, atunci fiecare termen pozitiv εi(1↔ s̃ii) trebuie s" fie zero; rezult" s̃ii = 1 pentru to#i
i. O matrice ortogonal" ale c"rei trei elemente diagonale sunt toate egale cu 1 este identitatea.
Minimizatorul este deci unic.

Pasul 5: valoarea minim!. Pentru S = I,

min
S≃SO(3)

↓U ↔ S↓
2 = ↓U ↔ I↓

2 .

În baza principal",

↓U ↔ I↓
2 =

3∑

i=1
(εi ↔ 1)2.

În variabilele ini#iale, condi#ia S = RT Q = I înseamn" Q = R. Prin urmare

min
Q≃SO(3)

↓F ↔ Q↓
2 = ↓U ↔ I↓

2 =
3∑

i=1
(εi ↔ 1)2,

iar rota#ia polar" R este unica rota#ie cea mai apropiat" de F în norma Frobenius.

Leg"tura cu regimul de deforma#ii mici va fi reluat" dup" teorema de rigiditate. Acolo
dezvolt"m Uς la ordinul necesar !i folosim formula de mai sus pentru a ob#ine comportarea
lui dist(I + ⇀H, SO(3)).

2.8 Distan"a geodezic! #i deformarea Hencky
Distan#a euclidian" depinde de geometria liniar" a spa#iului matricelor. Pe grupul GL+(3)
se poate introduce o metric" riemannian" stâng-invariant" !i dreapta-O(3)-invariant", pen-
tru care distan#a la SO(3) se exprim" prin log U ; vezi [12] !i referin#ele de acolo. Nu
dezvolt"m aici teoria geodezicelor pe grupuri Lie; folosim numai formula de distan#" !i
identit"#ile spectrale. Pentru acestea este suficient" diagonalizarea ortogonal" a lui U : dac"
U = Q diag(ε1, ε2, ε3)QT , atunci log U = Q diag(log ε1, log ε2, log ε3)QT , iar urma !i partea
deviatoric" se calculeaz" pe valorile proprii. În forma izotrop" utilizat" aici,

dist2
geod(F, SO(3)) = α ↓dev log U↓

2 + 0

2 [tr(log U)]2, α, 0 > 0.
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Cele dou" contribu#ii au interpret"ri separate. Deoarece

tr(log U) = log det U = log J,

termenul sferic m"soar" modificarea de volum. În schimb

dev log U = log U ↔
1
3 tr(log U)I = log U ↔

1
3(log J)I.

Deoarece matricea scalar" J↑1/3I comut" cu U , calculul spectral permite adunarea logaritmilor:

log
(
J↑1/3U

)
= log U + log(J↑1/3I) = log U ↔

1
3(log J)I.

Prin urmare
dev log U = log

(
J↑1/3U

)
.

m"soar" numai distorsiunea izocor".

2.8.1 Simetria întindere–compresiune
Dac" întinderea principal" ε este înlocuit" cu 1/ε, atunci

log(1/ε) = ↔ log ε.

Prin urmare energia p"tratic" în log U trateaz" simetric extensia !i compresia multiplicativ
invers", proprietate pe care m"sura Biot ε ↔ 1 nu o are.

Forfecarea simpl! #i distan"a la rota"ii. Pentru forfecarea simpl", valorile singulare
!i rota#ia polar" au fost calculate în Subsec#iunea 2.3.2. Teorema lui Grioli se aplic" direct
valorilor singulare calculate acolo !i d"

dist2(F, SO(2)) = (ε1 ↔ 1)2 + (ε2 ↔ 1)2.

Exemplul arat" c" partea de rota#ie dintr-o forfecare simpl" este eliminat" de minimizarea
fa#" de SO(2), iar distan#a m"soar" numai partea de întindere.

2.9 Rigiditate: când absen"a deform!rii implic! o mi#-
care rigid!

Deoarece SO(3) este închis, condi#ia dist(⇐ω, SO(3)) = 0 este echivalent" cu ⇐ω ↗ SO(3).
Prin formula lui Grioli aceasta este, la rândul ei, echivalent" cu U = I. Dac" aceast"
proprietate este valabil" în toate punctele unui domeniu conex, compatibilitatea gradientului
nu permite ca rota#ia s" varieze arbitrar de la punct la punct.

Teorema 2.9.1 (Liouville pentru deform"ri f"r" întindere). Fie ! ⇒ R3 deschis #i conex #i
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fie ω ↗ C2(!;R3). Dac!

(⇐ω(x))T
⇐ω(x) = I pentru orice x ↗ !,

#i det ⇐ω > 0, atunci exist! o rota"ie constant! Q ↗ SO(3) #i un vector constant b ↗ R3 astfel
încât

ω(x) = Qx + b în !.

Demonstra"ie. Not"m R(x) = ⇐ω(x). Ipoteza spune c" R(x) ↗ SO(3). Derivând identitatea
RT R = I în direc#ia xk, ob#inem

(ϱkR)T R + RT ϱkR = 0.

Prin urmare
Ak := RT ϱkR ↗ so(3), ϱkR = RAk,

unde so(3) este spa#iul matricelor antisimetrice.
Coloana j a lui R este ϱjω. Egalitatea derivatelor mixte d"

ϱk(Rej) = ϱkϱjω = ϱjϱkω = ϱj(Rek),

deci, dup" înmul#ire la stânga cu RT ,

Akej = Ajek (j, k = 1, 2, 3). (2.R1)

Reamintim aici coresponden#a dintre matricile antisimetrice !i vectorii axiali. Pentru

A =





0 ↔a3 a2

a3 0 ↔a1

↔a2 a1 0





avem, pentru orice v ↗ R3,

Av = a ⇔ v, a = (a1, a2, a3)T .

Reciproc, orice AT = ↔A are în mod unic aceast" form", cu a = (A32, A13, A21)T . Prin
urmare, pentru fiecare k, exist" un unic ak ↗ R3 astfel încât Akv = ak ⇔ v.

Rela#ia (2.R1) devine
ak ⇔ ej = aj ⇔ ek. (2.R2)

Scriem ak = (a1k, a2k, a3k). Alegând succesiv perechile (j, k) = (1, 2), (1, 3), (2, 3) !i comparând
componentele în (2.R2), se ob#ine

a12 = a21 = a13 = a31 = a23 = a32 = 0,

iar componentele diagonale satisfac simultan

a11 = ↔a22, a11 = ↔a33, a22 = ↔a33.
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Rezult" a11 = a22 = a33 = 0, deci ak = 0 !i astfel Ak = 0 pentru fiecare k. Prin urmare
ϱkR = 0, adic" R este constant pe domeniul conex !. Not"m aceast" constant" cu Q ↗ SO(3).
Atunci ⇐(ω ↔ Qx) = 0, iar conexitatea lui ! implic" ω(x) ↔ Qx = b, cu b constant.

Observa"ia 2.9.2. Rezultatul explic" de ce tensorii C ↔ I, U ↔ I, log U !i distan#a la SO(3)
sunt m"suri de deformare: anularea lor peste tot nu descrie o stare nou" de deformare, ci
numai o transla#ie !i o rota#ie global" a corpului.

Teorema 2.9.3 (rigiditatea infinitezimal", versiunea clasic"). Fie ! ⇒ R3 un domeniu deschis
#i conex #i fie u ↗ C2(!;R3). Dac!

e(u) = sym ⇐u = 0 în !,

atunci exist! a ↗ R3 #i o matrice constant! W ↗ R3→3, W T = ↔W , astfel încât

u(x) = a + Wx ↙x ↗ !.

Demonstra"ie. Pentru i, j, k ↗ {1, 2, 3} verific"m identitatea

ϱijuk = ϱiejk(u) + ϱjeik(u) ↔ ϱkeij(u).

Într-adev"r,

ϱiejk + ϱjeik ↔ ϱkeij

= 1
2

(
ϱikuj + ϱijuk + ϱjkui + ϱjiuk ↔ ϱkiuj ↔ ϱkjui

)

= ϱijuk,

unde am folosit egalitatea derivatelor mixte, permis" de regularitatea C2. Dac" e(u) = 0,
membrul drept este zero, deci toate derivatele de ordin doi ale lui u se anuleaz". Prin urmare
fiecare component" a lui ⇐u este constant" pe domeniul conex !; not"m aceast" matrice
constant" cu W . Condi#ia sym ⇐u = 0 d" W T = ↔W . În sfâr!it,

⇐(u ↔ Wx) = 0,

iar pe un domeniu conex o func#ie C1 cu gradient nul este constant". Rezult" u(x) =
a + Wx.

Observa"ia 2.9.4. Rezultatul identific" nucleul deforma#iei infinitezimale: e(u) = sym ⇐u

nu detecteaz" transla#iile !i rota#iile infinitezimale. În Capitolul 7, inegalitatea lui Korn va
transforma aceast" observa#ie geometric" într-o estimare cantitativ".
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2.10 De la distan"a neliniar! la deforma"ia infinitezi-
mal!

În Sec#iunea 2.6 am ob#inut dezvoltarea la primul ordin Uς = I + ⇀ sym H + O(⇀2). Pentru
distan#a la SO(3) avem nevoie de un pas suplimentar: calcul"m aici !i termenul de ordinul al
doilea. Consider"m o familie de deform"ri mici

ως(x) = x + ⇀u(x), Fς = I + ⇀H, H = ⇐u.

Punem S = sym H !i A = skew H. Atunci

Cς = F T
ς Fς = I + 2⇀S + ⇀2HT H.

Aplica#ia U ∝⇓ U2 este neted" pe Sym(3), iar diferen#iala sa în I este X ∝⇓ 2X, izomorfism pe
Sym(3). Teorema func#iei inverse arat" c" r"d"cina p"trat" pozitiv" depinde neted de matrice
în vecin"tatea lui I. Prin urmare ⇀ ∝⇓ Uς =

̸
Cς admite o dezvoltare Taylor !i putem scrie

Uς = I + ⇀S + ⇀2K + O(⇀3).

Ridicând la p"trat,
U2

ς = I + 2⇀S + ⇀2(S2 + 2K) + O(⇀3).

Comparând cu Cς, rezult"
K = 1

2
(
HT H ↔ S2

)
.

Aceast" dezvoltare rafineaz" formula de ordinul întâi din Sec#iunea 2.6. Prin teorema lui
Grioli,

dist2(I + ⇀H, SO(3)) = ↓Uς ↔ I↓
2 = ⇀2

↓sym H↓
2 + O(⇀3). (2.R3)

Formula (2.R3) leag" direct teoria neliniar" de elasticitatea liniar". Partea antisimetric"
skew H reprezint", la ordinul întâi, o rota#ie infinitesimal" !i nu contribuie la deforma#ia
elastic". Partea simetric" sym H este tensorul de deforma#ie liniarizat".

Exemplu: rota"ie infinitesimal!. Dac" H = A este antisimetric", atunci sym H = 0.
Mai precis,

Cς = I ↔ ⇀2A2, Uς = I ↔
⇀2

2 A2 + O(⇀4),

!i astfel

dist(I + ⇀A, SO(3)) = ⇀2

2
A2

 + O(⇀4).

În particular distan#a este O(⇀2), de!i ↓I + ⇀A ↔ I↓ = O(⇀). Norma deplas"rii fa#" de
identitate confund" rota#ia cu deformarea; distan#a la grupul rota#iilor nu face aceast"
confuzie.
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Exemplu: întindere infinitesimal!. Pentru H = diag(h1, h2, h3), avem H = S, iar

dist2(I + ⇀H, SO(3)) = ⇀2(h2
1 + h2

2 + h2
3) + O(⇀3).

În acest caz nu exist" rota#ie la ordinul întâi; întreaga perturba#ie este deformant".

2.11 O inegalitate punctual! util! #i leg!tura cu rigidi-
tatea geometric!

Pentru orice F ↗ GL+(3), dac" F = RU este descompunerea polar", atunci

dist(F, SO(3)) = ↓U ↔ I↓ .

Cum valorile singulare ale lui F sunt εi > 0, rezult"

dist2(F, SO(3)) =
3∑

i=1
(εi ↔ 1)2.

În particular, dac" F r"mâne într-o vecin"tate fix" a lui SO(3), atunci
F T F ↔ I

 !i
dist(F, SO(3)) controleaz" reciproc aceea!i m"rime, cu constante locale. Într-adev"r,

F T F ↔ I


2
=

3∑

i=1
(ε2

i ↔ 1)2 =
3∑

i=1
(εi ↔ 1)2(εi + 1)2.

Dac" εmin ∞ εi ∞ εmax, atunci

(1 + εmin)2 dist2(F, SO(3)) ∞

F T F ↔ I


2
∞ (1 + εmax)2 dist2(F, SO(3)). (2.R4)

Dac" F r"mâne într-o vecin"tate suficient de mic" a lui SO(3), valorile singulare r"mân
într-un interval compact din jurul lui 1, deci constantele de mai sus pot fi alese uniform.

Teorema 2.11.1 (rigiditatea geometric" Friesecke–James–Müller, consecin#" clasic" a rezul-
tatului admis). Fie ! ⇒ R3 m!rginit, conex #i cu frontier! Lipschitz. Exist! C(!) > 0 astfel
încât pentru orice v ↗ C1(!;R3) exist! o rota"ie constant! Q ↗ SO(3) pentru care



!
↓⇐v ↔ Q↓

2 dX
1/2

∞ C(!)


!
dist2(⇐v, SO(3)) dX

1/2
.

Constanta poate fi aleas! invariant! la dilat!ri uniforme ale domeniului.

Nu afirm"m unicitatea rota#iei Q; teorema garanteaz" existen#a unei rota#ii constante cu
estimarea de mai sus. Rezultatul general este formulat în spa#iul Sobolev W 1,2; am scris aici
numai consecin#a pentru func#ii C1, astfel încât s" nu folosim spa#ii func#ionale înainte de
introducerea lor în Capitolul 7. Demonstra#ia general" este profund" !i dep"!e!te obiectivele
cursului; vezi [18].
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2.12 M!surile de deformare pentru o deformare radial!
Gradientul unei deform"ri sferic simetrice a fost calculat în Subsec#iunea 1.7.1. Pentru

ω(X) = r(R)
R

X, R = ↓X↓ ,

!tim c", în baza sferic" (eR, e↼, e↽),

F = diag


r↔(R), r(R)
R

,
r(R)

R



.

Dac"
r↔(R) > 0, r(R) > 0,

atunci F este deja simetric" pozitiv definit". Prin unicitatea descompunerii polare,

Rpol = I, U = F.

Prin urmare întinderile principale sunt

εR = r↔(R), ε↼ = ε↽ = r(R)
R

.

Acum putem calcula f"r" a reface cinematica din Capitolul 1. M"sura Biot este

EB = diag


r↔(R) ↔ 1,
r(R)

R
↔ 1,

r(R)
R

↔ 1


,

m"sura Green–Saint Venant este

EG = 1
2 diag



r↔(R)2
↔ 1,

r(R)2

R2 ↔ 1,
r(R)2

R2 ↔ 1


,

iar deforma#ia Hencky este

log U = diag


log r↔(R), log r(R)
R

, log r(R)
R



.

Urma ultimei matrice este

tr(log U) = log


r↔(R)


r(R)
R

2

 = log J.

Astfel exemplul radial verific" direct rela#ia general" tr(log U) = log J .
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2.13 Probleme pentru seminar

1. Pentru U = diag(2, 1, 1/2) calcula#i E(m) pentru m = 1/2, 1 !i limita m ⇓ 0.

2. Calcula#i U, R pentru o matrice diagonal" F = diag(ε1, ε2, ε3), εi > 0, !i pentru o
rota#ie pur".

3. Verifica#i formula distan#ei la SO(3) pentru F = diag(2, 1, 1/2).

4. Dezvolta#i log U pân" la ordinul întâi în H = F ↔ I, folosind dezvoltarea spectral" din
sec#iunea de liniarizare a m"surilor de deformare.

5. Pentru forfecarea simpl" calcula#i exact I1, I2, I3 !i verifica#i c" I1 = I2 = 3 + γ2, I3 = 1.

6. Ar"ta#i c" dou" matrice F, F̂ ↗ GL+(3) verific" F T F = F̂ T F̂ dac" !i numai dac"
F = QF̂ pentru un Q ↗ SO(3).

7. Ar"ta#i c" det U = det V = det F .

8. Pentru F = diag(ε, ε↑⇀ , ε↑⇀), calcula#i varia#ia de volum !i discuta#i limita ε ⇓ 1.

2.14 Exerci"ii rezolvate
Problema 2.14.1 (tensorul Cauchy–Green pentru o întindere diagonal"). Pentru F =
diag(ε1, ε2, ε3), εi > 0, calcula#i C = F T F !i B = FF T .

Rezolvare. Deoarece F T = F ,

C = F T F = diag(ε2
1, ε2

2, ε2
3),

!i identic B = FF T = C. Valorile proprii ale lui C sunt ε2
i , deci întinderile principale sunt εi.

Problema 2.14.2 (lungimea unui segment material). Fie dX un vector material infinitesimal.
Ar"ta#i c" lungimea sa dup" deformare satisface

↓dx↓
2 = ↘dX, C dX≃.

Rezolvare. La ordinul întâi, dx = F dX. Atunci

↓dx↓
2 = ↘FdX, FdX≃ = ↘dX, F T F dX≃ = ↘dX, C dX≃.

De aceea C con#ine exact informa#ia privind modificarea lungimilor în descriere material".

Problema 2.14.3 (deformare rigid"). Dac" F = Q ↗ SO(3), calcula#i C, U !i tensorul
Green–Saint Venant E = (C ↔ I)/2.

Rezolvare. Din QT Q = I rezult" C = I. R"d"cina p"trat" pozitiv" a lui I este U = I, iar

E = 1
2(I ↔ I) = 0.

Prin urmare o rota#ie pur" nu produce deforma#ie, de!i F poate fi foarte diferit de I.
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Problema 2.14.4 (matrice diagonal"). Pentru F = diag(2, 1, 1/2) determina#i R !i U în
F = RU .

Rezolvare. Avem
F T F = diag(4, 1, 1/4),

deci
U = (F T F )1/2 = diag(2, 1, 1/2) = F.

Prin urmare R = FU↑1 = I. Deformarea este o întindere pur", f"r" rota#ie polar".

Problema 2.14.5 (m"suri clasice de deformare). Pentru întinderea uniaxial" F = diag(ε, 1, 1)
calcula#i m"surile Biot U ↔ I, Green 1

2(C ↔ I) !i Hencky log U .

Rezolvare. Aici U = F !i C = F 2. Prin urmare

U ↔ I = diag(ε ↔ 1, 0, 0),

E = 1
2 diag(ε2

↔ 1, 0, 0),

!i, prin calcul func#ional spectral,

log U = diag(log ε, 0, 0).

Cele trei m"suri coincid numai la ordinul întâi în jurul lui ε = 1.

Problema 2.14.6 (descompunerea polar" a forfec"rii simple). Pentru

F =


1 γ

0 1





în plan, calcula#i C !i valorile sale proprii. Deduce#i întinderile principale.

Rezolvare. Avem

C = F T F =


1 γ

γ 1 + γ2



 .

Polinomul caracteristic este
µ2

↔ (2 + γ2)µ + 1 = 0,

deoarece tr C = 2 + γ2 !i det C = (det F )2 = 1. Astfel

c1,2 = 2 + γ2
± |γ|

̸
γ2 + 4

2 .

Întinderile principale sunt
ε1,2 = ̸

c1,2,

iar produsul lor este 1, în acord cu det F = 1.

Problema 2.14.7 (teorema lui Grioli pentru o matrice diagonal"). Pentru F = diag(ε1, ε2, ε3)
cu εi > 0, calcula#i explicit

dist2(F, SO(3)).
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Rezolvare. Factorul polar este R = I, iar U = F . Teorema lui Grioli demonstrat" în
capitol d"

dist2(F, SO(3)) = ↓U ↔ I↓
2 .

Cum p"tratul normei Frobenius a unei matrice diagonale este suma p"tratelor elementelor
diagonale,

dist2(F, SO(3)) = (ε1 ↔ 1)2 + (ε2 ↔ 1)2 + (ε3 ↔ 1)2.

Problema 2.14.8 (liniarizarea m"surilor de deformare). Fie Fς = I + ⇀H. Ar"ta#i pân" la
ordinul întâi c"

Cς = I + 2⇀ sym H + O(⇀2), Eς = ⇀ sym H + O(⇀2).

Rezolvare. Calcul"m

Cς = (I + ⇀H)T (I + ⇀H) = I + ⇀(HT + H) + ⇀2HT H.

Dar HT + H = 2 sym H, deci

Cς = I + 2⇀ sym H + ⇀2HT H.

Prin defini#ie,

Eς = 1
2(Cς ↔ I) = ⇀ sym H + ⇀2

2 HT H.

Aceasta explic" apari#ia lui sym ⇐u în teoria liniarizat".

Problema 2.14.9 (distan#a la rota#ii în regim de deforma#ii mici). Folosind dezvoltarea lui
Uς, ar"ta#i c"

dist2(I + ⇀H, SO(3)) = ⇀2
↓sym H↓

2 + O(⇀3).

Rezolvare. Din rezultatul demonstrat în capitol,

Uς = (F T
ς Fς)1/2 = I + ⇀ sym H + O(⇀2).

Teorema lui Grioli d"
dist2(Fς, SO(3)) = ↓Uς ↔ I↓

2 .

Înlocuind dezvoltarea,
⇀ sym H + O(⇀2)


2

= ⇀2
↓sym H↓

2 + O(⇀3).

Partea antisimetric" nu apare la ordinul principal deoarece ea reprezint" rota#ia infinitezimal".

Problema 2.14.10 (separarea volumetric"–izocor"). Pentru F ↗ GL+(3) defini#i

Fiso = J↑1/3F, J = det F.

Ar"ta#i c" det Fiso = 1 !i explica#i cum se descompune log U în parte sferic" !i deviatoric".
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Rezolvare. Folosind omogenitatea determinantului în dimensiunea trei,

det(J↑1/3F ) = J↑1 det F = 1.

Pentru U pozitiv definit, tr(log U) = log det U = log J . Orice matrice simetric" se descompune
în

log U = dev log U + 1
3 tr(log U)I = dev log U + 1

3(log J)I.

Prima parte descrie schimbarea de form" la volum constant, iar a doua schimbarea pur
volumetric".

2.15 Exerci"ii propuse suplimentare

Nivelul A

2.A.1 (tensorii de deformare pentru o întindere diagonal!) Fie

F = diag


4, 1,
1
2


.

Calcula#i J , C, B, U , V , tensorul Green–Saint Venant E, deformarea Hencky log U , invarian#ii
I1, I2, I3 ai lui C !i distan#a euclidian" dist2(F, SO(3)).
Indica"ie. Pentru F diagonal cu elemente pozitive, descompunerea polar" este R = I,
U = V = F (Teorema 2.3.1); folosi#i teorema lui Grioli pentru distan#" !i defini#ia spectral" a
lui log U .
R!spuns.

J = 2, C = B = diag


16, 1,
1
4


,

U = V = diag


4, 1,
1
2


, R = I,

E = diag
15

2 , 0, ↔
3
8


, log U = diag(2 ln 2, 0, ↔ ln 2), tr log U = ln 2 = ln J,

I1 = 69
4 , I2 = 81

4 , I3 = 4 = J2,

dist2(F, SO(3)) =
∑

i

(εi ↔ 1)2 = 37
4 = 9.25.

2.A.2 (descompunere polar! cu rota"ie nebanal!) Fie

F =





0 ↔2 0
3 0 0
0 0 1



 .

Verifica#i c" F ↗ GL+(3), calcula#i C, B, U, V, R !i verifica#i rela#iile F = RU = V R !i
V = RURT . Care sunt întinderile principale !i direc#iile principale materiale !i spa#iale?
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Indica"ie. Calcula#i mai întâi C = F T F (care este diagonal), extrage#i U =
̸

C (Lema 2.2.1)
!i apoi R = FU↑1; verifica#i RT R = I, det R = 1.
R!spuns.

det F = 6 > 0, C = diag(9, 4, 1), B = diag(4, 9, 1),

U = diag(3, 2, 1), V = diag(2, 3, 1), R =





0 ↔1 0
1 0 0
0 0 1



 ↗ SO(3).

Întinderile principale sunt ε = (3, 2, 1); direc#iile principale materiale sunt e1, e2, e3, iar cele
spa#iale sunt Re1 = e2, Re2 = ↔e1, Re3 = e3. Matricea R este rota#ia de 90⇐ în jurul lui e3.

2.A.3 (descompunerea volumetric–izocor! a deform!rii logaritmice) Fie F = diag(4, 2, 1/2).
Calcula#i J , log U , log J , partea deviatoric" dev log U !i verifica#i identitatea de ortogonalitate

↓log U↓
2 = ↓dev log U↓

2 + 1
3(log J)2.

Indica"ie. Folosi#i tr log U = log J !i dev A = A ↔
1
3(tr A)I; calculele se fac pe valorile proprii

ale lui U .
R!spuns.

J = 4, log U = ln 2 diag(2, 1, ↔1), log J = 2 ln 2,

dev log U = ln 2
3 diag(4, 1, ↔5),

↓log U↓
2 = 6(ln 2)2, ↓dev log U↓

2 = 14
3 (ln 2)2.

Astfel 14
3 (ln 2)2 + 1

3 4(ln 2)2 = 6(ln 2)2.

Nivelul B

2.B.1 (descompunere polar!, Grioli #i Hencky pentru o matrice nediagonal!) Fie

F =





↔1 ↔2 0
2 1 0
0 0 1



 .

(a) Verifica#i det F > 0, calcula#i C !i ar"ta#i c"

U =





2 1 0
1 2 0
0 0 1



 , R =





0 ↔1 0
1 0 0
0 0 1



 .

(b) Determina#i întinderile principale !i calcula#i dist2(F, SO(3)) folosind teorema lui Grioli;
verifica#i rezultatul calculând direct ↓F ↔ R↓

2. (c) Calcula#i log U .
Indica"ie. (a) C = U2; c"uta#i U în forma αI + 0(e1 ↖ e2 + e2 ↖ e1) !i folosi#i unicitatea
r"d"cinii p"trate pozitive (Lema 2.2.1). (b) Teorema 2.11.1. (c) Diagonaliza#i U în baza
2↑1/2(1, 1, 0), 2↑1/2(1, ↔1, 0), e3.
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R!spuns.

det F = 3, C =





5 4 0
4 5 0
0 0 1



 = U2.

Valorile proprii ale lui U sunt (3, 1, 1), deci

dist2(F, SO(3)) = (3 ↔ 1)2 = 4, ↓F ↔ R↓
2 = 4.

Mai mult,

log U = ln 3
2





1 1 0
1 1 0
0 0 0



 .

2.B.2 (trei identit!"i spectrale utile) Fie F ↗ GL+(3) cu descompunerea polar" F = RU !i
întinderile principale ε1, ε2, ε3 > 0. Demonstra#i:

(a) ↓F↓
2 = ↓U↓

2 = ε2
1 + ε2

2 + ε2
3 = I1(C),

(b) ↓Cof F↓
2 = ε2

1ε
2
2 + ε2

2ε
2
3 + ε2

3ε
2
1 = I2(C),

(c) dist2(F, SO(3)) = ↓F↓
2 + 3 ↔ 2 tr U.

Deduce#i din (c) c" minimizarea lui ↓F ↔ Q↓
2 pe SO(3) este echivalent" cu maximizarea

termenului corespunz"tor de urm" !i reg"si#i enun#ul teoremei lui Grioli.
Indica"ie. Folosi#i invarian#a normei Frobenius la înmul#irea cu matrice ortogonale, ↓QA↓ =
↓A↓, rela#ia Cof(RU) = R Cof U !i diagonalizarea lui U (§ 2.4, Teorema 2.11.1).
R!spuns. Toate cele trei identit"#i sunt adev"rate. Pentru Q ↗ SO(3),

↓F ↔ Q↓
2 = ↓F↓

2 + 3 ↔ 2 tr(URT Q),

iar tr(URT Q) ∞ tr U , cu egalitate pentru Q = R. Rezult"

min
Q≃SO(3)

↓F ↔ Q↓
2 = ↓U ↔ I↓

2 .

2.B.3 (contraexemplu: deformarea Hencky nu este aditiv!) Fie

F1 = diag


2,
1
2 , 1


, F2 =





0 ↔1 0
1 0 0
0 0 1



 ↗ SO(3).

(a) Calcula#i log U(F1) !i log U(F2). (b) Calcula#i log U(F1F2) !i log U(F2F1). (c) Concluzio-
na#i c", în general,

log U(F1F2) ⇑= log U(F1) + log U(F2),

log U(F1F2) ⇑= log U(F2F1),

de!i ↓log U↓ este invariant" la compunerea cu rota#ii la stânga. Explica#i diferen#a dintre
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rota#ia configura#iei deformate !i rota#ia configura#iei de referin#".
Indica"ie. C(F1F2) = F T

2 C(F1)F2 dac" F2 ↗ SO(3); o rota#ie la dreapta rote!te direc#iile
principale materiale, iar una la stânga nu schimb" U .
R!spuns.

log U(F1) = diag(ln 2, ↔ ln 2, 0), log U(F2) = 0,

log U(F1F2) = diag(↔ ln 2, ln 2, 0),

log U(F2F1) = diag(ln 2, ↔ ln 2, 0).

Prin urmare aditivitatea este fals". Rota#ia la stânga las" U neschimbat, pe când rota#ia la
dreapta schimb" direc#iile materiale principale. Normele r"mân egale: ↓log U↓ =

̸
2 ln 2 în

cazurile nebanale de mai sus.

Nivelul C

2.C.1 (întindere uniaxial! izocor!: toate m!surile de deformare #i linearizarea lor) Fie ε > 0
!i

F = diag(ε, ε↑1/2, ε↑1/2).

(a) Calcula#i J, C, U, R !i invarian#ii I1, I2, I3 ai lui C. Ce interpretare mecanic" are J? (b)
Calcula#i m"surile din familia Seth–Hill E(1) = U ↔ I (Biot), E(2) = 1

2(C ↔ I) (Green–Saint
Venant) !i E(0) = log U (Hencky). Care dintre ele are urma nul" pentru orice ε > 0 !i de ce?
(c) Pune#i ε = 1 + 4 !i dezvolta#i cele trei m"suri pân" la ordinul întâi în 4; ar"ta#i c" toate
coincid cu ⇀ = sym ⇐u !i identifica#i coeficientul lui Poisson al acestei familii de deform"ri în
regim infinitezimal.
Indica"ie. (a) F este diagonal pozitiv, deci R = I, U = F (Teorema 2.3.1). (b) Folosi#i
liniarizarea comun" a m"surilor de deformare !i identitatea tr log U = log J . (c) Folosi#i
aceea!i dezvoltare pentru Uς.
R!spuns.

J = 1, C = diag(ε2, ε↑1, ε↑1), U = F, R = I,

I1 = ε2 + 2ε↑1, I2 = ε↑2 + 2ε, I3 = 1.

E(1) = diag(ε ↔ 1, ε↑1/2
↔ 1, ε↑1/2

↔ 1),

E(2) = 1
2 diag(ε2

↔ 1, ε↑1
↔ 1, ε↑1

↔ 1),

E(0) = ln ε diag


1, ↔
1
2 , ↔

1
2


.

Numai log U are urma nul" pentru orice ε, deoarece tr log U = log J = 0. Pentru ε = 1 + 4,
toate trei devin

4 diag


1, ↔
1
2 , ↔

1
2


+ O(42),

deci 5 = 1/2.

2.C.2 (rigiditate: rolul conexit!"ii #i echivalen"a m!surilor lâng! SO(3)) (a) Fie ! ⇒ R3

deschis !i conex !i ω ↗ C2(!;R3) cu ⇐ωT
⇐ω = I !i det ⇐ω > 0 în !. Enun#a#i concluzia
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!i explica#i unde intervine, în demonstra#ie, egalitatea derivatelor mixte. (b) Construi#i un
contraexemplu care arat" c" ipoteza de conexitate este necesar": g"si#i ! deschis, neconex,
!i ω ↗ C⇒(!;R3) cu ⇐ω ↗ SO(3) peste tot, dar care nu este restric#ia unei singure mi!c"ri
rigide. (c) Pentru F = diag(4, 1, 1/2) verifica#i numeric inegalitatea din § 2.17,

(1 + m)2 dist2(F, SO(3)) ∞

F T F ↔ I


2
∞ (1 + M)2 dist2(F, SO(3)),

cu m = mini εi, M = maxi εi, !i comenta#i ce se întâmpl" cu constantele când F se apropie
de SO(3).
Indica"ie. (a) Teorema 2.15.1 (Liouville). (b) Lua#i reuniunea a dou" bile disjuncte. (c)
↓C ↔ I↓

2 = ∑
i(εi ↔ 1)2(εi + 1)2.

R!spuns. (a) ω(x) = Qx + b, cu Q ↗ SO(3), b ↗ R3 constante. Egalitatea ϱkϱjω = ϱjϱkω

conduce la rela#iile Akej = Ajek, care for#eaz" Ak = RT ϱkR = 0, deci R este constant. (b)
De exemplu,

! = B(0, 1) ¬ B(5e1, 1), ω(x) =






x, x ↗ B(0, 1),
Q0x + b0, x ↗ B(5e1, 1),

cu Q0 ↗ SO(3), Q0 ⇑= I. (c)

dist2(F, SO(3)) = 37
4 = 9.25, ↓C ↔ I↓

2 = 225.5625,

m = 1
2 , M = 4,

20.8125 ∞ 225.5625 ∞ 231.25.

Când εi ⇓ 1, ambele constante tind la 4, deci ↓C ↔ I↓ ∀ 2 dist(F, SO(3)).

2.C.3 (distan"! euclidian! vs. distan"! geodezic!: simetria tensiune–compresiune) Fie Q0 ↗

SO(3) oarecare, U0 = diag(4, 1, 1) !i F = Q0U0. (a) Calcula#i descompunerea polar" a lui F ,
întinderile principale, J !i log U . (b) Calcula#i

dist2
eucl(F, SO(3)) =

∑

i

(εi ↔ 1)2

!i
dist2

geod(F, SO(3)) = µ ↓dev log U↓
2 + 3

2 (log J)2.

(c) Repeta#i calculul pentru F ↑1 !i compara#i. Ce proprietate de simetrie tensiune–compresiune
are m"sura geodezic" !i pe care o pierde cea euclidian"?
Indica"ie. § 2.11 pentru distan#a euclidian", § 2.12 pentru cea geodezic"; folosi#i faptul c"
valorile singulare ale lui F ↑1 sunt 1/εi(F ).
R!spuns. (a) R = Q0, U = U0, ε = (4, 1, 1), J = 4, log U = diag(2 ln 2, 0, 0). (b)

dist2
eucl = 9,
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dev log U = 2 ln 2
3 diag(2, ↔1, ↔1), ↓dev log U↓

2 = 8
3(ln 2)2,

(log J)2 = 4(ln 2)2,

prin urmare
dist2

geod = 8
3µ(ln 2)2 + 23(ln 2)2.

(c) Pentru F ↑1, valorile singulare sunt (1/4, 1, 1), deci

dist2
eucl =

1
4 ↔ 1

2
= 9

16 ⇑= 9,

în timp ce ↓dev log U↓
2 !i (log J)2 r"mân neschimbate. M"sura logaritmic" trateaz" simetric

o întindere ε !i compresia invers" 1/ε; m"sura euclidian" nu are aceast" proprietate.


