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Prefata si mod de utilizare

Organizarea cursului. Suportul este organizat in 14 capitole. Fiecare capitol foloseste
rezultatele introduse anterior, iar trimiterile la acestea sunt indicate in text. Exemplele
clasice (extensie, torsiune, incovoiere, cilindri, unde etc.) sunt plasate in capitolul in care
instrumentele necesare rezolvarii lor devin disponibile. La sfargitul fiecarui capitol se afla
zece exercitii cu rezolvari: primele cinci verifica notiunile de baza, iar ultimele cinci sunt
mai complexe. Fiecare set foloseste exclusiv rezultate introduse in capitolul curent sau in
capitolele precedente. Dupa acestea este inclus un set complementar de noua exercitii propuse,
gradate pe trei niveluri: A (verificare directa), B (aplicare) si C (sinteza). Si aceste exercitii
folosesc numai materia deja introdusa pana la capitolul respectiv.

Acest suport este conceput pentru un curs de un semestru destinat studentilor de la
matematica. Presupunem cunostinte de calcul diferential gi integral in mai multe variabile,
algebra liniara si geometria curbelor gi suprafetelor. Notiunile de analiza functionala, spatii
Sobolev si calcul variational sunt introduse fnainte de prima lor utilizare. Cursul este astfel
conceput Incat lectura sa fie continua: rezultatele auxiliare sunt enuntate, explicate si, atunci
cand demonstratia este accesibila la nivelul cursului, demonstrate inainte de utilizare, fara a
trimite studentul la un apendice separat.

Ordinea capitolelor este urmatoarea: descrierea deformarii, masurile geometrice, fortele si
tensiunile, legile de bilant si ecuatiile constitutive; urmeaza liniarizarea, formularea slaba si
existenta in teoria liniara; ultimele capitole trateaza problema neliniara, rank-one convexitatea,
quasiconvexitatea, policonvexitatea si metoda directa.

Exemplele mecanice sunt introduse acolo unde ajuta la interpretarea notiunilor matematice.
Extensia unui cilindru ilustreaza o deformare omogena, forfecarea simpla separa efectele de
rotatie si Intindere, iar torsiunea si incovoierea conduc la cAmpuri de deplasari care pot fi
calculate explicit. Undele elastice sunt folosite cadnd apare conditia Legendre-Hadamard, iar
problemele de minimizare sunt reluate in capitolele despre policonvexitate si existenta.

Conventii de notatie

Pentru a evita ambiguitatile, folosim pe tot parcursul cartii aceeasi conventie. Simbolul ||-|
desemneaza o norma: norma euclidiana pentru vectori, norma Frobenius pentru matrice
si, atunci cand este indicat prin indice, norma unui spatiu functional, de exemplu ||ul| ()
Pentru un scalar folosim |a|, iar pentru masura Lebesgue tridimensionala a unei multimi
folosim £3(A). In particular, nu vom folosi alternativ bare simple si duble pentru aceeasi
norma matriciala.

Pentru operatorii matriciali pastram notatiile

1 1 1
tr A, symAzi(A—i—AT), skeWAzi(A—AT), devA:A—gtr(A)I,
In mod particular, daca A = (4;;) € R¥3, atunci [|A||> = (A, A) = ¥}, A% este intotdeauna
norma Frobenius. Nu vom nota aceastda norma prin bare simple. Barele simple sunt rezervate

vi
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valorii absolute a unui scalar gi sunt scrise prin |-|; pentru vectori folosim aceeagi comanda de
norma ||-|| ca pentru matrice.

Cofactorul este notat intotdeauna prin Cof A. Punctele materiale sunt notate cu X, iar
punctele spatiale cu z = (X, t); aceasta conventie nu va fi inversata ulterior. Gradientul
unei deformari este F' = V¢, jacobianul este J = det F', iar tensorii de intindere din
descompunerea polara sunt U gi V. Pentru modulul lui Young folosim sistematic simbolul
By, pentru a nu-1 confunda cu tensorul Green—Saint Venant £ = $(F7F — I). Modulul de
forfecare este notat cu y; pentru valorile proprii ale lui C' vom folosi ¢; = A?, tocmai pentru a
evita coliziunea cu . In capitolele de bilant, B va desemna forta de volum pe unitatea de
masa, iar fo = poB densitatea de forta pe unitatea de volum de referinta. Pentru o tractiune
t = on, tensiunea normala scalara este o, = (t,n), vectorul normal este o,n, iar partea
tangentiala este t, =t — o,n.

Pentru operatorii de divergenta pastram de asemenea o singura conventie:

(diVO’),‘ = aij'ij, (DIV P)z == 8XJPfL‘J.

In capitolul 4 vom introduce L = Vv, D = sym L si 7 = Jo; pe unitatea de volum de
referintd perechile energetic conjugate sunt (7, D), (P, F) si (S, E).

Simbol Semnificatie fixata in intregul curs

X, x punct material, respectiv punct spatial z = ¢(X,t)

F,J F=Vxp, J=detF

div, Div divergenta pe al doilea indice, in coordonate spatiale, res-
pectiv materiale

B, fo forta specifica materiala si densitate de forta de referinta,
Jo=poB

t, to tractiune Cauchy t = on si tractiune nominala ty = PN

Ey, pu, A modulul Young, modulul de forfecare gi prima constanta
Lamé

;=M\ valorile proprii ale lui C', pentru a nu coliziona cu u

-1l 1 norméa pentru vectori/matrice/spatii functionale, respectiv

valoare absoluta pentru scalari

Structura semestrului

Sapt. Tema principala Continut si aplicatii

1 Corp continuu si deformare configuratii, descriere lagrangiana/euleriana,
F, J, masa, exemple elementare

2 Geometria deformarii lungimi, arii, volume, C, B, descompunere po-
lara, valori singulare, distanta la SO(3)
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Capitolul 1

Corpul continuu, configuratii si deformari

Surse si orientare. Pentru fundamentele cinematicii, formulele de transport si organizarea
clasicd a mecanicii mediilor continue ne bazam in principal pe Gurtin [7], Ciarlet [3], Morro—
Giorgi [11] si notele lui Neukamm [13]. Expunerea de aici este insa adaptata nivelului cursului
si dezvolta explicit calculele matriciale Tnainte de utilizarea lor.

1.1 De la corp material la domeniu de referinta

In mecanica mediilor continue nu urméirim un numéar finit de particule, c¢i un corp format
idealizat dintr-un continuum de puncte materiale. Alegerea unei configuratii de referinta
identificd aceste puncte cu pozitii X € Q, unde Q C R? este un domeniu mérginit. In
primele capitole presupunem, pentru a putea face toate calculele clasice fara dificultati
tehnice, ca Q are frontierd suficient de regulata, de exemplu de clasa C'. Cand vom trece la
formularea variationald vom preciza o ipoteza mai slaba asupra frontierei si vom introduce
atunci instrumentele analitice corespunzatoare.
La momentul ¢, pozitia particulei care avea eticheta materiala X este

r = p(X,1).

Pentru fiecare ¢ fix, aplicatia ¢, = ¢(-, t) se numeste deformare, iar €, = ;(£2) este configuratia
actuala. Vom lucra cu deformari suficient de regulate pentru calculele clasice, apoi vom slabi

regularitatea In partea variationala.

Definitia 1.1.1. O deformare clasici este o aplicatie ¢ € C1(Q; R?), injectivi pe €, cu
J(X) :=det Vxp(X) >0 pentru X € Q.

Nu impunem aici injectivitatea pe intreaga frontiera: aceasta alegere permite, la nivel
geometric, auto-contactul unor portiuni ale frontierei. Cand o problema cere excluderea
auto-contactului, ipoteza de injectivitate se intaregte explicit. Matricea F' = V¢ se numeste
gradientul deformdrii, iar J = det F' este jacobianul deformdrii. In Sectiunea dedicata

transformarii volumelor vom demonstra ca J reprezinta factorul local de variatie a volumului.

Conditia J > 0 exprima local pastrarea orientarii. Ea nu este, singura, o conditie globala
de injectivitate. Desigur, pentru ¢ € C1(Q;R?) si X, € Q, daci

J(Xo) = det Vio(Xo) # 0,
teorema functiei inverse furnizeaza vecinatati U ale lui Xy si V' ale lui ¢(Xj) astfel incét

p:U—V
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este un difeomorfism C*'. Conditia J > 0 adaugd informatia ci orientarea este pastrata. Nici
una dintre aceste afirmatii nu este globala: din J > 0 nu rezulta injectivitatea pe intregul
domeniu.
De exemplu, in plan,
o(r,0) = (rcosf,rsinf)

pe (1,2) x (0,4m) are jacobian pozitiv, dar punctele cu unghiuri care difera cu 27 au aceeasi
imagine. Vom pastra pe tot parcursul cursului distinctia dintre inversabilitatea locala,
controlata de determinant, si injectivitatea globala.

1.2 Elemente de calcul diferential si algebra liniara
Fixam de la inceput notatia pentru produsele scalare. Pentru vectori a,b € R? folosim
{a,b) = a’b,

iar pentru matrice A, B € R3*3 folosim produsul Frobenius
3
(A,B) =te(A"B) = > AyBy,  |All = /(4 4).

4,7=1

@ @,

Pe parcursul cursului nu vom folosi “-” sau “:” pentru aceste produse scalare. Pentru a,b € R3,

produsul tensorial a ® b este aplicatia liniara
(a®b)x =a (b ),

de unde (a ® b);; = a;b;.

Vom folosi multimile
GLT(3) := {F € R¥3 : det F # 0}, GL"(3) := {F € GL™(3) : det F > 0},

03) :={Q e R*>*.QTQ =1}, SO3):={Q € O(3) : det Q = 1},

precum si

Sym(3) := {S € R¥3: 5T = S},
Sym™(3) := {S € Sym(3) : (z, Sz) > 0 pentru orice = # 0}.

Descompunerea
1 T 1 T
A =symA + skew A, symAzi(A—i—A ) skewAzi(A—A )

este ortogonald in produsul Frobenius. Intr-adevar,

(sym A, skew A) =0,
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deoarece produsul scalar al unei matrice simetrice cu una antisimetrica este zero. Prin urmare
JAI* = flsym A[J* + [[skew AJ|*.
Pentru S € Sym(3) folosim si
S:devS—f—étr(S)I, devS:S—;tr(S)I,
iar ortogonalitatea dintre partea deviatorica si partea sferica da

1
HS||2 = ||dev SH2 + g(tr S)2.

1.2.1 Derivata Fréchet pentru functii matriceale cu valori reale

Lucram aici In spatiul finit-dimensional R3*3, echipat cu norma Frobenius. O functie
d:R¥™ — R
este Fréchet-diferentiabila in F' daca exista o aplicatie liniara continua
D®(F):R¥? — R

astfel Incat

T’F(H)
1H]]

O(F + H) = ®(F) + DO(F)[H] + r(H), —0 cand H — 0.

Termenul D®(F')[H] este partea de ordin intai a variatiei lui ® atunci cadnd F' este perturbat
cu H.
Pentru a lega aceasta definitie de derivata directionala, fixam H si consideram functia de
o variabila
gu(t) == ®(F +tH).

Daca @ este Fréchet-diferentiabila in F', atunci
O(F+tH)=®(F)+tDP(F)[H|+rp(tH).

Pentru ¢ # 0 impartim prin ¢:

O(F + t}i) ~O(F) _ Da(F)[H] + rF(:H)_
cum [ (tH)| [ (tH)|
i g — 0
rezulta
jt O(F + tH) = DO(F)[H].




Elasticitate matematica 4

Asadar diferentiabilitatea Fréchet implica existenta tuturor derivatelor directionale, iar derivata
in directia H se obtine evaludnd derivata Fréchet pe H. Reciproca nu este adevarata fara
ipoteze suplimentare: simpla existenta a tuturor derivatelor directionale nu garanteaza
existenta unei aproximatii liniare uniforme n toate directiile.

Orice functional liniar pe R3**?® are un reprezentant unic in produsul Frobenius. Prin

urmare exista o unica matrice Dp®(F') astfel incét
D®(F)[H] = (Dp®(F),H)  VH ¢ R>3,

Aceasta matrice este gradientul lui ® fata de variabila matriciala F'.
Ca exemplu, pentru

1
o(F) = 5| FI?

ave 1 1
O(F + H) = 5 ||FIP + (F, H) + 5 |,

Cum [| | = o(||H]), obtinem

DO(F)[H] = (F,H), Dy®F)=F.

1.2.2 Matricea cofactor si identitati algebrice

Pentru F = (F};) € R**® definim
(Cof F);; = (=1)"* det F@),

unde F() se obtine eliminand linia 4 si coloana j.
Identitatile urmatoare vor fi folosite la derivarea determinantului, la transformarea ariilor
si, mai tarziu, la identitatea lui Piola.

Propozitia 1.2.1. Pentru A, B € R3*3 qu loc
AT Clof A = (Cof A)TA = (det A)T,
A(Cof A)T = (Cof A)AT = (det AT,

Cof(AT) = (Cof A)T,  Cof(AB) = Cof A Cof B.

Daca A € GL*(3), atunci
Cof A = (det A)A™T.

Demonstratie. Scriem A = (a;;) si reamintim ca

(Cof A);; = (—1)* M,

iJ

unde M;; este minorul obtinut din A prin eliminarea liniei  si a coloanei j.
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Mai intai demonstram identitatea
(Cof A)TA = (det A)I.

Elementul (i, k) al produsului (Cof A)T A este
3
[(Cof A)TA] =" (Cof A)jia.
j=1

Daca i = k, atunci
3

[(Cof A)TA] = >"(Cof A)jiay;.

=1

Aceasta este exact dezvoltarea lui det A dupa coloana i, deci
[(Cof A)TA] = det A.

Sa presupunem acum ca ¢ # k. Consideram matricea A obtinuta din A prin inlocuirea
coloanei i cu coloana k, toate celelalte coloane ramanand neschimbate. Cu alte cuvinte, daca
Ay si Ay noteaza coloana ¢ a matricilor A, respectiv A, atunci

¥ Ak7 (= 7:7
Ay =
A L#1.

Dezvoltam determinantul lui A dupa coloana i. Elementul de pe linia j a acestei coloane
este ajz. Mai mult, minorul asociat pozitiei (7, ) este acelasi ca pentru matricea A. Intr-adevar,
la formarea acestui minor se elimina tocmai coloana i, adica exact coloana care a fost Inlocuita.

Prin urmare,

3
det A = Z Cij(COf A>ﬂ

j=1
Pe de alta parte, deoarece i # k, matricea A are doui coloane egale: coloana ¢ si coloana
k sunt ambele egale cu coloana k a lui A. Agadar,

det A = 0.

Rezulta ,
Z Cof A)j;aj, = 0, 1 #£ k.
j=1

Am obtinut astfel
det A, i=k,

[(Cof AT A] = N o

adica

(Cof A)TA = (det A)I.
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Transpunand aceasta relatie rezulta
AT Cof A = (det A)I.

Demonstram acum relatia

Cof (AT) = (Cof A)”.

Minorul de pe pozitia (i,7) al lui AT este determinantul transpusei matricei obtinute din A

prin eliminarea liniei j si a coloanei ¢. Cum determinantul nu se modifica prin transpunere,
M;j(AT) = My;(A).
Prin urmare,
(Cof(AT))i; = (=1)™ My (AT)
= (-1 M;(4)
= <COf A)]Z,

de unde

Cof (A™) = (Cof A)T.

Aplicam acum identitatea

(Cof C)T'C = (det C)I

matricei C' = AT. Obtinem
(Cof (AT))T AT = (det A)I.

Folosind

Cof (AT) = (Cof A)T,
rezulta

(Cof A)AT = (det A)I.
Prin transpunere,

A(Cof A)T = (det A)I.

Daca A € GL*(3), din
AT Cof A = (det A)I

inmultim la stdnga cu A~7 si obtinem
Cof A = (det A)A™T.

Raméne sa demonstram formula pentru produs. Presupunem mai intai ca A, B € GL*(3).

Atunci
Cof(AB) = det(AB)(AB)_T

= (det A)(det B)A™TB™T
= ((det A)A~")((det B)B™T)
= Cof A Cof B.
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Am folosit aici relatia
(AB) T =A"TBT.

Pentru matrici arbitrare A, B € R3*? alegem siruri de matrici inversabile

A, — A, B,, — B.

Acest lucru este posibil deoarece multimea matricilor inversabile este densd In R3*3. Pentru

fiecare m avem

Cof(A,,B,,) = Cof A,, Cof B,,.

Fiecare componenta a lui Cof A este un polinom in componentele lui A, deci aplicatia
Ar— Cof A
este continua. Trecand la limita pentru m — oo, obtinem

Cof(AB) = Cof A Cof B.

Formula cu simbolul Levi—Civita. Introducem

1, (1,7, k) este o permutare para a lui (1,2, 3),
gijk = —1, (4,4, k) este o permutare impara a lui (1,2, 3),

0, cel putin doi indici coincid.
Cu conventia de sumare a lui Einstein,
(Cof A);; = o EmniCpajQmpQng,

iar ]
det A = geijkgpqraipajqakr.

Nu vom folosi aceste formule pentru calcule elementare cu matrice 3 x 3; ele devin utile atunci
cand derivam identitati de divergenta in capitolele urmatoare.

1.2.3 Derivata determinantului

Propozitia 1.2.2 (derivata determinantului). Pentru orice F, H € R3*3,
D(det)(F)[H] = (Cof F, H).

Daca F € GL*(3), atunci

D(det)(F)[H] = (det F) tr(F ' H).
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Demonstratie. Scriem coloanele lui F' gi H sub forma

F=(filfal fs), H = (hy | hy | h3).

Multilinearitatea determinantului da dezvoltarea exacta

det(F'+ H) = det F
+ det(hy, f2, f3) + det(f1, ha, f3) + det(f1, fa, h3)
+ det(hy, ha, f3) + det(hy, fa, h3) + det(f1, ha, h3)
+ det(hy, ho, hs).

Primul rand dupa det F' este liniar in H. Celelalte doua randuri contin cel putin doua coloane
provenite din H. Deoarece determinantul este o forma trilineara continua, exista o constanta

CF astfel incat suma acestor termeni este marginita in modul de
2 3
Cr(I[H|? + |H]*) = o(||H]).

Prin urmare termenul liniar este chiar derivata Fréchet.

Pentru fiecare coloana j, dezvoltarea Laplace dupa acea coloana arata ca

3

det(fy | .- [ by | .| f3) = Y (Cof F)y Hy,
i=1
Sumand dupa 7,
3
ij=1

Daca F este inversabild, identitatea

Cof F' = (det F)F~T

(Cof F,H) = (det F){F~" H) = (det F)tr(F~'H).

1.2.4 Derivata Fréchet pentru aplicatii vectoriale

Definitia 1.2.3 (Derivata Fréchet pentru aplicatii vectoriale). Fie U C R™ o multime deschisa
si
f:U—R™

Spunem ca f este diferentiabila Fréchet in z € U daca exista o aplicatie liniara

L:R"—-R™
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astfel Tncat
If(x+h)— f(x) = Lh|
7]l

Aplicatia liniara L este unica si se numeste derivata Fréchet a lui f in . O notam prin

—0 pentru ||| — 0.

Df(z) : R" — R™.

Pentru o directie h € R™ scriem

Df(x)[n].
Echivalent,
f(x+h) = f(x) + Df(x)[h] + r(h),
unde
HT’(:H)H —50  pentru 1Al — 0.

Observatia 1.2.4. Aceeasi definitie se aplica fara nicio modificare aplicatiilor intre spatii de
matrici. Identificind R3*3 cu R? si folosind norma Frobenius, pentru

®: U C R o R
derivata in F' este o aplicatie liniara

D®(F) : R¥® — R¥*3
care satisface

|O(F + H) — ®(F) — DO(F)[H]||

— 0
| H]|

pentru || H|| — 0.

Propozitia 1.2.5 (Derivata inversei). Dacd F' € GL*(3), atunci aplicatia
Fr— F!

este diferentiabild in F, iar
D(FY[H]=-F'HF "

De asemenea,
D(FN[H)=-FTH'FT.

Demonstratie. Notdm cu ||-|| norma Frobenius. Pentru o matrice A € R3*? introducem si

norma operatoriala, definita prin

[A]lgp := sup [|Az],

llf|=1

unde pentru vectori ||-|| desemneaza norma euclidiana. Echivalent,

[Az|| < [|All,, | pentru orice z € R,
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Vom folosi relatia

Pentru a o demonstra, fie z € R® cu ||z|| = 1. Daca A = (a;;), atunci

3
(fqlﬁi = j{: a@jag.
7j=1

Prin inegalitatea Cauchy—Schwarz,

Adunénd dupa i, obtinem

3 3
14z ]* = 3" [(A2)i* < 37 oy = [|A].
i=1 i

i,j=1

Prin urmare,

Az < ||A]| pentru orice x cu ||z|| =1,

iar ludnd supremul dupa astfel de x rezulta
Mai intai aratam ca, pentru || H || suficient de mic, matricea F'+ H este inversabila. Scriem

F+H= F(I+F—1H).

Deoarece
|F=H| <[P 1H, < | F7Y 1]
op op op
putem alege ||H|| suficient de mic astfel incat
1

F'H| < -.

H op 2
Punem

A=FH.

Pentru orice x € R3 avem
1
I+ A)ell > lall = Az > (1= AlL,) ] > 2 ol

Prin urmare,
([+A)zr=0 = z=0.

Asadar I + A este injectiva; fiind o aplicatie liniard din R? in R3, este si inversabild. Rezulta

ca F + H este inversabila.
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Aceeasi estimare permite si controlul inversei. Daca

y= I+ Az,

atunci
1

Iyl = 5 ll=l,
de unde

[l < 2|yl
Cum z = (I + A)~ 'y, rezultd

|r+4)7 <2
op

Prin urmare,

(F+H) ' = (1+F'H) P,

iar
P+ <2fF .
op op
Din
(F+H)_1(F+H) =71
si
FlF=1
rezulta

(F+H) " = FF+(F+H) " H=0.

Inmultind la dreapta cu F~', obtinem
(F+H)'-F'=—(F+H) 'HF .

Vom folosi in continuare estimarea

[ABC| < [[All, 1BIIIC]

op’

unde ||-|| este norma Frobenius, iar [|-[|,, este norma operatoriala.

Pentru a o justifica, observam mai intai ca
IAB] < [|All, [I1B]-

Daca by, bs, b3 sunt coloanele matricei B, atunci coloanele matricei AB sunt Aby, Aby, Abs.

Prin urmare,
2 > 2 > 2 2 2 2
|AB| Zzlllz%jll SZ;IIAHOp 165117 = Nl Allg, 1B
j= Jj=

Rezulta
IAB|| < [|All,, 1B]]-
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Pentru produsul in ordine inversa, folosim faptul ca norma Frobenius nu se modifica prin
transpunere:

]| = a
Astfel,

1501 = |Boy| = |57 <[

T\ —
LB =1et, 181
Am folosit aici si relatiile

o

L=l BT = 1Bl

op’

Aplicand succesiv cele doua estimari, obtinem
[ABC| < [[A]lo, IBCI < [[Allop 1B ICy -

Folosind inegalitatea

[ABC| < [|All,, IBIHIC]]

op’

avem
&+ i = < [+ a7 a7, <2

2
* ]

Agadar
|(F+ ) = F| <C|H]|

pentru || H|| suficient de mic.
Revenim acum la identitatea precedenta si scriem

(F+H) ' —F'=—(F+H) '"HF ' = -F'HF ' — [(F+ H)"' = F'|HF".
Pentru ultimul termen obtinem

|[F+ )y =P aF| < |7+ m)t = FY ],

T el a1

Prin urmare,
(F+H)'=F'-F'HF ' + R(H),

unde

IR(H)|| < C | H|.

In particular,
[R(H)]
IH]|

Prin definitia derivatei Fréchet rezulta

— 0  pentru |H| — 0.

D(FY[H]=-F'HF .



Elasticitate matematica 13

In final, deoarece

si transpunerea este liniara, avem

1.2.5 Regula lantului

Regula lantului are aceeasi forma ca in cazul functiilor de o variabila, dar trebuie tinut cont
de faptul ca derivatele Fréchet sunt aplicatii liniare Intre spatiile corespunzatoare.

Propozitia 1.2.6 (Regula lantului). Fie U C R™" V. C RP*Y multimi deschise si fie
.U =V, ¥ :V — R, Daca ¢ este diferentiabila Fréchet in F € U, iar ¥ este
diferentiabila Fréchet in ®(F'), atunci compunerea Wo® : U — R este diferentiabila Fréchet
i F si

D(V o ®)(F) =DV (P(F)) o DP(F).

Mai precis, pentru orice H € R™*™,
D(W 0 ®)(F)[H] = DU(®(F))| DO(F)[H]|.

Aceeasi formula ramane valabila daca V ia valori in R.

Demonstratie. Din diferentiabilitatea lui ® in I’ avem
O(F+ H)=®(F)+ DP®(F)[H|+ Reo(H),

unde
| Ra(H )|

———— — 0  pentru |H| — 0.
I1H]]

Punem

K(H) = ®(F + H) — &(F).

Atunci
K(H)=D®(F)[H] + Reo(H),

iar, deoarece D®(F') este liniara gi continua,
1K (H)| = O HI)-
Din diferentiabilitatea lui ¥ in ®(F') avem
U(Q(F) + K) = U(D(F)) + DU(O(F))[K] + Re(K),
unde

[ R (K|

— 0 pentru |K|| — 0.
1K
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Aplicand aceasta relatie pentru K = K(H) rezulta

U(D(F + H)) — U(®(F)) = DU(D(F))[DO(F)[H]]
+ DU(S(F))[Ro(H)| + Ry (K (H)).

Primul termen de rest este o(||H||), deoarece

|1 Ra (H)|| = o[l 1),
iar al doilea este tot o(||H]||), deoarece

1K (H)| = O(|H]])

si
[ R ()| = o[l K1)

Prin urmare,
V(O(F + H)) = W(O(F)) + DU(D(F))[DO(F)[H]| + o |1 H])).
ceea ce demonstreaza formula. ]

Exemplul 1.2.7 (Derivata lui £~7). Consideram aplicatiile
O(F)=F1, ¥(A) = AT

Atunci
Transpunerea este liniara, deci

Cum
D®(F)[H] = —F'HF

regula lantului da

D(F")[H] = DW(F")[D®(F)[H]]
= (~F'HF)'
= —FTHTFT.

Exemplul 1.2.8 (Compunerea unei functii scalare cu determinantul). Fie ® : R — R o

functie diferentiabila si consideram
W(F) = ®(det F).

Scriem

W = ®odet.
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Cum
D(det F)[H] = (Cof F, H),

regula lantului da
DW (F)[H] = ®'(det F') (Cof F, H).

Prin urmare, gradientul lui W fata de F' este

DFW(F) = & (det F) Cof F.

1.3 Deplasare, viteza si cele doua descrieri

Fata de configuratia de referinta definim deplasarea
u(X,t) = o(X,t) — X, F=1+Vxu.

Descrierea lagrangiana foloseste punctul material X ca variabila independenta. Descrierea
euleriana folosegte pozitia actuala x. Daca ¢; = (-, 1) este inversabila, cAmpul eulerian al
vitezei este definit prin

v(@(X’ t)’ t) = at(p(Xv t)v

sau, echivalent,

v(z,t) = Oplepy (), 1).

Aceasta relatie trebuie citita cu atentie: Tn membrul stang viteza este o functie de pozitia

actuald z, iar In membrul drept derivata se calculeaza la punctul material X fix.

Propozitia 1.3.1 (evolutia gradientului si a jacobianului). Pentru o miscare suficient de
requlatd,

= (V,v)F, V.0 = FF_l,

ar

J=J div,v.

Demonstratie. Pornim de la

U(QO(X’ t), t) = atﬁp(Xv t)'

Derivam fata de X ;. Pentru componenta ¢, regula lantului da

GXJ {UZ( } z_: arkvz ) 8XJ§0/€(X t)

Membrul drept este componenta (i, J) a matricei (V,v)F. Pe de alta parte,
aXJat%' = 5taXJ<Pi = Fu-

Rezulta
[ = (V)F,
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iar inmultirea la dreapta cu F'~! di a doua formula.
Aplicam formula pentru derivata determinantului din Propozitia 1.2.2 curbei t — F(t):

J = D(det)(F)[F] = J tr(F~'F).
Ciclicitatea urmei si relatia FF~! = V, v dau
tr(F1EF) = tr(FF™Y) = tr(V,) = div, v.

Prin urmare J = J div, v. ]

1.4 Derivata materiala si acceleratia

Fie ¢ = g(z,t) un cAmp scalar eulerian. Pentru particula etichetatd prin X, valoarea observata
de-a lungul traiectoriei este

Q(Xa t) = q(gO(X, t>at>'

Derivand in timp la X fix,

QY1) = 0alp(X,0),0) + (Vaap(X,),1), Do (X, 1)
= atQ(QO(Xv t)v t) =+ <va(90(X7 t)v t)v U(‘P(Xv t)v t)> -

Aceasta motiveaza notatia

Dq
Dt g + <vxq7v>'

Formula nu introduce o derivata noua independenta; ea este derivata obignuita in timp a lui ¢
atunci cind ¢ este evaluat pe traiectoria unei particule.

Pentru un camp vectorial regula se aplica pe componente. Alegdnd ¢ = v; pentru fiecare
componenta a vitezei,

Dv; 3
L= @vi + Zv-@x.vi.
Dt =
In form& matricials,
Dv
o= = o + (Vo).

A doua forma evita notatia cu produs scalar intre v si operatorul V. Ea arata de asemenea
ca termenul convectiv provine din regula lantului.

De exemplu, pentru rotatia stationara
v(r) =w X z,
avem O0;v = 0, dar (Vv)v # 0. Calculul conduce la

a=wX (wXxx),
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adica la acceleratia centripeta. Prin urmare un cdmp de viteza independent explicit de timp
poate produce o acceleratie nenula.

1.5 Deformari elementare si calculul explicit al gradien-

tului deformarii

Inainte de a dezvolta aparatul tensorial, este util sa calculam in detaliu cateva deformari care
vor reaparea pe tot parcursul cursului. Scopul nu este doar de a obtine matrici, ci de a invata

sa citim geometric informatia continuta in gradientul deformarii.

1.5.1 Extensie uniaxiala omogena

Consideram
(p(Xl,XQ,XB) = ()\Xl,XQ,Xg), )\ > 0

Atunci

F=Vyp=

o O >
o = O

0
o, J=detF=Ax
1

Un segment material paralel cu e, de lungime initiala L, devine un segment de lungime AL.
Segmentele paralele cu es, e3 nu isi schimba lungimea. Un paralelipiped elementar de volum
dV capata volumul dv = AdV. Daca materialul este incompresibil, aceasta deformare nu
poate aparea singura, deoarece ar trebui sa avem J = 1. O extensie uniaxiala incompresibila
are, de exemplu, forma

F =diag \,A\"Y2 \712), detF=1.

Pentru materiale aproape incompresibile, aceeagi relatie produce contractia transversala
observata la intindere.

1.5.2 Dilatare sferica

Pentru
p(X) = aX,

avem I = ol si J = a3. Toate lungimile se multiplicd prin «, ariile prin o2, iar volumele prin
a?; cele trei marimi geometrice au deci factori de scara diferiti.

1.5.3 Forfecare simpla

Consideram
QD(Xla X27 X3) = (Xl + 7X27 X27 X3)>
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unde v € R este amplitudinea forfecarii. Atunci

F=T+v®e = , det FF = 1.

S O =
O~ 2
= O O

Agadar forfecarea simpla este izocora. Totusi ea nu este o rotatie, deoarece

1 o 0
FI'F=|~v 1+9% 0| #1
0o 0 1

pentru v # 0. Conservarea volumului nu implica rigiditate. Mai tarziu vom separa partea de

rotatie de partea de intindere prin descompunerea polara.

X 1)

configuratia de referinta forfecare simpla

X1 I

Figura 1.1: Forfecarea simpla pastreaza aria in plan, dar modifica lungimi si unghiuri.

1.5.4 Deformare de tip torsiune a unui cilindru

Consideram axa cilindrului paralela cu es si notam cu v rata de rasucire, adica unghiul de

rotatie pe unitatea de lungime. Punem
V(X3) = VX5

si consideram deformarea exacta

o(X) = (X1 cost) — Xysinep, Xysiny + Xy cosp, Xg).
Pentru a evita orice pas implicit, derivam cele trei coloane ale lui F' = V xp. Avem

Ovp = (cosp,sinep, 0)7, Dy = (—sinp, cos 1, 0)7,
iar, deoarece ¢'(X3) = 0,

—9(X; siny) + X5 cos )

O3 = | (X7 cosyp — Xysina))
1



Elasticitate matematica 19

Prin urmare

costp —siny —9(Xysiny + Xocosv))
F=|siny cosy  9(Xjcosyp — Xosineh)
0 0 1

Matricea este bloc-triunghiulara. Daca notam cu

_ [cosy —siny
Q) = (sinw cos Y ) ’

atunci blocul din stdnga sus este (¢)), iar ultima linie a lui F' este (0,0, 1). Determinantul
unei matrice bloc-triunghiulare este produsul determinantelor blocurilor diagonale, astfel

det F = det Q(v)) - 1 = (cos® v +sin?v)) - 1 = 1.

Prin urmare

|J=det F=1.]

Agadar aceasta torsiune cinematica exactd este local izocora. Primele doud coloane reprezinta
rotatia sectiunii transversale, iar termenii proportionali cu 9 din coloana a treia masoara
variatia rotatiei de-a lungul axei.

Pentru [9X;3| < 1, folosim sin ) = 1) + O(¢)?) si cos ) = 1+ O(y?). Deplasarea u = ¢ — X
are atunci, la primul ordin,

U<X) ~ 19X3<—X2, Xl, 0),

forma pe care o vom utiliza in capitolul de elasticitate liniarizata. In coordonate cilindrice

aceeasi deformare se scrie compact
r =R, 0=0+497, z=Z.

Pentru moment retinem numai informatia cinematica; relatia dintre aceasta deformare si

tensiunile de torsiune va fi dedusa dupa introducerea legii constitutive.

Exemplul 1.5.1 (citirea coloanelor lui F). Coloana j a lui F' este imaginea infinitesimald a
directiei materiale e;:

FGJ' = aX]-(P-

In forfecarea simpla,
Fei =eq, Fey = ey + e, Fes = es.

Prin urmare, familia de segmente initial paralela cu e; este inclinata, in timp ce familia

paralela cu e; ramane neschimbata.
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1.6 Transformarea lungimilor, volumelor si ariilor
Fie
0:QCR* = R?
o deformare diferentiabila si fixam un punct X, € Q. Notam
xo = o(Xo), F=Vo(Xy) € GLT(3).
Prin definitia diferentiabilitatii Fréchet,

o(Xo+ H) = p(Xo) + FH +rx,(H),

unde
[ x, (H)]]

— 0 pentru |H|| — 0.
IH]

Prin urmare, intr-o vecinatate a punctului Xg, deformarea este descrisa la primul ordin de
aplicatia afina
XO + H+—> To + FH.

Acesta este sensul geometric al gradientului deformarii: matricea F' descrie transformarea

locala a directiilor, lungimilor, volumelor si ariilor.
1.6.1 Transformarea vectorilor tangenti si a lungimilor
Consideram o curba materiala regulata

vl =, s — X(s),

care trece prin Xy, adica

Imaginea curbei prin deformare este

Vectorul tangent la curba materiala in X, este
T = X'(s0),
iar vectorul tangent la curba deformata in xq este
t=7"(s0).

Prin regula lantului,
t=Vp(Xo)T = FT.
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Prin urmare, F' transforma vectorii tangenti din configuratia de referinta in vectorii tangenti

corespunzatori din configuratia actuala.

t=F
L e, -
X 0
curba materiala curba deformata

Pentru a descrie modificarea lungimii, observam ca
1t = |FT||* = (FT, FT) = (T, F"FT).

Propozitia 1.6.1 (Caracterizarea izometriilor liniare pastratoare a orientarrii). Pentru
F € GL*(3) sunt echivalente:

(i) ||Fn|| = ||n|| pentru orice n € R3;
(ii) FTF = 1I;
(i) F € SO(3).
Demonstratie. Demonstram implicatiile
(i) = (ii) = (ii1) = (i).

Presupunem mai intai (i). Atunci

| Fn|® = ||n|? pentru orice n € R
Dar
|Enl* = (n, F* Fn),
deci
(n,(F'F —I)n) =0  pentru orice n € R®.
Notam

A=FT'F—1.

Matricea A este simetrica. Alegand n = e;, obtinem

Apoi, pentru 7 # j, alegem
n=e; +e;.

Rezulta
0= <€i + €, A(e, + €j)> = Au + Ajj + 2A1J = 2AZJ

Prin urmare toate componentele lui A sunt nule si

FTF=1.
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Presupunem acum (ii). Atunci F' € O(3). Luand determinantul,
(det F)? = 1.
Deoarece F' € GL*(3),
det £ > 0,
de unde
det F' = 1.
Prin urmare
F e S0(3).
In sfarsit, daca F € SO(3), atunci
FTF =1,
iar
1Fn)* = (n, FTFn) = |n]?
pentru orice n € R?. Rezultd (i). O

1.6.2 Transformarea volumelor

Consideram trei vectori liniar independenti
a,b,c e R
Ei genereaza un paralelipiped orientat, al carui volum orientat este
(a,b x c).

Daca
A= (alble),

atunci

{a,b x c) = det A.

Prin aplicatia liniara F', vectorii devin
Fa, b, Fe.
Volumul orientat al paralelipipedului transformat este
(Fa,Fbx Fc).
Matricea ale carei coloane sunt acesti vectori este

(Fa|Fb| Fe) = FA,
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de unde

(Fa, Fbx Fc) =det(FA)
= (det F')(det A)
= (det F'){a,b x c).

Aceasta identitate explica rolul determinantului. Pentru a lega formula de deformarea
neliniara ¢, consideram pentru h > 0 paralelipipedul

P, ={Xo+h(aa+pb+vc): 0 < a,B,y < 1}.

Volumul sau este
[Pal = 1 [{a,b x 6}

Din diferentiabilitatea lui ¢ avem, uniform la primul ordin pe acest paralelipiped,
gD(Xo + H) =Xy + FH + O(HHH)

Prin urmare, cind h este mic, imaginea lui P}, este aproximata la primul ordin de paralelipi-
pedul generat de
hFa, hFb, hFc.

Volumul acestuia este
R? |(Fa, Fb x Fc)| = h*|det F| |{a,b x c)] .
Rezulta ca raportul local al volumelor tinde la
|det F|.
Pentru deformarile admisibile consideram
F e GL*(3),

deci
J:=det F > 0.

Factorul local de variatie a volumului este astfel

Mai precis, pentru orice familie de paralelipipede P, de forma de mai sus,

(P

—J pentru h — 0,
| Pl

1n sensul local descris de liniarizarea deformarii.
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Conditia
J >0

arata si ca orientarea locala este pastrata.

1.6.3 Transformarea ariilor si formula lui Nanson

Transformarea ariilor este mai subtila, deoarece deformarea modifica simultan aria unei
portiuni de suprafata si directia normalei sale.

Fie o suprafata materiala regulata, parametrizata local prin

X:X(§1,§2)~

Vectorii 87X e 87X
0&;” TS

sunt liniar independenti si formeaza o baza a planului tangent la suprafata.

A =

Vectorul

A1 XAQ

este perpendicular pe planul tangent. Definim normala unitara orientata prin

A1 XAQ

N=——"—"""_
A1 x Ayl

Factorul
A1 x Ag|

reprezinta raportul dintre aria unei portiuni mici de suprafata si aria portiunii corespunzatoare
din planul parametrilor.

Imaginea suprafetei prin deformare este

2(81,&2) = p(X(&1,62)).

Vectorii bazei tangente in configuratia actuala sunt

ox

— =1,2.
ok T

U =
Prin regula lantului,
o = FA,, a=1,2.

Prin urmare,
ClleAl, CLQZFAQ.

Normala unitara la suprafata deformata este

a1 X Gy
n =

a1 x as||
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Pentru a compara aria in cele doua configuratii, avem nevoie de identitatea

(Fa) x (Fb) = Cof F' (a x b).

Presupunem mai intai ca F este inversabila. Pentru un vector arbitrar ¢ € R3,

(¢, (Fa) x (Fb)) = det(c, Fa, F'b)
= det(F(F~'c), Fa, Fb)
= (det F) det(F "¢, a,b)
= (det F)(F~'c,a x b)
= (¢, (det F)F"(a x b)).

Cum relatia este valabila pentru orice c, rezulta
(Fa) x (Fb) = (det F)F~T(a x b).
Folosind
Cof F = (det F)F~ 7,

obtinem
(Fa) x (Fb) = Cof F' (a x b).

Identitatea raméne valabila gi pentru matrici singulare, prin continuitate, deoarece ambii
membri depind polinomial de componentele lui F'.

Aplicind formula pentru

a:Ala b:A27

obtinem

ayp X ay = COfF(Al X A2>
Cum

Al X AQ = ||A1 X A2|| N,
rezulta

ap X g = HA1 X AQH Cof F' N.

Pe de alta parte,
a; X ag = |lag X as|| n.

Prin urmare,

[llax x az|| n = || Ay x As|| Cof F N.|

Aceasta este forma geometrica a formulei lui Nanson.

Cum

Cof F=JF T,

ea poate fi scrisa

Hal X CLQH n = JHAl X AZH F_TN.
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Luand norma in aceasta relatie si folosind
[nlf = IN =1,

obtinem
lax x asf| = J [ F7TN|| | Ay x Ao

Prin urmare factorul local de schimbare a ariei este

a1 x asl|

[A; x As|| - ‘]HF_TNH‘

Formula are o interpretare geometrica directa. Pentru un dreptunghi mic

[£1, & + A& x [, & + AL

din planul parametrilor, aria portiunii corespunzatoare din configuratia de referinta este, la
primul ordin,

||A1 X A2|| A& AL,

iar aria portiunii deformate este

Ha1 X (IQH A§1A€2

Raportul dintre aceste doua arii tinde astfel la
i)
Pentru directia normalei, folosim
ap X ay = J ||A; x Ag|| F7TN.

Dupa normalizare rezulta

FTN
n—=——

[1F-TN||

Prin urmare, =T N determina directia normalei deformate, iar factorul
I |7
determina variatia locala a ariei.

Exemplul 1.6.2 (Extensie diagonald). Fie
F= diag(/\l, g, )\3), A > 0.

Consideram o suprafata al carei plan tangent este generat de ey, e3. Normala materiala este
atunci
N = €.
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Avem
F_Tel = )\1_161,
iar
J = M.
Factorul local de schimbare a ariei este
1

J HF_T€1H = >\1)\2)\3)\1

= Ao 3.
Acest rezultat coincide cu interpretarea geometrica directa: cele doua directii tangente sunt
multiplicate cu factorii Ay si As.

Exemplul 1.6.3 (Normald oblica). Exemplul precedent nu modifica directia normalei,
deoarece e; este o directie principala a matricei diagonale.

Consideram acum

€1+€2

F =diag(2,1,1/2), N = 7

Avem
J=1, F~T = diag(1/2,1,2).

1 /1
FIN=— (7,1,0) .

Prin urmare,

Norma acestui vector este

[FrN] =5 (1

1(1 >_\/5

V5
575

Factorul local de schimbare a ariei este deci

Pentru normala deformata,

FTN (1/2,1,0)  (1,2,0)

CTIETNIT et V6

Prin urmare, o suprafata cu normala materiala

61+€2

V2

nu are dupa deformare aceeasi directie normals. Transformarea F'~7 determina noua directie,

iar normalizarea produce versorul normal n.

1.7 Deformari radiale

Exemplele afine, dilatarea si forfecarea simpla au fost deja calculate. Consideram acum doua

clase de deformari radiale, pentru care gradientul nu mai este constant.
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1.7.1 Deformarea radiala a unei sfere

Fie

r(R)
R

si notam ep = X/R. Atunci ¢(X) = r(R)eg. Pentru a calcula gradientul fara a apela la o

p(X) = X, R=[X] >0,

formula memorata, folosim

1
VRzeR, VGR:E(I—QR@)@R).

Regula produsului da

F=Vy=1r"(R)egr®er+r(R)Veg
r(R)

:T/(R)6R®€R+ R

(I —er®eR).

Astfel eg este directie proprie cu factor de intindere r'(R), iar orice directie tangenta la sfera
R = const. este intinsa cu factorul r(R)/R. Intinderile locale sunt deci

)\R:T/(R), )\9:)\¢: s

iar jacobianul este produsul lor:

J=1r(R) (TS{;))Q.

Conditiile locale 7'(R) > 0 si r(R) > 0 asigura J > 0. Aceleasi formule vor fi folosite mai

tarziu pentru deformari sferic simetrice.

1.7.2 Deformarea radiala a unui cilindru

Consideram, pentru R = /X? + X2 > 0,

r(R)
R

o(X1, X, X3) = (X1, X2,0) + X\, X3es, A, > 0.

In baza cilindrici ortonormats
E€rR = (Xl/R>X2/R>O>a €o = (_X2/RaX1/RaO)7 €3,

avem ¢ = r(R)eg + A\, X3e3. Pentru a nu ascunde calculul in expresia “perturbam pe directii”,
calculam mai Intai derivatele directionale ale lui R si eg. Pentru un increment arbitrar

H = hger + heoeg + haes
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avem

DR(X)[H] =(VR,H) = (er, H) = hg.
Deoarece er = X | /R, unde X | = (X3, X»,0), regula catului da

_H, X,

De(X)[H] = “= ~ % DR(X)[H)
_ hrer + hoee Ry
- R R
=5 e

Acum aplicam regula lantului si regula produsului lui p(X) = r(R)er + A, Xzes:
Do(X)[H] =7 (R)DR(X)[H]er + r(R)Der(X)[H] 4+ \.hses
R
=1'(R)hrer + wh@e@ + A hses.

Cum aceasta formula este valabila pentru orice H, citim direct actiunea gradientului pe baza
(er, €o,€3). Prin urmare

r(R)
R

F=1"(R)er @ er + eo ®eg + \e3 @ es,

si, deoarece matricea este diagonala 1n aceasta baza,

Pentru pastrarea orientarii este suficient sa avem r'(R) > 0, 7(R) > 0 gi A, > 0.
Daca deformarea este incompresibila, J = 1, iar r trebuie sa satisfaca

r(R)r'(R) = R.
A
Cum Fr(R)?* = 2r(R)r'(R),
1d R
sar B =
si integrarea conduce la
RQ
r(R)? =C + .
Az
De exemplu, conditia r(R;) = r; determina
R?
C=r>-"t
r; N

Aceasta deductie ilustreaza cum o restrictie geometrica asupra volumului se transforma intr-o
ecuatie diferentiala pentru deformare.
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1.8 Probleme pentru seminar

1. Pentru ¢(X) = (2X1, X2/2, X3) calculati F, J si variatia densitatii.
2. Aratati ca o migcare rigida p(X) =c+ QX, Q € SO(3), are J = 1.

3. Pentru forfecarea simpla calculati imaginea unui patrat din planul X3 = 0 gi unghiul

dintre imaginile vectorilor ey, es.
4. Pentru ¢(X,t) = e®X determinati v(z,t), Vyv si verificati J = J divv.

5. Un cub de aluminiu cu densitatea initiald 2700kg/m?® suferd deformarea diagonala
F = diag(1.02,0.99,0.98). Determinati densitatea finala.

6. Formulati o deformare omogena care pastreaza volumul gi alungeste directia e; cu

factorul A.

1.9 Exercitii rezolvate
Problema 1.9.1 (deformare afind si gradientul deformarii). Fie p(X) = FX + b, unde

2.0 0
F=101 0|, be R
0 0 1/2
Calculati gradientul deformarii, determinantul sau gi interpretati geometric deformarea.
Rezolvare. Deoarece p;(X) =3 ; F;; X, + b;, avem

;i
0X;

= FiJ7
deci Vi = F' in orice punct. Determinantul este produsul elementelor diagonale,
1
J:detF:2-1-§:1.

Un segment paralel cu e; 1gi dubleaza lungimea, unul paralel cu e, isi pastreaza lungimea, iar
unul paralel cu es se Injumatiteste. In ciuda acestor modificiri de forma, volumul local este
pastrat deoarece J = 1.

Problema 1.9.2 (aproximatia afind locald). Pentru ¢ € C1(Q;R3) si X € Q, explicati de ce
p(Xo+ H) = o(Xo) + F(Xo)H +o(|H]),  F=Ve.

Ce semnificatie mecanica are aceasta formula?
Rezolvare. Aceasta este chiar definitia diferentiabilitatii Fréchet a lui ¢ in Xy. Exista o

aplicatie liniara Dy(X,) astfel incat

lo(Xo + H) — p(Xo) — Dop(Xo)H||
E -0
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In coordonate, matricea lui Dp(Xy) este F(Xy) = V(Xo). Prin urmare, la scars foarte mica,
deformarea este aproximata de aplicatia afina H — F'(Xy)H. Astfel coloanele lui F' descriu

imaginile locale ale directiilor coordonate.

Problema 1.9.3 (orientare locald). Considerati p(X7, Xa, X3) = (= X1, Xo, X3). Calculati
F si J. De ce aceasta aplicatie nu este admisibila ca deformare pastratoare a orientarrii

Rezolvare. Avem
F = diag(—1,1,1), J=detF = —1.

Aplicatia este o reflexie fata de planul X; = 0. Ea pastreaza lungimile i volumele ca marime,

dar inverseaza orientarea. Conditia mecanica J > 0 exclude asemenea reflexii.

Problema 1.9.4 (derivata determinantului in identitate). Aratati direct ca, pentru orice
H c R3><37
D(det)(I)[H] = tr H.

Rezolvare. Din formula demonstrata in capitol,
D(det)(F)[H] = (Cof F, H).
Pentru F' = I avem Cof I = I, deci
D(det)(I)[H]) = (I,H) = &;H;; => H; = tr H.
- -
Echivalent, dezvoltarea det(I +eH) =1+ etr H + o(e) arata ca urma este variatia de ordin
intai a volumului.

Problema 1.9.5 (viteza si acceleratia unei misgcari omogene). Fie ¢(X,t) = a(t)X, cu
a(t) > 0. Determinati F', J, apoi calculati direct 0, si dyp (viteza gi acceleratia materiale).

Rezolvare. Derivand dupa X,
F(X,t) = a(t)], J(t) = alt)®.

La X fix,

dp(X,t) = a(t)X,
iar

attSO(Xa t) = d(t)X~

Daca scriem pozitia actuala z = a(t) X, atunci X = z/a(t) si cAmpul eulerian al vitezei este
v(x,t) = —=x.

Problema 1.9.6 (forfecare simpla). Fie

0(X71, Xo, X3) = (X7 + 17X, Xy, X3), v ER.
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Calculati F', J, imaginile vectorilor bazei gi imaginea cubului unitate la nivel local.

Rezolvare. Derivam fiecare componenta:

F=Vyp=

o O =
S = 2
—_ O O

Prin urmare
Fep = ey, Fey = ey + ey, Fes = e3.

Determinantul unei matrice triunghiulare este produsul diagonalei,
J=1

Un cub infinitesimal este transformat intr-un paralelipiped cu acelagi volum, dar cu fetele
initial dreptunghiulare inclinate. Agadar J = 1 exprima numai pastrarea volumului, nu
absenta deformarii.

Problema 1.9.7 (dilatare omogens transversald a unui cilindru). In coordonate carteziene
considerati
p(X1, Xo, X3) = (AX, AXy, 1 Xs), A > 0.

Determinati conditia pentru pastrarea volumului si interpretati-o pentru un cilindru circular.

Rezolvare. Avem
F = diag(A\, A\, p), J=\pu.

Pastrarea volumului cere J = 1, adica
w= "2

Daci raza cilindrului se multiplica cu A, aria sectiunii se multiplica cu A2. Pentru ca volumul
arie x lungime s& r&mana constant, lungimea axiala trebuie sa se multiplice cu A72.

Problema 1.9.8 (relatia dintre Fi gradientul spatial al vitezei). Pornind de la identitatea
U(SD(Xa t)a t) = 8t90(X7 t)v

demonstrati pas cu pas ca
F = (V,)F.

Rezolvare. Pentru componente,
at(pi(X7 t) = Ui(SO(Xv t)v t)
Derivim dupa X ;. In membrul stang,

3)@@%‘ = @aXJSDi = Fy.
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In membrul drept folosim regula lantului:

81}2‘
ox k

(PX. 0.0 525 (X,0).

Ix, [vi(p(X,t),t)] =
k=1

Aceasta este exact relatia componenta

Fiy=(Vv)iFry,

deci, matricial, F' = (V,v)F.

Problema 1.9.9 (evolutia jacobianului). Folosind exercitiul precedent si formula pentru
derivata determinantului, demonstrati

J = J divu.

Apoi verificati formula pentru miscarea p(X,t) = a(t)X.

Rezolvare. Din formula Jacobi,
J=Jtr(F'F).
Cum F = (V,)F,
F'F =FY(Vw)F.

Folosind ciclicitatea urmei,
tr(F~ (V) F) = tr((V0) FF1) = tr(V,v) = div.

Deci J = Jdivu. Pentru ¢ = aX, J = o, deci J = 3a%d. Pe de alti parte, v = (&/a)z,
astfel ) ]
divo =32, Jdive = a®3% = 302
a o
Cele doua expresii coincid.

Problema 1.9.10 (local versus global: un exemplu de neinjectivitate). Pe domeniul de
parametri
D = (1,2) x (0,47) x (0,1)

considerati aplicatia
O(r,0,2) = (rcosf,rsinb, z).

Aratati ca determinantul jacobianului este pozitiv in orice punct, dar aplicatia nu este injectiva

global. Explicati de ce acest exemplu separa inversabilitatea locala de injectivitatea globala.

Rezolvare. Pentru r > 0, vectorii tangenti sunt
0,® = (cos,sinf,0), 0pP = (—rsind,rcosd,0), 0.9 =(0,0,1).

Produsul mixt are valoarea

(0,® x 0p®,0.®) =1 > 0.
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Agadar parametrizarea este local pastratoare a orientarrii si local inversabila. Totusi
O(r,0,2) =0(r,0+ 27, z),

iar intervalul 0 < € < 47 contine ambele valori. Prin urmare aplicatia nu este injectiva global.
Exemplul separa clar conditia locala J > 0 de conditia globala de neinterpenetrare.

1.10 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

1.A.1 (deformare afind: gradient, cofactor, densitate) Fie b € R3 fixat si deformarea afini
p(X) = (X1 42Xy, 3Xy, X5 — X1) +b, X e€eQCR’,

cu €2 deschis, marginit si conex. Calculati F' = Vo, J = det F, verificati admisibilitatea
(J > 0), calculati Cof F'gi determinati densitatea in configuratia deformata, gtiind ca densitatea
de referintd este constanti, py = 6000 kg/m?.

Indicatie. Pentru o aplicatie afind ¢(X) = FX + b avem Vyp = F in orice punct (ca in
Problema 1.15.1). Folositi identitatea lui Cramer Cof F' = (det F)F~7 din § 1.3 si formula

conservarii masei pJ = py din § 1.10.

Raspuns.
1 20 3 0 3

F=|0 30|, J=3>0 CofF=|-21 —2f, p:p—JO:2000kg/m3.
10 1 0 0 3

1.A.2 (cele doua descrieri si evolutia jacobianului) Pentru migcarea
SO(X7t) = (X1+tX27 XZ’ (1+t)X3)7 75207

calculati F'(t), J(t), deplasarea u(X,t), viteza materiala V' (X,¢) si cAmpul eulerian al vitezei
v(x,t). Verificati apoi direct identitatea J = J div, v.

Indicatie. Inversati x = ¢(X,t) pentru a exprima X in functie de x si ¢, apoi aplicati
Propozitia 1.4.1.

Raspuns.
1 ¢t 0
00 1+¢
u = (tX2707tX3)7 V= (X2707X3)7 U(l’,t) = (LI,’Q,O, 11'_'?15) )
) 1 . .
div,v = —— J=1=Jdiv,v.

14+t
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1.A.3 (elemente de volum si de arie) Fie deformarea omogena cu

1
F = diag (2, 3, 5)

aplicatd cubului unitate [0, 1], Determinati: (i) volumul imaginii cubului; (ii) pentru fiecare
dintre fetele cu normale materiale N = e, N = ey, N = e3, vectorul-arie deformat Cof F' N
si aria imaginii fetei.

Indicatie. Folositi dv = JdV sinda = Cof FNdA = JF~TN dA din § 1.9; pentru F' diagonal,
Cof F este diagonala cu elementele date de produsele perechilor de factori.

Raspuns. J = 3, deci volumul imaginii este 3. Mai mult,

Cof F' = diag (2, 1, 6> ,

N =e: 561, arie 5; N =ey: ey, arie 1; N =e3: beg, arie 6.

Normalele nu se rotesc (deformare diagonala), dar ariile se modifica diferit de volum.

Nivelul B

1.B.1 (derivata lui logdet gi interpretarea ei cinematica) Fie ® : GLT(3) — R, ®(F) =
logdet F'. (a) Aratati ca ® este Fréchet-diferentiabila si ca

D®(F)[H) =tr(F'H) VH € R>?
deci Dp®(F) = F~T. (b) Deduceti cd, pentru o miscare neteda cu J > 0,

d
7 log J = div, v,

si interpretati mecanic: div v este viteza relativa de variatie a volumului.
Indicatie. (a) Aplicati regula lantului pornind de la Propozitia 1.2.1, D(det)(F)[H] =
det F tr(F~'H). (b) Luati H = F i folositi L = V,v = FF~! (Propozitia 1.4.1).
Raspuns.
DO(F)[H] = tr(F"H) = (F~", H),
prin urmare
d .
s logJ = tr(F'F) = tr L = div, v.
O migcare este izocora (J = 1) daca si numai daca dive = 0.
1.B.2 (torsiunea unui cilindru: factorizarea gradientului) Fie 9 > 0 si deformarea de tip
torsiune

o(X) = (Xjcos0 — Xysinf, X;sinf + Xscos, X3), 0 =19X;.

(a) Calculati F' = Vy si aratati ca J = 1 in orice punct. (b) Notdnd R(6) rotatia de unghi ¢
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in jurul axei eg, aratati ca

F = R(G) [I + 19(X1€2 — Xgel) X 63}.

(c) Deduceti ca ||F — R(0)|| = YR, unde R = / X? + X3 este distanta la axa, si interpretati
mecanic.

Indicatie. Derivati dupa X3 tindnd cont ca 6 depinde de X3 (§ 1.6.4); pentru (b) Inmultiti la
stanga cu R(0)7 si simplificati folosind cos?§ + sin® 6§ = 1.

Raspuns.
cosf) —sinf —I(X;sinf + X, cosh)
F=]sinf cosf  9(Xicosf— Xysinf) |, J=1.
0 0 1

Factorizarea din (b) este valida, iar

IF — R(O)|| = 0/X? + X2 = R,

Abaterea locala de la o rotatie rigida creste liniar cu distanta la axa; de aici forfecarea

proportionala cu raza, care conduce in teoria liniara la 75, = uxR.

1.B.3 (derivata cofactorului in identitate si variatia ariilor) (a) Pornind de la Cof F' =
(det F)F~T demonstrati ci

D(Cof)(I)[H] = (tr H)I — H',  H e R,

(b) Deduceti ca, pentru F. = I + eH si o normala materiald unitara N, variatia relativa de
arie este

da — dA
dA

(c) Verificati pe cazul H = e; ® e; ca ariile fetelor cu N = e; nu se modifica la ordinul intéai,

=e(tr H — (N, HN)) + O(&?).

in timp ce ariile cu N = ey cresc cu €.

Indicatie. Folositi Propozitiile 1.2.1 gi 1.2.2 (sau formula din § 1.9.4 pentru D(Cof)) si
Cof I = I. La (b) dezvoltati ||Cof F.N|| si retineti (N, H'N) = (N, HN).

Rdspuns. (a) D(Cof)(I)[H] = (tr H)I — H”. (b) Formula indicati. (c) Pentru H = e; ® ey,
tr H =1; cu N = e; avem (N, HN) = 1, deci variatia este nula la ordinul intai; cu N = e,
avem (N, HN) = 0, deci variatia relativa este .

Nivelul C

1.C.1 (forfecare simpla dependentd de timp: cele doud descrieri, acceleratie, jacobian) Se
considera miscarea

SO(X7 t) = (Xl +7<t)X2’ X2v X3)7 7<t) - t2, > 07

pe un domeniu 2 deschis, marginit si conex, cu densitate de referintd constanta pg. (a)
Calculati F(t), J(t), deplasarea u(X,t), viteza materiala V' (X, t) si cAmpul eulerian v(z,t).
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(b) Calculati acceleratia in ambele moduri: A(X,t) = Oup si a = 0w + (V,v)v, si verificati
cd A(X,t) = a(p(X,t),t). (c) Verificati J = J div, v si deduceti densitatea p(z,t). Este
migcarea izocora? Dar rigida?

Indicatie. (a) Xy = w9, deci inversarea este imediata. (b) Observati ca v depinde numai de o,
iar vy = 0, deci termenul convectiv se simplifica (§ 1.5, § 1.9.5). (c¢) Propozitia 1.4.1 si § 1.10;
pentru rigiditate, comparati F' cu SO(3) (Propozitia 1.8.1).

Raspuns. (a)

F=I+te®e, J=1, u=(X,0,0), V=(2tX>,0,0),

v(x,t) = (2t,,0,0).
(b) A =(2X5,0,0), 0w = (222,0,0) si (Vv)v = 0, deci a = (222,0,0) si cele doua expresii
coincid. (c¢) div,v =0 si J = 0; migcarea este izocora, p = py, dar nu este rigida, deoarece

C=F"F=I+te;@et+e;®@e1) +t'ea®@ey # 1

pentru t > 0.

1.C.2 (deformare radiald cilindricd izocord gi aparitia unei cavitati) Pentru R = /X7 + X3 >
0 se considera deformarea

r(R)
R

o(X) = (X1, X2,0) + X\ Xzes, reCl, r>0, >0, X >0.

(a) Aratati ca, in baza ortonormata cilindrica (eg, e, €3),

r(R

R)e@@)e@ + ez ® es, J=1"(R)

F=1r"(R)eg®er+

(b) Impuneti izocoria J = 1 gi integrati ecuatia diferentiala rezultata; aratati ca solutia

generala este
2

r(R)* = ]j+a2, a>0.
(c) Luati A, = 4 si a = 1. Calculati 7(0), 7(3) si volumul imaginii cilindrului material
{R <3, 0 < X3 < 2}; comparati-1 cu volumul initial si explicati rolul constantei a.
Indicatie. (a) Perturbati punctul material separat pe cele trei directii cilindrice, ca in § 1.12.5.
(b) J =1 se scrie (r*)’ = 2R/\,. (c) Imaginea este un tub: raza interioara este r(0) = a, iar
volumul se calculeaza ca m(r(3)* — a?)\, - 2; comparati cu § 1.10.
Raspuns. (b) > = R?/\, + a*. (c)

9 13
r(0) =a=1, 7’(3)—1/44—1—\/2_%1.8028.

Volumul imaginii este
9
7(r(3)% —a*)\, -2 = T 4.2 =18,

egal cu volumul initial 7 - 3% - 2 = 187. Deformarea conserva volumul si p = py. Constanta
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a > 0 descrie o cavitate: axa materiala R = 0 devine un cilindru de raza a. Volumul total se

conserva numai daca cavitatea este luata in calcul.

1.C.3 (deformare neafind: admisibilitate, injectivitate, arii, masd) Fie Q = (0,1)3 si
QD(X) = (Xl +X227 X27 X3)

(a) Calculati F, J si Cof F; verificati c& ¢ este o deformare admisibild (clasd C', J > 0) si
aratati ca ¢ este global injectiva pe Q. (b) Calculati aria imaginii fetei {X; = 0} N, cu
normala materiala N = e;. (c) Aratati ca densitatea nu se modifica si verificati direct, prin
schimbare de variabila, ca vol ¢(2) = vol Q2.

Indicatie. (a) J se citegte imediat din structura triunghiulara a lui F'; pentru injectivitate
observati ca wy, x5 determina X, X5, apoi X;. (b) Aria deformata este [ ||Cof F' N|| dA
(§ 1.9); apare integrala f) /1 4 4t2dt. (c) § 1.10.

Raspuns. (a)

1 2X, 0 1 00
F=|o 1 of, J=1, Cof F=FT=|-2X, 1 0
0 0 1 0 01

Aplicatia este injectiva; inversa este X = (r; — 22, 9, x3). (b) Cof Fe; = (1, —2X5,0), deci

‘ 1 1 \/5 1
aria = /0 /0 VI+4X3dXzdXs = 2 + 1 In(2+ V5) ~ 14789,
(¢) J =1 implica p = py si
vol p(§2) :/ JdX =1.
Q

Volumul se conserva, dar ariile nu: izocoria este o conditie asupra determinantului, nu asupra

cofactorului.



Capitolul 2

Masuri de deformare, descompunerea polara si distanta

la rotatii

Surse si orientare. Pentru descompunerea polara, intinderile principale si masurile finite de
deformare folosim [3, 14]. Proprietatea de minim a factorului polar gi interpretarea distantei
la rotatii sunt prezentate si in [12].

2.1 Tensorii Cauchy—Green si intinderile principale

Fie
F e GL*(3)

gradientul local al unei deformari. Dacd T € R?® este un vector material, atunci vectorul
corespunzator in configuratia actuala este

t=FT.
Lungimea sa satisface
1t||> = |FT|* = (FT, FT) = (T, F"FT).
Aceasta relatie motiveaza introducerea tensorului Cauchy—Green drept

Astfel,
|FT|* = (T,CT).

Daca M este o directie materiala unitara,
M =1,
definim factorul local de intindere In directia M prin
ANM) = ||[FM|.

Prin urmare,

A(M)? = (M,CM).

Tensorul C' descrie astfel modificarea locala a lungimilor in functie de directia materiala.

39
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Matricea C' este simetrica, deoarece
CT=(F'r" =FTF =C.

Mai mult, pentru orice x # 0,

(z,Cx) = (z, FTFz) = | Fz|)*.

Cum F este inversabila, din x # 0 rezulta Fz # 0, deci
(x,Cz) > 0.

Prin urmare,

C € Sym™(3).

Introducem si tensorul Cauchy—Green stang

Acesta este de asemenea simetric, deoarece
BT = (FF'Y" = FF' = B.

Pentru orice y # 0,

(y. By) = (5. FF"y) = |F7y|[".

Cum FT este inversabila,
HFTyH2 >0 pentru y # 0,

deci

B € Sym™(3).

Cei doi tensori apar in configuratii diferite. Tensorul C actioneaza asupra directiilor

materiale, deoarece

A(M)? = (M, CM)

este exprimata in functie de directia M din configuratia de referinta. Tensorul B este asociat

configuratiei actuale. Aceasta diferenta va deveni mai clara odata cu descompunerea polara a

lui F.

Tensorul C' permite compararea lungimii unui vector material cu lungimea vectorului

corespunzator dupa deformare. Pentru orice T' € R3,

|FT|* - ||T||* = (T,CT) — (T, T)

— (T, (C - D)T).
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Aceasta relatie motiveaza introducerea tensorului Green—Saint Venant

E = ;(C’—I).

Rezulta

IFT|* — | T||* = 2(T, ET).

Tensorul F masoara astfel variatia patratului lungimilor.

Daca
atunci

Prin urmare,

IFT|* =(T,CT) = |T|*

pentru orice T € R3. Cum F € GL*(3), aceasta este echivalent cu
F e S0(3).

Asadar tensorul E se anuleaza exact pentru transformaérile liniare orientare-pastratoare care
conserva lungimile.

Interpretarea locala a tensorului C' se extinde direct la lungimea curbelor.
Propozitia 2.1.1 (Lungimea unei curbe si a imaginii sale). Fie [a,b] C R gi

¢:la,b] = Q

o curbd de clasid C'. Atunci ,
L) = [ I<W] d.
Pentru curba deformata ¢ o c,

Ligod) = [ IFE)e®) dr

Echivalent,

Lpod) = [ i), Cle®)em) dr

Demonstratie. Prima formula este definitia lungimii unei curbe de clasa C!. Pentru curba

deformata, regula lantului da

(poc)(t) = Velc(t))d (t) = F(c(t))c ().

Prin urmare,

Ligod) = [ IF)e D)) dr
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Cum
C(c(t)) = F(c(t) F(c(t)),
IF(c(t)e (D = (F(e(t)e (1), F(e(t))e (t)
= (d(t), C(c(t)C (1))
Luand radacina patrata si integrand, obtinem formula dorita. ]

Tensorul C este tensorul Cauchy—Green drept si este asociat configuratiei de referinta, in
timp ce B este tensorul Cauchy—Green stang si este asociat configuratiei actuale. Ambii sunt
tensori de deformare. Ei nu trebuie confundati cu tensorul de tensiune Cauchy o, care va fi

introdus ulterior.

2.2 Radacina patrata si calculul spectral

Fie S = ST € R**3. Teorema spectrali furnizeaza o matrice ortogonala ) si valori proprii

reale s1, so, s3 astfel Incat

S = @ diag(sy, se, 33)QT.

Daca S € Sym™(3), atunci toate valorile proprii sunt strict pozitive. Vom folosi aceasta
descompunere pentru a defini functii de matrice. Mai intai tratam cazul de care avem nevoie

pentru descompunerea polara: radacina patrata pozitiva.

2.2.1 Radacina patrata pozitiva
Lema 2.2.1. Pentru orice S € Sym™(3) eristd o unicd matrice U € Sym™(3) astfel incat
U?=8.
Demonstratie. Existenta. Scriem
S = Q diag(s1, 52, 53)Q7, s; >0,

si definim
U= Q diag(y/51,/52,v/53)Q"

Matricea U este simetrica. Pentru z # 0, daca y = QT x, atunci
3
(x,Uz) =D /syl >0,
i=1

deci U € Sym™(3). In plus,

U? = Q diag(v/s:)Q" Q diag(v/s:)Q"
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= Q diag(s;)Q" = S.

Unicitatea. Fie V € Sym™(3) o altd matrice cu V2 = S. Primul pas este s vedem ca V
lasd invariante subspatiile proprii ale lui S. Din S = V? avem

VS =VVi=V3=VV = SV.
Fie s > 0 o valoare proprie a lui S si
E,:={r € R®: Sz = sx}.

Daca z € E,, atunci
S(Vz) =V(Sz) =V(sx) = sV,

deci Vx € F,. Asadar restrictia
Vi =V]|g, : Es — Ej

este bine definita.
Deoarece V este simetrica, gi V; este simetrica pe spatiul euclidian Es. Putem alege o

baza ortonormata (yi,...,ym) a lui Es formata din vectori proprii ai lui V:
Vy; = 159;-
Porzitivitatea definita a lui V' implica, pentru ||y;|| = 1,

1 = {y;, Vy;) > 0.
Pe de alta parte, y; € E, deci
V2, = Sy; = sy;.
Dar din Vy; = p;y; rezulta
V2y; = 13y;.
Comparand cele doua relatii obtinem
W = s.

Exista doua radacini scalare, +4/s, dar conditia p; > 0 elimina raddcina negativa. Prin
urmare

wi =+/s pentru fiecare j.

Asta arata ca pe intregul subspatiu propriu E, avem

Vi=+s1Ig,.

Repetam argumentul pentru fiecare valoare proprie distincta a lui S. Pe suma ortogonala a
subspatiilor proprii, care este R?, matricea V coincide astfel cu matricea construita la pasul
de existenta. Deci V = U. L]
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Vom nota aceasta unica radacina prin

§2 = Q ding(y/51, V53, v/53)Q"

Definitia nu depinde de alegerea bazei ortonormate intr-un subspatiu propriu multiplu: pe un
asemenea subspatiu S'/? este pur si simplu /s ori identitatea.
Aceeagi idee permite definirea altor functii spectrale. Daca f : (0,00) — R, punem

F(8) = Q diag(f(s1), f(s2), (53))Q"

In particular,
log S = @ diag(log s, log 55, log 53)Q" .

Pentru C' = FTF € Sym™(3) vom nota
U=c'?

Daca Cq; = ¢;q;, ¢; > 0, atunci
Ug = \/C_z q;-
Numerele
Ai = \/C_z
se numesc intinderi principale; ele sunt valorile singulare ale lui F'. Astfel

3
U= ZAiQi ® ;.

i=1

2.3 Descompunerea polara

Radacina patrata pozitiva introdusa mai sus permite construirea factorului de intindere din
descompunerea polara. Constructia lui U, verificarea faptului ca R este rotatie si unicitatea

sunt facute in demonstratia urmatoare.

Teorema 2.3.1 (descompunerea polard). Pentru orice F € GLT(3) existd in mod unic
R € SO(3) si U,V € Sym™ (3) astfel incat

F=RU=VR, U= (F"'FRV?  v=FFHY2 vV =RUR"

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe teorema spectrala pentru matrice simetrice pozitiv

definite i pe unicitatea radacinii patrate pozitive.

1. Constructia lui U. Deoarece F' € GL*(3), pentru orice = # 0 avem Fx # 0. Prin urmare

(z, FTFz) = ||Fz|* > 0.



Elasticitate matematica 45

Asadar C := FTF este simetrica pozitiv definita. Teorema spectrala furnizeaza
C = Q diag(ci, ¢z, ¢c3)Q7, ¢ > 0.

Definim
U:= 01/2 = Q diag(\/c_l’ \/C_Qv \/a)QT
Atunci U € Sym™(3), U? = C si U este inversabila.

2. Constructia rotatiei. Punem R := FU~!. Atunci
R'R=(FU Y (FUY=UTF'FU!
=U'Utut=1,
unde am folosit simetria lui U. Deci R € O(3). Din U? = FTF rezultd
(det U)? = (det F)*.

Valorile proprii ale lui U sunt /¢; > 0, deci

detU = v/ C1C2C3 > 0.
Cum det F > 0 prin ipoteza si (det U)? = (det F')?, rezulta det U = det F, iar

det F B

det R = =
et Rt det U

1.

Prin urmare R € SO(3) si F = RU.
3. Unicitatea. Daci F = RU cu R € SO(3) si U € Sym™(3), atunci
F'F =U"R"RU = U*.

Dar FTF = U?. Unicitatea radicinii patrate pozitive di U = U, iar apoi R = FU™! =
FU-!'=R.

4. Forma polara stangd. Definim V := RURT. Atunci V € Sym™(3) si
VR=RUR"R=RU = F.

In plus,
V?=RU’R" = R(F'F)R" = FF",

deci V este o ridicind patrati simetricd pozitiv definitd a lui FFT. Daci V € Sym™(3)
ar satisface si V2 = FFT atunci V? = V2 = FFT; unicitatea radacinii patrate pozitive,

demonstratd in Subsectiunea 2.2.1, impune V = V. Agadar
V = (FFT)'?

este unic. L]
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Factorul R reprezinta rotatia locala, iar U intinderea pura in configuratia de referinta.
Valorile proprii A1, Ay, A3 > 0 ale lui U se numesc intinderi principale sau valori singulare ale
lui F'. Avem

J=det F=det R detU = detU = A\ Ag)3.

Observatia 2.3.2. Aceeagi demonstratie este valabila in R": pentru F' € GLT(n) exista unic
F=RU,cuR¢eSO(n)siU € Sym"(n). In particular putem folosi fara o nous demonstratie

versiunea bidimensionala in exemplele de forfecare simpla.

2.3.1 Descompunerea in valori singulare

Diagonalizam U:
U=Q diag(A17A27/\3)QT7 Ai > 0.

Atunci

F= (‘RQ) dia’g()\la )\27 )\3)QT'

Numerele A; sunt valorile singulare ale lui F gi reprezinta intinderile principale. Daca ¢; sunt

vectorii proprii ai lui U, atunci
Fq; = \iry, r; = Ry,

cu (g;) si (r;) baze ortonormate. Agadar deformarea afind se descompune intr-o rotatie a

sistemului de axe, trei intinderi pure si o rotatie finala.

2.3.2 Forfecarea simpla: valori singulare si rotatia polara

1)

1
C=F'F= 7 , trC=2+7% detC=1.
v 1492

In plan consideram

Atunci

Valorile proprii ¢; o ale lui C' sunt radacinile ecuatiei
A —(24++)c+1=0,

deci 'y
Y Y/
01’2:14_?:‘:7 72+4

Intinderile principale sunt \; = /G si satisfac Ay Ay = 1, deoarece det F' = 1.
Pentru rotatia polard ciutdm R(6) astfel incat U = R(0)T F si fie simetric. Scriem

R(O) = (COSG —sine) .

sinf@ cosf
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Atunci

RO)TF = (cos& ycose—l—sine).

—sinf —~sinf 4 cosd

Simetria impune

~vcosf +sinf = —sin 6,

adica

g
tanf = ——.
an 5

Ecuatia pentru tangenta determina unghiul numai modulo 7. Factorul polar trebuie insa
sa satisfacd U = R(6)TF € Sym™(2). Alegem astfel ramura continua cu #(0) = 0, adica
0 e (—m/2,7/2) s

0 = —arctan(vy/2).

Pentru aceasta ramura, elementele diagonale relevante ale lui U sunt pozitive; cealalta ramura
difera cu 7 si ar schimba semnul lui U, incalcand pozitivitatea definita. Prin unicitatea
descompunerii polare, aceasta este rotatia polara. Asadar rotatia polara nu este zero, desi

deformarea este numita “forfecare simpla”. Ea contine simultan o rotatie si o Intindere pura.

2.4 Invarianti si valori singulare

Pentru un material izotrop, directiile principale nu trebuie sa apara explicit n legea constitutiva.
Folosim de aceea invariantii principali ai lui C"

L(C) =0, L(C) = ;[(tr O —tr(C2)],  I4(C) = det C = J2.
Sa vedem cum se citesc aceste cantitati din valorile proprii. Daca
Cqi=Nq, i=123,
cu (q1,qo, q3) baza ortonormata, atunci, in aceasta baza,
C = diag(A], A3, \3).

Prin urmare
L=trC =M+ )+ )\

si
tr(C?) = A\l + A3 + A3

Introducand aceste doua formule in definitia lui /o,
1
L= A2+ 224+ 22— (AT 4+ A3+ 23)

= A2\3 + A3+ A3
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De asemenea,

I3 = det C = A\3)\3)\3.
Aceleasi trei expresii apar cand dezvoltdm polinomul caracteristic. In baza proprie,

det(C' — ul) = (AT = p)(A3 — ) (A; — )
= —,US —+ Il//LQ - 12/,L—|— [3.

Asadar (I3, I, I3) determina polinomul caracteristic al lui C' gi, prin urmare, multimea
neordonatd a valorilor proprii A?. Din acest motiv, o functie spectrald simetrici poate fi
descrisa, local gi sub ipotezele de regularitate necesare, fie prin (I3, Is, I3), fie ca functie
simetrica de (A1, A, Ag).

2.5 Masuri finite de deformare

Tensorul U permite definirea mai multor masuri ale deformarii. Ele contin aceeasi informatie

spectrala, dar transforma diferit intinderile principale la deformari finite.

Masura definitie valori proprii
Biot Egp=U-1 A —1
Green-Saint Venant Eg = $(U?—1) 1(A}—1)
Hencky Eyg =logU log \;
Almansi ea=1I-B" 11-X7

Toate se anuleaza pentru U = [. Diferenta dintre ele se vede deja pe o intindere principala
scalard: pentru aceeagi valoare A\, numerele A — 1, (A2 — 1)/2 si log A nu coincid in general.

O familie care le include pe primele trei este familia Seth—Hill:

U —1
In baza principals,
3 )\Zm -1
Em =3 N; ® N;.
i=1
Pentru m = % obtinem
EW2 =U —1,
iar pentru m =1,
B _ UZ—I_ C—-1
22

Ramane de explicat cazul m = 0. Pentru un scalar A > 0,
NI = mlogA — 1 1 9mlog A + O(m?) (m —0).
Prin urmare

A2
2m

=log A + O(m),
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si
A2

= log \.

m—0

Aplicand acest calcul pe fiecare valoare proprie a lui U,
lim E™ = logU.
m—0
Putem deci completa familia prin
E© =1logU.

Astfel masura Hencky apare ca limita familiei Seth—Hill, nu ca o formula separata fara legatura
cu celelalte masuri.
Mai notam aici identitatea spectrala pe care o vom folosi ulterior:
3
tr(logU) =Y log \; = log(AMA2)3) = logdet U = log J.

i=1

Ea rezulta direct din definitia spectrala a lui logU si din detU = det F = J > 0. Des-
compunerea deviatorica a lui log U va fi folosita atunci cand introducem energia Hencky, in
Capitolul 5.

2.6 Liniarizarea comuna a masurilor de deformare

Consideram o familie de gradienti
F.=1+¢H, e — 0.
Calculam mai intai tensorul Cauchy—Green:

C.=F'F,
= ([ +eH")(I +<H)
=I+e(H+H")+*H'H
=]+ 2symH +*H'H.

Dorim acum dezvoltarea lui

U.=CM2.

Scriem
U.=1+¢K + O(e?)

si folosim identitatea U? = C.. Membrul stang devine

U2 =1+2eK + O(?).
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Comparand termenii de ordin e cu dezvoltarea lui C.,
2K =2sym H,

deci

U.=1+esym H + O(?).

Partea antisimetrica a lui H nu apare deci in deformarea de ordin intai.
Pentru Green—Saint Venant,

2
C.—1) zesymH—i—S—HTH.

5( 2

Pentru Biot,
Eg(F.)=U. — I =¢esym H + O(?).

Pentru Hencky folosim dezvoltarea scalari log(1+s) = s+O(s?) pe spectrul matricei simetrice
U, — I:
logU. = (U. — I) + O(||U. — I||*) = esym H + O(?).

Mai general, pentru fiecare m fix,
E™(F,) = esym H 4 O(£?).

Prin urmare toate aceste masuri au aceeagi parte liniara:

’Ehn = symH.‘

Daca H = Vu, obtinem tensorul deformatiei infinitezimale
£(u) = sym Vu.

Diferentele dintre Biot, Green—Saint Venant, Hencky si celelalte masuri apar de la ordinul al
doilea 1n sus.

2.7 Distanta euclidiana la rotatii: teorema lui Grioli

Proprietatea de minim a factorului polar este clasica; pentru formulari matriciale moderne si

extensii vezi [12].
Teorema 2.7.1. Pentru F € GL*(3) cu descompunerea polara F' = RU,
3

in |[F-QI°=|U—-1I|P=Y(\—1)
olin IIF — Q"= | ;( )%,

tar minimizatorul este () = R.

Demonstratie. Demonstratia foloseste numai proprietati elementare ale normei Frobenius si
ale descompunerii spectrale; proprietatea este forma clasica a teoremei lui Grioli, pentru care
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vezi i [12].
Pasul 1: eliminarea rotatiei polare. Pentru orice matrice ortogonala P si orice matrice A,

|PA|> = (PA, PA) = tr(ATPTPA) = tr(ATA) = || A|*.

Agadar inmultirea la stdnga cu o rotatie nu schimba norma Frobenius. Aplicind aceasta cu
P=RT,
IF —Qll = [R(F — Q)| = |B"RU - R"Q|
=|v-#"q].
Punem S = RTQ. Deoarece produsul a doud rotatii apartine din nou lui SO(3), problema

initiala este echivalenta cu

min ||U — S|°.
S€S0(3)

Pasul 2: dezvoltarea patratulut normes. Folosind produsul Frobenius,

U= S|> = (U —5,U-S5)
= |U[I* + 1S]I* = 2tx(U"'S).

Tensorul U este simetric, deci U7 = U. Pentru S € SO(3),
1S)? = tr(STS) = tr I = 3.

Prin urmare

U= S|” = |U|I” +3—2tr(US).

Primele doua termene nu depind de S; minimizarea normei este deci echivalenta cu maximizarea
lui tr(US).

Pasul 3: trecerea in baza principala. Teorema spectrala furnizeaza o rotatie Qo € SO(3) si
valori proprii pozitive A1, Ay, A3 astfel incat

U= QO diag()\l, )\2, )\3)@5
Prin invarianta ciclica a urmei,

tr(US) = tr(Qo diag(X) Qg S)
= tr(ding(\) Q7 SQv)

Notdm S = QTSQ, € SO(3). Atunci
tI‘(US) = )\1511 + )\2522 + )\3§33.

Pasul 4: estimarea diagonalelor unei rotatii. Fiecare coloana a lui S este un vector unitate.
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In particular, pentru fiecare 1,

|5i] < 1, deci Si < 1.
Cum toate \; sunt strict pozitive,

tr(US) < A1+ Ao+ A3 =trU.

Valoarea din dreapta este atinsa pentru S=1 , adica pentru S = I. Mai mult, daca avem
egalitate, atunci fiecare termen pozitiv \;(1 — $;;) trebuie sa fie zero; rezulta s; = 1 pentru toti
1. O matrice ortogonala ale carei trei elemente diagonale sunt toate egale cu 1 este identitatea.
Minimizatorul este deci unic.

Pasul 5: valoarea minima. Pentru S = I,

Jmin (U= S| = U~ 1.
€50(3)

In baza principala, ,

U =117 =>"(n — 1%

i=1

In variabilele initiale, conditia S = RTQ = I inseamni @ = R. Prin urmare

3

in |[F-QI°=|U-1I|P=3(\ —1)
olin | = Q"= U~ Z;( )%,

iar rotatia polara R este unica rotatie cea mai apropiata de F' in norma Frobenius. ]

Legatura cu regimul de deformatii mici va fi reluata dupa teorema de rigiditate. Acolo

dezvoltam U, la ordinul necesar si folosim formula de mai sus pentru a obtine comportarea
lui dist(I + eH, SO(3)).

2.8 Distanta geodezica si deformarea Hencky

Distanta euclidiana depinde de geometria liniara a spatiului matricelor. Pe grupul GL*(3)
se poate introduce o metrica riemanniana stang-invarianta gi dreapta-O(3)-invarianta, pen-
tru care distanta la SO(3) se exprima prin logU; vezi [12] si referintele de acolo. Nu
dezvoltam aici teoria geodezicelor pe grupuri Lie; folosim numai formula de distanta si
identitatile spectrale. Pentru acestea este suficienta diagonalizarea ortogonala a lui U: daca
U = Q diag(A\1, A2, \3)QT, atunci log U = Q diag(log A\, log A2, log A3)Q7, iar urma si partea

deviatorica se calculeaza pe valorile proprii. In forma izotropa utilizata aici,

dist?,,q(F, SO(3)) = o ||devlog Ul* + g[tr(log U))?, a, 3> 0.
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Cele doua contributii au interpretari separate. Deoarece
tr(logU) = logdet U = log J,
termenul sferic masoara modificarea de volum. In schimb
1 1
devlogU =logU — gtr(log U)I =logU — g(log ).
Deoarece matricea scalara J /3] comuti cu U, calculul spectral permite adunarea logaritmilor:
~1/377) _ ~1/37y _ 1
log (J71/2U) = log U + log(J~"/*1) = log U — 5 log /)1

Prin urmare
devlogU = log (J_1/3U) .

masoara numai distorsiunea izocora.

2.8.1 Simetria intindere—compresiune

Daca intinderea principala A este inlocuita cu 1/, atunci
log(1/A) = —log .

Prin urmare energia patratica in log U trateaza simetric extensia gi compresia multiplicativ

inversa, proprietate pe care masura Biot A — 1 nu o are.

Forfecarea simpla si distanta la rotatii. Pentru forfecarea simpla, valorile singulare
si rotatia polara au fost calculate in Subsectiunea 2.3.2. Teorema lui Grioli se aplica direct
valorilor singulare calculate acolo si da

dist?(F, SO(2)) = (A — 12 + (A — 1)%

Exemplul arata ca partea de rotatie dintr-o forfecare simpla este eliminata de minimizarea

fata de SO(2), iar distanta masoara numai partea de intindere.

2.9 Rigiditate: cand absenta deformarii implica o mis-
care rigida

Deoarece SO(3) este inchis, conditia dist(Ve, SO(3)) = 0 este echivalenta cu Vi € SO(3).
Prin formula lui Grioli aceasta este, la randul ei, echivalenta cu U = I. Daca aceasta
proprietate este valabila in toate punctele unui domeniu conex, compatibilitatea gradientului

nu permite ca rotatia sa varieze arbitrar de la punct la punct.

Teorema 2.9.1 (Liouville pentru deformari fard intindere). Fie Q C R3 deschis si conex si
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fie o € C*(;R?). Daca
(Vo(2) ' Vo(r) =1 pentru orice x € €,
si det Vi > 0, atunci existd o rotatie constantd Q € SO(3) si un vector constant b € R? astfel
incat
p(r) =Qx+b in 2.

Demonstratie. Notam R(z) = Vp(z). Ipoteza spune ca R(z) € SO(3). Derivand identitatea
RTR = I in directia xy, obtinem

(O.R)"R + RTOLR = 0.

Prin urmare

Ap=RTO,R €50(3),  OR = RA;,

unde s0(3) este spatiul matricelor antisimetrice.
Coloana j a lui R este 0;¢. Egalitatea derivatelor mixte da

Ok(Rej) = Ox0;p = 0;0rp = 0;(Rey),
deci, dups inmultire la stanga cu R7,
Age; = Ajey, (J,k=1,2,3). (2.R1)

Reamintim aici corespondenta dintre matricile antisimetrice si vectorii axiali. Pentru

0 —as a9
A= as 0 —ay
—as aq 0
avem, pentru orice v € R3,
Av=axv a = (ay,as,a3)"
- ) - 1, 02,W3) -
Reciproc, orice AT = —A are In mod unic aceastd forma, cu a = (Ass, Ay3, As;)T. Prin

urmare, pentru fiecare k, existd un unic a, € R3 astfel tncat Apv = a;, X v.
Relatia (2.R1) devine
A X €; = a; X €. (2R2>

Scriem ay, = (aqg, o, as). Alegand succesiv perechile (7, k) = (1,2), (1, 3), (2, 3) si comparand
componentele in (2.R2), se obtine

a1 = Az = ai3 = az = azz = agy =0,
iar componentele diagonale satisfac simultan

11 = —a22, a11 = —ass, (22 = —a33.
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Rezulta a7 = ag = azz3 = 0, deci a;, = 0 si astfel A, = 0 pentru fiecare k. Prin urmare
OrR = 0, adica R este constant pe domeniul conex Q. Notam aceasta constanta cu @ € SO(3).
Atunci V(p — Qx) = 0, iar conexitatea lui Q implica p(x) — Qz = b, cu b constant. O

Observatia 2.9.2. Rezultatul explica de ce tensorii C' — I, U — I, log U si distanta la SO(3)
sunt masuri de deformare: anularea lor peste tot nu descrie o stare noua de deformare, ci
numai o translatie gi o rotatie globala a corpului.

Teorema 2.9.3 (rigiditatea infinitezimald, versiunea clasica). Fie Q C R* un domeniu deschis
si coner si fie u € C*(Q;R?). Daca

e(u) =symVu =0 in Q,
atunci existd a € R? si o matrice constantd W € R>3, WT = —W, astfel incdt
u(z) =a+ W Vo € .
Demonstratie. Pentru i, 7,k € {1,2,3} verificim identitatea
Oijur, = Oseji(u) + 0jeip(u) — Opeij(u).
Intr-adevar,

Dieji, + Oj€ir, — Okeij
1
= 5 (@ku]‘ + @juk + @-kui + @-iuk — a/%'Uj — &qu,)

= az’juky

unde am folosit egalitatea derivatelor mixte, permisa de regularitatea C?. Daca e(u) = 0,
membrul drept este zero, deci toate derivatele de ordin doi ale lui u se anuleaza. Prin urmare
fiecare componenta a lui Vu este constanta pe domeniul conex €2; notam aceasta matrice
constants cu W. Conditia sym Vu = 0 da W' = —W. In sfarsit,

V(u—Wz)=0,

iar pe un domeniu conex o functie C! cu gradient nul este constanti. Rezultd u(z) =
a+ We. ]

Observatia 2.9.4. Rezultatul identifica nucleul deformatiei infinitezimale: e(u) = sym Vu
nu detecteaza translatiile si rotatiile infinitezimale. In Capitolul 7, inegalitatea lui Korn va

transforma aceasta observatie geometrica intr-o estimare cantitativa.



Elasticitate matematica 56

2.10 De la distanta neliniara la deformatia infinitezi-

mala

In Sectiunea 2.6 am obtinut dezvoltarea la primul ordin U, = I + esym H + O(g?). Pentru
distanta la SO(3) avem nevoie de un pas suplimentar: calculam aici gi termenul de ordinul al

doilea. Consideram o familie de deformari mici
e (x) = x + eu(x), F.=I1+¢c¢H, H=Vu.
Punem S = sym H si A = skew H. Atunci
C.=F'F.=1+2S+c*H'H.

Aplicatia U + U? este netedi pe Sym(3), iar diferentiala sa in I este X +— 2X, izomorfism pe
Sym(3). Teorema functiei inverse arata ca radacina patrata pozitiva depinde neted de matrice
in vecinatatea lui /. Prin urmare € — U, = +/C. admite o dezvoltare Taylor gi putem scrie

U.=1+¢eS+*K + O(*).

Ridicand la patrat,
U2 =142eS +e%(S* +2K) + O(e®).

Comparand cu C;, rezulta

K= ;(HTH—SQ).

Aceasta dezvoltare rafineaza formula de ordinul intai din Sectiunea 2.6. Prin teorema lui
Grioli,

dist?(I 4+ ¢H, SO(3)) = ||U. — I||> = €% |jsym H||* + O(£?). (2.R3)
Formula (2.R3) leaga direct teoria neliniara de elasticitatea liniara. Partea antisimetrica

skew H reprezinta, la ordinul intai, o rotatie infinitesimala gi nu contribuie la deformatia

elastica. Partea simetrica sym H este tensorul de deformatie liniarizata.

Exemplu: rotatie infinitesimala. Daca H = A este antisimetrica, atunci sym H = 0.
Mai precis,

2
C.=1-242, U.=1I- %AQ O,
si astfel
2
dist(I + A4, SO(3)) = % |42 + o).
In particular distanta este O(e?), desi ||[I +cA —I|| = O(¢). Norma deplasirii fata de

identitate confunda rotatia cu deformarea; distanta la grupul rotatiilor nu face aceasta
confuzie.
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Exemplu: intindere infinitesimala. Pentru H = diag(hy, he, h3), avem H = S, iar
dist*(I + eH, SO(3)) = &*(h? 4+ h3 + h2) + O(&%).

In acest caz nu exista rotatie la ordinul intai; intreaga perturbatie este deformanta.

2.11 O inegalitate punctuala utila si legatura cu rigidi-

tatea geometrica
Pentru orice F' € GL*(3), daca F' = RU este descompunerea polara, atunci
dist(F,SO(3)) = ||U = I| .

Cum valorile singulare ale lui F' sunt A; > 0, rezulta

dist*(F, SO(3)) = Zgj(xi — 1)

i=1

In particular, daci F raméne intr-o vecinitate fixa a lui SO(3), atunci HF TFp—1 H si
dist(F, SO(3)) controleazi reciproc aceeasi mirime, cu constante locale. Intr-adevar,

|F'F - IH2 = zgj(Af 1) = i(Ai — 12\ +1)%

i=1 =1

Daca Apin < A < Amax, atunci
(14 Amin)? dist*(F, SO(3)) < | FTF — 1H2 < (1 + Aax) 2 dist?(F, SO(3)). (2.R4)

Daca F' raméane intr-o vecinatate suficient de mica a lui SO(3), valorile singulare raman
intr-un interval compact din jurul lui 1, deci constantele de mai sus pot fi alese uniform.

Teorema 2.11.1 (rigiditatea geometrica Friesecke-James—Miiller, consecinta clasica a rezul-
tatului admis). Fie Q C R® madrginit, conex si cu frontierd Lipschitz. Exzista C(Q) > 0 astfel
incdt pentru orice v € C1(Q;R3) existd o rotatie constantd Q € SO(3) pentru care

1/2

1/2
(/ Vo — QI dX) < Q) (/ dist2(Vv,SO(3))dX)
Q Q
Constanta poate fi aleasa invarianta la dilatari uniforme ale domeniului.

Nu afirmam unicitatea rotatiei (); teorema garanteaza existenta unei rotatii constante cu
estimarea de mai sus. Rezultatul general este formulat in spatiul Sobolev W12; am scris aici
numai consecinta pentru functii O, astfel incat sa nu folosim spatii functionale inainte de
introducerea lor in Capitolul 7. Demonstratia generala este profunda si depaseste obiectivele

cursului; vezi [18].
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2.12 Masurile de deformare pentru o deformare radiala

Gradientul unei deformari sferic simetrice a fost calculat in Subsectiunea 1.7.1. Pentru

X, R=|X],

stim ca, in baza sferica (eg, ey, €y),

F = diag <r’(R), rif) T<R)> .

Daca

atunci F' este deja simetrica pozitiv definitd. Prin unicitatea descompunerii polare,
Ryo =1, U=F.

Prin urmare intinderile principale sunt

)‘R = T’(R), )\19 = )\w =

Acum putem calcula fara a reface cinematica din Capitolul 1. Masura Biot este

I r(R) . r(R)
EB—dlag(r(R)—l, I -1, I —1>,

masura Green—Saint Venant este

Voo (e, TR r(R)?
EG:leag<r(R) -1, I7E -1, -1,

iar deformatia Hencky este

log U = diag (log r'(R),log r(]{;) ,log T;@) .

Urma ultimei matrice este

tr(log U) = log =log J.

)

Astfel exemplul radial verifica direct relatia generala tr(log U) = log J.
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2.13 Probleme pentru seminar

1. Pentru U = diag(2,1,1/2) calculati E™ pentru m = 1/2,1 si limita m — 0.

2. Calculati U, R pentru o matrice diagonala F' = diag(A1, A2, A3), A; > 0, si pentru o
rotatie pura.

3. Verificati formula distantei la SO(3) pentru F' = diag(2,1,1/2).

4. Dezvoltati log U pana la ordinul intai in H = F' — I, folosind dezvoltarea spectrala din

sectiunea de liniarizare a masurilor de deformare.
5. Pentru forfecarea simpla calculati exact Iy, Iy, I3 si verificati ca I} = I, = 3+ ~2, I3 = 1.

6. Aritati cii doud matrice F, F € GL*(3) verifici FTF = FTF dacil si numai daci
F = QF pentru un Q € SO(3).

7. Aratati ca det U = det V' = det F.

8. Pentru F' = diag(\, A, A7), calculati variatia de volum si discutati limita A — 1.

2.14 Exercitii rezolvate

Problema 2.14.1 (tensorul Cauchy-Green pentru o intindere diagonald). Pentru F =
diag(A1, A2, A3), A > 0, calculati C = FTF i B= FFT.

Rezolvare. Deoarece FT = F,
C = FTF = diag(A\}, A2, \2),

si identic B = FFT = (. Valorile proprii ale lui C' sunt A\?, deci intinderile principale sunt \;.
Problema 2.14.2 (lungimea unui segment material). Fie dX un vector material infinitesimal.
Aratati ca lungimea sa dupa deformare satisface
|dz||* = (dX,C dX).
Rezolvare. La ordinul intai, dv = F'dX. Atunci

|dz||* = (FdX, FdX) = (dX, FTF dX) = (dX,C dX).

De aceea C' contine exact informatia privind modificarea lungimilor in descriere materiala.

Problema 2.14.3 (deformare rigida). Daca F' = @ € SO(3), calculati C, U si tensorul
Green-Saint Venant E = (C' —1)/2.

Rezolvare. Din QTQ = I rezultda C = I. Radacina patrata pozitiva a lui I este U = I, iar

1
E=_(I-1)=0.

Prin urmare o rotatie pura nu produce deformatie, degi F' poate fi foarte diferit de 1.
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Problema 2.14.4 (matrice diagonala). Pentru F' = diag(2,1,1/2) determinati R si U in
F = RU.

Rezolvare. Avem
FTF = diag(4,1,1/4),

deci
U= (FTF)Y? = diag(2,1,1/2) = F.

Prin urmare R = FU~! = I. Deformarea este o intindere puré, fira rotatie polara.

Problema 2.14.5 (masuri clasice de deformare). Pentru intinderea uniaxiala F' = diag(\, 1,1)
calculati mésurile Biot U — I, Green (C — I si Hencky log U.

Rezolvare. Aici U = F si C = F?. Prin urmare
U — I =diag(A—1,0,0),

1
E = idiag()\2 —1,0,0),

si, prin calcul functional spectral,
log U = diag(log A, 0,0).

Cele trei masuri coincid numai la ordinul intai in jurul lui A = 1.

Problema 2.14.6 (descompunerea polara a forfecarii simple). Pentru

=0

in plan, calculati C' gi valorile sale proprii. Deduceti intinderile principale.

c=rr=(" 7 )|
v 1+~

P =2+ +1=0,

Rezolvare. Avem

Polinomul caracteristic este

deoarece tr C' = 2 + % si det C' = (det F')? = 1. Astfel

2+ Eh| VAT
1,2 — .
’ 2

Intinderile principale sunt

iar produsul lor este 1, in acord cu det F' = 1.

Problema 2.14.7 (teorema lui Grioli pentru o matrice diagonala). Pentru F' = diag(A1, A2, A3)
cu \; > 0, calculati explicit

dist*(F, SO(3)).
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Rezolvare. Factorul polar este R = I, iar U = F. Teorema lui Grioli demonstrata in
capitol da
dist?(F, SO(3)) = |[U — I|)*.

Cum patratul normei Frobenius a unei matrice diagonale este suma patratelor elementelor
diagonale,

dist>(F,SO(3)) = (A — 1)* + (Mg — 1)2 4+ (A3 — 1)2

Problema 2.14.8 (liniarizarea masurilor de deformare). Fie F. = I + ¢H. Aratati pana la
ordinul intai ca

C. =TI+ 2esym H + O(?), E. =cesym H + O(?).
Rezolvare. Calculam
C.=U+eH)'(I+eH)=1+eH" + H)+2H'H.
Dar HT + H = 2sym H, deci
C.=1+2symH+e*H'H.

Prin definitie,

1 2
E.=(C.—1I)=esymH + %HTH.

Aceasta explica aparitia lui sym Vu in teoria liniarizata.

Problema 2.14.9 (distanta la rotatii in regim de deformatii mici). Folosind dezvoltarea lui
U., aratati ca
dist>(I +eH, SO(3)) = &2 ||sym H||> + O(£?).

Rezolvare. Din rezultatul demonstrat in capitol,
U. = (FTF)Y2 = I + esym H 4+ O(£?).

Teorema lui Grioli d&a
dist?(F., SO(3)) = ||U. — I||*.

Inlocuind dezvoltarea,
H€ sym H + 0(52)"2 = &2 ||lsym H||* + O(e%).
Partea antisimetrica nu apare la ordinul principal deoarece ea reprezinta rotatia infinitezimala.
Problema 2.14.10 (separarea volumetrica—izocora). Pentru F' € GL"(3) definiti
Fy = J\3F, J =det F.

Aratati ca det Fig, = 1 si explicati cum se descompune log U in parte sferica si deviatorica.
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Rezolvare. Folosind omogenitatea determinantului in dimensiunea trei,
det(JV3F) = J ' det F = 1.

Pentru U pozitiv definit, tr(log U) = logdet U = log J. Orice matrice simetrica se descompune
n 1 1
logU = devlogU + 3 tr(logU)I = devlogU + g(log I)I.

Prima parte descrie schimbarea de forma la volum constant, iar a doua schimbarea pur

volumetrica.

2.15 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

2.A.1 (tensorii de deformare pentru o intindere diagonald) Fie

F = diag <4, 1, 1) .
2
Calculati J, C', B, U, V, tensorul Green—Saint Venant E, deformarea Hencky log U, invariantii
Iy, I, I3 ai lui C si distanta euclidiana dist®(F, SO(3)).
Indicatie. Pentru F diagonal cu elemente pozitive, descompunerea polara este R = I,
U =V = F (Teorema 2.3.1); folositi teorema lui Grioli pentru distanta si definitia spectrala a

lui log U.
Raspuns.
1
J=2 C’:B:diag<16,1,z),
. 1
U:V:dlag(4,1,§>, R=1,
. 15 3 :
E = diag (3,0,—§), logU = diag(2In2,0, —In 2), trlogU =In2 =1InJ,
69 81
IIZZ7 [2227 I3:4:J27

dist*(F, SO(3)) = > (N — 1)* = 347 =9.25.

(2

2.A.2 (descompunere polara cu rotatie nebanald) Fie

0 -2 0
F=13 0 0
0 1

Verificati ca F' € GL*(3), calculati C, B,U,V, R si verificati relatiile F' = RU = VR si
V = RURT. Care sunt intinderile principale si directiile principale materiale si spatiale?
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Indicatie. Calculati mai intai C' = FTF (care este diagonal), extrageti U = v/C' (Lema 2.2.1)
si apoi R = FU™!; verificati RTR =1, det R = 1.

Raspuns.
det ' =6 >0, C = diag(9,4, 1), B = diag(4,9,1),
0 -1 0
U = diag(3,2,1), V = diag(2,3,1), R=1]1 0 0]€SO(@3).
0 0 1

Intinderile principale sunt A\ = (3,2,1); directiile principale materiale sunt ey, e, e3, iar cele

spatiale sunt Re; = eg, Res = —eq, Res = e3. Matricea R este rotatia de 90° in jurul lui es.

2.A.3 (descompunerea volumetric—izocora a deformarii logaritmice) Fie F' = diag(4,2,1/2).
Calculati J, log U, log J, partea deviatorica devlog U si verificati identitatea de ortogonalitate

1
|log U||* = [|devlog Ul + 5 (log J)2.

Indicatie. Folositi trlogU =logJ i devA = A — %(tr A)I; calculele se fac pe valorile proprii
ale lui U.
Raspuns.

J =4, logU =1n2 diag(2,1, —1), log J =21In2,

In2
devlogU = n? diag(4, 1, -5),

14
llog U||* = 6(In2)%,  |devlogU|* = 3(1112)2.

Astfel H(In2)? + £ 4(In2)? = 6(In2)%.

Nivelul B

2.B.1 (descompunere polara, Grioli si Hencky pentru o matrice nediagonala) Fie

-1 -2 0
F=12 1 0
0 0 1

(a) Verificati det ' > 0, calculati C' si aratati ca

—1
U=

S = N

10
2 01, R =
01

O = O
_ o O

0
0

(b) Determinati intinderile principale si calculati dist*(F, SO(3)) folosind teorema lui Grioli;
verificati rezultatul calculand direct |[F — R||*. (c) Calculati log U.

Indicatie. (a) C' = U?; cautati U In forma al + 8(e; @ es + €5 ® €;) si folositi unicitatea
radacinii patrate pozitive (Lema 2.2.1). (b) Teorema 2.11.1. (c) Diagonalizati U in baza
271/2(1,1,0), 271/2(1, —1,0), es.
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Raspuns.
540
det F = 3, C=14 5 0o|=0%
00 1
Valorile proprii ale lui U sunt (3,1, 1), deci
dist?(F, SO(3)) = (3 — 1)? = 4, |F — R|* = 4.

Mai mult,

11

In3
logU:% 11
0 0

o O O

2.B.2 (trei identitati spectrale utile) Fie F € GL"(3) cu descompunerea polara F = RU si
intinderile principale Ay, Ay, A3 > 0. Demonstrati:

() NFI” = UI" = AT+ X5+ 23 = L(O),

(b)  [[Cof FI|* = AA3 + A3A; + AAT = I(O),
(¢) dist*(F,SO(3)) = ||F||* +3 - 2tr U.

Deduceti din (c) ci minimizarea lui ||[F — Q||* pe SO(3) este echivalentd cu maximizarea
termenului corespunzator de urma si regasiti enuntul teoremei lui Grioli.

Indicatie. Folositi invarianta normei Frobenius la inmultirea cu matrice ortogonale, ||QA|| =
|Al|, relatia Cof(RU) = R Cof U si diagonalizarea lui U (§ 2.4, Teorema 2.11.1).

Raspuns. Toate cele trei identitati sunt adevarate. Pentru @ € SO(3),

I —@QI° = IFI° +3 - 2tx(UR"Q),
iar tr(URTQ) < tr U, cu egalitate pentru Q = R. Rezultd

in |[F—Q|*=|U—1I|*.
Qg;gl(?))H Q"= |

2.B.3 (contraezemplu: deformarea Hencky nu este aditiva) Fie
] 0

Flzdiag<2,§71>, =11 0

0 0

(a) Calculati log U(F}) si logU(Fs). (b) Calculati log U(Fy Fy) si log U(F>2F). (¢) Concluzio-
nati ca, in general,

log U(F1F3) # log U(Fy) +log U(F3),
IOg U(Fng) 7£ IOg U(F2F1>,

desi ||log U|| este invarianta la compunerea cu rotatii la stAnga. Explicati diferenta dintre
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rotatia configuratiei deformate si rotatia configuratiei de referinta.
Indicatie. C(F\Fy) = FYC(Fy)F, daca Fy € SO(3); o rotatie la dreapta rotegte directiile
principale materiale, iar una la stanga nu schimba U.
Raspuns.
log U(F;) = diag(In2, —1n 2,0), log U(Fy) =0,

log U(F\F,) = diag(—1In2,In2,0),
log U(F>F)) = diag(In2, —In 2,0).

Prin urmare aditivitatea este falsa. Rotatia la stanga lasa U neschimbat, pe cand rotatia la
dreapta schimba directiile materiale principale. Normele raméan egale: ||logU|| = v/2 In2 in
cazurile nebanale de mai sus.

Nivelul C

2.C.1 (intindere uniaziala izocord: toate mdasurile de deformare si linearizarea lor) Fie A > 0
si
F = diag(\, \"Y2, \71/2),

(a) Calculati J,C, U, R gi invariantii Iy, I, I3 ai lui C'. Ce interpretare mecanica are J7 (b)
Calculati masurile din familia Seth-Hill EM) = U — I (Biot), E® = 1(C —I) (Green-Saint
Venant) si E® =logU (Hencky). Care dintre ele are urma nula pentru orice A > 0 si de ce?
(c) Puneti A = 1 + € si dezvoltati cele trei masuri pana la ordinul intéi in €; aratati ca toate
coincid cu € = sym Vu si identificati coeficientul lui Poisson al acestei familii de deformari in
regim infinitezimal.
Indicatie. (a) F este diagonal pozitiv, deci R = I, U = F (Teorema 2.3.1). (b) Folositi
liniarizarea comuna a masurilor de deformare si identitatea trlogU = log J. (c) Folositi
aceeasi dezvoltare pentru U..
Raspuns.

J=1, C=diag\ X'\, U=F R=I,

I =X+ 2271, I, =A"242)\, Iy =1.
EW =diag(A — 1, A2 — 1, x7 Y2 - 1),
1
E® = 3 diag(A\2 — 1, A7 — 1, A7t — 1),

272

Numai log U are urma nula pentru orice A\, deoarece trloglU =logJ = 0. Pentru A =1 + ¢,

11
E(O)zln)\diag<1,— —7>.

toate trei devin 1 1
diag (1, —=,—= ] + O(€?
cang (11 1) w0
deci v =1/2.

2.C.2 (rigiditate: rolul conexitatii si echivalenta mdsurilor langd SO(3)) (a) Fie Q C R?
deschis si conex si ¢ € C*(;R?) cu VeIV = I si det Vo > 0 in Q. Enuntati concluzia
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si explicati unde intervine, in demonstratie, egalitatea derivatelor mixte. (b) Construiti un
contraexemplu care arata ca ipoteza de conexitate este necesara: gasiti {2 deschis, neconex,
si o € C®(Q;R3) cu Vi € SO(3) peste tot, dar care nu este restrictia unei singure migcari
rigide. (c) Pentru F' = diag(4,1,1/2) verificati numeric inegalitatea din § 2.17,

(1+m)* dist’(F, SO(3)) < ||F"F — IH2 < (14 M) dist*(F, SO(3)),

cu m = min; A\;, M = max; \;, si comentati ce se IntAmpla cu constantele cand F' se apropie
de SO(3).

Indicatie. (a) Teorema 2.15.1 (Liouville). (b) Luati reuniunea a doua bile disjuncte. (c)
1€ = T? = S — 12(A + 102

Raspuns. (a) ¢(z) = Qz + b, cu Q € SO(3), b € R? constante. Egalitatea 0y0;¢ = 0,0k
conduce la relatiile Aye; = Ajey, care forteaza A, = RTOLR = 0, deci R este constant. (b)
De exemplu,

x, x € B(0,1),

Q= B(0,1)UB(5¢1,1),  o(x) =
Q0$+b0, 1‘63(56171)’

cu Qo S SO(B), Qo 7£ 1. (C)

37
dist>(F, SO(3)) = T =92 [IC- I = 225.5625,
1
== M =4
m 27 )

20.8125 < 225.5625 < 231.25.
Cand \; — 1, ambele constante tind la 4, deci ||C — I|| = 2dist(F, SO(3)).

2.C.3 (distanta euclidiand vs. distanta geodezica: simetria tensiune—compresiune) Fie Qg €
SO(3) oarecare, Uy = diag(4,1,1) si F' = QoUp. (a) Calculati descompunerea polara a lui F,
intinderile principale, J si logU. (b) Calculati

dist? ,(F, SO(3)) = Z()\i —1)?

(2

si

c g2
distgeoq

(F,S0(3)) = pt||devlog U + g(log )2,

(c) Repetati calculul pentru F~! si comparati. Ce proprietate de simetrie tensiune-compresiune
are masura geodezica si pe care o pierde cea euclidiana?

Indicatie. § 2.11 pentru distanta euclidiana, § 2.12 pentru cea geodezica; folositi faptul ca
valorile singulare ale lui F~! sunt 1/)\;(F).

Raspuns. (a) R = Qo, U =Uy, A =(4,1,1), J =4, logU = diag(21In2,0,0). (b)

diStzuCl == 9,



Elasticitate matematica 67

2In2

devlogU = diag(2, —1,—1), |deviog U|* = 2(1n2)2,
(log J)? = 4(In 2)?,
prin urmare
dist?, 4 = iu(ln 2)? + 2k (In 2)°.
(c) Pentru F~1, valorile singulare sunt (1/4,1,1), deci

1

dist? —(—1)2—97&9
eucl — 4 - 16 ?

A . 2 . v A . V) . [ v . .
in timp ce ||devlog U||" si (log J)? rdmén neschimbate. Masura logaritmica trateaza simetric
o intindere \ gi compresia inversa 1/)\; masura euclidiand nu are aceasta proprietate.



