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Prefata

Calculul stiintific se afla la intersectia dintre matematica, algoritmi gi calculul efectiv pe
calculator. El porneste de la o intrebare simpla: cum transformam un model matematic intr-un
rezultat numeric in care putem avea incredere? Raspunsul nu consta doar in aplicarea unei
formule. Trebuie sa alegem o reprezentare adecvata a problemei, un algoritm suficient de eficient,
sa intelegem erorile introduse de aritmetica in virgula mobila si sa putem decide daca rezultatul
calculat este relevant pentru problema initiala.

Acest curs este conceput ca o prima introducere in aceste idei. Algebra liniara numerica apare
in mare parte a cursului, deoarece numeroase probleme de calcul stiintific se reduc, exact sau
dupa discretizare, la operatii cu vectori i matrice: rezolvarea sistemelor liniare, aproximarea
datelor, problema celor mai mici patrate, calculul valorilor si vectorilor proprii, optimizarea unor
functii patratice, aproximarea de rang mic prin descompunerea in valori singulare sau reducerea
dimensiunii datelor prin analiza componentelor principale.

Scopul cursului nu este memorarea unei colectii de algoritmi. Pentru fiecare metoda ne intereseaza
patru intrebari: de unde provine metoda?, de ce functioneaza?, cat costa? si cit de mult putem
avea incredere in rezultatul obfinut? Aceste Intrebari vor insoti metodele prezentate pe parcursul
cursului.

De la formula la algoritm

In matematic, doud formule echivalente descriu acelasi obiect. Pe calculator, dous
proceduri algebric echivalente pot avea costuri si comportamente numerice foarte diferite.
De exemplu, pentru sistemul Az = b, formula z = A~'b este corectd matematic, dar
calcularea explicita a inversei este in general o alegere numerica mai slaba decat rezolvarea
sistemului printr-o factorizare adecvata. In calculul stiintific conteazi, asadar, nu numai

formula, ci si modul in care ea este transformata intr-un algoritm.
- J

Manualul este destinat studentilor anului al II-lea si presupune cunostinte de baza de algebra
liniara gi analiza. Expunerea combina demonstratia matematica cu interpretarea numerica,
exemple complet calculate, exercitii, sarcini de programare si mini-proiecte.

Cum se citeste o sectiune

La prima lectura urmariti ideea metodei si rolul fiecarei ipoteze. La a doua lectura refaceti
demonstratiile si calculele. In final, implementati algoritmul si testati-1 pe exemple pentru
care cunoasteti raspunsul. O metoda numerica este inteleasa cu adevarat atunci cand
puteti explica de ce functioneaza, cand poate esua, ce eroare produce si cum verificati
rezultatul.




Cum lucram la seminar si laborator

In acest manual, calculul manual si programarea nu sunt activititi separate. O implementare
este considerata inteleasa numai daca studentul poate explica formulele din care provine, ordinea
operatiilor, ipotezele in care algoritmul functioneaza si un criteriu prin care rezultatul este
verificat.

Pentru fiecare algoritm nou se recomanda aceeasi succesiune. Mai Intai se executa cu pixul pe
hartie unul sau doua cazuri mici, fara a sari etape. Apoi se scrie pseudocodul si se identifica
dependentele dintre pagi. Numai dupéa aceea se trece la MATLAB. Functiile MATLAB de
biblioteca sunt folosite In primul rand ca referinta pentru verificare; scopul laboratorului este
construirea algoritmului, nu inlocuirea lui printr-o singura comanda.

Ce inseamna “a explica un algoritm”?

Studentul trebuie sa poata raspunde la intrebari precum: de ce aceasta bucla incepe de la
indicele k + 17 de ce este necesar pivotul nenul? ce marime scade de la o iteratie la alta?
de ce folosim Q)R si nu ecuatiile normale? ce se Intampla daca o valoare singulara este
foarte mica? Un cod care produce un numar, dar ale carui etape nu pot fi justificate, nu

este inca o solutie completa.
g J

Proiectele au nivel mediu si urmaresc integrarea notiunilor. Nu se cere construirea unui sistem
software complex. Se cere insa ca modelul, algoritmul, implementarea MATLAB, verificarea si
interpretarea rezultatului sa formeze un argument coerent.
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Bibliografie de baza si materiale didac-
tice consultate

Expunerea foloseste rezultate standard din calcul stiintific si algebra liniara numerica si a fost
calibrata didactic gi prin consultarea unor suporturi moderne de curs. Principalele repere sunt:

Lucian Maticiuc, Introducere in MATLAB, lasi, 2019, material disponibil online la https:
//www.math.uaic.ro/~maticiuc/didactic/MATLAB Course.pdf.

A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri, Numerical Mathematics, Springer.

W. Gander, M. J. Gander, F. Kwok, Scientific Computing — An Introduction Using Maple
and MATLAB, Springer.

A. Beck, Introduction to Nonlinear Optimization — Theory, Algorithms, and Applications
with MATLAB, STAM.

L. Page, S. Brin, R. Motwani, T. Winograd, The PageRank Citation Ranking: Bringing
Order to the Web, Stanford Digital Library Technologies Project, 1998/1999.

Y. Koren, R. Bell, C. Volinsky, “Matrix Factorization Techniques for Recommender
Systems”, Computer, 42(8), 30-37, 2009.

J. Calder, Math 5467: Introduction to the Mathematics of Image and Data Analysis,
University of Minnesota, School of Mathematics, 2022.

J. Gallier, J. Quaintance, Linear Algebra for Computer Vision, Robotics, and Machine
Learning, University of Pennsylvania, 2025.

O. Celiker, MIT 6.057: Introduction to MATLAB, TAP 2019.
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Organizarea si evaluarea cursului

Evaluarea la aceasta disciplina este pe parcurs gi este alcatuita din 2 componente de evaluare
continua. Evaluarea continua consta in

e 70% verificarea intelegerii rezolvarilor unor probleme la laborator, asematoare cu cele din
fisele propuse saptamanal. Aceasta verificare se va face cerand la laborator ca studentii
sa rezolve individual Tn 20 minute o sarcina de laborator. Aceste activitati au caracter
continuu si vor fi notati, desigur, doar studentii care le vor indeplini. Nu se repeta, fiind
considerate activitati curente de laborator. Nu se repeta pe parcursul semestrului sau in
sesiunea de restante!

o 30% verificarea cunostintelor teoretice printr-un test scurt de 20 minute in ultima sap-
tamana, la inceputul ultimului curs. Se poate repeta in sesiunea de restante.

Ce se evalueaza

e Accentul nu este pus numai pe obtinerea unui rezultat numeric. Studentul trebuie
sa poata justifica alegerea metodei, sa explice ipotezele teoretice, sa estimeze costul
si eroarea gi sa interpreteze rezultatul unui experiment numeric.

o Nu se puncteaza prezenta, insa absentarea de la orele de laborator vor conduce la
imposibilitatea indeplinirii sarcinilor de lucru, neindeplinirea lor notandu-se cu nota
1/10.

o Prezenta la curs nu este obligatorie, iTnsa multe explicatii teoretice si de indeplinire
a sarcinilor de laborator vor fi date doar la curs si vor fi foarte utile, evaluarea
insistand pe aceste aspecte comunicate doar in sala de curs.
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Notatii

Unele litere sunt folosite cu sensuri diferite in capitole diferite. Pentru a evita confuziile,
conventiile principale sunt reunite mai jos.

Simbol Sens Capitol

P matrice de permutare metode directe / pivotare
P matrice de splitting sau preconditionare metode iterative

Py proiector ortogonal pe subspatiul L PCA

P matrice stocastica de tranzitie PageRank

U factor superior triunghiular in LU metode directe

U matricea vectorilor singulari stangi SVD

r =b— Ax reziduul pentru sisteme liniare conventie folosita in manual

Sensul unui simbol este precizat din nou acolo unde poate aparea o confuzie.
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Capitolul 1

Introducere in calcul stiintific

1.1 Ce este calculul stiintific?

Calculul stiintific studiaza transformarea unui model matematic intr-un calcul efectiv, controlabil
si reproductibil. Intr-o problema reali nu este suficient si stim ci o solutie exista sau ci poate
fi scrisa formal printr-o formula. Trebuie sa construim un algoritm, sa estimam costul lui, sa
intelegem efectul erorilor de rotunjire si al perturbatiilor din date gi, in final, sa putem verifica
daca rezultatul calculat este relevant pentru problema initiala.

Un exemplu elementar este sistemul liniar Az = b. Formula x = A~'b este corectd atunci cand
A este inversabild, dar nu descrie metoda numerici pe care ar trebui s o folosim. In practica,
alegerea depinde de structura: un sistem algebric avand o matrice triunghiulara se rezolva prin
substitutie, un sistem algebric avand o matrice generala prin eliminare Gauss si factorizare LU
cu pivotare, un sistem algebric avind o matrice simetricd pozitiv definita (adicd A = AT si
2T Az > 0 pentru orice x # 0) prin Cholesky, iar o problemi foarte mare cu o matrice rara —
adica avand majoritatea elementelor nule — poate favoriza o metoda iterativa. Aceeasi problema
matematica poate conduce astfel la algoritmi foarte diferiti.

Trei niveluri care nu trebuie confundate

In calculul stiintific avem permanent problema matematicd, algoritmul si implementarea.

Problema poate fi bine sau prost conditionata; algoritmul poate fi stabil sau instabil;
implementarea poate fi corecta sau poate contine erori. Un rezultat numeric bun cere
intelegerea tuturor celor trei niveluri mentionate.

1.2 De ce apar vectorii si matricile in aplicatii?

De exemplu, dupa discretizarea unei ecuatii diferentiale, valorile necunoscute ale unei temperaturi,
deplasari sau presiuni devin componentele unui vector, iar relatiile dintre ele sunt descrise de o
matrice. In ajustarea datelor experimentale, liniile unei matrice contin evalugrile unui model in
punctele masurate. In procesarea imaginilor, o imagine in tonuri de gri este chiar o matrice
de intensitati, iar o imagine color poate fi privitd ca un ansamblu de trei astfel de matrici. In
probleme de retea, matricile descriu conexiunile dintre noduri. In sisteme de recomandare,
matricile pot codifica interactiunile dintre utilizatori si obiecte.

Pentru a vedea mai concret cum apar aceste matrice, sa consideram cateva situatii simple. Daca
discretizam problema de ordinul intai
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pe o retea uniforma x; = ¢h, atunci aproximatia cu diferenta nainte

Uy — Ui—1 .
—— ~g(x;), 1=1,...,n,
r g(;)

conduce, pentru necunoscutele uq, ..., u,, la sistemul
10 0\ [u g(1)
_ u x
1 21 _y, 9(. 2)
0 .0 : :
0 - —1 1) \ug 9(xn)

Astfel, matricea apare direct din relatiile dintre valorile vecine ale solutiei pe retea.

In ajustarea unei drepte y ~ a+bt la datele (ti, v;), flecare observatie furnizeaza relatia a+bt; ~ y;.
Reunind toate relatiile obtinem

I (7
1 &t /a N
S b) | |’
Lt Ym

2.25

2.00

1.75

1.50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.1: Date experimentale si o dreapta de ajustare. Fiecare observatie contribuie cu o
relatie liniara aproximativa pentru parametrii dreptei.

Intr-o retea cu n noduri, o descriere elementara este matricea de adiacenta A = (a;;), unde
a;; = 1 daca nodurile 7 gi j sunt conectate si a;; = 0 In caz contrar. Astfel, chiar structura
conexiunilor este codificata intr-o matrice.

Aceste exemple au o caracteristica comuna: dimensiunea problemei poate fi mare, datele pot
contine zgomot, iar structura matricei este adesea la fel de importanta ca valorile numerice ale
elementelor sale. De aceea, cursul nu trateaza algebra liniara doar ca pe un set de identitati, ci
ca pe un limbaj pentru construirea si analiza algoritmilor.
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Un exemplu practic important: o imagine ca matrice

O imagine 1n tonuri de gri cu m x n pixeli poate fi reprezentata printr-o matrice A € R™*".
Elementul a;; descrie intensitatea pixelului din pozitia (7, j): valori mici corespund unor tonuri
mai inchise, iar valori mari unor tonuri mai deschise. Daca aceasta matrice admite o aproximare
buna de rang mic, ea poate fi descrisa cu mult mai putine date. Mai tarziu vom demonstra ca
descompunerea in valori singulare furnizeaza, intr-un sens precis, cea mai buna aproximatie
de rang fix. Pentru moment este suficient sa observam ordinul de marime: o imagine 4000 x
3000 contine 12000000 de valori, in timp ce o reprezentare de rang 50 necesita aproximativ
50(4000 4 3000 + 1) valori, adica aproximativ 350 000.

Matrice de intensitati
(nuanta de gri in noduri)

- @O O0000000
- 9000000000
- 0000000000
- 0000000000
0000000000
- 0000000000
- 9000000000
- 0000000000
- 9000000000
0000000000

j

Imagine in tonuri de gri

Figura 1.2: O imagine alb-negru si o reprezentare matriciala grosiera. Fiecarui nod din grila i
corespunde o nuanta de gri, deci o valoare a matricei de intensitati.

Acest exemplu arata de ce notiuni aparent abstracte precum rangul, ortogonalitatea si valorile
singulare au consecinte practice directe. In capitolele finale vom reveni la imagini si vom construi
efectiv algoritmi MATLAB de compresie.

Alte aplicatii care vor reaparea in curs

Problema celor mai mici patrate apare in calibrare, ajustarea unor modele la date si identificarea
parametrilor. Regularizarea permite stabilizarea problemelor sensibile la zgomot. Metodele de
gradient i Gauss—Newton apar in optimizare si ajustari neliniare. Matricile rare si metodele
iterative apar in discretizari ale ecuatiilor diferentiale gi in probleme de retea de dimensiuni
foarte mari.

Spre sfargitul manualului vom reveni la mai multe dintre aceste notiuni prin algoritmul PageRank
pentru analiza retelelor. El va fi introdus numai dupa ce vom avea la dispozitie normele induse,
raza spectralid, metodele iterative, analiza convergentei si reprezentarea rara a matricelor. In acel
moment vom putea nu doar sa scriem o iteratie, ci sa demonstram de ce converge, sa explicam
de ce este eficientd si sa o implementam corect in MATLAB. In aceeasi parte finala vom discuta
si un model simplificat de recomandare bazat pe factorizari de rang mic si pe problema celor
mai mici patrate.
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1.3 Problema model: sistemul liniar

Unul dintre ideile centrale ale cursului este sistemul Az = b, unde A € R™*" x € R" gi b € R™.
In cazul patratic, m = n, iar dacd A este inversabild, solutia este unica. Din punct de vedere
teoretic putem scrie x = A~!b sau putem invoca regula Iui Cramer. Din punct de vedere numeric,
intrebarea relevanta este insa cum obtinem x cu un cost rezonabil si cu o eroare controlata.

Regula lui Cramer ilustreaza bine diferenta dintre formula si algoritm. Calcularea determinantilor
prin dezvoltare Laplace are un cost care creste factorial cu dimensiunea. Eliminarea Gauss si
factorizarea LU au, pentru matrice dense, cost de ordin n® si permit apoi rezolvarea eficients
pentru mai multi termeni liberi. Pentru matrici rare sau structurate costul poate fi redus
substantial.

Direct sau iterativ?

Metodele directe, precum LU, Cholesky si R, produc in aritmetica exacta rezultatul
dupa un numar finit de pasi. Metodele iterative construiesc o succesiune z(?, (), ... care
trebuie sa tinda la solutie si sunt potrivite pentru multe probleme foarte mari si rare.
Alegerea nu se face numai dupa dimensiunea matricei: conteaza simetria, pozitiva definire,
raritatea, conditionarea si numarul de sisteme care trebuie rezolvate cu aceeasi matrice.

1.4 Erori, stabilitate si conditionare

Calculatorul nu efectueaza operatii cu numere reale exacte. Numerele sunt reprezentate cu
precizie finita, iar fiecare operatie poate introduce o eroare de rotunjire. In plus, datele unei
probleme provin adesea din masuratori si au propriile erori. Din acest motiv vom distinge doua
intrebari.

Prima este o proprietate a problemei: cat de mult se modifica solutia daca datele se modifica
putin? Aceasta este problema conditionarii. A doua este o proprietate a algoritmului: cit de mult
amplifica procedura numerica erorile inevitabile ale calculului? Aceasta este problema stabilitatii.
Un algoritm foarte bun nu poate transforma o problema extrem de prost conditionata intr-una
insensibila, dar un algoritm instabil poate degrada inutil chiar si o problema bine conditionata.

1.5 Cum este organizat cursul?

Ordinea capitolelor urmareste dependenta logica dintre notiuni. Incepem cu recapitularea
matricelor simetrice, a valorilor proprii gi a pozitivei definiri. Continuam cu metode directe
pentru sisteme liniare: substitutie, eliminare Gauss, pivotare, factorizarile LU, LDL™ si Cholesky,
precum si matricile cu structura de banda. Abia apoi introducem normele, raza spectrala,
conditionarea si analiza erorilor.

Pe aceasta baza studiem metodele iterative Jacobi, Gauss—Seidel, JOR si SOR si demonstram
criterii de convergenta. Urmeaza sistemele dreptunghiulare, problema celor mai mici patrate,
regularizarea si factorizarea QR. Problemele liniare sunt apoi reinterpretate ca probleme
de optimizare, ceea ce conduce la metode de descrestere, metoda gradientului si metoda
Gauss—Newton. Ultimele capitole dezvolta descompunerea in valori singulare, pseudoinversa si
aproximatiile de rang mic, cu aplicatii In compresia imaginilor. Pe aceasta baza introducem
analiza componentelor principale (PCA), unde aceleagi instrumente spectrale sunt folosite pentru
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reducerea dimensiunii, aproximarea datelor prin subspatii afine si analiza variatiei. Numai dupa
parcurgerea acestor instrumente revenim la aplicatii integratoare de tipul analizei retelelor si al
recomandarii.

Ce trebuie sa poata face studentul

La finalul cursului, studentul trebuie sa poata trece in ambele directii intre matematica si
algoritm: sa deduca pasii unei metode din relatiile matematice, dar si sa explice matematic
un algoritm scris iIn MATLAB. La problemele mici, pasii trebuie sa poata fi executati cu
pixul pe hartie; la problemele mai mari, implementarea trebuie insotita de criterii de oprire,
verificari prin reziduu, estimari de eroare si o discutie privind costul si stabilitatea.

Ve
-

Intrebari de inceput

1. De ce formula # = A~!b nu specificd inca un algoritm numeric?

2. Dati un exemplu in care structura matricei ar trebui sa schimbe succesiunea de
calcule folosita pentru rezolvarea sistemului.

3. De ce trebuie sa distingem intre problema matematica, algoritm si implementare?

4. De ce o matrice rara nu ar trebui, in general, stocata ca si cum toate elementele sale
ar fi nenule?

5. Ce informatii despre date, dimensiune si structura ar trebui notate nainte de a
incepe implementarea MATLAB?

Vs
-

Sarcini de aprofundare si orientare

Probleme de inceput: model, date si calcul

1. Alegeti una dintre aplicatiile discutate in capitol (procesare de imagini, recoman-
dari, analiza retelelor, ajustarea datelor). Identificati separat: datele de intrare,
necunoscutele, rezultatul urmarit si etapa in care apare calculul numeric.

2. Pentru un sistem liniar simplu Az = b, explicati diferenta dintre a scrie o formula
matematica pentru solutie si a descrie o succesiune efectiva de operatii care o
calculeaza.

3. Dati cate un exemplu de matrice diagonala, triunghiulara, simetrica si rara. Pentru
fiecare, indicati ce informatie structurala este vizibila inainte de efectuarea calculelor.

4. Comparati stocarea unei matrice 1000 x 1000 dense cu stocarea unei matrice de
aceeasi dimensiune avand numai trei diagonale nenule. Numarati elementele care
trebuie memorate in fiecare caz.

5. Construiti un exemplu in care aceeagi problema poate fi formulata cu 10, 100 si
1000 de necunoscute. Discutati ce se schimba in volumul de calcul si ce ramane
neschimbat in model.

6. Formulati, iIn maximum cinci randuri, diferenta dintre model matematic, date,
algoritm si implementare.

Laborator de orientare: aceeasi structura la dimensiuni diferite

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca

~
-
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este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Observati rolul structurii si al dimensiunii inainte de introducerea instrumente-
lor de analiza a erorilor.

1.

Construiti in MATLAB matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala gi —1 pe diagonalele
vecine, pentru n = 10, 100, 1000.

Stocati matricea atat dens, cat si cu sparse i comparati memoria raportata de
whos.

Reprezentati structura cu spy(A) si explicati ce informatie ofera imaginea.

. Alegeti vectorul z, = 1, formati b = Ax, si folositi A\b pentru a obtine un vector

calculat .

Comparati direct componentele lui  cu cele ale lui x, si raportati cea mai mare
diferenta absoluta dintre componente, fara a introduce inca notiuni de norma sau
conditionare.

. Masurati timpul pentru forma densa si forma rara si explicati diferentele observate.
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Test de capitol

Test — Introducere in calcul stiintific

1. Analiza si justificare. Pentru fiecare dintre situatiile urmatoare precizati daca
afirmatia se refera n primul rand la problema matematica, la algoritm sau la implementare
si justificati raspunsul:

a) o mica modificare a datelor produce o modificare mare a solutiei;

b) doua programe care implementeaza aceeagi metoda furnizeaza rezultate diferite
deoarece unul contine o eroare de indexare;

c) pentru aceeasi problema, o metoda exploateaza faptul ca matricea este triunghiulara,
iar alta trateaza matricea ca fiind generala.

2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.
a) Pentru un sistem Az = b, formula x = A7) este:
A) intotdeauna un algoritm numeric complet;
B) o formuld matematica ce nu precizeaza in sine succesiunea efectiva de calcule;
C) o formula care exploateaza automat faptul ca A poate fi rara sau structurata;
D) aplicabila si daca A nu este inversabila.
b) O implementare numerica serioasa trebuie si tina seama de:

A) structura datelor;
B

) dimensiunea problemei;
C) verificarea rezultatului;
)

D

numai numarul de linii ale programului.




Capitolul 2

Recapitulare: matrice, valori proprii si
pozitiva definire

Matrice simetrice pozitiv definite

Pozitiva definire a unei matrice

o Spunem ca matricea A € R™" este simetrica daci A = AT,

e Spunem ca matricea simetrica A € R"™" este pozitiv semidefinita, notam A > 0,
daca (Az,z) > 0 pentru orice x € R", unde (-, -) reprezinta produsul scalar standard
din R".

o Spunem ca matricea simetrica A € R™™" este pozitiv definita, notam A > 0, daca
(Az,z) > 0 pentru orice x € R", x # 0.

- J

Valori proprii si vectori proprii

Fie A € R™*", Un vector nenul v € C" se numeste vector propriu pentru A daca exista A € C
astfel Tncat

Av = Alv.

Scalarul A se numegte valoarea proprie corespunzatoare vectorului propriu v. In general, o
matrice reala poate avea valori proprii complexe. Pentru o matrice simetrica reala, toate valorile
proprii sunt insa reale.

Teorema 2.0.1. Dacd A € R"™" este simetrica si Av = v pentru un vector v € C™\ {0},
atunci A € R.

Demonstratie. Pe C" folosim produsul scalar hermitian standard
(z,w)en = 2w = Zw;,
j=1

unde 27 = zT noteaza transpusa conjugatd (sau adjuncta hermitiani) a vectorului z. Mai

. . . —T e : o .
general, pentru o matrice complexs M, notatia M = M~ reprezinté transpusa conjugats a lui
M. Deoarece A este reala si simetrica, avem A7 = A,

Din Av = v rezulta
v Av = oo,
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Scalarul v Av este real: intr-adevir,
vH Ay = o Ay = o Av.
Cum v#v = ||v]|3 > 0, obtinem

)= v Av

e R.

vHY

]

Teorema 2.0.2 (Teorema spectrala pentru matrice reale simetrice). Fie A € R"™*" simetrica.
Atunci exista o matrice ortogonald @@ € R™™ si o matrice diagonald reala A = diag(Aq, ..., \n)
astfel incat

A=QAQT.

Echivalent, R™ admite o bazd ortonormala formata din vectori proprii ai lui A.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupa n. Pentru n = 1 afirmatia este evidenta.
Presupunem rezultatul adevarat in dimensiunea n — 1. Polinomul caracteristic al lui A are
o radacina in C, deci A are un vector propriu complex v # 0. Teorema precedenta arata ca
valoarea proprie corespunzatoare A este reala. Scriind v = x + 1y, cu z,y € R”, din Av = \v
obtinem Ax = Ax si Ay = Ay; cel putin unul dintre z,y este nenul. Exista deci un vector
propriu real unitar q;.

Consideram subspatiul ortogonal ¢;-. Acesta este invariant la actiunea lui A: daca z L q,
atunci, folosind simetria,
aF Az = (Aq)z = (Aar) "= = 0,

deci Az € . Restrictia lui A la ¢i este din nou simetrica. Prin ipoteza de inductie exista

o bazi ortonormald gs, ..., q, a lui ¢ formatd din vectori proprii ai restrictiei, deci si ai lui
A. Matricea Q = (q1] - -+ |q.) este ortogonald, iar QT AQ este diagonald cu valorile proprii pe
diagonald. Rezulta A = QAQT. O

Valorile proprii ale unei matrice simetrice A € R"*" vor fi notate cu

M(A) 2 Xa(A) = -+ = An(A).

Cea mai mare valoare proprie va fi notatd cu Apax(A) = A1(A) si cea mai mica valoare proprie
va fi notata cu Apin(A) = A (A).

Teorema 2.0.3 (Pozitiva definire si valorile proprii). Fie A € R™™ simetricd. Atunci A este
pozitiv semidefinitd daca st numai daca toate valorile sale proprii sunt nenegative, iar A este
pozitiv definita daca $i numai daca toate valorile sale proprii sunt strict pozitive.

Demonstratie. Prin teorema spectrald, A = QAQT, cu Q ortogonald si A = diag(A1,..., \,).
Pentru x € R™ punem y = Q7z. Deoarece Q este ortogonala, x # 0 dac# si numai daca y # 0,
iar

n

2T Ar = yTAy = Z /\1%2

i=1
Daca toate \; > 0, suma este nenegativa pentru orice x, deci A este pozitiv semidefinita; daca
toate \; > 0, suma este strict pozitiva pentru orice x # 0, deci A este pozitiv definita. Reciproc,
alegind x = ¢;, coloana a i-a a lui @, obtinem 27 Az = )\;. Prin urmare pozitiva semidefinire
implica A\; > 0, iar pozitiva definire implica A\; > 0 pentru orice 1. O]
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Teorema 2.0.4 (Criteriul lui Sylvester). Fie A € R™*" simetricd si notati A, = A(1: k,1: k).
Atunci A este pozitiv definita dacd si numai dacd

det Ax > 0, k=1,...,n.

Demonstratie. Daca A este pozitiv definita, atunci fiecare submatrice principala Aj este pozitiv
definita: pentru z € R*¥ \ {0} completdm 2 cu zerouri pand la un vector x € R" si avem
2T Az = o7 Ax > 0. Valorile proprii ale lui A, sunt deci pozitive, iar det Ay, produsul lor, este
pozitiv.

Pentru reciproca folosim inductia dupa n. Cazul n = 1 este imediat. Presupunem ca toti
minorii principali conducatori ai lui A sunt pozitivi. Atunci, pentru blocul B = A,,_4, toti
minorii principali conducatori sunt pozitivi; prin ipoteza de inductie, B este pozitiv definita si,
in particular, inversabila. Scriem

Cantitatea
s=a—c B¢

se numeste complementul Schur al blocului B in A. Pentru a vedea de unde apare, efectuam o

eliminare pe blocuri:
1 0\(B ¢\ (B c
—c'B7' 1) \c" a) \O s)°

Matricea din stanga cu care am inmultit are determinantul 1, iar matricea din dreapta este
triunghiulara pe blocuri. Prin urmare,

det A=det Bs =det B (a — cTB_lc).
Din ipoteza, det A > 0 si det B > 0, deci

s=a—c'B'e>0.

Rémane si aratdm cd aceastd informatie implica pozitiva definire a lui A. Pentru z = (y, )7 € R®
avem
T Ax = y" By + 2t Ty + at®.

Completand patratul gi folosind simetria lui B, obtinem

(y+tB )" By +tBc) +st* =y" By + 2ty +t*c" B 'c
+ 2 (a — cTB’lc>

=27 Ax.

Deoarece B este pozitiv definita, primul termen este nenegativ, iar s > 0. Daca t # 0, termenul
st? este strict pozitiv. Daca t = 0 si o # 0, atunci y # 0, iar y? By > 0. Asadar

2T Ar >0 pentru orice x # 0,

deci A este pozitiv definita. n

O matrice A € R™*" se numeste diagonal dominanta pe linii daca

n
lai) > > layl, pentru i=1,--- ,n. (2.1)
J=Lji
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O matrice A € R™*" se numeste diagonal dominanta pe coloane daca

n
lag| > Z laj;|, pentru i=1,---,n, (2.2)
=Ly

Daca inegalitatile sunt stricte, spunem ca A este strict diagonal dominanta (pe linii, respectiv,
pe coloane).

Teorema 2.0.5. O matrice simetrica strict diagonal dominantd cu elemente strict pozitive pe
diagonala este pozitiv definita.

Demonstratie. Fie A = (a;;) simetrica, cu a;; > Dt |la;;| pentru fiecare i. Pentru z € R™ avem,
prin simetrie,

n
T 2
r Ax = E a;x; + 2 E i T; ;.

i=1 1<i<j<n

Folosind 2|z;2;| < x7 4 27, obtinem
a5y > —2|ag||wix;| > —lay|(f + 7).

Prin fnsumare,

T Ax > Z (au’ — Z ]aij|) 2.

i=1 i
Fiecare coeficient dintre paranteze este strict pozitiv. Pentru x # 0 exista cel putin un z; # 0,
deci partea dreapta este strict pozitiva. Prin urmare A este pozitiv definita. O

Reciproca nu este valabila. De exemplu,

()

este simetrica si pozitiv definita, deoarece minorii principali conducatori sunt 1 > 0 gi det A =
1 > 0, dar prima linie nu este diagonal dominanta: |a;;| = 1 < 2 = |ajs|. Asadar, diagonal-
dominanta stricta cu diagonala pozitiva este o conditie suficienta, nu necesara, pentru pozitiva
definire.

Extensie didactica: interpretarea spectrala a matricelor

Pentru metodele numerice, valorile proprii nu sunt doar obiecte algebrice. Ele descriu directii in
care actiunea unei matrice are o forma simpla si vor reaparea in capitolele urmatoare in analiza
mai multor algoritmi.

Matrice simetrica pozitiv definita

Pentru o matrice simetrica A, conditia 27 Ax > 0 pentru orice x # 0 inseamna ca
forma patratica asociata are curbura pozitiva in orice directie. Prin teorema spectrala,
A = QAQT, unde Q este ortogonala si A = diag(\y, ..., \,). Daci scriem y = QT x, atunci
2T Ar = 3, \iw?. De aici se vede imediat echivalenta dintre pozitiva definire si conditia
A; > 0 pentru toate valorile proprii.
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Raportul Rayleigh Ra(z) = ””ITT’?, definit pentru z # 0, verificad Apin(A) < Ra(x) < Apax(A4)
pentru orice matrice simetrica. El permite astfel sa legam proprietatile geometrice ale formei
patratice de spectrul matricei. In cazul unei functii patratice f(x) = %a:TAx — bz, aceste doua
valori proprii extreme vor determina cat de alungite sunt curbele de nivel si, ulterior, cat de

repede converge metoda gradientului.

Exemplu ghidat

2 1
1 2

valorile proprii 3, respectiv 1. Pentru x = aq; + fg» avem 27 Az = 3a? + 52. Pozitivitatea este
transparents in aceste coordonate. In plus, raportul dintre cea mai mare si cea mai mica valoare
proprie este 3; pentru moment il interpretam numai ca pe o masura geometrica a diferentei
dintre cele doua axe ale elipsei.

Fie A = < ) Vectorii ¢ = (1,1)7/v/2 si ¢2 = (1,—1)7/y/2 sunt vectori proprii pentru

De ce conteaza ortogonalitatea?

Transformarile ortogonale pastreaza produsul scalar i lungimile euclidiene. Aceasta proprietate
geometrica va fi exploatata ulterior de factorizari numerice bazate pe transformari ortogonale;
aici ne limitam la interpretarea ei algebrica si geometrica.

Laborator: spectru si forma patratica

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Alegeti o matrice simetrica 2 x 2 pozitiv definita. Calculati valorile proprii cu eig, apoi
reprezentati curbele de nivel ale lui f(z) = 127 Az. Rotiti sistemul de coordonate cu
matricea vectorilor proprii si verificati ca in noile coordonate curbele de nivel sunt elipse
cu axele aliniate cu axele coordonatelor. Modificati raportul Apax/Amin $i Observati cum
se alungesc elipsele.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Demonstrati ca o matrice simetrica A este pozitiv definita daca si numai daca toate

valorile sale proprii sunt strict pozitive.
4 -1 . . o . . 9 o

2. Pentru A = 11 verificati pozitiva definire prin doua metode: criteriul
minorilor principali si calculul valorilor proprii.

3. Aritati ci, pentru A = AT, maximul raportului Rayleigh este Apax(A) si minimul
este Apin(4).

4. Construiti o matrice nesimetrica ale carei valori proprii sunt pozitive, dar pentru
care 7 Ax nu este pozitiv pentru orice x # 0. Explicati de ce ipoteza de simetrie
este necesara in afirmatia anterioara.
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Mini-proiect: un model elementar cu arcuri

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Consideram n puncte materiale care se pot deplasa numai pe o dreapta, cu deplasari
x1,...,%,, legate succesiv prin arcuri identice. Pentru un arc, presupunem legea liniara
F = —k¢: forta este opusa alungirii ¢ si proportionala cu ea. Capetele lantului sunt fixate.
Scrierea echilibrului fortelor pentru fiecare punct conduce la un sistem Kz = f. In acest
context, numim matrice de rigiditate matricea K ce leaga deplasarile de fortele elastice.
Dupa impartirea prin k, ea este tridiagonala, cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele
vecine. Deduceti aceasta matrice din ecuatiile de echilibru, apoi studiati numeric valorile
proprii pentru mai multe valori ale lui n si verificati pozitiva definire. Interpretarea fizica
a vectorilor proprii este optionala; din punct de vedere matematic, urmariti forma lor si
variatia valorilor proprii.

Rezolvare orientativa

Pozitiva definire prin doua metode

4

-1 1
deci A este SPD. Valorile proprii sunt radacinile lui A2 —5\+3 = 0, adicd A = (5++/13)/2,
ambele pozitive. Cele doua verificari exprima aceeasi proprietate, dar din perspective diferite.
Pentru o = (71, 79)7, forma pétraticd este 422 — 2125 + 23. Completand patratul, obtinem
322+ (x9 —x1)? > 0 pentru z # 0, o a treia demonstratie. In aplicatii, alegerea demonstratiei
depinde de informatia disponibila: structura explicita, spectru sau factorizare.

.

|
—_

Pentru A = ( ), criteriul minorilor principali da A; =4 >0si Ay =4—-1=3 >0,

-

Situatie practica: energie elastica discreta

In modelul elementar cu arcuri descris mai sus, z; reprezinta deplasarile punctelor, iar f;
fortele exterioare. Matricea K care apare in relatia de echilibru Kx = f a fost numita
matrice de rigiditate. Pentru trei deplasari interioare si arcuri identice (dupa o scalare cu
constanta arcului), energia poate avea forma E(z) = %xTK r— fTx, unde K este tridiagonala
cu 2 pe diagonald si —1 pe vecini. Termenul 27 Kz se poate rescrie ca sumé de patrate ale
diferentelor dintre deplasari si ale deplasarilor fata de capetele fixate. De aici se vede direct
ca K este SPD. Conditia de stationaritate a acestei functii patratice conduce la Kx = f.
Deoarece K este pozitiv definita, sistemul are solutie unica. Cholesky si, ulterior, metoda
gradientului vor exploata exact aceasta structura.

(N

.

Fisa de seminar: geometria matricelor simetrice
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Problema rezolvata 1: pozitiva definire prin trei criterii

4 2
2 3
Sylvester, minorii principali sunt 4 > 0 si det A = 8 > 0. Prin completare de patrate,
vl Az = 423 + Az 29 + 323 = (221 + 12)* + 223 > 0 pentru  # 0. Prin valori proprii, polinomul
caracteristic este A2 — 7\ + 8, ale cirui radacini (7 £ v/17)/2 sunt pozitive. Cele trei teste
exprima aceeagi proprietate, dar sunt utile in contexte diferite.

Consideram A = (

). Putem verifica pozitiva definire in trei moduri. Prin criteriul

Pentru calcul numeric, nu vom calcula de obicei valorile proprii doar pentru a decide daca o
matrice SPD admite Cholesky; algoritmul Cholesky Tnsusi poate servi drept test practic. In
demonstratii, insa, perspectiva spectrala explica direct geometria formei patratice.

Problema rezolvata 2: o schimbare ortogonala de coordonate

Daci QTQ = I, atunci produsul scalar este pastrat: (Qz)7(Qy) = x”y. In particular, unghiurile
si lungimile euclidiene nu se schimba. Aceasta observatie explica de ce diagonalizarea ortogonala
a unei matrice simetrice pastreaza fidel geometria problemei.

Laborator integrator 2: spectru si curbe de nivel

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hértie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati matrici simetrice 2 x 2 cu valori proprii prescrise si vectori proprii rotiti. Repre-
zentati curbele 27 Ax = 1. Modificati raportul valorilor proprii de la 1 la 10* si observati

elipsele. Conectati forma geometrica cu raportul dintre valorile proprii extreme.
- J

Probleme pentru seminar

1. Aratati ca o matrice SPD este nesingulara.

2. Demonstrati ca suma a doua matrici SPD este SPD.

3. Daca A este SPD si Q ortogonala, aratati ca QT AQ este SPD si are aceleasi valori
proprii.

4. Construiti o matrice simetrica indefinita cu determinant pozitiv. De ce determinantul
singur nu decide pozitiva definire in dimensiune mai mare?

5. Pentru A = (; ?) determinati intervalul lui p pentru care A este SPD.

6. Calculati valorile proprii in problema precedenta si studiati ce se intampla cu cea
mai mica valoare proprie cand |p| — 1.

7. Pentru o matrice simetrica diagonalizata ortogonal, explicati cum se citeste actiunea
matricei pe fiecare directie proprie.

8. Explicati de ce o matrice Gram G = X7 X poate fi singulard chiar daci toate
elementele diagonale sunt pozitive.

~
-
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Mini-proiect: atlas de matrici

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un script MATLAB cu exemple pentru cel putin opt clase: diagonala, ortogonala,
SPD, semidefinita, indefinita, strict diagonal dominanta, singulara si aproape singulara.
Pentru fiecare afigati determinantul, rangul si valorile proprii si verificati proprietatile
structurale relevante folosind numai criteriile introduse in acest capitol.

Sarcini de aprofundare si sinteza
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Probleme de aprofundare: spectru, forme patratice si geometrie

4 1
1. Pentru A = (1 3
Scrieti diagonalizarea ortogonala A = QAQT.

> calculati valorile proprii si o baza ortonormala de vectori proprii.

2. Construiti o matrice simetrica 2 x 2 cu valori proprii prescrise 1 i 100, ale carei directii
proprii sunt obtinute printr-o rotatie de 30°. Scrieti explicit @, A si A = QAQT.

3. Demonstrati ca pentru orice matrice B cu rang coloana complet, matricea Gram
BT B este pozitiv definita.

4. Dati o matrice reala 2 x 2 cu valori proprii complexe. Explicati de ce aceasta nu
contrazice teorema spectrala pentru matrici reale simetrice.

5. Demonstrati, folosind teorema spectrala, ca o matrice simetrica este pozitiv definita
daca si numai daca toate valorile proprii sunt strict pozitive.

6. Pentru o matrice simetrici A, aritati ci valorile expresiei 27 Az pe vectori unitari
sunt cuprinse intre cea mai mica si cea mai mare valoare proprie.

7. Verificati criteriul lui Sylvester pentru trei matrici simetrice alese astfel ncat una sa
fie pozitiv definita, una pozitiv semidefinita si una indefinita. Comparati cu semnele
valorilor proprii.

8. Construiti o matrice simetrica strict diagonal dominanta cu diagonala pozitiva si
verificati direct pozitiva definire. Construiti apoi o matrice pozitiv definita care nu
este diagonal dominanta.

9. Considerati matricea

0 -1 1
Calculati valorile proprii si identificati vectorul propriu asociat valorii proprii zero.
Explicati algebric de ce suma elementelor de pe fiecare linie fiind zero implica
existenta acestui vector propriu. Interpretari ale unei asemenea matrice prin grafuri
vor fi introduse numai ulterior.

10. Comparati dous matrici similare A si SAS™!. Verificati ca au aceleasi valori proprii,

dar vectorii proprii se transforma prin S.
. J

Laborator: matrice simetrice cu spectru prescris

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Construiti exemple pentru care spectrul este cunoscut dinainte si verificati
teorema spectrala.
1. In dimensiunea 2, luati explicit matricea de rotatie Q(f) si A = diag(1, 10). Formati
A = QAQT pentru mai multe valori ale lui 6.
2. Verificati numeric ca A este simetrica si ca AQ = QA, comparand element cu element
cele doua matrice.
3. Reprezentati curbele 7 Az = 1 pentru cel putin trei rapoarte diferite intre valorile
proprii si explicati schimbarea geometrica.
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4. Generati mai multi vectori unitari z si calculati ¥ Az. Verificati experimental
intervalul determinat de valorile proprii extreme.

5. Repetati constructia in dimensiunea 3 folosind o matrice ortogonala simpla construita
din rotatii plane succesive.

6. Formulati o concluzie despre relatia dintre valorile proprii, directiile proprii si

geometria formei patratice.
N J

Mini-proiect: axele unui nor de puncte

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi i formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati punctele
(_37_2)7 <_27_1)7 (_170)7 (170)7 (271)7 (372)7

al ciror centru este originea, si formati matricea X € R%*2 avind aceste puncte pe linii.
Definiti 0 = X7 X.

1. Calculati C' si verificati ca este simetrica si pozitiv semidefinita. Justificati direct
relatia 27Cz = || X z]]3.

2. Calculati valorile proprii si o baza ortonormala de vectori proprii ai lui C.

3. Reprezentati punctele in plan si trasati prin origine cele doua axe determinate de
vectorii proprii. Comparati orientarea lor cu forma norului de puncte.

4. Rotiti toate punctele cu acelagi unghi, folosind o matrice ortogonala @), si formati
noua matrice C. Verificati ca valorile proprii nu se schimba, iar axele se rotesc odata
cu punctele.

5. Modificati coordonatele astfel incat norul sa fie mai alungit si urmariti raportul
dintre cea mai mare gi cea mai mica valoare proprie.
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Test de capitol

Test — Matrice, valori proprii si pozitiva definire

1. Calcul explicit. Se considera

()

a) Determinati valorile proprii gi cite un vector propriu pentru fiecare dintre ele.
b) Construiti o baza ortonormala de vectori proprii si scrieti descompunerea spectrala
A= QAQT.
¢) Decideti, justificat in doua moduri diferite, daca A este pozitiv definita.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati. Pentru o matrice reala
simetrica A:
A) toate valorile proprii sunt reale;
B) vectorii proprii corespunzatori unor valori proprii distincte pot fi alegi ortogonali;
C) A este pozitiv definita daca gi numai daca toate valorile proprii sunt strict pozitive;
D) orice matrice cu determinant pozitiv este pozitiv definita.




