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Prefa"#

Calculul #tiin!ific se afl" la intersec!ia dintre matematic", algoritmi #i calculul efectiv pe
calculator. El porne#te de la o întrebare simpl": cum transform!m un model matematic într-un
rezultat numeric în care putem avea încredere? R"spunsul nu const" doar în aplicarea unei
formule. Trebuie s" alegem o reprezentare adecvat" a problemei, un algoritm suficient de eficient,
s" în!elegem erorile introduse de aritmetica în virgul" mobil" #i s" putem decide dac" rezultatul
calculat este relevant pentru problema ini!ial".
Acest curs este conceput ca o prim" introducere în aceste idei. Algebra liniar" numeric" apare
în mare parte a cursului, deoarece numeroase probleme de calcul #tiin!ific se reduc, exact sau
dup" discretizare, la opera!ii cu vectori #i matrice: rezolvarea sistemelor liniare, aproximarea
datelor, problema celor mai mici p"trate, calculul valorilor #i vectorilor proprii, optimizarea unor
func!ii p"tratice, aproximarea de rang mic prin descompunerea în valori singulare sau reducerea
dimensiunii datelor prin analiza componentelor principale.
Scopul cursului nu este memorarea unei colec!ii de algoritmi. Pentru fiecare metod" ne intereseaz"
patru întreb"ri: de unde provine metoda?, de ce func"ioneaz!?, cât cost!? #i cât de mult putem
avea încredere în rezultatul ob"inut? Aceste întreb"ri vor înso!i metodele prezentate pe parcursul
cursului.

De la formul# la algoritm

În matematic", dou" formule echivalente descriu acela#i obiect. Pe calculator, dou"
proceduri algebric echivalente pot avea costuri #i comportamente numerice foarte diferite.
De exemplu, pentru sistemul Ax = b, formula x = A→1b este corect" matematic, dar
calcularea explicit" a inversei este în general o alegere numeric" mai slab" decât rezolvarea
sistemului printr-o factorizare adecvat". În calculul #tiin!ific conteaz", a#adar, nu numai
formula, ci #i modul în care ea este transformat" într-un algoritm.

Manualul este destinat studen!ilor anului al II-lea #i presupune cuno#tin!e de baz" de algebr"
liniar" #i analiz". Expunerea combin" demonstra!ia matematic" cu interpretarea numeric",
exemple complet calculate, exerci!ii, sarcini de programare #i mini-proiecte.

Cum se cite!te o sec"iune

La prima lectur" urm"ri!i ideea metodei #i rolul fiec"rei ipoteze. La a doua lectur" reface!i
demonstra!iile #i calculele. În final, implementa!i algoritmul #i testa!i-l pe exemple pentru
care cunoa#te!i r"spunsul. O metod" numeric" este în!eleas" cu adev"rat atunci când
pute!i explica de ce func!ioneaz", când poate e#ua, ce eroare produce #i cum verifica!i
rezultatul.
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Cum lucr#m la seminar !i laborator

În acest manual, calculul manual #i programarea nu sunt activit"!i separate. O implementare
este considerat" în!eleas" numai dac" studentul poate explica formulele din care provine, ordinea
opera!iilor, ipotezele în care algoritmul func!ioneaz" #i un criteriu prin care rezultatul este
verificat.
Pentru fiecare algoritm nou se recomand" aceea#i succesiune. Mai întâi se execut" cu pixul pe
hârtie unul sau dou" cazuri mici, f"r" a s"ri etape. Apoi se scrie pseudocodul #i se identific"
dependen!ele dintre pa#i. Numai dup" aceea se trece la MATLAB. Func!iile MATLAB de
bibliotec" sunt folosite în primul rând ca referin!" pentru verificare; scopul laboratorului este
construirea algoritmului, nu înlocuirea lui printr-o singur" comand".

Ce înseamn# “a explica un algoritm”?

Studentul trebuie s" poat" r"spunde la întreb"ri precum: de ce aceast" bucl" începe de la
indicele k + 1? de ce este necesar pivotul nenul? ce m"rime scade de la o itera!ie la alta?
de ce folosim QR #i nu ecua!iile normale? ce se întâmpl" dac" o valoare singular" este
foarte mic"? Un cod care produce un num"r, dar ale c"rui etape nu pot fi justificate, nu
este înc" o solu!ie complet".

Proiectele au nivel mediu #i urm"resc integrarea no!iunilor. Nu se cere construirea unui sistem
software complex. Se cere îns" ca modelul, algoritmul, implementarea MATLAB, verificarea #i
interpretarea rezultatului s" formeze un argument coerent.
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Bibliografie de baz# !i materiale didac-
tice consultate

Expunerea folose#te rezultate standard din calcul #tiin!ific #i algebr" liniar" numeric" #i a fost
calibrat" didactic #i prin consultarea unor suporturi moderne de curs. Principalele repere sunt:
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• A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri, Numerical Mathematics, Springer.
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Systems”, Computer, 42(8), 30–37, 2009.
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Organizarea !i evaluarea cursului

Evaluarea la aceast" disciplin" este pe parcurs #i este alc"tuit" din 2 componente de evaluare
continu". Evaluarea continu" const" în

• 70% verificarea în!elegerii rezolv"rilor unor probleme la laborator, asem"toare cu cele din
fi#ele propuse s"pt"mânal. Aceast" verificare se va face cerând la laborator ca studen!ii
s" rezolve individual în 20 minute o sarcin" de laborator. Aceste activit"!i au caracter
continuu #i vor fi nota!i, desigur, doar studen!ii care le vor îndeplini. Nu se repet", fiind
considerate activit"!i curente de laborator. Nu se repet" pe parcursul semestrului sau în
sesiunea de restan!e!

• 30% verificarea cuno#tin!elor teoretice printr-un test scurt de 20 minute în ultima s"p-
t"mâna, la începutul ultimului curs. Se poate repeta în sesiunea de restan!e.

Ce se evalueaz#
• Accentul nu este pus numai pe ob!inerea unui rezultat numeric. Studentul trebuie

s" poat" justifica alegerea metodei, s" explice ipotezele teoretice, s" estimeze costul
#i eroarea #i s" interpreteze rezultatul unui experiment numeric.

• Nu se puncteaz" prezen!a, îns" absentarea de la orele de laborator vor conduce la
imposibilitatea îndeplinirii sarcinilor de lucru, neîndeplinirea lor notându-se cu nota
1/10.

• Prezen!a la curs nu este obligatorie, îns" multe explica!ii teoretice #i de îndeplinire
a sarcinilor de laborator vor fi date doar la curs #i vor fi foarte utile, evaluarea
insistând pe aceste aspecte comunicate doar în sala de curs.
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Nota"ii

Unele litere sunt folosite cu sensuri diferite în capitole diferite. Pentru a evita confuziile,
conven!iile principale sunt reunite mai jos.

Simbol Sens Capitol
P matrice de permutare metode directe / pivotare
P matrice de splitting sau precondi!ionare metode iterative
PL proiector ortogonal pe subspa!iul L PCA
P matrice stocastic" de tranzi!ie PageRank
U factor superior triunghiular în LU metode directe
U matricea vectorilor singulari stângi SVD
r = b → Ax reziduul pentru sisteme liniare conven!ie folosit" în manual

Sensul unui simbol este precizat din nou acolo unde poate ap"rea o confuzie.
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Capitolul 1

Introducere în calcul !tiin"ific

1.1 Ce este calculul !tiin"ific?

Calculul #tiin!ific studiaz" transformarea unui model matematic într-un calcul efectiv, controlabil
#i reproductibil. Într-o problem" real" nu este suficient s" #tim c" o solu!ie exist" sau c" poate
fi scris" formal printr-o formul". Trebuie s" construim un algoritm, s" estim"m costul lui, s"
în!elegem efectul erorilor de rotunjire #i al perturba!iilor din date #i, în final, s" putem verifica
dac" rezultatul calculat este relevant pentru problema ini!ial".
Un exemplu elementar este sistemul liniar Ax = b. Formula x = A→1b este corect" atunci când
A este inversabil", dar nu descrie metoda numeric" pe care ar trebui s" o folosim. În practic",
alegerea depinde de structur": un sistem algebric având o matrice triunghiular" se rezolv" prin
substitu!ie, un sistem algebric având o matrice general" prin eliminare Gauss #i factorizare LU
cu pivotare, un sistem algebric având o matrice simetric" pozitiv definit" (adic" A = AT #i
xT Ax > 0 pentru orice x ↑= 0) prin Cholesky, iar o problem" foarte mare cu o matrice rar" –
adic" având majoritatea elementelor nule – poate favoriza o metod" iterativ". Aceea#i problem"
matematic" poate conduce astfel la algoritmi foarte diferi!i.

Trei niveluri care nu trebuie confundate

În calculul #tiin!ific avem permanent problema matematic!, algoritmul #i implementarea.
Problema poate fi bine sau prost condi!ionat"; algoritmul poate fi stabil sau instabil;
implementarea poate fi corect" sau poate con!ine erori. Un rezultat numeric bun cere
în!elegerea tuturor celor trei niveluri men!ionate.

1.2 De ce apar vectorii !i matricile în aplica"ii?

De exemplu, dup" discretizarea unei ecua!ii diferen!iale, valorile necunoscute ale unei temperaturi,
deplas"ri sau presiuni devin componentele unui vector, iar rela!iile dintre ele sunt descrise de o
matrice. În ajustarea datelor experimentale, liniile unei matrice con!in evalu"rile unui model în
punctele m"surate. În procesarea imaginilor, o imagine în tonuri de gri este chiar o matrice
de intensit"!i, iar o imagine color poate fi privit" ca un ansamblu de trei astfel de matrici. În
probleme de re!ea, matricile descriu conexiunile dintre noduri. În sisteme de recomandare,
matricile pot codifica interac!iunile dintre utilizatori #i obiecte.
Pentru a vedea mai concret cum apar aceste matrice, s" consider"m câteva situa!ii simple. Dac"
discretiz"m problema de ordinul întâi

u↑(x) = g(x), u(0) = 0,

1



2 Introducere în calcul !tiin"ific

pe o re!ea uniform" xi = ih, atunci aproxima!ia cu diferen!" înainte

ui → ui→1
h

↓ g(xi), i = 1, . . . , n,

conduce, pentru necunoscutele u1, . . . , un, la sistemul
)︃

[︃[︃[︃[︃[︃]︃

1 0 · · · 0
→1 1 . . . ...
0 . . . . . . 0
0 · · · →1 1

⌊︃

⌋︃⌋︃⌋︃⌋︃⌋︃⌈︃

)︃

[︃[︃[︃[︃]︃

u1
u2
...

un

⌊︃

⌋︃⌋︃⌋︃⌋︃⌈︃
= h

)︃

[︃[︃[︃[︃]︃

g(x1)
g(x2)

...
g(xn)

⌊︃

⌋︃⌋︃⌋︃⌋︃⌈︃
.

Astfel, matricea apare direct din rela!iile dintre valorile vecine ale solu!iei pe re!ea.
În ajustarea unei drepte y ↓ a+bt la datele (ti, yi), fiecare observa!ie furnizeaz" rela!ia a+bti ↓ yi.
Reunind toate rela!iile ob!inem

)︃

[︃[︃[︃[︃]︃

1 t1
1 t2
... ...
1 tm

⌊︃

⌋︃⌋︃⌋︃⌋︃⌈︃

⌉︃
a
b

{︃

↓

)︃

[︃[︃[︃[︃]︃

y1
y2
...

ym

⌊︃

⌋︃⌋︃⌋︃⌋︃⌈︃
,

deci matricea apare direct prin evaluarea func!iilor 1 #i t în punctele m"surate.

Figura 1.1: Date experimentale #i o dreapt" de ajustare. Fiecare observa!ie contribuie cu o
rela!ie liniar" aproximativ" pentru parametrii dreptei.

Într-o re!ea cu n noduri, o descriere elementar" este matricea de adiacen!" A = (aij), unde
aij = 1 dac" nodurile i #i j sunt conectate #i aij = 0 în caz contrar. Astfel, chiar structura
conexiunilor este codificat" într-o matrice.
Aceste exemple au o caracteristic" comun": dimensiunea problemei poate fi mare, datele pot
con!ine zgomot, iar structura matricei este adesea la fel de important" ca valorile numerice ale
elementelor sale. De aceea, cursul nu trateaz" algebra liniar" doar ca pe un set de identit"!i, ci
ca pe un limbaj pentru construirea #i analiza algoritmilor.
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Un exemplu practic important: o imagine ca matrice

O imagine în tonuri de gri cu m ↔ n pixeli poate fi reprezentat" printr-o matrice A ↗ Rm↓n.
Elementul aij descrie intensitatea pixelului din pozi!ia (i, j): valori mici corespund unor tonuri
mai închise, iar valori mari unor tonuri mai deschise. Dac" aceast" matrice admite o aproximare
bun" de rang mic, ea poate fi descris" cu mult mai pu!ine date. Mai târziu vom demonstra c"
descompunerea în valori singulare furnizeaz", într-un sens precis, cea mai bun" aproxima!ie
de rang fix. Pentru moment este suficient s" observ"m ordinul de m"rime: o imagine 4000 ↔
3000 con!ine 12 000 000 de valori, în timp ce o reprezentare de rang 50 necesit" aproximativ
50(4000 + 3000 + 1) valori, adic" aproximativ 350 000.

Figura 1.2: O imagine alb-negru #i o reprezentare matricial" grosier". Fiec"rui nod din gril" îi
corespunde o nuan!" de gri, deci o valoare a matricei de intensit"!i.

Acest exemplu arat" de ce no!iuni aparent abstracte precum rangul, ortogonalitatea #i valorile
singulare au consecin!e practice directe. În capitolele finale vom reveni la imagini #i vom construi
efectiv algoritmi MATLAB de compresie.

Alte aplica"ii care vor reap#rea în curs

Problema celor mai mici p"trate apare în calibrare, ajustarea unor modele la date #i identificarea
parametrilor. Regularizarea permite stabilizarea problemelor sensibile la zgomot. Metodele de
gradient #i Gauss–Newton apar în optimizare #i ajust"ri neliniare. Matricile rare #i metodele
iterative apar în discretiz"ri ale ecua!iilor diferen!iale #i în probleme de re!ea de dimensiuni
foarte mari.
Spre sfâr#itul manualului vom reveni la mai multe dintre aceste no!iuni prin algoritmul PageRank
pentru analiza re!elelor. El va fi introdus numai dup" ce vom avea la dispozi!ie normele induse,
raza spectral", metodele iterative, analiza convergen!ei #i reprezentarea rar" a matricelor. În acel
moment vom putea nu doar s" scriem o itera!ie, ci s" demonstr"m de ce converge, s" explic"m
de ce este eficient" #i s" o implement"m corect în MATLAB. În aceea#i parte final" vom discuta
#i un model simplificat de recomandare bazat pe factoriz"ri de rang mic #i pe problema celor
mai mici p"trate.
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1.3 Problema model: sistemul liniar

Unul dintre ideile centrale ale cursului este sistemul Ax = b, unde A ↗ Rm↓n, x ↗ Rn #i b ↗ Rm.
În cazul p"tratic, m = n, iar dac" A este inversabil", solu!ia este unic". Din punct de vedere
teoretic putem scrie x = A→1b sau putem invoca regula lui Cramer. Din punct de vedere numeric,
întrebarea relevant" este îns" cum ob!inem x cu un cost rezonabil #i cu o eroare controlat".
Regula lui Cramer ilustreaz" bine diferen!a dintre formul" #i algoritm. Calcularea determinan!ilor
prin dezvoltare Laplace are un cost care cre#te factorial cu dimensiunea. Eliminarea Gauss #i
factorizarea LU au, pentru matrice dense, cost de ordin n3 #i permit apoi rezolvarea eficient"
pentru mai mul!i termeni liberi. Pentru matrici rare sau structurate costul poate fi redus
substan!ial.

Direct sau iterativ?
Metodele directe, precum LU , Cholesky #i QR, produc în aritmetic" exact" rezultatul
dup" un num"r finit de pa#i. Metodele iterative construiesc o succesiune x(0), x(1), . . . care
trebuie s" tind" la solu!ie #i sunt potrivite pentru multe probleme foarte mari #i rare.
Alegerea nu se face numai dup" dimensiunea matricei: conteaz" simetria, pozitiva definire,
raritatea, condi!ionarea #i num"rul de sisteme care trebuie rezolvate cu aceea#i matrice.

1.4 Erori, stabilitate !i condi"ionare

Calculatorul nu efectueaz" opera!ii cu numere reale exacte. Numerele sunt reprezentate cu
precizie finit", iar fiecare opera!ie poate introduce o eroare de rotunjire. În plus, datele unei
probleme provin adesea din m"sur"tori #i au propriile erori. Din acest motiv vom distinge dou"
întreb"ri.
Prima este o proprietate a problemei: cât de mult se modific! solu"ia dac! datele se modific!
pu"in? Aceasta este problema condi!ion"rii. A doua este o proprietate a algoritmului: cât de mult
amplific! procedura numeric! erorile inevitabile ale calculului? Aceasta este problema stabilit"!ii.
Un algoritm foarte bun nu poate transforma o problem" extrem de prost condi!ionat" într-una
insensibil", dar un algoritm instabil poate degrada inutil chiar #i o problem" bine condi!ionat".

1.5 Cum este organizat cursul?

Ordinea capitolelor urm"re#te dependen!a logic" dintre no!iuni. Începem cu recapitularea
matricelor simetrice, a valorilor proprii #i a pozitivei definiri. Continu"m cu metode directe
pentru sisteme liniare: substitu!ie, eliminare Gauss, pivotare, factoriz"rile LU , LDLT #i Cholesky,
precum #i matricile cu structur" de band". Abia apoi introducem normele, raza spectral",
condi!ionarea #i analiza erorilor.
Pe aceast" baz" studiem metodele iterative Jacobi, Gauss–Seidel, JOR #i SOR #i demonstr"m
criterii de convergen!". Urmeaz" sistemele dreptunghiulare, problema celor mai mici p"trate,
regularizarea #i factorizarea QR. Problemele liniare sunt apoi reinterpretate ca probleme
de optimizare, ceea ce conduce la metode de descre#tere, metoda gradientului #i metoda
Gauss–Newton. Ultimele capitole dezvolt" descompunerea în valori singulare, pseudoinversa #i
aproxima!iile de rang mic, cu aplica!ii în compresia imaginilor. Pe aceast" baz" introducem
analiza componentelor principale (PCA), unde acelea#i instrumente spectrale sunt folosite pentru



Capitolul 1. Introducere în calcul !tiin"ific 5

reducerea dimensiunii, aproximarea datelor prin subspa!ii afine #i analiza varia!iei. Numai dup"
parcurgerea acestor instrumente revenim la aplica!ii integratoare de tipul analizei re!elelor #i al
recomand"rii.

Ce trebuie s# poat# face studentul
La finalul cursului, studentul trebuie s" poat" trece în ambele direc!ii între matematic" #i
algoritm: s" deduc" pa#ii unei metode din rela!iile matematice, dar #i s" explice matematic
un algoritm scris în MATLAB. La problemele mici, pa#ii trebuie s" poat" fi executa!i cu
pixul pe hârtie; la problemele mai mari, implementarea trebuie înso!it" de criterii de oprire,
verific"ri prin reziduu, estim"ri de eroare #i o discu!ie privind costul #i stabilitatea.

Întreb#ri de început

1. De ce formula x = A→1b nu specific" înc" un algoritm numeric?
2. Da!i un exemplu în care structura matricei ar trebui s" schimbe succesiunea de

calcule folosit" pentru rezolvarea sistemului.
3. De ce trebuie s" distingem între problema matematic", algoritm #i implementare?
4. De ce o matrice rar" nu ar trebui, în general, stocat" ca #i cum toate elementele sale

ar fi nenule?
5. Ce informa!ii despre date, dimensiune #i structur" ar trebui notate înainte de a

începe implementarea MATLAB?

Sarcini de aprofundare !i orientare

Probleme de început: model, date !i calcul

1. Alege!i una dintre aplica!iile discutate în capitol (procesare de imagini, recoman-
d"ri, analiza re!elelor, ajustarea datelor). Identifica!i separat: datele de intrare,
necunoscutele, rezultatul urm"rit #i etapa în care apare calculul numeric.

2. Pentru un sistem liniar simplu Ax = b, explica!i diferen!a dintre a scrie o formul"
matematic" pentru solu!ie #i a descrie o succesiune efectiv" de opera!ii care o
calculeaz".

3. Da!i câte un exemplu de matrice diagonal", triunghiular", simetric" #i rar". Pentru
fiecare, indica!i ce informa!ie structural" este vizibil" înainte de efectuarea calculelor.

4. Compara!i stocarea unei matrice 1000 ↔ 1000 dense cu stocarea unei matrice de
aceea#i dimensiune având numai trei diagonale nenule. Num"ra!i elementele care
trebuie memorate în fiecare caz.

5. Construi!i un exemplu în care aceea#i problem" poate fi formulat" cu 10, 100 #i
1000 de necunoscute. Discuta!i ce se schimb" în volumul de calcul #i ce r"mâne
neschimbat în model.

6. Formula!i, în maximum cinci rânduri, diferen!a dintre model matematic, date,
algoritm #i implementare.

Laborator de orientare: aceea!i structur# la dimensiuni diferite

Pa!i obligatorii de lucru. 1. Reface!i mai întâi pe hârtie rela!iile "i cel pu!in un pas numeric.

2. Scrie!i algoritmul în pseudocod "i preciza!i datele de intrare, ie"ire "i criteriul de oprire, dac#
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este cazul. 3. Implementa!i în MATLAB f#r# a apela direct rutina care rezolv# exact sarcina

studiat#, exceptând etapa de verificare. 4. Testa!i pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Compara!i

cu o rutin# MATLAB de referin!# folosind numai m#rimi "i criterii definite pân# în acel punct al

cursului. 6. Formula!i în câteva propozi!ii ce a f#cut algoritmul "i de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Observa!i rolul structurii #i al dimensiunii înainte de introducerea instrumente-
lor de analiz" a erorilor.

1. Construi!i în MATLAB matricea tridiagonal" cu 2 pe diagonal" #i →1 pe diagonalele
vecine, pentru n = 10, 100, 1000.

2. Stoca!i matricea atât dens, cât #i cu sparse #i compara!i memoria raportat" de
whos.

3. Reprezenta!i structura cu spy(A) #i explica!i ce informa!ie ofer" imaginea.
4. Alege!i vectorul x𝜔 = 1, forma!i b = Ax𝜔 #i folosi!i A\b pentru a ob!ine un vector

calculat }︃x.
5. Compara!i direct componentele lui }︃x cu cele ale lui x𝜔 #i raporta!i cea mai mare

diferen!" absolut" dintre componente, f"r" a introduce înc" no!iuni de norm" sau
condi!ionare.

6. M"sura!i timpul pentru forma dens" #i forma rar" #i explica!i diferen!ele observate.
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Test de capitol

Test – Introducere în calcul !tiin"ific

1. Analiz# !i justificare. Pentru fiecare dintre situa!iile urm"toare preciza!i dac"
afirma!ia se refer" în primul rând la problema matematic!, la algoritm sau la implementare
#i justifica!i r"spunsul:

a) o mic" modificare a datelor produce o modificare mare a solu!iei;
b) dou" programe care implementeaz" aceea#i metod" furnizeaz" rezultate diferite

deoarece unul con!ine o eroare de indexare;
c) pentru aceea#i problem", o metod" exploateaz" faptul c" matricea este triunghiular",

iar alta trateaz" matricea ca fiind general".
2. Selecta"i afirma"ia/afirma"iile corecte !i justifica"i.

a) Pentru un sistem Ax = b, formula x = A→1b este:
A) întotdeauna un algoritm numeric complet;
B) o formul" matematic" ce nu precizeaz" în sine succesiunea efectiv" de calcule;
C) o formul" care exploateaz" automat faptul c" A poate fi rar" sau structurat";
D) aplicabil" #i dac" A nu este inversabil".

b) O implementare numeric" serioas" trebuie s" !in" seama de:
A) structura datelor;
B) dimensiunea problemei;
C) verificarea rezultatului;
D) numai num"rul de linii ale programului.
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Recapitulare: matrice, valori proprii !i
pozitiva definire

Matrice simetrice pozitiv definite

Pozitiva definire a unei matrice
• Spunem c" matricea A ↗ Rn↓n este simetric" dac" A = AT ,
• Spunem c" matricea simetric" A ↗ Rn↓n este pozitiv semidefinit#, not"m A ↘ 0,

dac" ≃A x, x⇐ ⇒ 0 pentru orice x ↗ Rn, unde ≃·, ·⇐ reprezint" produsul scalar standard
din Rn.

• Spunem c" matricea simetric" A ↗ Rn↓n este pozitiv definit#, not"m A ⇑ 0, dac"
≃A x, x⇐ > 0 pentru orice x ↗ Rn, x ↑= 0.

Valori proprii !i vectori proprii
Fie A ↗ Rn↓n. Un vector nenul v ↗ Cn se nume#te vector propriu pentru A dac" exist" 𝜔 ↗ C
astfel încât

A v = 𝜔 v.

Scalarul 𝜔 se nume#te valoarea proprie corespunz"toare vectorului propriu v. În general, o
matrice real" poate avea valori proprii complexe. Pentru o matrice simetric" real", toate valorile
proprii sunt îns" reale.

Teorem# 2.0.1. Dac! A ↗ Rn↓n este simetric! #i Av = 𝜔v pentru un vector v ↗ Cn \ {0},
atunci 𝜔 ↗ R.

Demonstra"ie. Pe Cn folosim produsul scalar hermitian standard

≃z, w⇐Cn = zHw =
n⟨

j=1
zj wj,

unde zH = z T noteaz" transpusa conjugat" (sau adjuncta hermitian") a vectorului z. Mai
general, pentru o matrice complex" M , nota!ia MH = M

T reprezint" transpusa conjugat" a lui
M . Deoarece A este real" #i simetric", avem AH = A.
Din Av = 𝜔v rezult"

vHAv = 𝜔vHv.

8
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Scalarul vHAv este real: într-adev"r,

vHAv = vHAHv = vHAv.

Cum vHv = ⇓v⇓2
2 > 0, ob!inem

𝜔 = vHAv

vHv
↗ R.

Teorem# 2.0.2 (Teorema spectral" pentru matrice reale simetrice). Fie A ↗ Rn↓n simetric!.
Atunci exist! o matrice ortogonal! Q ↗ Rn↓n #i o matrice diagonal! real! ! = diag(𝜔1, . . . , 𝜔n)
astfel încât

A = Q!QT .

Echivalent, Rn admite o baz! ortonormal! format! din vectori proprii ai lui A.

Demonstra"ie. Demonstr"m prin induc!ie dup" n. Pentru n = 1 afirma!ia este evident".
Presupunem rezultatul adev"rat în dimensiunea n → 1. Polinomul caracteristic al lui A are
o r"d"cin" în C, deci A are un vector propriu complex v ↑= 0. Teorema precedent" arat" c"
valoarea proprie corespunz"toare 𝜔 este real". Scriind v = x + iy, cu x, y ↗ Rn, din Av = 𝜔v
ob!inem Ax = 𝜔x #i Ay = 𝜔y; cel pu!in unul dintre x, y este nenul. Exist" deci un vector
propriu real unitar q1.
Consider"m subspa!iul ortogonal q↔

1 . Acesta este invariant la ac!iunea lui A: dac" z ⇔ q1,
atunci, folosind simetria,

qT

1 Az = (Aq1)T z = (𝜔q1)T z = 0,

deci Az ↗ q↔
1 . Restric!ia lui A la q↔

1 este din nou simetric". Prin ipoteza de induc!ie exist"
o baz" ortonormal" q2, . . . , qn a lui q↔

1 format" din vectori proprii ai restric!iei, deci #i ai lui
A. Matricea Q = (q1| · · · |qn) este ortogonal", iar QT AQ este diagonal" cu valorile proprii pe
diagonal". Rezult" A = Q!QT .

Valorile proprii ale unei matrice simetrice A ↗ Rn↓n vor fi notate cu

𝜔1(A) ⇒ 𝜔2(A) ⇒ · · · ⇒ 𝜔n(A).

Cea mai mare valoare proprie va fi notat" cu 𝜔max(A) = 𝜔1(A) #i cea mai mic" valoare proprie
va fi notat" cu 𝜔min(A) = 𝜔n(A).

Teorem# 2.0.3 (Pozitiva definire #i valorile proprii). Fie A ↗ Rn↓n simetric!. Atunci A este
pozitiv semidefinit! dac! #i numai dac! toate valorile sale proprii sunt nenegative, iar A este
pozitiv definit! dac! #i numai dac! toate valorile sale proprii sunt strict pozitive.

Demonstra"ie. Prin teorema spectral", A = Q!QT , cu Q ortogonal" #i ! = diag(𝜔1, . . . , 𝜔n).
Pentru x ↗ Rn punem y = QT x. Deoarece Q este ortogonal", x ↑= 0 dac" #i numai dac" y ↑= 0,
iar

xT Ax = yT !y =
n⟨

i=1
𝜔iy

2
i
.

Dac" toate 𝜔i ⇒ 0, suma este nenegativ" pentru orice x, deci A este pozitiv semidefinit"; dac"
toate 𝜔i > 0, suma este strict pozitiv" pentru orice x ↑= 0, deci A este pozitiv definit". Reciproc,
alegând x = qi, coloana a i-a a lui Q, ob!inem xT Ax = 𝜔i. Prin urmare pozitiva semidefinire
implic" 𝜔i ⇒ 0, iar pozitiva definire implic" 𝜔i > 0 pentru orice i.
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Teorem# 2.0.4 (Criteriul lui Sylvester). Fie A ↗ Rn↓n simetric! #i nota"i Ak = A(1 : k, 1 : k).
Atunci A este pozitiv definit! dac! #i numai dac!

det Ak > 0, k = 1, . . . , n.

Demonstra"ie. Dac" A este pozitiv definit", atunci fiecare submatrice principal" Ak este pozitiv
definit": pentru z ↗ Rk \ {0} complet"m z cu zerouri pân" la un vector x ↗ Rn #i avem
zT Akz = xT Ax > 0. Valorile proprii ale lui Ak sunt deci pozitive, iar det Ak, produsul lor, este
pozitiv.
Pentru reciproca folosim induc!ia dup" n. Cazul n = 1 este imediat. Presupunem c" to!i
minorii principali conduc"tori ai lui A sunt pozitivi. Atunci, pentru blocul B = An→1, to!i
minorii principali conduc"tori sunt pozitivi; prin ipoteza de induc!ie, B este pozitiv definit" #i,
în particular, inversabil". Scriem

A =
⌉︃

B c
cT a

{︃

.

Cantitatea
s = a → cT B→1c

se nume#te complementul Schur al blocului B în A. Pentru a vedea de unde apare, efectu"m o
eliminare pe blocuri: ⌉︃

I 0
→cT B→1 1

{︃ ⌉︃
B c
cT a

{︃

=
⌉︃

B c
0 s

{︃

.

Matricea din stânga cu care am înmul!it are determinantul 1, iar matricea din dreapta este
triunghiular" pe blocuri. Prin urmare,

det A = det B s = det B
⟩
a → cT B→1c

⧸︃
.

Din ipotez", det A > 0 #i det B > 0, deci

s = a → cT B→1c > 0.

R"mâne s" ar"t"m c" aceast" informa!ie implic" pozitiva definire a lui A. Pentru x = (y, t)T ↗ Rn

avem
xT Ax = yT By + 2t cT y + at2.

Completând p"tratul #i folosind simetria lui B, ob!inem

(y + tB→1c)T B(y + tB→1c) + s t2 = yT By + 2t cT y + t2cT B→1c

+ t2
⟩
a → cT B→1c

⧸︃

= xT Ax.

Deoarece B este pozitiv definit", primul termen este nenegativ, iar s > 0. Dac" t ↑= 0, termenul
st2 este strict pozitiv. Dac" t = 0 #i x ↑= 0, atunci y ↑= 0, iar yT By > 0. A#adar

xT Ax > 0 pentru orice x ↑= 0,

deci A este pozitiv definit".

O matrice A ↗ Rn↓n se nume#te diagonal dominant" pe linii dac"

|aii| ⇒
n⟨

j=1,j ↗=i

|aij|, pentru i = 1, · · · , n. (2.1)
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O matrice A ↗ Rn↓n se nume#te diagonal dominant" pe coloane dac"

|aii| ⇒
n⟨

j=1,j ↗=i

|aji|, pentru i = 1, · · · , n, (2.2)

Dac" inegalit"!ile sunt stricte, spunem c" A este strict diagonal dominant" (pe linii, respectiv,
pe coloane).

Teorem# 2.0.5. O matrice simetric! strict diagonal dominant! cu elemente strict pozitive pe
diagonal! este pozitiv definit!.

Demonstra"ie. Fie A = (aij) simetric", cu aii >
⧹︃

j ↗=i |aij| pentru fiecare i. Pentru x ↗ Rn avem,
prin simetrie,

xT Ax =
n⟨

i=1
aiix

2
i

+ 2
⟨

1↘i<j↘n

aijxixj.

Folosind 2|xixj| ↖ x2
i

+ x2
j
, ob!inem

2aijxixj ⇒ →2|aij||xixj| ⇒ →|aij|(x2
i

+ x2
j
).

Prin însumare,

xT Ax ⇒
n⟨

i=1

)︃

]︃aii →
⟨

j ↗=i

|aij|
⌊︃

⌈︃ x2
i
.

Fiecare coeficient dintre paranteze este strict pozitiv. Pentru x ↑= 0 exist" cel pu!in un xi ↑= 0,
deci partea dreapt" este strict pozitiv". Prin urmare A este pozitiv definit".

Reciproca nu este valabil". De exemplu,

A =
⌉︃

1 2
2 5

{︃

este simetric" #i pozitiv definit", deoarece minorii principali conduc"tori sunt 1 > 0 #i det A =
1 > 0, dar prima linie nu este diagonal dominant": |a11| = 1 < 2 = |a12|. A#adar, diagonal-
dominan!a strict" cu diagonal" pozitiv" este o condi!ie suficient", nu necesar", pentru pozitiva
definire.

Extensie didactic#: interpretarea spectral# a matricelor

Pentru metodele numerice, valorile proprii nu sunt doar obiecte algebrice. Ele descriu direc!ii în
care ac!iunea unei matrice are o form" simpl" #i vor reap"rea în capitolele urm"toare în analiza
mai multor algoritmi.

Matrice simetric# pozitiv definit#

Pentru o matrice simetric" A, condi!ia xT Ax > 0 pentru orice x ↑= 0 înseamn" c"
forma p"tratic" asociat" are curbur" pozitiv" în orice direc!ie. Prin teorema spectral",
A = Q!QT , unde Q este ortogonal" #i ! = diag(𝜔1, . . . , 𝜔n). Dac" scriem y = QT x, atunci
xT Ax = ⧹︃

i 𝜔iy2
i
. De aici se vede imediat echivalen!a dintre pozitiva definire #i condi!ia

𝜔i > 0 pentru toate valorile proprii.
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Raportul Rayleigh RA(x) = x
T

Ax

xT x
, definit pentru x ↑= 0, verific" 𝜔min(A) ↖ RA(x) ↖ 𝜔max(A)

pentru orice matrice simetric". El permite astfel s" leg"m propriet"!ile geometrice ale formei
p"tratice de spectrul matricei. În cazul unei func!ii p"tratice f(x) = 1

2xT Ax → bT x, aceste dou"
valori proprii extreme vor determina cât de alungite sunt curbele de nivel #i, ulterior, cât de
repede converge metoda gradientului.

Exemplu ghidat

Fie A =
⌉︃

2 1
1 2

{︃

. Vectorii q1 = (1, 1)T /
↘

2 #i q2 = (1, →1)T /
↘

2 sunt vectori proprii pentru

valorile proprii 3, respectiv 1. Pentru x = 𝜀q1 + 𝜗q2 avem xT Ax = 3𝜀2 + 𝜗2. Pozitivitatea este
transparent" în aceste coordonate. În plus, raportul dintre cea mai mare #i cea mai mic" valoare
proprie este 3; pentru moment îl interpret"m numai ca pe o m"sur" geometric" a diferen!ei
dintre cele dou" axe ale elipsei.

De ce conteaz# ortogonalitatea?

Transform"rile ortogonale p"streaz" produsul scalar #i lungimile euclidiene. Aceast" proprietate
geometric" va fi exploatat" ulterior de factoriz"ri numerice bazate pe transform"ri ortogonale;
aici ne limit"m la interpretarea ei algebric" #i geometric".

Laborator: spectru !i form# p#tratic#

Pa!i obligatorii de lucru. 1. Reface!i mai întâi pe hârtie rela!iile "i cel pu!in un pas numeric.

2. Scrie!i algoritmul în pseudocod "i preciza!i datele de intrare, ie"ire "i criteriul de oprire, dac#

este cazul. 3. Implementa!i în MATLAB f#r# a apela direct rutina care rezolv# exact sarcina

studiat#, exceptând etapa de verificare. 4. Testa!i pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Compara!i

cu o rutin# MATLAB de referin!# folosind numai m#rimi "i criterii definite pân# în acel punct al

cursului. 6. Formula!i în câteva propozi!ii ce a f#cut algoritmul "i de ce rezultatul este credibil.

Alege!i o matrice simetric" 2 ↔ 2 pozitiv definit". Calcula!i valorile proprii cu eig, apoi
reprezenta!i curbele de nivel ale lui f(x) = 1

2xT Ax. Roti!i sistemul de coordonate cu
matricea vectorilor proprii #i verifica!i c" în noile coordonate curbele de nivel sunt elipse
cu axele aliniate cu axele coordonatelor. Modifica!i raportul 𝜔max/𝜔min #i observa!i cum
se alungesc elipsele.

Exerci"ii !i verificarea în"elegerii

1. Demonstra!i c" o matrice simetric" A este pozitiv definit" dac" #i numai dac" toate
valorile sale proprii sunt strict pozitive.

2. Pentru A =
⌉︃

4 →1
→1 1

{︃

verifica!i pozitiva definire prin dou" metode: criteriul

minorilor principali #i calculul valorilor proprii.
3. Ar"ta!i c", pentru A = AT , maximul raportului Rayleigh este 𝜔max(A) #i minimul

este 𝜔min(A).
4. Construi!i o matrice nesimetric" ale c"rei valori proprii sunt pozitive, dar pentru

care xT Ax nu este pozitiv pentru orice x ↑= 0. Explica!i de ce ipoteza de simetrie
este necesar" în afirma!ia anterioar".
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Mini-proiect: un model elementar cu arcuri

Etapele proiectului. 1. Modelare: defini!i toate m#rimile "i termenii specifici aplica!iei

înainte de a-i folosi "i formula!i problema matematic#. 2. Derivare: justifica!i metoda "i

executa!i manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezenta!i pseudocodul "i analiza!i costul. 4.
MATLAB: scrie!i o implementare proprie, modular#. 5. Experimente: varia!i cel pu!in un

parametru "i compara!i cu o metod# de referin!#. 6. Validare: folosi!i numai criterii definite

pân# în acel punct al cursului. 7. Explica"ie: include!i o concluzie matematic#, nu doar grafice

sau tabele.

Consider"m n puncte materiale care se pot deplasa numai pe o dreapt", cu deplas"ri
x1, . . . , xn, legate succesiv prin arcuri identice. Pentru un arc, presupunem legea liniar"
F = →k𝜛: for!a este opus" alungirii 𝜛 #i propor!ional" cu ea. Capetele lan!ului sunt fixate.
Scrierea echilibrului for!elor pentru fiecare punct conduce la un sistem Kx = f . În acest
context, numim matrice de rigiditate matricea K ce leag" deplas"rile de for!ele elastice.
Dup" împ"r!irea prin k, ea este tridiagonal", cu 2 pe diagonal" #i →1 pe diagonalele
vecine. Deduce!i aceast" matrice din ecua!iile de echilibru, apoi studia!i numeric valorile
proprii pentru mai multe valori ale lui n #i verifica!i pozitiva definire. Interpretarea fizic"
a vectorilor proprii este op!ional"; din punct de vedere matematic, urm"ri!i forma lor #i
varia!ia valorilor proprii.

Rezolvare orientativ#

Pozitiva definire prin dou# metode

Pentru A =
⌉︃

4 →1
→1 1

{︃

, criteriul minorilor principali d" ”1 = 4 > 0 #i ”2 = 4 → 1 = 3 > 0,

deci A este SPD. Valorile proprii sunt r"d"cinile lui 𝜔2 →5𝜔+3 = 0, adic" 𝜔1,2 = (5±
↘

13)/2,
ambele pozitive. Cele dou" verific"ri exprim" aceea#i proprietate, dar din perspective diferite.
Pentru x = (x1, x2)T , forma p"tratic" este 4x2

1 → 2x1x2 + x2
2. Completând p"tratul, ob!inem

3x2
1 +(x2 →x1)2 > 0 pentru x ↑= 0, o a treia demonstra!ie. În aplica!ii, alegerea demonstra!iei

depinde de informa!ia disponibil": structur" explicit", spectru sau factorizare.

Situa"ie practic#: energie elastic# discret#

În modelul elementar cu arcuri descris mai sus, xi reprezint" deplas"rile punctelor, iar fi

for!ele exterioare. Matricea K care apare în rela!ia de echilibru Kx = f a fost numit"
matrice de rigiditate. Pentru trei deplas"ri interioare #i arcuri identice (dup" o scalare cu
constanta arcului), energia poate avea forma E(x) = 1

2xT Kx→fT x, unde K este tridiagonal"
cu 2 pe diagonal" #i →1 pe vecini. Termenul xT Kx se poate rescrie ca sum" de p"trate ale
diferen!elor dintre deplas"ri #i ale deplas"rilor fa!" de capetele fixate. De aici se vede direct
c" K este SPD. Condi!ia de sta!ionaritate a acestei func!ii p"tratice conduce la Kx = f .
Deoarece K este pozitiv definit", sistemul are solu!ie unic". Cholesky #i, ulterior, metoda
gradientului vor exploata exact aceast" structur".

Fi!# de seminar: geometria matricelor simetrice
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Problema rezolvat# 1: pozitiva definire prin trei criterii

Consider"m A =
⌉︃

4 2
2 3

{︃

. Putem verifica pozitiva definire în trei moduri. Prin criteriul

Sylvester, minorii principali sunt 4 > 0 #i det A = 8 > 0. Prin completare de p"trate,
xT Ax = 4x2

1 + 4x1x2 + 3x2
2 = (2x1 + x2)2 + 2x2

2 > 0 pentru x ↑= 0. Prin valori proprii, polinomul
caracteristic este 𝜔2 → 7𝜔 + 8, ale c"rui r"d"cini (7 ±

↘
17)/2 sunt pozitive. Cele trei teste

exprim" aceea#i proprietate, dar sunt utile în contexte diferite.
Pentru calcul numeric, nu vom calcula de obicei valorile proprii doar pentru a decide dac" o
matrice SPD admite Cholesky; algoritmul Cholesky însu#i poate servi drept test practic. În
demonstra!ii, îns", perspectiva spectral" explic" direct geometria formei p"tratice.

Problema rezolvat# 2: o schimbare ortogonal# de coordonate

Dac" QT Q = I, atunci produsul scalar este p"strat: (Qx)T (Qy) = xT y. În particular, unghiurile
#i lungimile euclidiene nu se schimb". Aceast" observa!ie explic" de ce diagonalizarea ortogonal"
a unei matrice simetrice p"streaz" fidel geometria problemei.

Laborator integrator 2: spectru !i curbe de nivel

Pa!i obligatorii de lucru. 1. Reface!i mai întâi pe hârtie rela!iile "i cel pu!in un pas numeric.

2. Scrie!i algoritmul în pseudocod "i preciza!i datele de intrare, ie"ire "i criteriul de oprire, dac#

este cazul. 3. Implementa!i în MATLAB f#r# a apela direct rutina care rezolv# exact sarcina

studiat#, exceptând etapa de verificare. 4. Testa!i pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Compara!i

cu o rutin# MATLAB de referin!# folosind numai m#rimi "i criterii definite pân# în acel punct al

cursului. 6. Formula!i în câteva propozi!ii ce a f#cut algoritmul "i de ce rezultatul este credibil.

Genera!i matrici simetrice 2 ↔ 2 cu valori proprii prescrise #i vectori proprii roti!i. Repre-
zenta!i curbele xT Ax = 1. Modifica!i raportul valorilor proprii de la 1 la 104 #i observa!i
elipsele. Conecta!i forma geometric" cu raportul dintre valorile proprii extreme.

Probleme pentru seminar

1. Ar"ta!i c" o matrice SPD este nesingular".
2. Demonstra!i c" suma a dou" matrici SPD este SPD.
3. Dac" A este SPD #i Q ortogonal", ar"ta!i c" QT AQ este SPD #i are acelea#i valori

proprii.
4. Construi!i o matrice simetric" indefinit" cu determinant pozitiv. De ce determinantul

singur nu decide pozitiva definire în dimensiune mai mare?

5. Pentru A =
⌉︃

1 𝜚
𝜚 1

{︃

determina!i intervalul lui 𝜚 pentru care A este SPD.

6. Calcula!i valorile proprii în problema precedent" #i studia!i ce se întâmpl" cu cea
mai mic" valoare proprie când |𝜚| ∝ 1.

7. Pentru o matrice simetric" diagonalizat" ortogonal, explica!i cum se cite#te ac!iunea
matricei pe fiecare direc!ie proprie.

8. Explica!i de ce o matrice Gram G = XT X poate fi singular" chiar dac" toate
elementele diagonale sunt pozitive.
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Mini-proiect: atlas de matrici

Etapele proiectului. 1. Modelare: defini!i toate m#rimile "i termenii specifici aplica!iei

înainte de a-i folosi "i formula!i problema matematic#. 2. Derivare: justifica!i metoda "i

executa!i manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezenta!i pseudocodul "i analiza!i costul. 4.
MATLAB: scrie!i o implementare proprie, modular#. 5. Experimente: varia!i cel pu!in un

parametru "i compara!i cu o metod# de referin!#. 6. Validare: folosi!i numai criterii definite

pân# în acel punct al cursului. 7. Explica"ie: include!i o concluzie matematic#, nu doar grafice

sau tabele.

Construi!i un script MATLAB cu exemple pentru cel pu!in opt clase: diagonal", ortogonal",
SPD, semidefinit", indefinit", strict diagonal dominant", singular" #i aproape singular".
Pentru fiecare afi#a!i determinantul, rangul #i valorile proprii #i verifica!i propriet"!ile
structurale relevante folosind numai criteriile introduse în acest capitol.

Sarcini de aprofundare !i sintez#
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Probleme de aprofundare: spectru, forme p#tratice !i geometrie

1. Pentru A =
⌉︃

4 1
1 3

{︃

calcula!i valorile proprii #i o baz" ortonormal" de vectori proprii.

Scrie!i diagonalizarea ortogonal" A = Q!QT .
2. Construi!i o matrice simetric" 2↔2 cu valori proprii prescrise 1 #i 100, ale c"rei direc!ii

proprii sunt ob!inute printr-o rota!ie de 30≃. Scrie!i explicit Q, ! #i A = Q!QT .
3. Demonstra!i c" pentru orice matrice B cu rang coloan" complet, matricea Gram

BT B este pozitiv definit".
4. Da!i o matrice real" 2 ↔ 2 cu valori proprii complexe. Explica!i de ce aceasta nu

contrazice teorema spectral" pentru matrici reale simetrice.
5. Demonstra!i, folosind teorema spectral", c" o matrice simetric" este pozitiv definit"

dac" #i numai dac" toate valorile proprii sunt strict pozitive.
6. Pentru o matrice simetric" A, ar"ta!i c" valorile expresiei xT Ax pe vectori unitari

sunt cuprinse între cea mai mic" #i cea mai mare valoare proprie.
7. Verifica!i criteriul lui Sylvester pentru trei matrici simetrice alese astfel încât una s"

fie pozitiv definit", una pozitiv semidefinit" #i una indefinit". Compara!i cu semnele
valorilor proprii.

8. Construi!i o matrice simetric" strict diagonal dominant" cu diagonal" pozitiv" #i
verifica!i direct pozitiva definire. Construi!i apoi o matrice pozitiv definit" care nu
este diagonal dominant".

9. Considera!i matricea

L =

)︃

[︃]︃
1 →1 0

→1 2 →1
0 →1 1

⌊︃

⌋︃⌈︃ .

Calcula!i valorile proprii #i identifica!i vectorul propriu asociat valorii proprii zero.
Explica!i algebric de ce suma elementelor de pe fiecare linie fiind zero implic"
existen!a acestui vector propriu. Interpret"ri ale unei asemenea matrice prin grafuri
vor fi introduse numai ulterior.

10. Compara!i dou" matrici similare A #i SAS→1. Verifica!i c" au acelea#i valori proprii,
dar vectorii proprii se transform" prin S.

Laborator: matrice simetrice cu spectru prescris

Pa!i obligatorii de lucru. 1. Reface!i mai întâi pe hârtie rela!iile "i cel pu!in un pas numeric.

2. Scrie!i algoritmul în pseudocod "i preciza!i datele de intrare, ie"ire "i criteriul de oprire, dac#

este cazul. 3. Implementa!i în MATLAB f#r# a apela direct rutina care rezolv# exact sarcina

studiat#, exceptând etapa de verificare. 4. Testa!i pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Compara!i

cu o rutin# MATLAB de referin!# folosind numai m#rimi "i criterii definite pân# în acel punct al

cursului. 6. Formula!i în câteva propozi!ii ce a f#cut algoritmul "i de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Construi!i exemple pentru care spectrul este cunoscut dinainte #i verifica!i
teorema spectral".

1. În dimensiunea 2, lua!i explicit matricea de rota!ie Q(𝜍) #i ! = diag(1, 10). Forma!i
A = Q!QT pentru mai multe valori ale lui 𝜍.

2. Verifica!i numeric c" A este simetric" #i c" AQ = Q!, comparând element cu element
cele dou" matrice.

3. Reprezenta!i curbele xT Ax = 1 pentru cel pu!in trei rapoarte diferite între valorile
proprii #i explica!i schimbarea geometric".
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4. Genera!i mai mul!i vectori unitari x #i calcula!i xT Ax. Verifica!i experimental
intervalul determinat de valorile proprii extreme.

5. Repeta!i construc!ia în dimensiunea 3 folosind o matrice ortogonal" simpl" construit"
din rota!ii plane succesive.

6. Formula!i o concluzie despre rela!ia dintre valorile proprii, direc!iile proprii #i
geometria formei p"tratice.

Mini-proiect: axele unui nor de puncte

Etapele proiectului. 1. Modelare: defini!i toate m#rimile "i termenii specifici aplica!iei

înainte de a-i folosi "i formula!i problema matematic#. 2. Derivare: justifica!i metoda "i

executa!i manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezenta!i pseudocodul "i analiza!i costul. 4.
MATLAB: scrie!i o implementare proprie, modular#. 5. Experimente: varia!i cel pu!in un

parametru "i compara!i cu o metod# de referin!#. 6. Validare: folosi!i numai criterii definite

pân# în acel punct al cursului. 7. Explica"ie: include!i o concluzie matematic#, nu doar grafice

sau tabele.

Nivel: mediu. Considera!i punctele

(→3, →2), (→2, →1), (→1, 0), (1, 0), (2, 1), (3, 2),

al c"ror centru este originea, #i forma!i matricea X ↗ R6↓2 având aceste puncte pe linii.
Defini!i C = XT X.

1. Calcula!i C #i verifica!i c" este simetric" #i pozitiv semidefinit". Justifica!i direct
rela!ia zT Cz = ⇓Xz⇓2

2.
2. Calcula!i valorile proprii #i o baz" ortonormal" de vectori proprii ai lui C.
3. Reprezenta!i punctele în plan #i trasa!i prin origine cele dou" axe determinate de

vectorii proprii. Compara!i orientarea lor cu forma norului de puncte.
4. Roti!i toate punctele cu acela#i unghi, folosind o matrice ortogonal" Q, #i forma!i

noua matrice ⧸︁C. Verifica!i c" valorile proprii nu se schimb", iar axele se rotesc odat"
cu punctele.

5. Modifica!i coordonatele astfel încât norul s" fie mai alungit #i urm"ri!i raportul
dintre cea mai mare #i cea mai mic" valoare proprie.
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Test de capitol

Test – Matrice, valori proprii !i pozitiva definire

1. Calcul explicit. Se consider"

A =
⌉︃

2 1
1 2

{︃

.

a) Determina!i valorile proprii #i câte un vector propriu pentru fiecare dintre ele.
b) Construi!i o baz" ortonormal" de vectori proprii #i scrie!i descompunerea spectral"

A = Q!QT .
c) Decide!i, justificat în dou" moduri diferite, dac" A este pozitiv definit".

2. Selecta"i afirma"ia/afirma"iile corecte !i justifica"i. Pentru o matrice real"
simetric" A:

A) toate valorile proprii sunt reale;
B) vectorii proprii corespunz"tori unor valori proprii distincte pot fi ale#i ortogonali;
C) A este pozitiv definit" dac" #i numai dac" toate valorile proprii sunt strict pozitive;
D) orice matrice cu determinant pozitiv este pozitiv definit".


