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Capitolul 1

Descrierea cadrului de lucru

Mecanica este una dintre primele stiinte fundamentale ale naturii in cadrul careia s-au
introdus notiuni fundamentale (traiectorie, viteza, acceleratie, forta, masa, energie etc.) si
s-au stabilit legi fundamentale (principiile mecanicii, teoria impulsului, conservarii energiei
mecanice etc.), ea evoluand impreuna cu civilizatia gi cu nevoile gi preocuparile omenirii.
Notiunile din mecanica sunt folosite in toate capitolele de fizica si au stat la baza introdu-
cerii multor notiuni din matematica, a formularii unor probleme matematice gi uneori chiar
la indicarea celui mai potrivit mod de a le rezolva. Sigur, unele notiuni care in trecut au
fost revolutionare sunt considerate in prezent ca fiind banale, nu din cauza ca ar fi evidente
si neimportant de inteles ci mai ales pentru ca sunt clar formulate, au fost supuse unei
perioade lungi de dezbateri si prezentate etapizat pe parcursul actului educational, incat
veridicitatea lor nu se mai pune sub semnul intrebarii. Unele abordari au fost parasite sau
inlocuite cu altele ce sunt adaptate tehnologiilor si metodelor matematice actuale. Mai
mult, limbajul si metoda de prezentare s-au modificat de-a lungul timpului, ajungandu-se
la 0 modalitate mult mai ugoara de transmis si inteles. Cu toate acestea, trebuie insistat pe
intelegerea in profunzime a unui domeniu, acceptand doar adevarurile demonstrate si cu-
noscand in mod clar pe ce axiome si pe ce implicatii logice se bazeaza intreaga constructie
a unei afirmatii sau a unei teorii. In stiinta nu este posibil si nici acceptabil sa se spuna
orice fara sa se argumenteze complet si logic.

1.2 Scurta istorie

Fenomenele din natura sunt interesante pentru ca sunt caracterizate de schimbari (trans-
formari) perceptibile de catre un observator. Deplasarea unui corp are loc in raport cu alte
corpuri, prin migcare (deplasare) intelegandu-se schimbarea pozitiei relative a unui corp
fata de altul. Perceperea schimbarilor, a deplasarilor, a dus la intrebari si la dorinta de a
le explica.

Mecanica s-a dezvoltat ca stiinta inca din antichitate, fiind strans legata de problemele
puse de tehnica constructiilor, cu precadere in statica: Archytas din Tarent (428 i. Hr.—
347 1. Hr.) initiaza studiul scripetilor; Arhimede (287-212 1. Hr.) introduce notiunea de
moment, teoria centrului de greutate si a conceput teoria parghiilor,

Primele rezultate remarcabile se obtin in perioada Renasterii: Leonardo da Vinci (1452-
1519) da o teorie a mecanismelor, studiaza legile frecarii, teoria planului inclinat, defineste
i aplica momentul fortei; Nicolaus Copernicus (1473-1573) studiaza migcarea planete-
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lor, studiu ce va fi continuat apoi de Johannes Kepler (1571-1665); Sir Francis Bacon
(1561-1626) arata importanta cercetarii experimentale ca mijloc de investigare in stiinta.
Initiatorul dinamicii este Galileo Galilei (1564-1642) care a descoperit legea inertiei, legile
caderii corpurilor etc. Legile dinamicii au fost date de Isaac Newton (1643-1727) in ce-
lebra sa carte Philosophia naturalis Principia mathematica (1687). Mecanica s-a bucurat
apoi de contributiile aduse de Leonhard Euler (1707-1783), care studiaza dinamica gazelor
si introduce mijloace analitice pentru probleme din astronomie; Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) introduce tensorul tensiune Cauchy si studiaza echilibrul barelor i a mem-
branelor elastice; Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) introduce conceptul de
forte generalizate pentru sisteme accelerate cu constrangeri; Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) pune bazele mecanicii analitice; Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) formuleaza
mecanica hamiltoniana; Henri Poincaré (1854-1912) i Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918) studiaza stabilitatea sistemelor dinamice; Clifford Truesdell (1919-2000) si
Walter Noll (1925-2017) axiomatizeaza mecanica mediilor continue si a termodinamicii.

Pentru viteze apropiate de viteza luminii a fost creata mecanica relativista de catre
Albert Einstein (1879-1955), in timp ce pentru studiul particulelor de dimensiuni foarte
mici Erwin Schrédinger (1887-1961) a introdus mecanica cuantica. Stephen Hawking (1942-
2018) elaboreaza un model matematic asupra originii si evolutiei universului in expansiune
si studiaza gaurile negre din univers.

In ceea ce priveste interesul gcolii iesene de mecanica, mentionam ca numerosi cercetatori
au obtinut rezultate importante prin elaborarea unor modele noi, prin studiul matematic al
acestor modele sau prin rezolvarea unor probleme care apar in teoriile pur mecanice sau in
cele in care se studiaza interactiunile dintre migcarea mecanica gi campul termic sau campul
electromagnetic. Amintim contributiile profesorilor Constantin Popovici(1878-1956), Ioan
Grindei (1914-1975), Alexandru Myller (1879-1965), Adolf Haimovici (1912-1993), Mendel
Haimovici (1906-1973), Constantin I. Borg (1928-1998) precum si contributiile recente ale
profesorilor Dorin legan (teoria elasticitatii si termoelasticitatii, deformarea cilindrilor, me-
dii cu microstructura), Stan Chirita (teoria elasticitatii si termoelasticitatii, comportarea
spatiala a solutiilor, propagarea undelor), Catalin Galeg (mecanica cereasca si astrodi-
namica, medii cu microstructura, elasto-magnetism) si Mircea Birsan (teoria placilor si
panzelor elastice).

1.3 Domeniul mecanicii clasice

Mecanica clasica studiaza deplasarea (migcarea) macroscopica in spatiu si timp (univers)
a corpurilor solide, lichide si gazoase precum si cauzele care produc aceasta miscare. Cu
toate acestea, mecanica clasica ofera si modele generalizate ce iau in considerare structura
microscopica a corpurilor, fiecare particula din corp fiind inzestrata cu anumite functii
ce sunt capabile sa descrie influenta miscarii sale microscopice sau a structurii interne a
corpului asupra migcarii macroscopice a intregului corp.

Acest curs se incadreaza in totalitate in cadrul mecanicii clasice newtoniene al carui do-
meniu de valabilitate este restrans la corpurile de dimensiuni obignuite sau mari si la viteze
mici In comparatie cu viteza luminii in vid (¢ = 3 - 108m/s), scopul lui fiind de a insista
asupra aspectelor matematice ale modelarii din mecanica si nu asupra experimentelor. Se
doreste deci ca in afara unor principii ce vor fi acceptate drept adevarate, toate celelalte



rezultate sa fie justificate si deduse pur matematic. Prin crearea unui model matematic se
ajunge la cunoagterea gi intelegerea realitatii fara a fi constransi sa realizam iarasi i iarasi
fenomenul studiat. Sigur, de multe ori aceste modele sunt ideale, insa pot fi adaptate unor
situatii concrete cerute, prin calibrare cu datele experimentale.

In mecanica clasics, spatiul locatiilor si timpul sunt considerate independente, adici nu
se influenteaza reciproc. Timpul va fi modelat de noi folosind axa reala R (axa timpului),
iar spatiul locatiilor va fi reprezentat de spatiul punctelor din spatiul afin R?. Universul
va fi modelat de spatiul afin R x R3. Considerand fixata o origine O in R x R?, elementele
universului sunt de forma a = (¢,7) € RxR3 unde t € R gi 7 € R? este vectorul de pozitie
al unui punct din R? fatd de origine. Elementele universului vor fi numite evenimente. Fie
doua evenimente a; = (t1,7) si ag = (f3,72). Atunci t = t5 — t; se numeste intervalul de
timp Intre evenimentele a; si as iar daca

e {1 = ty, atunci evenimentele a; si as se numesc simultane;
e 1| < ty, atunci spunem ca evenimentul a; are loc ‘naintea evenimentului ao;
e 11 > iy, atunci spunem ca evenimentul a; are loc dupa evenimentului as.

Pentru doua evenimente simultane a = (¢,7,) si b = (¢,7,) definim distanta dintre ele prin
d(a,b) = ||[ra — 7o,

norma fiind norma din R3.
Sa remarcam faptul ca s-a definit notiunea de distanta doar intre evenimente simultane.
Prin evolutie a evenimentului (¢y, 7) intelegem multimea evenimentelor apartinand unei
multimi de forma

X ={(t,7(t) eRxR*| t € R, 7: R — R® functie continu, a.i. 7(ty) = 7o},

multime ce se numeste linie de univers.
Un fenomen poate fi studiat de catre doi observatori care folosesc sisteme de coordonate
diferite. Apar in mod firesc intrebarile:

e (are este legatura dintre coordonatele unui eveniment indicat de catre cei doi obser-
vatori?

e Care aspecte sau cantitati implicate in descrierea unui fenomen sunt dependente de
sistemul de coordonate (le vom numi relative) i care sunt independente de sistemul
de coordonate (le vom numi absolute).

Caracterul absolut al spatiului si timpului enuntat de Newton (baza mecanii clasice) este
dat de Principiul relativitatii al lui Galilei:

e Daca supunem liniile de univers ale tututor punctelor oricarui sistem mecanic (evolutiile
evenimentelor) la una si aceeasi transformare a lui Galilei, obtinem liniile de univers
ale aceluiasi sistem.

Transformarile lui Galilei sunt urméatoarele izomorfisme de spatii afine pe R x R?
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Figura 1.1: Principiul relativitatii lui Galilei.

e translatia originii cu (¢,@) € R*:

g(t,7) = (t+1,7+a) VteR, VFeR’

e deplasarea rectilinie si uniforma cu viteza constanta v € R3:

0t,7) = (t,7+vt) VteR, VreR

e rotatia axelor de coordonate:
g3(t,7) = (t,GT) VteR, V7eR?

unde G € O(3) :={X € R¥3| XTX = [3} este o transformare ortogonal, R**3 este
spatiul matricelor patratice de ordin 3 iar I3 este matricea identitate din R3*3

e toate compunerile morfismele de mai sus.

Problema 1.3.1. Sd se arate cd transformdrile lui Galilei sunt automorfisme bijective pe R x R3 ce
pastreaza intervalele de timp, duc evenimente simultane in evenimente simultane $i pastreaza distanta
dintre evenimentele simultane.

Aceste transformari formeaza un grup Impreuna cu compunerea functiilor numit grupul
lui Galilezﬂ Orice transformare g apartinand grupului lui Galilei are proprietatea de a
pastra intervalele de timp si distantele dintre evenimentele simultane.

Acest principiu exprima faptul ca legile din mecanica clasica trebuie sa fie invariante
la transformarile din grupul lui Galilei, in sensul ca asupra legilor (ecuatiilor, formularilor
matematice, modelelor matematice ce vor defini liniile de univers) se impun conditii de
invarianta fata de transfomarile apartinand grupulului transformarilor lui Galilei.

Cu alte cuvinte, daca evenimentele apartinand unei linii de univers

X ={(t71) eRxR*| t€R, 7: R — R’ functie continu, a.i. 7(t;) = 7o},
verifica o lege (ecuatie) atunci si evenimentele liniilor de univers

g(X) :={g(t,7(t)) e Rx R*| t € R, 7: R — R? functie continua, a.i. 7(ty) = 7o},

!Despre Galileo Galilei (1564-1642) Stephen Hawking a spus: “Galileo, poate mai mult decat orice alti
persoana, a fost responsabil pentru nagterea stiintei moderne.”



verifica aceeasi lege, oricare ar fi g din grupul transformarilor lui Galilei.

Alegand t, fix in R, un punct O'(t) € R3si 0 baza {f,(t), f4(t), f5(t)} din R3, depinzand
eventual de t € R, spunem ca am ales un sistem galilean de coordonate. Daca nu se specifica
altceva, vom presupune ca toate bazele sunt orientate drept. Daca atat punctul O’ cat si
baza din R?® nu depind de timp, spunem ci am ales un reper absolut (fix) in R3, in caz
contrar spunem ca reperul este mobil.

Consideram un sistem de referinta fix (independent de timp) {O;€;} si un reper mobil
{O'(t); f;(#)} dependent de timp, ambele baze fiind orientate drept, astfel incat

Fol (t) = O/O<t> =C1 + Co t, 51,62 = constant (131)

iar matricea Q(t) € O(3) de trecere de la baza {€;} la baza {f,;} nu depinde de timp.

Pentru o astfel de situatie, spunem ca reperul mobil se misca rectiliniu $i uniform in
raport cu reperul absolut.

Mai mult, prin alergerea unei alte origini a timpului intelegem ca ty este substituit cu
to +t, t fixat.

De fapt, plecand de la un reper absolut, a considera un reper mobil care se misca
rectiliniu si uniform in raport cu reperul absolut si o alta alegere o originii a timpului este
echivalent cu a spune ca aplicam universului transformarile lui Galilei. De aceea, a respecta
principiul relativitatic a lui Galilei revine la a cere ca orice lege de miscare din mecanica
clasica sa fie invarianta atunci cand reperul absolut este inlocuit cu un reper mobil care
se misca rectiliniu gi uniform in raport fata de el si atunci cand se alegere o alta origine a
timpului.

Aceasta invarianta a legilor de miscare la transformarile lui Galilei inseamna de fapt ca
spatiul este omogen (invariant la translatii) si izotrop (invariant la rotatii) iar timpul este
omogen.

Spre deosebire de mecanica clasica (newtoniana), in mecanica relativista lungimile si
duratele se schimba atunci cand trecem de la un sistem de referinta la altul (contractia
lungimilor i dilatarea duratelor), spatiul gi timpul fiind considerate a fi marimi intre care
exist’ o legaturd intrinseci. In aceste teorii alte transforméri de coordonate (transformarile
Lorentz) joaca rolul important in formularile matematice ale fenomenelor studiate.

1.4 Despre modelare in mecanica

De multe ori, un model util este un model care ia in considerare particularitatile principale
ale fenomenului (obiectului, procesului fizic) studiat in problema considerata, ignorand
aspectele secundare, neesentiale. Arta modelarii mecanice consta in capacitatea de a sti ce
sa pastrezi si ce sa neglijezi astfel incat rezultatele matematice sa corespunda cat mai fidel
realitatii dar in acelasgi timp modelul sa fie unul cat mai simplu.

Toate corpurile sunt deformabile, unele “mai putin” altele “mai mult”. Un corp material
deformabil este un sistem complex dar foarte interesant.

Pentru a studia unele procese mecanice, este neaparat nevoie sa consideram deformare
corpului studiat. De exemplu, in cazul studierii cutremurelor. Daca neglijam faptul ca
punctele din interiorul Pamantului 1si schimba pozitia unele fata de altele, descrierea cu-
tremurelor nu este posibila.



IF EARTH ISN'T FLAT

Why are cars like this :

Figura 1.3: Un bolon vs. un diamant.
Figura 1.2: Despre modelare.

Figura 1.4: Efectele unui cutremur asupra suprafetei Pamantului.

O prima simplificare in studiul miscarii corpurilor este neglijarea deformarii corpului,
adica considerarea corpului rigid. Un rigid este un corp material in care distantele dintre
oricare doua parti ale corpului raman constante, mai spunem ca un rigid este un corp
continuu ce nu se deformeaza, insa are posibilitatea de a fi translatat sau de a se roti.
Dar chiar si asa, vom remarca in cadrul acestui curs faptul ca si o astfel de simplificare
duce uneori la probleme dificile. De aceea vom studia mai intai miscarea unui corp ale
carui dimensiuni si rotatii proprii sunt neglijabile in problema data. Acesta este punctul
material, adicd un punct al spatiului afin R? inzestrat cu o marime scalari numitd masa
sa. Dupa ce ne vom familiariza cu studiul miscarilor unui punct material, ne vom indrepta
atentia asupra solidelor rigide.

Un acelasi corp poate fi considerat punct material intr-o problema si nu intr-o alta pro-
blema. De exemplu, Pamantul se poate aproxima cu un punct material atunci cand se
studiaza miscarea sa in jurul Soarelui, insa nu se foloseste aceasta simplificare atunci cand
vorbim de rotatia proprie diurna (in jurul axei sale). Uneori, pentru a surprinde anumite
fenomene, insa a nu complica inutil formularea matematica a modelului, de punctul ma-
terial se atageaza diversi directori, a se vedea teoria firelor, a panzelor sau teoria mediilor
Cosserat.

Incheiem aceastd introducere prin a preciza o alta impartire, din punct de vedere didac-
tic, a mecanicii:



e statica: studiaza echilibrul corpurilor, sub actiunea lor reciproca si a unor solicitari
externe precizate;

e cinematica: studiaza miscarile posibile ale corpurilor, tinand seama de conditiile de
legatura la care acestea sunt supuse;

e dinamica: studiaza miscarile pe care le au efectiv corpurile sub actiunea lor reciproca
si a fortelor date.

1.5 Modelul matematic al unui corp continuu

Printr-un corp continuu vom intelege o multime % de puncte A, B, ... € R? numite puncte
materiale (particule), care are o structura data de

e familia de aplicatii ¢ = {¢ : & — R®|p continua si injectivd}, numite configuratii
ale corpului % (in spatiul R3);

e o functie m : #(#) — R, numita masd, unde & (%) sunt parti ale corpului %;

unde configuratiile si masa au urmatoarele proprietati:

Figura 1.5: Corp. Deformare.

1. Vo € € configuratie, (%) = B, este o regiune din R?, adicd o multime compact
si conexa, avand frontiera neteda pe portiuni, adica 0%, = U;_,%; unde n € N este
finit si ;,7 = 1,2, ..., n sunt suprafete netede.

2. Vp,p € €, aplicatia ¢ = o o' : o(B) — ¢(HA) poate fi extinsi la o functie de
clasi C%(R?). Functia ¢ se va numi deformare.



3. Vo € €, functia my, = mo ! : P(AB,) — Ry este o masurd absolut con-
tinua in raport cu masura de volum, adica pentru orice ¢(P) masurabila Lebesque
vol(p(P)) = 0 implicd my,(¢(P) = 0. [

1.6 Bibliografie pentru curs si seminar

1. V.I. Arnold. Mathematical Methods of Classical Mechanics, Second Edition, Springer,
New York-Berlin-Heidelberg, 2013.

2. S. Chirita. Mecanica rationala: Teorie si probleme, Editura Matrixrom, Bucuresti,
2014;

3. Ph.G. Ciarlet. Mathematical Elasticity, Vol. 1, Elsevier, Amsterdam, 1988.
4. A. Hristev. Mecanica si acustica, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1982.

5. D. lesan. Mecanica-Medii elastice, Editura Universitatii “Al. 1. Cuza”, lasi, 2004.

2 Aceasta implicd (Teorema lui Radon-Nikodym care va fi stabilita la cursul Teoria masurii) exista unei
functii o, : B, — Ry continua si marginita astfel incat my,(¢(P)) = / 0,dV, VP € P(#) avand
»(P)

proprietatea ca ¢(P) masurabild Lebesque. Cititorul poate reveni asupra acestui aspect dupa parcurgerea
completa a cursului Teoria masurii.

Functia ¢, : &, — R defineste repartitia masei lui % in configuratia ¢ si se numeste densitate de
masd sau simplu densitate.

Valoarea acesteia in © = p(A), unde A € £, adica o(x), este densitatea de masa in particula A € %, in
configuratia ¢.
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Partea 1

Elemente de mecanica rationala
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Capitolul 2

Cinematica si dinamica punctului
material

2.1 Traiectoria. Ecuatii cinematice

Fie O un punct fix din R? si baza orientata drept formata dintr-un sistem ortonormat fix
de vectori {€y, €, €3} din R3. Punctul O se numeste origine in spatiu sau simplu origine iar
{O;e1,e,e3} se numeste sistem de referinga. Alegerea punctului fix O este in concordanta
cu faptul ca in mecanica clasica se considera un corp fix, corp de referinta, fata de care
se studiaza deplasarea (Pamantul, Soarele, stelele fixe si nebuloasele indepartate). Vom
considera ca 0 este origine a timpului.

Fie un punct material A din spatiul afin R?. Reamintim c& prin punct material intelegem
un punct al spativlui afin euclidian R? cdruia 7 asociem o mdrime scalard numitd masa
sa si ca el modeleaza matematic un corp care a fost redus la un punct geometric. Doua
configuratii oarecare ale acestui corp, caruia i se neglijeaza dimensiunile, se reduc acum la
doua functiile care asociaza acestui punct material un punct Fy si, respectiv, un alt punct
P. Spunem ca punctul material s-a deplasat din Py = (29,29, 23) € R®1n P = (21, 9, 13) €
R3. Notam cu 7 vectorul de pozitie a lui P, fata de O, adica 7° = OP,, si cu F vectorul de
pozitie a lui P, adicia 7 = OP. Considerarea unei familii de configuratii precum si perceptia
de miscare “din aproape in aproape” ne conduce la urmatoarea definitie.

Prin miscare a unui punct material A intelegem multimea configuratiilor indexate dupa
un parametru real, adica multimea configuratiilor {A — ¢’(A) : ¢t € R}. Notand 7(¢t) =
O¢t(A), t € R, in continuare nu vom mai aduce in discutie punctul A al spatiului afin, ci
prin miscare a punctului material care avea vectorul de pozitie 7 = OP, intr-o configuratie

intelegem o aplicatidl]

Tiltot) = RSt F(t) = (8 + z2(t)er + as(t)es = Y xi(t)e (2.1.1)

'Daca uneori lipseste semnul specific unei sume, va insemna ca am folosit conventia de sumare dupa
un indice care se repeta.
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de clasaf| C%(I) pentru care 7(ty) = 7, unde

3

=0 (0 0= 0— 0—

TW = x,€1 + Ty€s + Tg€3 = E x; €, (2.1.2)
i=1

t; > 0 putand fi §i oco. Intervalul deschis I = (tg,¢;) C R se numeste interval de timp in
care se studiaza migcarea,

Vom numi ecuatie vectoriala a miscarii. Prin intermediul functiilor componente
ale ecuatiei vectoriale a miscarii, deoarece baza si originea nu depind de timp, miscarea
este data de ecuatiile scalare ale miscarii

r1 = 2 (t), Ty = X9 (t), T3 = T3 (t), t e [to,tl).

Marcam faptul ca atat O cat si baza {€;, €y, €3} sunt constante prin a spune ca sistemul de
referinta este absolut.

Migcarea unui punct material arata diferit in sisteme de referinta diferite. Orice sistem
de referinta este admisibil pentru descrierea migcarii, insa, pentru simplitate, se va alege un
sistem de referinta care tine cont de specificul problemei, astfel incat ecuatiile matematice
sa arate cat mai simplu.

Perechile (,7(t)) sunt evenimente din univers, grafurile acestor aplicatii ¢ +— 7(t) de la
R la R? sunt linii de univers.

Traiectoria unui punct material reprezinta locul geometric al tuturor pozitiilor ocupate
de punct in timpul migcarii, adica imaginea intervalului [to, ¢;) prin aplicatia 7:

tes (z1(t), 2o(t), 23(t))E, ¢ € [to, t1).

Figura 2.1: Traiectorie. Lungime de arc.

O migcare pentru care traiectoria este submultime a unei drepte se numeste miscare rec-
tilinte iar o migcare pentru care traiectoria este continuta intr-un plan se numeste miscare
plana.

Problema 2.1.1. Miscarea unui punct material este datda prin x1 = Rcos Vi, o = Rsinvt, xs = R\/g,
t €[0,72], R> 0. Sd se determine traiectoria.

2Adics o curba rectificabild. Nu se impune aceastd conditie de regularitate in cazul ciocnirilor, de
exemplu.
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Sa ne imaginam ca mergem pe un drum rutier intre lasi i Pagcani. Atunci cand suntem
intrebati unde ne aflam pe acest drum, nu spunem ca ne aflam in punctul X din spatiul afin
sau ca fixand un reper undeva, atunci vectorul de pozitie este...etc. Se specifica kilometrul
de drum fata de un punct fix de pe drumul in discutie (se cunoaste afirmatia “s-a intamplat
la kilometrul 10 de pe autostrada Bucuresti-Constanta”). Altfel spus, daca se cunoaste
traiectoria miscarii, pentru studiul migcarii este convenabil uneori sa utilizam reprezentarea
naturala a curbelor.

Considerand pozitia initiala Fy a punctului material la momentul ¢, si o directie pozitiva
(consideram o orientare pe curba) pe traiectorie, indicam prin s abscisa curbilinie a lui P,
care reprezinta distanta de la P la Py masurata de-a lungul traiectoriei, adica

s(t) = /t V(@1(6)))? + (22(6)2 + (5(€))2 de,  tel,

unde (-) reprezinta derivata functiilor respective. Vom folosi aceasta notatie pentru a marca
derivata in raport cu timpul.
In miscare, abscisa curbilinie s este o functie de timp ¢, exprimata prin

s=s(t), tel,

pe care o numim ecuafie orara a migcarii punctului material.

Momentele la care s = 0 sunt numite momente de stationare. In continuare vom presu-
punand ca nu exista puncte stationare, adica presupunem ca lim,;_,;, $(t) # 0 i consideram
un moment t € [to, ;) suficient de mic incit aceastd presupunere si fie satisficutd in in-

tervalul (¢o,?). Aceasta nu reduce generalitatea pentru ca in caz contrar am putea studia
miscarea separat, pe intervale de timp in care aceasta presupunere este adevarata. Avem

s(te) =0, L:=s(t), s(t)=/(21()* + (d2(t))? + (d5(t))* > 0.

Aplicatia s : [to, t] — [0, L] este monoton crescatoare, deci inversabila. Spunem ca
t=1t(s), se]|0,L]

Astfel, se obtine faptul ca traiectoria este data de functia
T=7(s), s€l0,L] (2.1.3)

Deci miscarea punctului material poate fi descrisa de catre sistemul

T=7(s), s=s(t), tEcltot], (2.1.4)

unde prima functie defineste traiectoria, in timp ce legea temporala asociata punctului
material ofera pozitia instantanee a punctului de-a lungul traiectoriei. Pentru restul cur-
sului, 7(s) va fi notat tot cu 7(s). Aceeasi conventie va fi folositd pentru alte cantitati,
dependenta de s sau de t deducandu-se din context.

Problema 2.1.2. Miscarea unui punct material este data prin x1 = R cos Vi, = R cosvt, x5 = RV3L,
t€[0,72], R > 0. Sd se determine traiectoria si ecuatia orard a miscarii.

Problema 2.1.3. Traiectoria unui punct material P este cercul de intersetie dintre sfera x3+x3+23 = R?,
R > 0 gi planul x3 = R cosby, 0y parametru fizat in intervalul (0,7). Sd se determine legea de miscare a
punctului P dacd ecuatia orard a miscarii este s =t, t € [0, /27 Rsinf].
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2.2 Vectorul viteza, vectorul acceleratie

Consideram un punct material P a carui migcare (traiectorie) este cunoscuta, fixata.
Se numeste viteza medie a punctului material P in intervalul [t', "], vectorul

w() — F(t")
Um = H— :

Figura 2.2: Viteza.

Se numeste viteza la momentul t' € I a punctului material P, vectorul

() = Tim D ZTE)

¢! t/ _ t//

n il

(t').
Se numeste viteza a punctului material P, aplicatia
T:lte, ) = Rt 0(t) = 7(t),

unde prin derivata in ¢y intelegem derivata la dreapta.
Daca se cunoaste miscarea, atunci cunoastem si vectorul viteza

E(t):Zvi(t)Ei, vi(t) = @5(t), i=1,2,3.

i=1

Marimea vectorului viteza este

v(t) =[O = V/(@1(1)? + (@2(t))? + (@3(8)? = s(t).

Deducem astfel ca marimea v a vectorului viteza este derivata luil s.

Problema 2.2.1. Un punct material de masa m =5 se misca dupa legea

£1 = 2sin <2t+ %) ,
To = 4 cos (2t+%), t € [0, 00),
(E3:6.

Sa se determine :

1. pozitia punctului la momentul t = 0;
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2. witeza si acceleratia la momentul t = 7;

3. traiectoria.

Revenind la exemplul nostru referitor la drumul rutier lagi—Pascani, ne propunem sa
exprimam viteza in functie de pozitia punctului material pe o curba data, intr-un reper
ortonormat legat de punctul curent pe curba. Pentru aceasta, sa ne reamintim faptul ca
versorii triedului lui Frénet reprezinta un instrument util pentru scopul nostru.

Definim vectorul unitar al tangentei la traiectorie in punctul P prin

dT(s)
ds

7=

Are loc relatia

o) = T gy 20) = w700,

S

de unde concluzia ca viteza este tangenta la traiectorie si are sensul misgcarii. Deducem
astfel ca vectorul viteza este tangent la traiectorie si indreptat in sensul migcarii.

De multe ori, in cele ce urmeaza, vom suprima argumentul functiilor, cu exceptia
situatiilor cand pot interveni neclaritati.

Intr-o migcare curbilinie oarecare viteza ¥ variaza ca marime si ca directie. O masura a
acestei variatii este vectorul acceleratie a punctului material P definit de

a:[to,t1) = R tat) :=v(t) =7(t),

unde prin derivata in ty intelegem derivata la dreapta.
Componentele acceleratiei sunt egale cu derivatele componentelor respective ale vitezei,
in raport cu timpul

Problema 2.2.2. Un punct material P pleacd din pozitia Po(—3,2,1) la momentul t = 0, cu viteza initiald
Vg = —&1 + 282 + 3e3 si de deplaseazd cu acceleratia @ = e~te; + 4 cos 2téy + 8sin 2tez. Sd se determine
vectorul viteza si legea de miscare.

Problema 2.2.3. Acceleratia unui punct material este data de a(t) = éz + tés. Stiind cd la momentul
t = 0 punctul se afla in pozitia Py(0,0,0) si avea viteza v(0) = €1, sd se determine

1. witeza punctului material;
2. miscarea punctului material;
3. traiectoria punctului material;

4. ecuatia orard a miscarii.

In timp ce viteza este tangenta la traiectorie si are sensul migcarii, acceleratie este
orientata spre “interiorul” traiectoriei, adica spre partea concava a traiectoriei. Aceasta
explicatie apare mereu la orele de fizica din liceu, insa fara nicio alta justificare sau inter-
pretare deoarece aparatul matematic necesar nu era cunoscul elevilor (geometria curbelor
si a suprafetelor). Vom dezvolta in continuare acest aspect.
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Sa remarcam pentru inceput ca o miscare in care acceleratia punctului material este
coliniara cu viteza pe tot parcursul miscarii este de fapt o migcare rectilinie. Pentru a
demonstra aceasta afirmatie sa remarcam egalitatile

d dv_ dT d7 ds . ,dT

a:—(UF):ET—FUE:?.J?‘i‘?]%E:'U?""U % (2'2'6)

Prin urmare, impunand ca

a(t) = k(t)o(t) V€ [to,]]

obtinem
dT
. 2 —
— =k(t)vT,
0T + v 7 (t)vT
de unde, prin inmultire cu 7 si tinand cont ca (7(s), 75) = 0, obtinem
dT
) = k(t i 2 =0
0 =k(t)v I ,

adica (deoarece am exclu punctele stationare)

d
T = ¢; constant < d—rzél = T(s) =18+, Vse]|0,L]
s

ceea ce spune ca traiectoria este un segment de dreapta.
Pentru restul acestei sectiuni vom exclude aceasta situatie, adica vom presupune ca

7(t) x7(t) 0 VtE [to,t1).

Numim reper Frénet la traiectoria punctului material reperul { P; 7, 7, B} dat de punctul
P avand vectorul de pozitie 7(t) si

_ 7 dT ,

T=——=— vectorul tangenter,
7~ ds

— TXT7T

g = i i binormala, (2.2.7)
[[7 > 7|

n=0XT normala principald.
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Planul descris de 7 gi @ se numeste plan osculator. Planul descris de § si 7@ se numeste
plan normal, in timp ce planul determinat de 7 si § se numeste plan rectificator. Punctul
C situat pe directia normalei principale, la distanta R de P si in sensul normalei poarta
numele de centru de curbura, unde

I e
TR
L (]
este raza de curbura a traiectoriei. Daca traiectoria ar fi un cerc, raza de curbura ar fi raza
cercului.
Pentru a exprima si vectorul acceleratie in reperul Frénet, vom folosi formulele lui Frénet,
mai exact, vom folosi doar relatia care ne indica variatia vectorului tangent
a7 1 _
= —n.

ds R
Folosind aceste relatii si (2.2.6)) vom deduce expresia acceleratiei in reperul lui Frénet

dT 1

2 - 2 —

— =0T +v°=mn, 2.2.8
ds R ( )

ceea ce exprima faptul ca vectorul acceleratie este continut in planul osculator.

Putem descompune vectorul acceleratie astfel

a=0T+v

a = ar + ap,

unde
a, =0T
este acceleratia tangentiala, iar
a, = v’ Y
R

reprezinta acceleratia normala.

Ramercam ca acceleratia normala este orientata intotdeauna spre centrul de curbura.
Migcarea in care marimea vitezei este constanta, v = 0, se numeste miscare uniforma.
Altfel spus, o miscare este uniforma daca si numai daca a, = 0.

Miscarea in care acceleratia tangentiala are marime constanta se numeste miscare uni-
form wvariata. Intr-o miscare uniform variata, daca © > 0, atunci vom vorbi de o miscare
uniform accelerata, iar daca ¥ < 0, atunci vom vorbi de o miscare uniform incetinita.

Problema 2.2.4. Un punct material P aflat in pozitia A(1,0,—2) se miscd cu viteza U = té; +/2tés +é3.
Sa se determine:

1. legea de miscare si pozitia punctului la momentul t = 4;
2. ecualia orarda a miscarii;

3. wersorii triedrului lui Frenet;

4. acceleratia tangentiala st normald;

5

curbura traiectoriei.
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Problema 2.2.5. Un punct material P se deplaseazd uniform cu viteza vo pe cilindrul ¥3 + x5 = RZ,
in asa fel incat unghiul o dintre tangenta la traiectorie §i tangenta in P la cercul de setiune transversala
ramdne constant in timpul acestei miscari. Presupundnd cd P porneste din pozitia Py(R,0,0) , sd se
determine legea de miscare si acceleratia in coordonate cilindrice.

Problema 2.2.6. Un punct material P se deplaseazd pe sfera 2?3 + x3 + x5 = R%, pornind din pozitia
My(R,0,0). Sa se gaseascd traiectoria punctului dacd aceasta face unghiul constant o cu meridianele pe
care le intersecteazd. In ipoteza ca miscarea punctului este uniforma, determinatli ecuatiile de miscare,
curbura traiectoriei si acceleratia.

2.3 Axiomele mecanicii punctului material in meca-
nica clasica

2.3.1 Axioma 1: Principiul inertiei

Am afirmat in introducere faptul ca partea mecanicii care studiaza miscarea corpurilor, in
contextul cauza-efect, este dinamica. Dinamica (newtoniana) se bazeaza pe trei principii,
care sunt formulate tinand cont de experiente din realitate si nu trebuiesc demonstrate.
Aceste principii au fost formulate de Isaac Newton in celebra sa carte Principiile mate-
matice ale filozofiei naturale (1687) si sunt valabile atunci cand migcarea se face cu viteze
mult inferioare vitezei luminii (¢ = 3-10%m/s) si are loc in domenii spatiale macroscopice.

Cele trei principii de baza accepta si se bazeaza si pe presupunerea data de principiul
actiunii locale: Efectele lumii inconjuratoare asupra punctului material P sunt neglijabile in
afara unei vecinatati potrivite punctului material si in afara unui interval de timp limitat.

Interactiunea dintre corpuri este exprimata prin notiunea de forfa care are la origine
senzatia de efort. In mecanica, forta este un concept derivat din miscare cand se constata o
variatie a vitezei unui corp. Aceasta interactiune dintre corpuri se realizeaza, fie direct (prin
contact fizic), fie la distanta, prin intermediul campului (gravitational, electromagnetic,
nucleare tari si nucleare slabe) si pot fi continue sau discontinue. Putem indica intensitatea
efortului, directia si sensul in care aplicam acest efort. De aceea, prin forta ce actioneaza
asupra unui punct material intelegem un vector F definit in spatiul vectorial R3.

Sigur, in general fortele nu sunt de natura pur mecanica si se considera a fi date, insa
in cadrul cursului nostru noi ne vom ocupa doar de studiul miscarii fara a parasi domeniul
pur mecanic. Prin urmare, toate fortele pe care le vom considera vor fi pur mecanice.

Fortele produc efecte statice (de echilibrarea a altor forte) sau efecte dinamice de mo-
dificare a vitezei, adica de creare a acceleratiei. Masurarea fortei se face pe baza efectelor
lor. Exemple de forte:

e Greutatea corpurilor: forta cu care un corp din apropierea suprafetei terestre este
atras de Pamant, F = m7, acceleratie g fiind orientati spre centrul Pamantului,
independenta de masa, natura, dimensiunile sau forma corpului. Local se poate
presupune ca g este un verctor constant, dar doar pentru miscari pe distante mici.

e Forta de atractie gravitationald: F = —v %HETH’
e Forta elastica: F = —kT;
e Forta de rezistenta la inaintare: F' = —kv;
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e Tensiuni: forte ce apar in cazul mediilor deformabile.

De unde apar expresiile fortelor? Expresiile fortelor sunt determinate pe baze experi-
mentale, identificand un tipar intre cauza si efect, tipar care se dovedeste a fi util prin
comparatia solutiilor analitice (numerice) cu cele obtinute experimental pe un numar su-
ficient de situatii. Sigur, formele acestor forme se pot imbunatati si teoretic, cu scopul
de a surprinde cat mai exact realitatile observate in experimente, dar pentru care tiparul
identificat de tehnica nu-l poate surprinde deloc sau nu in totalitate.

Intrucat in majoritatea cazurilor, fortele depind de pozitia relativa a corpurilor, de
viteza, sau de timp, presupunem

F = F(F(t) — 7"2(t),0(t) — v°™(¢),t), t€l. (2.3.9)

Viteza este o marime primara. O marime fizica importanta definita cu ajutorul vitezei
este impulsul mecanic, introdusa de Descartes (1645) si utilizata apoi de Newton in 1686,

H=mmw.

Numele impuls provine din rolul esential al acestei cantitati in problemele de ciocnire.
Vectorul viteza depinde de sistemul de referinta ales. Prin urmare, si impulsul este definit
in raport cu sistemul de referinta ales.

Principiul inertiei (prima lege a lui Newton) afirma ca: FEzista un sistem de referinta
fata de care orice punct asupra caruia nu actioneazd nicio forta are impulsul constant.

Un astfel de sistem, a carui existenta este postulat de principiul inertiei, se numeste
sistem de referinta inerfial (absolut sau galilean). Fie un astfel de sistem, adica un timp
initial ¢y i {O;€;} reper cartezian in R?. Conform principiului inertiei vom avea implicatia

F(r(t) —7"(t),0(t) —v™"™*(t),t) =0 VYt € (to, t1)
= m7(t)=c (c=constant) VYt € (to,1,).

Integrand ultima egalitate, deducem
_ _ L _
T(t) :TO—FEC(t—tQ) Vt € [to,t1>,

ceea ce Inseamna ca traiectoria migcarii este o dreapta. Mai mult, miscarea este uniforma.
Putem deci reformula principiul inertiei: Ezista un sistem de referinta fata de care orice
punct sub actiunea unei forte nule are o miscare rectilinie i uniformd.
Ne intrebam in continuare daca exista mai multe sisteme inertiale si care este legatura
dintre doua sisteme inertiale. Vom da raspuns la aceasta intrebare dupa enuntarea celor
trei axiome.

2.3.2 Axioma 2: Principiul impulsului

A doua lege a lui Newton este principiul impulsului: Intr-un reper inertial, derivata in
raport cu timpul a impulsului oricarui punct material este egala cu forta care il solicita,
adica Intr-un reper inertial are loc identitatea (ecuatia lui Newton):

H(t) = F(T(t) — 7" (1), 0(t) — 0" (t), 1) Vte (ty,t1)
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sau echivalent

ma(t) = F(F(t) — P (8), B(t) — 72(t), t) (2.3.10)
& mit) = FFt) — 7 (1),0(t) — T2 (t),t) Yt e€ (to,ty).

Observam faptul ca principiul impulsului este compatibil cu principiul inertiei, intrucat
F=0 = H= constant,
dar nu este o consecinta a acestuia si nu 1l face redundant pe acesta.

Observatie 2.3.1. Ca orice alta lege din mecanica clasica, principiul impulsului trebuie
sa fie invariant la grupul transformarilor lur Galiler.

Problema 2.3.1. Sa se determine legea de miscare a unui punct de masa m = 1 dacd asupra sa actioneazd
forta:
1. F = —4(z1&1 + 2962);
2. F = 4(x981 + 1183),
stiind ca la momentul inifial
1. 7#(0) = 2e1,9(0) = 2e5;
2. 7(0) = 2¢1,0(0) = 2és.
In cazul punctului (a) aflati gi traiectoria miscarii.
Problema 2.3.2. Un glonte de masa m loveste un perete gi parcurge distanta l pana la oprire. Stiind ca

forta de rezistenia pe care o opune peretele la inaintarea glontelui are marimea constantd si considerand
cd asupra sa nu actioneazd nicio alta fortd, sa se determine viteza inifiald.

Problema 2.3.3. In varful unui triunghi dreptunghic isoscel ABC' in care ipotenuza AC = 2a, se afld un
punct M de masd m fard viteza initiala. Fiecare dintre cele 3 varfuri ale triunghiului atrage punctul M cu
o fortd a cdrei marime este F = mk2d, unde k =constant, d =distanta de la M la varful corespunzdtor.
Sa se studieze miscarea §i sa se determine traiectoria.

Problema 2.3.4. Un punct material e atras spre axa Oz, de o forta perpendiculard pe aceastd azxa
si proportionald cu distanta d(M,Ozy), factorul de proportionalitate fiind mk?. Sda se afle traiectoria
punctului dacd la momentul initial x1(0) = 0, x2(0) = h, iar viteza initiald are mdrimea vy §i e paraleld
cu aza Ozy. In ce puncte ale traiectoriei marimea vitezei e maxima?

2.3.3 Axioma 3: Principiul actiunii si reactiunii

Sa ne reamintim ca am definit notiunea de forta ca fiind o caracterizare a interactiunii
dintre corpuri. Al treilea principiv al lut Newton postuleaza urmatoarele: Cand doua
puncte materiale interactioneaza, fortele mutuale corespunzatoare apartin dreptei care trece
prin pozitiile particulelor, au marimi eqgale $i sensuri opuse.
Altfel spun, folosind notatiile
F, = forta cu care particula P; actioneazi asupra particulei P,

F'5, = forta cu care particula P, actioneaza asupra particulei P,
principiul actiunii si reactiunii spune ca

Fig=—Fy Fio = (Fy — 1) Fio,



Y

Figura 2.3: Principiul actiunii si reactiunii.

unde 7 este vectorul de pozitie al particulei P, iar 75 este vectorul de pozitie al particulei
Ps.

Principiul impulsului afirma ca, in lipsa altor forte, miscarea celor doua particule este
descrisa de sistemul de ecuatiile

ma%’_'a = (FQ —Fl) F12(F,3,?5) Oé,B: 1,2
Invarianta acestui sistem de ecuatii la transformarile g, din grupul lui Galilei, impune ca

F12(75,?/3) = Fio(Ty — T1,T9 — T1).

2.4 Miscarea relativa din mecanica clasica

Ca o prima observatie, sa ne reamintim ca principiul relativitatii al lui Galilei impune
ca si dupa aplicarea transformarilor din grupul lui Galilei impulsul sa ramana constant
atata timp cat asupra corpului nu actioneaza nicio forta. Dar si ecuatiile de miscare date
de principiul inetiei trebuie sa respecte principiul lui Galilei. Vom avea deci nevoie sa
studiem modul 1n care se modifica impulsul si acceleratia atunci cand schimbam sistemul
de coordonate.

In mecanica clasici, prin migcare relativa intelegem migcarea punctului material in ra-
port cu un sistem de coordonate mobil fata de un sistem fix (absolut).

Consideram un sistem de referinta fix (independent de timp) {O;€;} si un reper mobil
{O'(t); f;(t)} dependent de timp, ambele baze fiind orientate drept.

Dupa cum am afirmat si in introducere, migcarea punctul material P in raport cu reperul
{O;€;} se numegte miscare absolutd, in timp ce migcarea punctul material P in raport cu
reperul {O'(t); f;(t)} se numeste miscare relativd. Miscare reperului {O'(t); f,(t)} in raport
cu reperul fix {O;€;} se numeste miscare de transport.

Vom nota cu

T(t) = Z i (t)e;
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vectorul de pozitie al punctului material fata de reperul fix si cu

= Z yz(t)fz(t)

vectorul de pozitie al punctului material fata de reperul mobil.
Vom mai folosi notatiile

Ua:F: E zzéz; aazﬁa:F: g 6“ E yl Al dr:i :ylfl

pentru viteza absoluta, acceleratia absoluta, viteza relativa si respectiv acceleratia relativa,
iar miscarea lui O’ in reperul fix va fi data prin

/

Tor =Tor (t) = SCZO (t)?i, Vo = ?o/, aopr = 60/ = #O/-

In timp ce cantitatile absolute reflecta modul in care aceste cantitati sunt percepute
de un observator in raport cu reperul fix, cantitatile relative eflecta modul in care aceste
cantitati sunt percepute de un observator in raport cu reperul mobil.

Cunoscand migcarea relativa si migcarea de transport, cunoagtem miscarea absoluta prin

T(t) =7(t) +Tor (1),

insa stim coordonatele primului vector in baza mobila iar pe ale celui de-al doilea in baza
fixa.

Notam cu Q(t) € R**? matricea de trecere de la baza {&;} la baza {f,}, adica Q(t) =
(Qi;(t)) verifica

f t) = ZjS(t)éj7 (71 |72 |73) = (El ‘52 |€3) Q(t)

Deci, avem

3

3
inel Z x; &+ Z viQ;i(t)e;, T = :UZ-OI + Z Qij(t)y;, sau altfel scris
i=1

i,j=1 J=1

(2.4.11)
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T Ty n
_ o’

Ty | = | Tq +Q | v
!

T3 5630 Y3

Intrucat bazele considerate sunt ambele baze ortonormate orientate drept, avem
<Ti>?j> = 5@']’7 <éz’>€j> = (5ij
unde 6;; = 1 daca i = j si 0;; = 0 daca 7 # j, si cum

3
f 7 Z Qm era Z ng 65 Z Qri(ﬂ@sj (t) <ér7és>

r,s=1

- Z Qm ng Z Qm Qr]

r,s=1

va rezulta ci matricea
Q(t) € SO3) :={X e R*? | XTX = I3, det X = 1}  (transformare ortogonals proprie).
Obtinem
(f11F21fs) = (@le2les) Q), (Filfalfs) @T(1) = (&]e]es),
(7, 17.17F5) = (@ 121) Q()
si apoi
(71721 7,) = (I T | To) QT Q1) (24.12)
Din QT Q = Iy deducem
QTQ+QTQ=05, Q"Q=-Q"Q,
ceea ce aratd ci
A=QT)Q(t) €50(3) :={X e R¥3 |XT = —X} antisimetrica.

Prin urmare, aceasta matrice va avea forma

) 0 —Ws W9
QTHQt)= ws 0 —w |, w€ER, i=123 (2.4.13)
—Wwy Wi 0
Rescriem ([2.4.12)) sub forma
. . . - 0 —Wws wWa
(FUTlFs) = (IR (@ 0 —a .
—Wo w1 0
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de unde rezulta

71 = W?jz - W2T3a
?2 = _W3T1 + W173>

fa= wafy —wify.
Am putea scrie si
' 3
fi= Z Eijkf jWk
Jk=1
unde

+1 daca (i,7,k) este permutare para
gijk =< —1 daca (i,j,k) este permutare impara
0 altfel

defineste simbolul Levi-Civita. Aceste formule poarta numele de formulele lui Poisson sau
ecuatiile de miscare ale triedrului mobil. '
Sa remarca faptul cd de fapt coloanele matricei Q7 () Q(t) sunt componentele vectorilor

f; scrisi in baza f. Numim vectorul

3
W= szfz
i=1

vitezd unghiulara (se mai regaseste in literatura sub denumirea de vector axial) a reperului
mobil fata de reperul fix. Vectorul @ depinde numai de timp si nu depinde de punctul
considerat.

Astfel

3 3 3
7 (t) = Z Gifi + Z yifi = Z Gifi + y1(wsfy — wafs) + ya(—wsfi +wifs) + ys(wafy —wifs)
=1 =1

i=1

3
=Y il + (—wsys + woys) 1 + (wayr — wiys) fo + (—wayn + wiye) fy
=1
3
= Gifi+oxT =70, +@xT,
=1

si iImpreuna cu

deducem



Cantitatea
v =00 +WXT

este numita viteza de transport, in timp ce v, este numita viteza relativa.

In continuare, vom folosi o tehnica oarecum similara pentru a stabili relatia dintre
acceleratia absoluta si cea relativa

3 3
_ K IR Y kS I _ SR N .7
e =T =T +WXT +WXT +0, =00 +WXT +0x (T —To/) + E Gifi + E Ui fs
i=1 i=1
3
=TUo +wW X 7 WX (Ua — UO’) +a, + E yi&jkfjwk
ij k=1
3
i = —/ J— g— —/ — — g .
=V +WXT +w X (WXT +70,) +a + g i€ Yiwn
i k=1
3
— — = —/ J— g— —/ J— — g g
=00+ +WXT +UX (WXT)+W XU, + E EijkYiwrf ;-
ij k=1
Dar
3 3 3 3
E Eijkliwr]; = — E Ejikliwrf; = E Ejkiliwrf; = E (@ X 0,)jf; =w XD,
ijk=1 i.j k=1 ij k=1 j=1
si deducem
U, =TGo +WXT +W X (WXT)+2wW X U, + a,.
Se numeste acceleratie de transport cantitatea
- = =, — — =
Gy =ao +WXT +w0x (WxXTF),
in timp ce
Q. =2W X U,

se numeste acceleratie Coriolis.
Am dedus astfel ca

T, = G + T, + Ty

Principiul inertiei ne spune ca exista un sistem de referinta fata de care orice punct
asupra caruia nu actioneaza nicio forta are acceleratia nula. Consideram cazul in care
To(t) = ¢ + Cat, 1,2 = constant si Q(f) = G nu depinde de timp. Pentru o astfel
de situatie, spunem ca reperul mobil se misca rectiliniu si uniform in raport cu reperul
absolut. Aceasta este echivalent cu a spune ca aplicam universului transformarile ¢; si g3
ale lui Galilei. Vom deduce

aor = 67 W= 6) ay = 6, ac 6
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ceea ce implica
Uy = Q. (2.4.14)

Prin urmare, daca impulsul va fi constant in reperul fix, atunci va fi constant si in reperul
ce se migca rectiliniu si uniform fata de el.

Sigur, in acest caz simplu, puteam lucra si direct pe componente. Astfel, in urma unei
astfel de migcari a reperului mobil avem

T cf +cit Y1
| =d+dt]| +G (],
I3 Cé + Cgt Ys

adica, aceste transformari ale reperului vor produce urmatoarele transformari ale coordo-
natelor vectorului viteza si acceleratie

T ] ?)1 T ?jl
. o 2 . .. . ..
Lol =3 | +G ||, | =G | ip
. 2 . .. e
T3 C3 Ys T3 Ys

De unde rezulta aceeasi concluzie: daca un sistem de referinta este inertial, atunci orice alt
sistem de referinta aflat intr-o miscare rectilinie si uniforma fata de el este, de asemenea,
un reper inertial. In consecinta, exista o infinitate de sisteme inertiale. Mai mult, consi-
derand o translatie pe axa timpului (¢ = ' 4 ¢() calculele sunt oarecum similare cu cele de
mai sus gi putem spune ca principiul impulsului este invariant la toate transformarile lui
Galilei, aga cum ar trebui sa fie orice lege din mecanica clasica.

Observatie 2.4.1. Ca orice alta lege din mecanica clasica, principiul impulsului trebuie
sa fie invariant la grupul transformarilor lui Galilei.

Printre transformarile lui Galilei se numara si invarianta fata de schimbarea originii
timpului, vezi transformarea go din grupul lui Galilei. Aceasta spune ca daca t — 7 = 7(t)
Vit € [to, t1) verifica ecuatia lui Newton, atunci gi t — 7 = F(s+t) Vit € [to,t1) trebuie
sa fie solutie a acestei ecuatii pentru orice s € R. Rezulta ca partea dreapta, adica forta
F(7, 7,t), trebuie sa nu depinda explicit de timp, adica, intr-un sistem inertial, ecuatia lui
Newton are de fapt forma

m7 = F(7(t) — 7" (t),0(t) — 0™ (t)).

O altd transformare din grupul lui Galilei ficea referire la rotatii in R3. Invarianta
legilor mecanice la aceste rotatii exprima faptul ca spatiul este izotrop, adica nu exista
directii preferate. Astfel, se impune ca odata cu 7 = 7(¢), functia t — G7(t), cu G € O(3)
constanta in timp, sa fie si ea solutie a ecuatiei lui Newton.

Se obtine astfel ca forta trebuie sa verifice urmatoarele proprietati de invarianta

Fy(r(1) = (1), (1) — 7 (1)) F(G (7(t) = (1)), G (0(1t) — 7(1)))
Fy(r(t) = (1), 0(t) = 7(1)) | = G | (G (7() = 7(1)), G ((t) — 7(1))
Fy(r(t) — 75 (), 0(1) — (1)) Fy(G (7(t) = 72(1)), G (0(t) — 77(1)))

Problema 2.4.1. Sa se indice modul in care o translatie pe azxa timpului modificd expresia vitezei §i
expresia acceleratiei.
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Problema 2.4.2. Reperul mobil {O'; f1, f2, f3} se miscd fatd de reperul fir {O;é;,e2,€ — 3} dupd legea

f1 = costeé; + sintes,

j;2 = —sinté; + costes,
f3 =és,
T, = 2tes.

Un punct material P se miscd fatd de reperul mobil cu viteza unghiulard constantd wg pe cercul y3+y5 = R2,
ys = 0, la momentul initial ocupind pozitia Py(y1 = R,y = 0,y3 = 0). Sa se determine:

1. wectorul rotatie instantanee;
2. witezele relativa, de transport si absolutd;

3. acceleratiile relativd, de transport, Coriolis i absoluta.

Problema 2.4.3. Un unghi drept AOB se roteste in planul sau in jurul varfulus fix O, cu viteza unghiulara
(variatia unghiului de rotatie) wy. Punctul P se misca uniforma pe latura O A plecind din punctul O. Sd se
determine legea miscarii absolute, viteza absoluta si acceleratia absoluta i sa se verifice legaturile acestora
cu elementele miscarii relative.

Problema 2.4.4. In planul £10x4, o dreapta § care trece prin origine se roteste in jurul axei Ox3 cu
viteza unghiulard (variatia unghiului de rotatie) constantd wg. Pe dreapta &, un punct material P se migcd
uniform cu viteza vy (fatd de dreapta). Stiind ca la momentul initial dreapta 6 coincide cu aza Oxq, iar
punctul se afla in origine, sd se determine:

1. pozifia punctului la momentul t = 57-;

2. witeza si acceleratia fata de reperul fix si fata de reperul mobil considerat.

2.5 Ecuatiile de miscare in repere neinertiale

S& consideram sistemul de referinta fix {O;€;} si un reper mobil {O'(t); f;(t)} dependent
de timp si un punct material in migcare. Ne reamintim, a se vedea notatiile din sectiunea
, faptul ca acceleratia absoluta (relativ la reperul fix) a punctului material are expresia

Gy =0o +WXT +w X (WXT)+2W0 X U, + @y,

unde

3

G =0T, (2515

i=1

reprezinta acceleratia relativa a punctului material (fata de reperul mobil). Prin urmare,
ecuatia lui Newton va fi echivalenta cu

ma, = F(F +To, 0o + W X 7 +7,) + Fy(7,t) + Fe(v,,1), (2.5.16)
unde
o F(F +To,To +@ X T +7,) este forta absolutd;
o Fi(7',t) = —ma; = —mao + W X 7 +© x (@ x 7)] este numita fortd de transport.

o [, (v,,t) = —m@, = —m?2W X T, este numita forta Coriolis.
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Ecuatia de mai sus se numeste ecuafia de miscare in repere neinertiale. Forta de transport
si forta Coriolis se numesc forte complementare, sunt datorate miscarii reperului mobil
si sunt care duc la descriere corecta a misgcarii pentru un observator ce vede miscarea in
functie de reperul mobil dar nu sunt forte reale (nu exista) pentru observatorul din reperul
fix. Aceste forte nu sunt forte de interactiune, nu putem indica corpul care le-ar exercita.
Totusi, fara a considera aceste forte, un observator care studiaza miscarea cu ajutorul unui
reper mobil nu va putea obtine date corecte asupra miscarii. Uneori, in unele probleme
aceste forte pot fi neglijate, insa observatorul trebuie sa fie constient de existenta acestora,
care uneori pot influenta decisiv rezultatele obtinute.

De exemplu, fie doi observator, un observator absolut (fix) si un observator mobil ce
se afla intr-un tren (neglijam desigur miscarile Pamantului considerand ca aceste migcari
influenteaza infinitezimal migcarile studiate). Sa consideram ca observatorul din tren trece
pe langa o cladire in repaus fata de observatorul fix (asupra cladirii nu actioneaza nicio
forta), adica acceleratia cladirii va fi nula. In contrast, dacd trenul se afld intr-o miscare
ce nu este rectilinie gi uniforma (Fo/(t) = ¢ + Caot, ¢,¢ = constant si Q(t) = G €
SO(3) constant), atunci cladirea va avea pentru observatorul mobil o migcare accelerata.
Desi asupra cladirii nu actioneaza nicio forta, pentru observatorul mobil aceasta miscare
se produce ca si cand asupra corpului ar actiona o forta reala egala cu suma fortelor
complementare. Pe de alta parte, daca consideram un corp agezat fix pe o masa (cu

Figura 2.4: Migcarea unui corp pe un meridian al Pdmantului inspre nord.

ajutorul unor tije) intr-un tren ce se afla intr-o migcare ce nu este rectilinie gi uniforma,
atunci pentru observatorul din tren corpul este in repaus desi asupra obiectului actioneaza
forta ce deplaseaza trenul, in timp ce pentru observatorul fix corpul se misca accelerat
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datorita acestei forte. Daca acum eliberam corpul (si consideram ca el se migca fara
frecare, vom vedea in una din sectiunile ce urmeaza ce inseamna acest lucru), corpul se va
migca rectiliniu gi uniform fata de reperul fix deoarece asupra lui nu mai actioneaa nicio
forta, in timp ce fata de reperul mobil el va avea o migcare accelerata, ca si cand ar fi
produsa de actiunea unor forte egale cu fortelor complementare.

Putem discuta acum si miscarea unui corp pe suprafata Pamantului. Consideram ?3
de-a lungul axei de rototie a Pamantului de la surd inspre nord, f, si fie pe diretia dreptei
determinata de centrul Pmantului inspre punctul de intersectie a meridianului pe care se
afla corpul cu ecuatorul, iar f, = f; x f,. Drept reper fix am putea considera un reper
in centrul Pamantului a.i. & = f;(¢y). Pamantul se roteste in jurul axei sale a.i. unghiul
dintre f, si e, variazi constant, deci si reperul mobil se roteste. In acest caz, a se vedea
si exercitiile de la seminar, W(t) = wpez = w073, wo = constant. Sa consideram un corp
ce se migca pe un meridian al Pamantului inspre nord, Figura . In acest caz, forta de
transport este cuprinsa in planul meridian si este normala la cercul de sectiune (normala
si pe linia polilor), in timp ce forta Coriolis va fi dirijata spre est, tangent la paralela care
trece prin corp. Observatorul mobil constata deci o deviere spre est a miscarii. Daca corpul
s-ar fi deplasat spre sud, forta Coriolis ar fi fost dirijata spre vest. In ambele cazuri, avem
o deviere spre dreapta. In emisfera sudicd lucrurile se petrec prin simetrie in raport cu
planul ecuatorial. Acest efect este considerabil in cazul sistemelor mecanice mari, cum
ar fi un rau, caz in care ne referim la o curgere de la sud spre nord. Se constata ca
malul drept este erodat mai mult decat malul stang. Tot forta Coriolis este responsabila si
pentru urmatorul fenomen. La liniile de cale ferata care sunt indreptate dupa un meridian,
fiind strabatute in sens unic de la sus spre nord, gina dreapta (estica) este supusa unei
uzuri mai mari. Totusi aceasta erodare presupune o interactiune intre punctul material
si varietatea (curba, suprafata) pe care se misca, fortele complementare devenind in acest
fel forte reale prin care miscarea varietatii induce o inertie asupra particulei. Aceste forte
vor fi anulate de fortele de contact dintre particula si varietate, particula fiind constransa
sa nu paraseasca varietatea. Observatorul absolut justifica aceasta miscare inspre dreapta
drept efect al schimbului de energie dintre varietate si particula. Vom putea intelege mai
bine toate acestea un pic mai tarziu.

Sa consideram un corp ce se misca pe o paralela a Pamantului in emisfera nordica, de
la vest la est, Figura In acest caz, forta Coriolis si forta de transport sunt cuprinse in
planul meridian gi sunt normale la cercul de sectiune (normala si pe linia polilor). Aceste
forte pot fi descompuse dupa directia verticalei locului si dupa tangenta la meridian. Prima
componenta face ca in reperul mobil acest corp sa se miste ca si cum ar avea greutate mai
mica iar a doua componenta deviaza corpul inspre sud. In cazul in care corpul este lansat
spre vest, fortele complementare vor avea sens opus.

Teorema 2.5.1. Fie un sistemul de referinta fix {O;€;} si un reper mobil {O'(t); f,(1)},
ambele baze fiind ortonormate, orientate drept. Atunci ecuatiile de miscare sunt invariante
(ca lege) in cele doud sisteme de referinta daca §i numai daca reperul mobil se misca
rectiliniu 1 uniform.

Demonstratie. Pentru inceput, sa punctam ca faptul ca ecuatiile de miscare sunt invariante
in cele doua sisteme de referinta inseamna ca, oricare ar fi o posibila migcare t — 7(t) a
unui punct material si considerand forta ce ar produce aceasta miscare, avem

ma, = F(7(t),0(t)) Vi >t
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Figura 2.5: Miscarea unui corp pe o paraleld a Pamantului in emisfera nordica, de la est la vest.

ma, =F (F(t),0.(t)  Vt>to, (2.5.17)
cu F(F(t),0(t) = F (7 (t),7,(t)  Vt>to
Implicatia directa rezulta imediat deoarece stim deja din sectiunea ca Tor(t) =
€y + Cot, T1,Cy = constant si Q(t) = G € SO(3) constanta implica
w=0, @, =a, F;,=0 F.=0. (2.5.18)
impreuné cu proprietatile de invarianta ale fortelor, proprietati rezultate in urma aplicarii
principiului relativitatii al lui Galilei, acestea vor conduce la invarianta ecuatiilor de miscare.

Referitor la implicatia inversa, faptul ca ecuatiile de miscare snt invariante in cele doua
sisteme de referinta implica

G.+a,=0  Vit>t, (2.5.19)

pentru orice aplicatie t — 7/(t) = 7(t) — Tor(t) de clasa C.
Sa consideram o familie de migcari particulare ale unor puncte materiale. De exemplu,

putem considera ca un punct material se afla pe tot parcursul misgcarii in O'(¢), adica

7'(t) =0, Vt > ty. Prin urmare, pentru aceasta familie de miscari vom avea

v, =0=1a.=0 (2.5.20)
si deci, In baza presupusei invariante a ecuatiilor de migcare, va implica

a; = 0. (2.5.21)
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Sa ne reamintim ca

G =ap +WXT +0x (@x7).

Rezultd, pentru ca am ales 7 (t) = 0, c&
ao(t)=0 Yt >t
In continuare, vom presupune miscari pentru care
7(t)=f(t) eR®* VscR

Deoarece si in acest caz avem

si pentru cam aratat deja ca

vom avea ca

Aceasta implica

(@(t) x @(t) x f1(t), [1(t) =0 Vi >to.

Dar,

w(t) x (@(t) x f1(t) =@(t) x [(Wify +wafy +wsfz) x f1(t))]
= (w1 f1 +wafy +wsfs) X (—wafs +wsfy)
= wow1 fy — Wi f1 + wiwsf3 — wif.

Deci,

0= (@(t) x @(t) x f1(t), [1(t) = w3(t) +wi(t) Vit

ceea ce implica

WQ(t) :OZW3(t) VtZtO

(2.5.22)

(2.5.23)

(2.5.24)

(2.5.25)

(2.5.26)

(2.5.27)

(2.5.28)

(2.5.29)

(2.5.30)

(2.5.31)

Similar, presupunand acum miscarile pentru care In continuare, vom presupune miscari

pentru care
7(t) = fo(t) ER®  VseER,
se deduce

wl(t) :OZW;;(t) VtZtO
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Prin urmare,
w=0. (2.5.34)

Ne aducem aminte ca viteza unghiulara w a reperului mobil fata de reperul fix este
definita ca fiind

W= (.UZ?Z
Prin urmare
QT (1) Q(t) = anti[@] = O3 = Q(t) = O3 = Q(t) = G constant YVt >t,,  (2.5.35)

Am aratat deci faptul ca invarianta ecuatiei de miscare in cele doua repere implica faptul

v

ca
Vo (t) = Vo (to), Q(t) = (G constant Vit Z to. (2536)

ceea ce Incheie demonstratia.

2.6 Existenta solutiei

Desigur, problema importanta din dinamica punctului material este de a determina migcarea
particulei atunci cand se cunoaste starea initiala si forta care actioneaza asupra lui. Avand
o formulare matematica a unui fenomen, un model, o prima intrebare ar trebui mereu
sa fie cu privire la existenta solutiei. In cazul ecuatiei lui Newton acest fapt este dat de
urmatoarea teorema:

Teorema 2.6.1. Fie un punct material a carui miscare este studiata in raport cu un sistem
de referinta (inertial sau neinertial) fata de care componentele vectorului de pozitie sunt
z;i(t),i=1,2,3,t € (to,t1). Fie problema Cauchy ce consta din ecualia de migcare gi starea
wmatiala fata de reperul considerat:

zi(tg) = a9, i,j=1,2,3 (2.6.37)

Daca membrul drept (forta absolutd pentru un reper inertial si care nu va depinde explicit
de t, forta forta absoluta plus fortele complementare in cazul reperelor neinertiale) F :
Q x (to,t1) = R3, F; = Fy(z,44,t), Q deschis din R® satisface conditiile:

e F continud in raport cu (z;,4;,t);
e [ local Lipschitz continud in raport cu (z;,;),

atunci determina in mod unic miscarea intr-un interval de timp [to,to + 6), § > 0.
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Demonstratie: Ecuatiile din (2.6.37]) formeaza un sistem de ecuatii diferentiale ordinare
de ordinul doi pentru determinarea miscarii. Vom folosi substitutiile

(1) = i(t), 1=1,2,3
Giy3(t) = @4(1), i=1,2,3.

Se obtine astfel urmatoarea problema Cauchy, echivalenta cu problema Cauchy de la care
am plecat, numai ca vom avea un sistem de ecuatii de ordinul intai:

ql(t) = Qi((_h, q2, ---, ge, t)7 (2638)
qi(to) = ¢, i=1,2,...,6
unde
q? = ZE?, qz(‘)+3 = U?’

Qilt) = in(t) = qiss(t),  Qurs(t) = %Fi(ql, get) =123

far Q : Q x (to,t1) — RS, Q deschis din RS, (g1, ..., gs, ) € €.

Din proprietitile functiei F va rezulta ca functia @ este continua in  x (to, 1) si local
Lipschitz in raport cu (g, ..., gs)- In consecinta, sunt verificate conditiile din teorema de
existenta i unicitate Picard-Lindelof si deci concluzionam existenta unui 6 > 0 si a unei
solutii unice g : (to, to + ) — Q a problemei Cauchy (2.6.38)), ceea ce implicd existenta si
unicitatea solutiei problemei intr-un interval de timp (tg, o + 9). [ |

Sa amintim faptul c& anumite conditii asupra functiei F (cum ar fi marginirea pe in-
tervalul de definitie) conduc la un rezultate de existenta globala ale problemei Cauchy
din teorema precedenta. Perechea (7(t),T(t)) se numeste stare la momentul t. Starea
(T(to), T(to)) se numeste stare initiald. Prin urmare, teorema de existenta exprima faptul

ca de indata ce cunoastem forta gi starea initiala, se cunoaste migcarea punctului material.

2.7 Miscari particulare. Teme de seminar

2.7.1 Miscarea unui punct material greu

Experienta arata ca in vecinatatea scoartei terestre toate corpurile cad in vid vertical
cu o acceleratie g orientata spre centrul Pamantului, independenta de masa, natura, di-
mensiunile sau forma corpului. Caderea in vid presupune desigur ca asupra corpului nu
actioneaza nici o alta forta perturbatoare. Desigur, intr-o astfel de abordare se neglijeaza
efectul rotatiei Pamantului. Marimea g a acestei acceleratii depinde de altitudine si latitu-
dinea: la ecuator are valoarea 9, 7805 7z in timp ce la poli este 9, 8322 7. Aceasta variatie
este in concordanta cu legea atractiei universale, unde marimea fortei de atractie dintre
corp si Pamant este invers proportionala cu distanta dintre patratul distantei dintre cen-
trul Pamantului si corp, adica cu patratul sumei dintre raza Pamantului si inaltimea fata
de sol. Este clara acum dependenta de altitudine, dependenta acceleratiei gravitationale
de latitudine rezultand din faptul ca Pamantul nu e perfect sferic, raza lui variind cu lati-
tudinea. Noi vom considera g = 9,80665 37 pe care o vom numi acceleratie gravitationala
normala (medie), ceea ce inseamna (a se vedea sectiunea [2.7.4) ca presupunem miscarea
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desfasurandu-se intr-o vecinatate a unui punct de pe suprafata Pamantului, migcare pentru
care Pamantul poate fi considerat ca fiind local plat. In cazul in care ne referim la deplasari
intre puncte situate la distante mari sau in intervale lungi de timp, atunci considerarea
legii atractiei universale i a miscarii Pamantului este necesara.

| ,_

Figura 2.6: Miscarea sub actiunea greutatii.

In concluzie, ceea ce presupunem este ca asupra unui corp aflat in vecinatatea Pamantului
actioneaza o forta

G=m g,
numita forta de greutate, unde ||g|| = g iar directia acceleratiei gravitationale G este spre
centrul Pamantului. Un punct material asupra caruia actioneaza forta de greutate se
numeste punct material greu.

Consideram un punct material greu care se afla la naltimea h fata de scoarta terestra
si asupra caruia nu actioneaza o alta forta.

Alegem un reper {O;€;,es,e3} astfel incat O coincide cu pozitia initiala a particulei,
directia lui g sa coincida cu —e,.

Putem deci spune c& starea initiald la momentul ¢y = 0 este data de (0,7,). Versorul &,
va fi ortogonal pe €,, coplanar cu g si Ty daca g X Uy # 0 si oarecare altfel, €3 = &; X €,
astfel ca baza {€;,e, €3} sa fie orientata pozitiv.

Problema care se pune este de a determina traiectoria unui astfel de punct material.
Avem de rezolvat urmatoarea problema Cauchy

m7(t) =mg, 7(0) =0, 7(0) = vo.
Este ugor de observat ca prin integrare directa se deduce
1
7(t) = §t2§+50t.

Astfel, observam ca traiectoria punctului material este o submultime a planului determinat
de 7 si vy daca g x vy # 0 sau ca miscarea lui este rectilinie daca g x vy = 0.

Pentru a determina traiectoria, dorim sa determinam explicit curba pe care se afla
punctul material. In reperul considerat vom avea

1
T1€1 + T9€y = —§t29 €y + t(vg cos a €y + vgsin aey),
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unde « este unghiul dintre vy si €;. Astfel, ecuatiile parametrice ale migcarii vor fi
x1(t) = twg cosa,

1
xo(t) = —§t29+tvg sin a, t €[0,00).

Dacd a = 7, atunci misgcarea este rectilinie, punctul ajungand la suprafata Pamantului
cand z5(t;) = —h, adica atunci cand %t%g —tivg = h. Daca vy = 0, atunci spunem ca
punctul material greu este in cadere libera. In acest caz particular, particula va ajunge pe

Pamant la momentul ¢ = , /22,

Daca o € [0, §), atunci deducem ca

9

53 2. .’L‘% + tana xq,
20§ cos? a

To =

adica traiectoria este o parabola.

Problema 2.7.1. Sa se determine inalfimea mazximda la care ajunge punctul material i momentul cand
punctul material atinge suprafata Pamantulusi.

Problema 2.7.2. Un avion A zburdnd la inaltimea h trebuie sd loveascd o tinta B. De la ce distanta d,
in stanga tintei, trebute lansat proiectilul daca se stie ca avionul zboard orizontal cu viteza constantd vg
(se neglijeazd rezistenta aerului).

Problema 2.7.3. Sd se studieze miscarea verticala descendentd a unui punct material greu de masa m,
presupundnd viteza initiald nuld si forta de rezistentd a aerului este R = —mgA\v, A > 0.

Problema 2.7.4. Un punct este lansat cu viteza vo i sub un unghi o € (0, %) fata de orizontald. Presu-
punem forta de rezistentd a aerului R = —mgAv, A > 0. Sa se determine miscarea.

Problema 2.7.5. Un tintas trage intr-o tinta aflatd la distanta de 40 m tindnd arma orizontal in directia
tintei. In ce punct va lovi glontele tinta daca viteza sa initiala este de 40 7.

2.7.2 Miscarea plana

In cazul migcarilor plane, de multe ori este convenabil si utilizim coordonatele polare.
Migcarea fiind plana, vom considera un reper {O;€;,€;,€3} unde €;,€ sunt in planul
miscarii. Astfel, a cunoaste miscarea punctului material revine la a cunoaste dependenta
de timp a coordonatelor polare (r,#) definite de

T (t)
T (t)

r(t) cosf(t),
r(t) sin6(t), r(t) >0, 6(t) € [0,2m), t € [to, t1].

Vom considera reperul {O;€,,€y, €3}, unde

€. = cosbfe; +sinfe,,
€g = —sinfe; + cosbes. (2.7.39)

Sa remarcam ca e, = %F(t). Vom dori sa rescriem intreaga ecuatie a lui Newton in acest
nou sistem de coordonate. Pentru aceasta vom determina expresia acceleratiei in noul
reper.
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Astfel, avem

Vectorul viteza va fi dat de

Dar, avem

g, = 0(— sin fe; + cos fey) = ey,

2 = 9(— cosfe; — sinfey) = —0e,.
Astfel, vom obtine
o(t) =i, 4+ rfe.
Se descompune astfel viteza in doua componente

Uy, =T € viteza radiala,

Tg=rbe viteza transversald.

Pentru calculul acceleratiei vom avea

Ga=0=7¢ +7e.+70¢ +rleg+r0es=ie,+270e,+rley —rb?e,.

Vom avea astfel

unde

a, = —r 92) €, acceleratia radiald,

ag = (2 PO +r 0) €y acceleratia transversald.
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Figura 2.8: Aria maturata de raza vectoare.

Intr-o miscare plana a unui punct material, se defineste viteza areolara ca fiind vectorul
Q= %FXU. Viteza areolara masoara variatia instantanee a vectorului ariei pe care o matura
vectorul de pozitie de-a lungul miscarii punctului material. Pentru a vizualiza acest fapt,
sa definim

T AL = %m) < F(t+ A), (2.7.40)
§i s& ne reamintim c& pentru 7 € Cl(tg, ;) avem
Tt+ AL =7t) +7) At +O(|At?) At —0, (2.7.41)

unde prin O((At)?) intelegem functiile f pentru care existd constanta pozitiva M astfel
incat || f|| < M (At)? pentru At — 0. Obtinem

At AL) 1 _ _ L 1 _ _ - )
B, A = A g O T A0 = fim ) x (0470 A+ O(M)
1 1 o
=3 T(t) x T(t) + 7(t) x Al}fr_rgo AT (At) = Q(t). (2.7.42)
Marimea vitezei areolare este data de ||| = §||re, x 02| = s 10|, si masoard variatia

instantanee a arieli maturate de raza vectoare.

us

Problema 2.7.6. Miscarea unui punct material este descrisd prin 1 = e’ cost, xo = e'sint, t € [0, zl
Determinati acceleratia radiala si transversald ale punctului si viteza areolara.

Problema 2.7.7. Un punct material P se miscd uniform pe conul de rotatie % + x5 = z3tg’a, a =
const. € (0,%), in asa fel incat proiectia sa Py pe planul x10x2 se misca cu viteza areolard constantd. Sa
se determine miscarea punctului P.

2.7.3 Miscarea punctului material sub o forta de tip central

O forta de tip central actionand asupra unui punct material este o forta coliniara cu vectorul
sau de pozitie fata de un punct fix O, adica
— . . 1
F(r,7) = F(F,7)e, € =T, r= |7
r



Figura 2.9: Forta centrali.

Consideram acest punct fix ca fiind originea reperului ales.

Forta de atractie gravitationala este o forta de tip central. Forta de atractie gravitationala
dintre doua corpuri purtatoare de masa este direct proportionala cu produsul maselor cor-
purilor si invers proportionala cu patratul distantei dintre ele. Prin urmare, alegand un
reper intr-unul dintre corpuri pe care il consideram fix, avem

my mo_

Fe—ny e, 7 =06.674x 107" N(m/kg)>.

r2
Expresia acestei forte a fost data de Isaac Newton (1687) plecand de la legile lui Kepler,
a se vedea teorema de la sfarsitul sectiunii urmatoare. Un alt exemplu de forta de tip
central este forta elastica ce va fi considerata in sectiunea referitoare la miscarea oscilatorie
armonica, adica F = —k7, k > 0.

Pentru o forta de tip central, ecuatia lui Newton conduce la

adica
d

E(FX?):G STXT=C, ¢ = constant.

Considerand ca starea initiala la momentul ¢, este data de (7q,vg), se obtine
T XT =Ty X Up.
Cazul 7o) x 1y # 0
inmulgind la stanga aceasta relatie scalar cu 7, se deduce
(7, 70,50) - O,

adica migcarea punctului material se face intr-un plan ce trece prin punctul O (originea
sistemului de coordonate) si care este determinat de vectorii 7y si Tg. Deci, migcarea sub
actiunea unei forte centrale este in acest caz o migcare plana.

Cum forta a fost considerata a fi centrala, directia ei trece printr-un punct fix O. Din
ecuatia lui Newton va rezulta ca si acceleratia va trece prin acest punct fix. O miscare
pentru care acceleratia trece printr-un punct fix se numeste miscare centrala.
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Avand in vedere ca forta F' are doar componenta radiala, ecuatia lui Newton este echi-
valenta cu ecuatiile scalare

P—rf? = %F(r, 0,7,0), (2.7.43)
270 +10=0.
Sa observam faptul ca a doua ecuatie se poate rescrie sub forma
26 = ¢ = constant.

Aceasta relatie se numeste integrala prima a ariilor. Prin urmare, un punct material
care se migca sub actiunea unei forte centrale are viteza areolara constanta. Constanta
vitezei areolare in cazul migcarii planetelor sistemului solar a fost descoperita de Kepler si
publicata in 1609 in Astronomia Nova.

Ne punem problema integrarii ecuatiei lui Newton in cazul actiunii unei forte centrale
si vom considera unele cazuri particulare.

o ['=F(r7, 9) In acest caz, din integrala prima a ariilor rezulta

. c
0= ol (2.7.44)
iar (2.7.43); devine
. c? 1 e
7= —TF—FEF(T,T,ﬁ).

Considerand si conditii initiale, ecuatia de mai sus va furniza o solutie unica r = r(t),

care inlocuita in (2.7.44)) va duce la determinarea lui 0 = 6(t).

e F'=F(r,7,0,0). In acest caz vom rescrie expresia acceleratiei radiale gi se determina
mai Intai r = r(f). Avem

L_Gry_dre _ d (1
"Ta’ T aerr T  Cap \r )

. d[d [1 2 1\ . ? [1\ ¢ A d? /1
=y {@ (‘)} T (‘) b=l (‘) 2T T (‘) - (2745)

Astfel, se obtine formula lui Binet

21 72
o '2 _ C d 1 1
(IT—T—T’Q ——ﬁ [ﬁ (;) +;:| 5 (2746)
unde @, = a, €,.
Cu ajutorul formulei lui Binet, vom rescrie sistemul ([2.7.43)) in urmatoarea forma
? (1 1 r?1 d (1 c
— |- =—+=—Fr0,—c—|-),= 2.7.47
dp? <7’> T + 2m (.9, a9 (r) 77“2)’ ( )
2760+ 10 =0.

Din prima ecuatie se obtine o ecuatie diferentiala in necunoscuta % si variabila inde-
pendenta 6. Cunoscand functia %, din integrala prima a ariilor se determina 6.
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Cazul 7y x 7y =0
In aceasta situatie va rezulta ca

adica

Aceasta ecuatie diferentiala implica
t
7(t) =T elio kb

ceea ce arata faptul ca miscarea va fi in acest caz una rectilinie. Considerand un versor e
pe aceasta dreapta a miscarii, vom avea

T =2x¢, F(F,7) = F(x,i)e€,
problema reducandu-se in acest caz la a rezolva ecuatia diferentiala

1
= —UF ] t to, 11).
x m ($,I‘), € ( 0 1)

Problema 2.7.8. Punctul material P se miscd pe o traiectorie astfel incat acceleratia sa trece tot timpul
prin punctul fir O si este invers proporfionald cu puuterea a treia a razei vectoare. Viteza initiald a
punctului material P este perpendiculad pe raza vectoare initiald, iar marimea sa vy este legatd de marimea
ao a acceleratiei initiale prin relatia 10v3 = agrg, unde ro este mdrimea razei vectoare initiale. Sd se
determine traiectoria punctului material.

Indicatie: Folositi Formula lui Binet.

Problema 2.7.9. Un punct material de masd m se misca sub actiunea unei forte centrale data de F =

DO
o~

k
—m—, k> 0. $tim ca la momentul initial r(0) = 0, 6(0) =0, v(0) = ——, a # 0, iar masura unghiului
r a
dintre 7(0) $i 9(0) este g Sa se studieze miscarea.
Problema 2.7.10. Sd se gaseascd traiectoria unui punct material de masd m asupra cdruia actioneazd
o fortd de atractie F = —m—gﬁbf, w >0, stitnd cd la momentul initial r(0) = a(l —e€), 6(0) = 0, v(0) =
r

14 o .
u, mdasura unghiului dintre 7(0) gi ©(0) este E, e € (0,1).
a(l —e) 2
Problema 2.7.11. Un satelit de masa m este lansat cu viteza initiald vy fata de centrul Pamantului si la
distanta D fata de centrul sau, de-a lungul traiectoriei unei stafii spatiale. Este cunoscut faptul ca satelitul

_ m
este atras de Pamant cu forta de atractie F = —G 7, unde G,m gi M sunt constante cunoscute. Sa

3
se afle expresia potentialului si distanta maxima dintre satelit si centrul Pamantulus.

Problema 2.7.12. Un punct material de masid m se miscd sub actiunea fortei F = —m—ff, w > 0. Stiind
r
ca la momentul initial r(0) = 0, 6(0) = 0, mdsura unghiului dintre 7(0) si ©(0) este g, sa se determine

viteza inifiald astfel incdt traiectoria sd fie circulard.
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2.7.4 Legile lui Kepler. Forta de atractie gravitationala

Johannes Kepler formuleaza legile de migcare ale planetelor, folosindu-se de observatii
astronomice (in special pe cele facute de astronomul danez Tycho Brahe asupra orbitei
planetei Marte). Aceste legi nu sunt valabile decat in cadrul mecanicii newtoniene, primele
doua legi au fost publicate in 1609 in Astronomia Nova, iar cea de-a treia in 1619 in lucrarea
Harmonices mundi. Insemnitatea lor este extraordinard ducant la ruperea definitiva de
credita conform careia planetele s-ar fi migcat in jurul Soarelui pe traiectorii circulare.
Acestea sunt:

e Planetele, in miscarea lor in jurul Soarelui, descriu traiectorii eliptice, cu Soarele
situat intr-unul dintre focare.

Figura 2.10: Prima lege a lui Kepler.

Johannes Kepler (1571-1630) a infirmat astfel presupunerea lui Ptolemeu (circa 87
d.Hr.— d. circa 165 d.Hr.), geocentrismul, cum ca Pamantul sta fix in centrul uni-
versului, toate celelalte corpuri ceresti miscandu-se pe traiectorii perfect circulare in
jurul acestui corp central sau pe traiectorii care pot fi obtinute din suprapunerea mai
multor traiectorii circulare sau a lui Nicolaus Copernic (1473-1543) care a dat o re-
prezentare heliocentrica, in care planetele se invartesc in jurul Soarelui, dar considera
totusi ca aceste orbite sunt circulare.

e Raza vectoare a planetei descrie arii egale in intervale de timp egale. Din aceasta

Figura 2.11: A doua lege a lui Kepler.
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lege, numita “a ariilor egale”, rezulta ca o planeta se deplaseaza cu atat mai repede
cu cat este mai aproape de stea.

e Raportul dintre patratul perioadei de revolufie a planeter si cubul semiaxei mari a
elipsei este acelast pentru toate planetele. De aici rezulta relatia dintre distanta

Figura 2.12: A treia lege a lui Kepler.

planetei fata de Soare si perioada sa orbitala.

Legile lui Kepler au constituit baza pentru formularea legilor gravitatiei de catre Isaac
Newton si publicate in 1687, legi care au o deosebita importanta pentru intelegerea miscarii
corpurilor ceresti, de exemplu a Pamantului si a celorlalte planete in jurul Soarelui, sau a
satelitilor in jurul corpurilor ceresti.

Teorema 2.7.1. Daca sunt satisfacute legile lui Kepler, atunct forta exercitata de Soare
asupra celorlalte planete este data de legea de atractie universala a lui Newton:

e . 4 =6.674x 107" N(m/kg)?,

F=—™

unde my este masa planetei, mo este masa Soarelui, v reprezinta distanta Soare-planeta
war e, are semnificaia din cazul miscarit plane, reperul fiind ales cu centrul in Soare.

Demonstratie. Deoarece prima lege a lui Kepler afirma ca migcarea e una plana, demonstratie
foloseste scrierea ecuatiilor lui Newton in coordonate polare, intr-un reper €,, €, centrat in
Soare.

Atunci, ecuatia de miscare implica

mi ET + ma 69 = FT ér + F9 E@ + Fgég. (2748)
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Prin urmare, folosind expresia acceleratiei transversale, se deduce

O - F3,
mya, = F,, (2.7.49)
270 +10=F,.

A doua lege a lui Kepler implica: variatia instantanee a vectorului ariei pe care o
matura vectorul de pozitie de-a lungul traiectorie are marime constanta. Sigur, acest lucru
inseamna ca viteza areolara are marimea constanta, adica

P0=c = 270+r6=0 = =0 (2.7.50)

Pentru marimea vitezei radiale vom folosi formula lui Binet si vom avea

Ald> (1 1
e {ﬁ (;) n ;} _F. (2.7.51)

Revenind la prima lege a lui Kepler, avem ca traiectoria este o elipsa. Ecuatia implicita
a unei elipse in coordonate polare este

p

= — 2.7.52
" 1+ecosh’ (2.7.52)

unde
e 0 < a reprezinta semiaxa mare a elipsei;
e 0 < b reprezinta semiaxa mica a elipsei;

e ¢ = v/a? — b? reprezinta jumatatea distantei focale a elipsei;

c / b?
e c=—=4/1— — < 1 este excentricitatea elipsei;
a a

e p=a(l—¢?) = % este parametrul elipsei.
Atunci, prin derivare in raport cu 0 se deduce

d_2 1 L——Ecose 1+ecos€_l
d6? r)  p p P

2.7.53
r(0) ( )
Folosind aceasta identitate in relatia lui Binet, vom deduce ca

02 ma

Prin integrarea relatiei

0 = ¢ (2.7.55)
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pe intervalul [0, 7] unde T este perioada de rotatiei pe orbita, si folosind relatia r =
se deduce ca

P
14+e cos6

T P? )
O(t)dt =cT 2.7.56
/0 (1+ecosf(t))? (t) “ ( )
adica
2 2 2mn?
/ p—dQZCT RN L:cT & 2abr=cT
o (14 e cosh)? (1—e2)*?
2abm
= . 2.7.
¢ = (2.7.57)

Astfel, avem ca

F.=—v o (2.7.58)
unde
c? 7 4a’b? a  4Ar?a?
= = = = t. 2.7.59
pmy  mo T2 b2 my T? cons ( )
conform celei de a treia legi, ceea ce incheie demonstratia. |

De fapt, aceasta lege se extinde la forta de atractie gravitationala dintre doua corpuri
purtatoare de masa mentionata la sfarsitul sectiunii precedente.

2.7.5 Miscarea oscilatorie armonica

O forta atractiva, centrala a carei marime este tot timpul proportionala cu distanta la un
punct fix O numit pol se numeste forta elastica, adica

F=—k7, k> 0.

O forta elastica este o forta de tip central. Acest tip de forta este in stransa legatura
cu forta care apare atunci cand un resort este comprimat sau extins. Cand un resort
(mediu elastic) este deformat, intins sau comprimat, resortului reactioneaza cu forta direct
proportionala cu intinderea gi in sens opus solicitarii care il deformeaza. Aceasta forta de
reactiune va fi numita tensiune, iar relatie descrisa in propozitia de mai sus fost formulata
de Robert Hooke in 1676 si 1i poarta numele (legea lui Hooke). Legénd un corp de resort,
resortul va actiona asupra corpului cu o forta egala cu tensiunea din resort. Sigur, sa
punctam iarasgi ca se va presupune ca resortul (mediul elastic) este doar comprimat sau
intins. Modelul matematic constituit dintr-un punct material supus actiunii unei forte
elastice se numeste oscilator elastic. Pentru simplitatea calculelor, vom presupune ¢y = 0.

Cazul 7, x 7y = 0: Oscilatorul liniar
In aceasti situatie rezulta ca migcarea este rectilinie. Alegand un reper avand originea O
si un versor € pe aceasta dreapta, vom avea

r=uxe,
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Figura 2.13: Forta elastici.

unde z este solutie a problemei Cauchy

Z(t) = —E:E, t >0,
x(0) = xo,
I(O) = Vo,

Cu Ty = LU()E, Vg = Vg €.
Solutia acestei probleme Cauchy este

Yo .
x(t) = xgcoswt + — sinwt,
w

unde w = \/% Exista a > 0 si ¢ € [0,27), astfel incat

. Vo
To = aSin @, — = acos .
w

Se obtine astfel

z(t) = asin(wt + ¢), t >0, a >0, v € 10,2m), w= %
O astfel de migcare se numeste oscilatie armonica, adica o miscare cu un grad de libertate
(o migcare ce poate fi descrisa doar de o functie scalara) definita de o functie periodica
avand ca argument o functie afina de timp wt + .

Pentru o miscare oscilatorie se folosesc urmatoarele notatii: marimea x se numeste
elongatie si reprezinta distanta punctului pana la centrul miscarii; a este amplitudinea
migcarii, adica elongatia maxima; argumentul wt + ¢ se numeste faza miscarii; ¢ este
faza initiala; perioada oscilatier este cel mai mic interval de timp 7" dintre momentele in
care particula ocupa aceeasi pozitie si are viteza de acelagi sens (in cazul nostru 7' = i—”),

numarul de perioade In unitatea de timp se numeste frecventa v = % (in cazul nostru
v = %), numarul de perioade in 27 unitati de timp se numeste pulsafie (in cazul nostru
w)

O ascilatie armonica de frecventa mare gi amplitudine mica se numeste wvibrafie iar o
oscilatie armonica de frecventa mica se numeste pendulare. Se spune ca o oscilatie este
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amortizata (disipativa) daca amplitudinea sa descregte in timp. In cazul nostru amplitu-
dinea este constanta, determinata de g, vy si w, deci oscilatia nu e amortizata.

In modelele studiate in aceasti sectiune, nu am considerat alte forte ce actioneaza asupra
punctului material. Daca am fi luat in considerare forta de rezistenti a aerului R = —\7,

A > 0, atunci miscarea punctului material ar fi fost o oscilatie amortizata.

Cazul 7y x Uy # 0: Oscilatorul eliptic
In conformitate cu rezultatele referitoare la migcarea punctului material sub o forta de tip central, rezulta
c8 migcarea se face intr-un plan determinat de 7, si Tp, coordonatele intr-un reper {O; €1, e, } fiind solutii
ale problemelor Cauchy

Za(t) twzy =0, t >0,

i (0) =02 a=1,2,

)

curg= xoaéa, Vg = vg €q-
Se deduce
vt
x1(t) = 29 coswt + - sinwt,
w

0
Uy .
xo(t) = 29 coswt + ;2 sin wt,

si
0 0 0 0
T1U5 — Tov T1Ty — ToT] )W
coswt = H, sinwt = %. (2.7.60)
T1Vp — ToU1 UiZy — U3y
Astfel, obtinem ecuatia traiectoriei
(1] — 20 09)? 4+ W (21 29 — 22 29)% = (2900 — 2009)? (2.7.61)
de unde concluzionam ca traiectoria este o elipsa.
Problema 2.7.13. Un punct material de masi m = 1kg este actionat de o fortd elasticd F = —47. Stiind

cd pozitia initiald ocupatd de punct este #(0) = (—5,0) si 9(0) = (10v/3,0) sd se determine:

1. pulsatia, perioada oscilatia;

2. ecuatia de migcare;

3. primul moment la care 7(0) = (0,0);

4. energia potentiald.
Problema 2.7.14. Un punct material de masa m = 2kg se migca de-a lungul azer Oxy sub acliunea
a doua forte: o forta de atractie orientata spre origine, data de F1 = —8x1€1 si o forta de amortizare

proportionald cu viteza, datd Fo = —8 11 €. Presupunand ca la momentul inifial punctul ocupd pozifia
To = 20€; g1 are viteza initiala vy = 20€y, sa se determine miscarea §i viteza oscilatiei amortizate.

1. pulsatia, perioada oscilatia;

2. ecuatia de miscare;

3. primul moment la care 7(0) = (0,0);
4.

energia potentiald.
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2.8 Teoreme generale ale dinamicii punctului material

Presupunem c& asupra unui punct material actioneazi o forta continui F. In aceasti
sectiune, baza considerata {e;} va fi baza canonica, componentele vectorilor ce vor fi
considerati fiind componentele in aceasta baza. Definim [ucrul mecanic efectuat de forta
F la deplasarea intre punctele Ay (pozitia 7(¢g) la un moment #) si A (pozitia 7(¢) la un
moment ¢) de-a lungul traiectoriei prin urmatoarea integrala curbilinie de speta a II-a

p:/A@,dm :/Ai:Fid;z:i.

Ao Ao =1

Lucrul mecanic indica efectul util al fortei, fiind definit de fapt cu ajutorul produsu-
lui dintre deplasare gi componenta fortei pe directia deplasarii (componenta tangentiala),
deorece componenta normala a fortei nu poate contribui la deplasarea data. Intrucat am

T

A

S

"y

Figura 2.14: Lucrul mecanic.

presupus ca traiectoria miscarii este neteda, lucrul mecanic va fi dat de

N i~ da;
P= [ (F0),—(@)dl = [ Y F(0)—(0).
‘o dl t “ arl
=1
Puterea fortei care actioneaza asupra punctului material este definita prin
W = (F,v).
Deducem

dP
W=—
dt’

adica faptul c& puterea fortei indica variatia lucrului mecanic (la deplasarea pe distanta
infinitezimala d7). Energia cinetica a unui punct material este data de



Teorema 2.8.1. [Teorema energiei cinetice| Intr-un sistem de referinta inertial, derivata
in raport cu timpul a energiei cinetice a unei particule in miscare sub actiunea fortei F
este egala cu puterea fortei F', adica

E=W. (2.8.1)
Demonstratie: Din definitia energiei cinetice rezulta
E = m/(7,7) = m(v,a).
Folosind ecuatia lui Newton va rezulta
E=(w,F)=W. |

Definim momentul cinetic in raport cu punctul O, asociat unui punct material in miscare
prin

KO =m7r X v.
Momentul fortei F' fata de punctul O, este dat de
Mo =7 X F

Momentul fortei si momentul cinetic sunt marimi ce se pot defini pentru un punct material,
insa momentul fortei este o marime fizica vectoriala ce exprima cantitativ capacitatea fortei
de a roti un corp in jurul unei drepte ce trece printr-un punct si este perpendiculara pe
planul format de dreapta suport a fortei si punctul respectiv. Aceste doua cantitati joaca
un rol important si in descrierea deformarii mediilor continue si trebuie privite ca fiind

.....

o marime vectoriala punctului material.

Teorema 2.8.2. [Teorema momentului cinetic] Intr-un sistem de referinta inertial, de-
rivata in raport cu timpul a momentului cinetic in raport cu punctul O a unei particule
in miscare sub actiunea fortei F' este egala cu momentul fortei F' in raport cu punctul O,
adica

Ko = Mo. (2.8.2)

Demonstratie: Imediata. |
O forta F se numeste fortd conservativd daca exista o functie V : R? — R astfel incat

F——VaV(F) = _gvéi_

i

Se intelege ca in acest caz F depinde doar de vectorul de pozitie 7. Spunem ca avem un
camp de forte.

Functia scalara V se numeste potentialul din care derivi forta conservativa F. Semnificatia
fizica a lui V este de energie potentiald a unui punct material aflat in pozitia A sub actiunea
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unui camp conservativ si este egala cu lucrul mecanic efectuat de forta respectiva cand
punctul material se migca de la pozitia A pana la o pozitie de referinta Ay, adica

_ _ Ldv ! o AT g
V(7(t)) — V(F(ty)) = —dl = | (VV(T()),—)dl = — (F,dr).
tO dg tO de AO
Deci, daca se cunoaste forta conservativa F, atunci se obtine expresia potentialului din
care deriva forta conservativa.

Sa ne reamintim un rezultat care ne indica daca un camp vectorial este un camp con-
servativ sau nu :

Teorema 2.8.3. Fie F un camp vectorial de clasi C* pe un domeniu D simplu conex.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. curl F = 0;
2. F admite un potential de clasd C?;

3. Lucrul mecanic al lui F pe un drum oarecare ce uneste punctele Ay si A din D depinde
numai de extremitati st nu de forma drumulus.

Daci F admite un potential, atunci
(F,dr) = —dV. (2.8.3)

Cantitatea d P = (F,dF) se numeste lucru mecanic elementar.

Problema 2.8.1. Sa se verifice dacd forta de greutate gi forta de atractie universald sunt forte conserva-
tive. In caz afirmativ, sa se determine potentialul din care deriva.

Pentru o particula aflata in miscare sub actiunea unui camp conservativ de forte F|,
numim energia mecanicd (totala) suma dintre energia cinetica si energia potentiala asociata
campului de forte.

Teorema 2.8.4. [Teorema conservarii energiei totale|] In raport cu un sistem de referinta
wmertial, energia mecanica a unei particule aflata in miscare sub actiunea unui camp con-

servativ de forte este constanta in timpul miscarii, adica
E(t) + V(t) = E(to) + V(to) Vit e [to,tl].
Demonstratie: Deoarece avem un camp potential, vom avea
dr dr .
—) = —(VzV(r),—) = -V.
T = ~(VV(), T
Din teorema energiei cinetice rezulta ca

W= (F,

de unde vom obtine

adica
E+V =0,

care prin integrare intre ty si ¢t conduce la concluzia teoremei. |
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Problema 2.8.2. Sa se determine:

1. legea de miscare a unwi punct de masd m = 1 dacd asupra sa actioneazd forta: F = —4(x181 +x983)
stisnd ca la momentul initial 7(0) = 2€1,0(0) = 2é2;

aflati traiectoria miscarii de la punctul (a);
curbura traiectoriei migcarii de la punctul (a);

energia cineticd a punctului material de la punctul (a);

AN NI

energia totald a punctului material de la punctul (a).

2.9 Tensorul metric. Expresia vitezei unui punct ma-
terial in coordonate curbilinii

Fie €, €, €3 baza canonica din R3. Notdm cu x;, x5 si x5 coordonatele unui punct generic
din R? in baza €;,€,, €3. De multe ori, in studiul miscarii unui punct material, exprimarea
cantitatilor cinematice in raport cu alta baza, adica considerarea unor noi coordonate.
Baza considerata poate depinde de timp si chiar de pozitia punctului material, a se vedea
baza €,, €y considerata in cazul miscarii plane. Coordonatele intr-o astfel de baza se numesc
coordonate curbilinii. De exemplu, atunci cand se considera migcarea unui punct material
pe un cilindru sau pe o sfera, ne intereseaza sa descompunem atat vectorul de pozitie dar
si vectorul viteza si acceleratie intr-o baza formata dintr-un sistem de vectori ca in figurile
urmatoare.

Prin urmare, si consideram un sistem de coordonate curbilinii (¢', ¢, ¢*) ale punctelor
din R3, si aplicatiile

= zi(q", % ¢%), i=1,2,3 (2.9.4)

care descriu transformarea de coordonate. Consideram ca aceasta transformare este cu-
noscuta. Mai mult, presupune ca aceasta transformare

(¢", % @) = (x1(d", ¢* ¢%), 22(d", ¢, @), w3(d". ¢, ¢%)) (2.9.5)

este de clasa C? si astfel incat determinantul functional

J = det (g;) £ 0. (2.9.6)

Aceasta implica transformarea este biunivoca si bicontinua. Atragem atentia ca aceste
aplicatii se referd la coordonatele unui punct oarecare din R? si nu numai la coordonatele
unui punctului material in miscare.
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S& consideram in continuare migcarea unui punct material ¢ — 7(t), 7 € C?(to, t1).
Daca se cunoaste modul in care coordonatele ¢!, ¢%, ¢* depind de timp, adica

te q'(t),t € [to, 1), (2.9.7)

si daca stim cum depind coordonatele x1, 2o, x5 ale unui punct generic din R? de coordo-
natele ¢', ¢%, ¢, adica daci cunoastem aplicatiile

v = 2i(¢', % ¢, i=1,2,3, (2.9.8)

atunci vom cunoaste migcarea punctului material fata de baza ey, e, e3.
Intrucat x; depind de ¢!, ¢%, ¢® iar baza canonica este fixi, vom scrie

T =7(q", ¢* ¢). (2.9.9)
Definim
_ or  _ or _ or
g1 = 8_(]1’ go = 8_q2’ gs = a—qg (2.9.10)

Remarcam faptul ca g, este vectorul tangent la curba definita de aplicatia
ql HF(QI,','), (2911)

adica pastrandu-i ficsi pe ¢, ¢3.

Tensorul avand in baza canonica matricea de componente g;; definite de

Gij = <§i7§j>7 Za] = 17 273 (2912)
se numeste tensorul metric. Sa remarcdm c& pentru i = j avem g; = |[g;||%, iar pentru
i # j avem gi; = ||g;| ||9,/| cos <(3;,g;)- Deci, elementele de pe diagonala ne indica cum

variaza In timp norma vectorilor g; in timp ce restul elementelor indica modul in care
variaza unghiurile dintre acesti vectori.

Problema 2.9.1. Sa se arate ca tensorul metric este pozitiv definit.
Propozitie 2.9.1. Sistemul de vectori gy, Gy, g5 formeaza o baza.

Demonstratie. Demonstratia este simpla si se bazeaza pe faptul ca jacobianul transformarii
zi = xiq", 4% ¢°) (2.9.13)

este nenul, adica
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Observatie 2.9.1. Sistemul de vectori g,,gs, s formeaza o baza care nu este neparat
ortogonala.

Definitie 2.9.1. Baza gy, Gs, g5 se numeste baza naturald (covariantd). Baza duald a bazei
naturale, adica baza formata de vectorii

A g: X3
g=- D k4 (2.9.15)
(glag2ag3)
se numeste baza contravarianta.

Observatie 2.9.2. Nici sistemul de vectori g*, g%, > nu formeazd neapdrat o bazd ortogo-
nala.

Componente ¢/ definite de
97 ={7.¢), i,j=123 (2.9.16)

se numesc componentele cotravariante ale tensorului metric.
Considera descompunerea deplasarii in baza canonica

T(t) = ixé (2.9.17)

si calculam vectorul viteza, adica

3
o(t) = i,
i=1
3 3

alt)y=>» i = Z iie;. (2.9.18)

=1

Scopul final va fi sa rescriem energia cinetica folosind coordonatele curbilinii. Pentru
inceput sa exprimam viteza doar in functie de coordonatele ¢* si vom calcula

°L ’ & Ti . & 23_1 Zi€; . 7 °
i= J= J= =

J
i=1 \j=1 q

Deci, componentele covariante ale vitezei sunt
3
V=g, =) U, (2.9.20)
i=1

Componentele covariante ale vitezei se mai numesc si coordonate generalizate ale vitezei.
Problema 2.9.2. Sa se scrie viteza i acceleratia in coordonate cilindrice.

Problema 2.9.3. Sa se scrie viteza si acceleratia in coordonate sferice.
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2.10 Abordarea din mecanica rationala a miscarii unui
punct material supus la legaturi

Se poate intampla ca din cauza unor contrangeri (legaturi) mecanice sau de alta natura,
particula sa fie nevoita sa se miste pe o anumita curba sau pe o anumita suprafata. De
exemplu, sa ne imaginam migcarea unui corp pe un plan orizontal sau misgcarea pe un plan
inclinat. In aceste situatii migcarea punctului material se face pe o suprafata cunoscuta a
priori (un plan). Un alt exemplu ar fi migcarea unui tren, caz in care migcarea se face pe
o curba specificata a priori (sina de cale ferata).

Daca se impune ca miscarea punctul material sa se faca pe o suprafata anume, atunci
putem modela acest fapt impunand asupra coordonatelor (z1, x2, z3) ale punctului material
conditia

f1(£l’1,5€27133) =0,

unde f; este o functie scalara diferentiabila definita pe un domeniu din R?. O astfel de
restrictie (o conditie impusa doar asupra vectorului de pozitie al punctului material fara a
impune conditii asupra vitezei) se numeste legaturda olonomd (cuvantul olonom insemnéand
ca nu depinde de viteza). In cazul de mai sus, spunem ca legatura este si bilaterala, aceasta
denumire punand in evidenta faptul ca punctul se misca pe o suprafata ci nu deasupra
(fi(x1, 22, 3) > 0) sau dedesubtul suprafetei (fi(z1,x9,x3) < 0), cazuri in care legaturile
se numesc unilaterale.

Daca se impune ca miscarea punctul material sa se faca pe o curba specificata, atunci
se impun urmatoarele conditii asupra coordonatelor punctului material

f1($1,$2,x3) :07 f2($1,$2,l‘3) :Oa

unde f si fo sunt functii scalare diferentiabile, functional independente pe un domeniu din
R3. Cu alte cuvinte, punctul material se afla la intersectia a doud suprafete, adica pe o
curba. Curba (sau suprafata) pe care punctul material e constrand sa se miste se numeste
spatiul configuratiilor sau varietatea pe care se migca punctul.

Poate aparea urmatoarea confuzie: se cunoagte curba (suprafata) pe care se produce
miscarea, deci se stie migcarea. Acest fapt nu este adevarat deoarece o legatura nu ne
ofera nicio informatie asupra variatiei pozitiei punctului material pe curba (suprafata)
in functie de timp. Prin urmare, legaturile vin ca o cerinta suplimentara ce se adauga
ecuatiilor de miscare.

Deoarece legatura influenteaza migcarea particulei, putem privi particula si punctele
curbei (sau suprafatei) pe care se migca ca pe un sistem mecanic in interactiune. Acest
fapt conduce la presupunerea ca actiunea punctelor curbei (sau suprafetei) asupra particulei
poate fi reprezentata printr-o fortd L necunoscutd a priori, numita fortd de legdturd. Prin
urmare, ecuatia lui Newton pentru o particuld de masa m sub actiunea unei forte F care
se migca pe o curba (sau o suprafata) este

mdzf%—f.

Intuitia ne indruma sa credem ca doar componenta tangentiala a fortei de legatura contri-
buie efectiv asupra miscarii, componenta normala a fortei de legatura (nu produce lucru
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mecanic) fiind o reactiune a varietatii la actiunea punctului material asupra ei, adica este
util sa utilizam descompunerea

L=®+N, (2.10.1)

unde ® este vector tangent la curba (sau suprafata) iar N este normal la curbi (sau
suprafati). Componenta ® se numeste fortd de frecare in timp ce N se numeste fortd de
apasare normala. Fortele de frecare apar la contactul dintre doua corpuri. Ele se datoreaza
intrepatrunderii asperitatilor microscopice si neregularitatilor microscopice ale celor doua
suprafete care intra in contact. Prin urmare forta de frecare depinde de materialele din
care sunt construite aceste materiale. Chiar inainte de a incepe miscarea apar forte de
frecare intre solide numite forte de aderenta. Dupa inceperea miscarii fortele de frecare
se mai numesc si forte de frecare la lunecare. Modulul fortei de aderenta este mai mare
decat modului fortei de lunecare. Pentru a vizualiza acest fapt, sa ne imaginam ca dorim
sa mutam un dulap prin impingere pe o suprafata plana orizontala. Efortul depus pentru
a Incepe aceasta miscare este mai mare la inceput deoarece forta de frecare este mai mare
inainte de Inceperea lunecarii. Pe masura ce viteza creste, efortul depus va fi din ce in ce
mai mic.

Toate cele spuse mai sus sunt cuprinse in urmatoarea lege data de Charles A. Coulomb
(1736-1806): Daca o particula este pe o curba (sau suprafatd) nedeformabilda atunci ezista
scalarul f > 0 numit coeficient de frecare depinzand numai de natura particulei si a curbei
(sau suprafetei) astfel incat daca

e particula se afla in miscare (||v]] #0), atunci

_ _ v _ _
<I>=—||<1>IIW7 @[] = fIIN;

e particula se afla in repaus (||0|| =0), atunci

2] < fIN].

Legea lui Coulomb ne spune ca marimea fortei de frecare la lunecare este proportionala
cu marimea fortei de apasare normala, ca marimea fortei de frecare la lunecare este mai
mica decat marimea fortei de aderenta si ca marimea fortei de frecare nu depinde de aria
suprafatei de contact.

In continuare vom considera doar cazul in care particula este constransa sa se miste pe o
curba data. Din teorema functiilor implicite rezulta ca doua dintre coordonatele punctului
material, sa presupunem ca acestea sunt x; si x9, pot fi scrise in functie de a treia, z3, pe
care o notam cu ¢q. Aceasta functie necunoscuta ¢ depinde de timp si va descrie complet
migcarea punctului material

7 =T7(q), q=q(t), t > to. (2.10.2)

Vom folosi reperul lui Frénet si expresia acceleratiei in acest reper, adica

21
R

a=a; + ay, ar =0T, ap =V

. (2.10.3)
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Forta de frecare va fi complet determinata doar de componenta tangentiala

o =-07, |0 =2,
in timp ce forta de apasare normala se va descompune

N = N,7+ NspB.
Prin urmare, ecuatia lui Newton implica
mo=—®+ F,, nw?%zA@+Ew 0= Ns+ Fj, (2.10.4)

unde

F=FE7+F,n+ Fsp.

Daca v = 0, atunci necunoscutele acestui sistem sunt N,,(t), Ng(t) si ®(t) ce vor fi date

de
o =F, N, = —F,, Ng = —Fj.
O astfel de solutie este admisibila doar daca este verificata legea lui Coulomb, adica
F2 < fA(F;+ Fj).
Aceasta inseamna ca ecuatia lui Newton are o solutie admisibila (echilibrului, repaus)
v =0, N, = —F,, Ng = —Fp,
doar daca forta verifica conditia
(1+ ) F2 < 2|7

Daca punctul material nu se afla in echilibru, necunoscutele ecuatiei lui Newton sunt
q(t), Ny, si Ng, ® fiind determinat din legea lui Coulomb ca fiind ® = f /N2 4 N3. Ecuatia

mov=®+ F,

este In general neliniara, deoarece dependenta x1 = 1(q), x2 = x2(q) poate fi neliniara iar

1 2
@zf\/<mUQE—Fn) +F52.

2.10.1 Pendulul matematic. Tema de seminar

Vom exemplifica cele de mai sus considerand modelul pendulului matematic (gravitational)
simplu. Pendulul gravitational simplu este un punct material suspendat printr-un fir in-
extensibil de masa neglijabila i lungime /¢, care poate oscila intr-un plan vertical in jurul
unui punct de suspensie sub actiunea greutatii sale si neglijand fortele de frecare.
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Vom considera ca viteza initiala vy este ortogonala pe verticala locului, adica pe g si
ca la momentul initial firul se afla in pozitie verticala. Alegem reperul ca fiind centrat in
punctul O de fixare a firului, versorul €; indreptat vertical in jos iar e, ortogonal pe €; si
situat in planul determinat de punctul O si de vy si g.

Punctul material se migca pe un cerc fix de raza . Vom nota cu € unghiul pe care firul
il face cu axa Ox,. Atunci

xy =L cosO(t),
xo = £ sinf(t), 0(t) € (—m, 7,

iar ecuatia lui Newton este
mr = mg+ N.
Forta N reprezinta forta de legatura (tensiunea din fir). Are loc

G:mgél, ?Ozfél, @(O):Uoég

f(—sinf e, + cosfey),

f(—sinfe, 4 cos0e,) — £0% (cos HE, + sinfe,).

= 0, vom inmulti ecuatia lui Newton scalar cu ?(t) si vom obtine
(06 = —(6 g siné.

Daca € = 0, atunci 6 este constant si deci punctul ramane in aceeasi pozitie fixa la orice
moment ¢.
Vom presupune ca 6 # 0, si vom deduce urmatoarea ecuatie diferentiala neliniara

00 = —g sin 0,

cu datele initiale



Cunoscand 6, vom sti miscarea punctului material iar din ecuatia lui Newton vom deter-
mina tensiunea din fir.

Daca unghiul 8 este mic, adica daca studiem doar oscilatii sub unghi mic, putem apro-
xima sin 6 cu 6 (exprimat in radiani) si vom avea ecuatia oscilatorului armonic

. g .
6+90=0,

pentru care se determina solutia

Daca unghiul # nu este mic, atunci prin inmultirea ecuatiei neliniare cu 6 si prin inte-
grare, se deduce

ld o gd _
€§E[9 ] + ZE[COSG] = 0,

care implica

vE—2g/l
29/

9
6? = 79(0089-}- ).

2
De aici va rezulta ca atunci cand cosf =1 — QU—gOE, punctul are viteza nula.

Problema 2.10.1. Un punct material greu coboara fara frecare si fara viteza initiala pe un plan inclinat
de unghi o = 45° i indalfime h = 10. Sd se determine momentul cind punctul material ajunge la baza
planului.

Problema 2.10.2. Un punct material de masa m se misca pe dreapta x1 = xo fiind respins de axa Oxs
cu o fortd perpendiculard pe ea si proportionald cu distanta la aceastd axd. La momentul initial z1(0) = 1
iar viteza este nuld. Neglijand forta de greutate, sd se gaseasca legea de miscare si forta de legaturd atunci
cand miscarea se face cu frecare, coeficientul de frecare fiind f € (0,1).

Problema 2.10.3. Sa se studieze echilibrul unui punct material greu pe un cerc vertical de razd R, in
cazurile:
1. echilibrul se face fara frecare;
V3
3

2. echilibrul se face cu frecare, coeficientul de frecare fiind f =

2.11 Dificultatile mecanicii rationale daca folosim ecuatia
lIui Newton

e Forma ecuatiilor de migcare se schimba radical cand se schimba baza.

e Pentru a afla migcarea unui punct material trebuie sa aflu si fortele de legatura.
Mecanica analitica ofera un set de ecuatii identic ca forma cu setului de ecuatii pen-
tru cazul punctului material liber gi evita aparitia fortelor de legatura in formularea
ecuatiilor de misgcare. Prin urmare, un studiu generic asupra ecuatiilor de o anu-
mita forma ne va oferi aparatul matematic pentru studiul ambelor situatii: puncte
materiale libere gi puncte materiale legate.
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Partea 11

Mecanica analitica
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Capitolul 3

Dinamica sistemelor de puncte
materiale libere

3.1 Ecuatiile de miscare a sistemelor de puncte ma-
teriale libere

Consideram miscarea a n puncte materiale P, s = 1,2, ....,n de mase mg, s = 1,2, ...,n. An-
samblul acestor puncte materiale se numeste sistem mecanic de puncte materiale. Vectorii
de pozitie fata de un acelasi punct fix O € R? vor fi notate cu 7, vitezele corespunzatoare
cu v, iar acceleratiile cu a.

Definitie 3.1.1. Scalarul

n

M= m,=my+my+ .. +m, (3.1.1)

s=1
se numeste masa sistemului mecanic de puncte materiale.

Misgcarea fiecarui punct material va trebui sa verifice ecuatia lui Newton. Ce forte
actioneaza asupra sistemelor de puncte materiale? Din principiul actiunii si reactiunii
rezulta ca asupra unui sistem de puncte actioneaza doua tipuri de forte:

e forte exterioare, F'y, s = 1,2,...,n, de tipul celor considerate in cazul miscarii unui
singur punct material.

e forte interioare (interne) de interactiune intre punctele sistemului. Aceste forte sunt
de tipul celor din principiul actiunii gi reactiunii. In plus, ele depind doar de distanta
dintre puncte, in sensul ca notand cu Fsp forta cu care punctul material P, actioneaza
asupra punctului material P,, s,p € 1,2,...,n, s # p, avem

1

7y = 7|l

FSP = FSP(HTS - Fp”) (Fp - FS)- (3~1~2)

Pentru a simplifica calculele si modul de scriere, introducem si

Fo=0 s=1,2..n. (3.1.3)



Prin urmare ecuatiile de migcare ale punctelor materiale din sistemul mecanic sunt

mis=F+» Fy  s=12..n (3.1.4)
p=1

Impreuna cu conditiile initiale

= _ -0 — _ =0 _

Ts =0, Ts =Ty, s=1,2,...,n, (3.1.5)
aceste ecuatii descriu miscarea punctelor din sistemul mecanic considerat.

Propozitie 3.1.1. Rezultanta si momentul rezultant al fortelor interioare sunt nule, adica

Zn: F,, =0, Zn: 7o x Fyp=0. (3.1.6)

s,p=1 s,p=1

Demonstratie. Demonstratia este ugoara. Calculam

ifsp:% (ifsp‘{' ifsp) :% (ifsp_‘" ifps> (3-1-7)

s,p=1 s,p=1 s,p=1 s,p=1 p,s=1
1 n n
=3 > Fy— Y Fy|=0
s,p=1 p,s=1

Similar se demonstreaza si partea a doua a propozitiei. Vom avea

i?sxfsp:%<2n:hxfsp+ i?sxﬁsp> :%<inxfsp+ ifprps>

s,p=1 s,p=1 s,p=1 s,p=1 p,s=1
(3.1.8)
n
1 o — _
=3 E (Ts —Tp) X Fgp | =0,
s,p=1
pentru ca forta interioara F'y, este coliniara cu 7y — 7. |

Propozitie 3.1.2. Intr-un sistem de referinta inertial, derivata in raport cu timpul a
impulsului unui sistem de puncte materiale (H = Y "_ msFs) este egald cu rezultanta
fortelor exterioare care actioneaza asupra sistemului.

Demonstratie. Concluzia rezulta prin calcul direct, tinand cont de ecuatiile lui Newton si
de propozitia precedenta. |

3.1.1 Expresia energiei cinetice a unui sistem de puncte materi-
ale libere in coordonate curbilinii

In continuare vom nota cu (z1, 9,3, ..., 3,) coordonatele deplasarilor 7;, scrise unele
dupa alte, in baza canonica iar cu (¢, g2, ¢s, ..., ¢3,) coordonatele deplasarilor 7;, scrise
unele dupa alte intr-o baza oarecare. Sigur, va exista o dependenta de forma

T3i—2 = $3i—2(CI3i—2, q3i—1, QSi)a
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T3i—1 = T3i—1(q3i—2, @3i-1, ¢3:),1 = 1,2, ..., n, (3.1.9)

€T3 = 1'31‘((]31'—27 q3i-1, Q3i);

care descriu transformarea de coordonate pentru fiecare punct material. Consideram ca
aceste transformari sunt cunoscute. Mai mult, presupune ca aceasta transformare

((]31‘—27 q3i—1, Q?n') — (3332'—2(6132'—2, q3i—1, Q?n')a x3i—1(Q3i—27 q3i—1, C]3i), x3i(Q3i—2> q3i—1, Q3i))

(3.1.10)
i=1,2,...n
sunt de clasa C? si astfel incat determinantii functionali
0
J = det( “Tl) 40  i=1,2,...n (3.1.11)
O, 1,me{3i—2,3i—1,3i}

Folosind notatiile introduse anterior deducem

- Or; N 0w
= g 2om = ZMx - Z Z %z ’
= 0 Za ? < el - as as .
=5 Z (Z a;c ax ) Gk = ;Z (Z <ar ar >> ik (3.1.12)

],k 1 \i=1 jk=1 \s=1
1 or 87" & 2 or or
=5 E ms § < - 5 4k = E Mg E : L >> J35—j 35—k
2 s=1 (] k=1 ) ’ 5:1 ( k= q35 —J 8q3 !

1 s - .
= 5 Z msgjk;q3squ357k:
s=1

unde

O = <Z< o, = _or, >> (3.1.13)

aq{%s —J aq35

este tensorul metric asociat vectorului de pozitie 75 al punctului material P;.

Prin urmare, deoarece fiecare tensor metric este pozitiv definit, energia cinetica este
suma a n forme patratice pozitiv definite in termenii variabilelor ¢;, i = 1,2, ..., 3n.

Orice forma patratica pozitiv definita este strict convexa. Am stabilit, deci, urmatorul
rezultat

Propozitie 3.1.3. Energia cinetica este strict convexa ca functie de variabilelor ¢;, 1 =
1,2,...,3n.

Folosind expresia energiei cinetice si a lagrangeianului L deducem ca ecuatiile Euler-
Lagrange conduc la un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 2. Cum reducem acest sistem
la un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 17
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3.2 Tema de seminar. Problema celor doua corpuri

O problema fundamentala din mecanica este descrierea miscarii unui sistem mecanic format
din doua puncte materiale P, si P, de mase m; si respectiv my, sub actiunea fortei de
atractie gravitationala data de Newton, adica fortele externe sunt absente iar fortele interne
sunt date de

= mime  To—T
Fi9 =

72 = 7ol 72 = 7|l
= mims  To—T1
Foy = —y——— —. 3.2.1
S e e .

Ecuatiile de migcare sunt in acest caz

mims  To—T1

mir; =
R R Al
- mims To—T1
Moy = —y—A™2 T2 77 3.2.2
2= N A e =7l (3:2.2)

Pe de o parte, este evident ca adunand cele doua ecuatii obtinem
mq %1 -+ Moy %2 = 6, (323)

ceea ce exprima faptul ca centrul de masa, adica punctul de vector de pozitie 7™ =
(m1T1 4+ mayTe), are o migcare rectilinie i uniforma, deoarece

mi+ma
F=0 & 7=0C+0C,t, (3.2.4)
unde C, si C, sunt vectori constanti.
Pe de alta parte, scazand ecuatiile de migcare deducem

mg+m1

T e F), 3.2.5
/y||7_42_71||3( 2 1) ( )

To—T1 =

Din conditiile initiale putem determina vectorii constanti C; si C5 si deci vom sti
myTy +myTy = Cy + Oyt (3.2.6)

Prin urmare, daca vom putea afla si

ri= ?2 — 71, (327)
atunci vom putea gasi atat pe 7y cat si pe 7.
Ramane deci sa aflam 7 solutie a ecuatiei diferentiale

mo + mlF
S

(3.2.8)

Py

Aceasta ecuatie vectoriala se scrie ca un sistem de ecuatii neliniare in coordonatele vecto-
rului 7 intr-o baza fixa €1, e, €3, astfel
mg + My

Ty,
(vx? + a3 + 23)°
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meo + My

£L.'.2 = -7 T, 3.2.9
(V22 + 23 + 23)3 ( )

. Mo + My

T3 = —7 xs.

(o + g+

Un mod de rezolvare a acestui sistem este identificarea unor integrale prime ale acestui
sistem. O prima observatie este faptul ca ecuatia vectoriala implica

Txr=0 & 7Fxr=C = Fr7=(CTr) <& (CT)=0, (3.2.10)
ceea ce inseamna ca 7 verifica ecuatia unui plan ce trece prin origine. In plus, deoarece

Im <7 =C, C=|C], (3.2.11)

fara a intra in prea multe detalii, functia U; = ||F x || este o integrala prima a ecuatiei
vectoriale considerate.
O alta implicatie a ecuatiei vectorial este

(F7) = —meH +H3m1 (7, 7). (3.2.12)
Deorece
(7:7) = 5 5 FF) = 5 P
(r.7) = % %@ T) = % %H?H?, (3.2.13)
vom deduce
Sl =L L e ol = T2y Ly
3l = =B LT e g Zel = 2 m) G (6:214)
& 1P = 25ma+ ) T
Prin urmare, fara a mai intra in prea multe amanunte, functia
Uy = [5]2 = 2+(ms + m1) ﬁ (3.2.15)

este o integrala prima a ecuatiei vectoriale considerate.

Deoarece stim ca 7 verifica ecuatia unui plan ce trece prin origine, vom rescrie rescrie
aceste integrale prime in coodonate polare. Considerand un sistem de coordonate in planul
miscarii, vectorii din acest plan fiind f,, f, iar originea lui (0,0, 0), vom avea coordonatele

Y1 = 1cosb,
Yo = rsind, r(t) =Tl 0(t) = <(f1,7(1)), (3.2.16)
ys = 0.
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Sa remarcam ca In acest nou reper, si pentru ca planul miscarii este deja determinat de
constanta C' gi de faptul ca stim ca planul trece prin origine, singurele necunoscute sunt
in continuare r si 6. Acestea vor putea fi determinate din cele doua integrale prime, daca
acestea sunt functional independente.

Repetand unele rationamente folosite in cazul miscarii plane, gasim ca cele doua integrale
prime ne indica

242 = 2,
r
20 = C, (3.2.17)

unde p = y(my + my). Cautam solutia in forma implicita ca r = r(#). Avem

. dr. drC d (1

Astfel, sistemul de mai sus ne conduce la urmatoarea ecuatie

2 1\1? 29 1 1 2 2
¢ [d<>] +r2£=TM+h = d():i— he 2 (3210

2 |do \r r4 o \ r C r 72

Pentru integrarea acestei ecuatii deducem

d (Q) ¢ _n
dh AT = = +1 <& arccos ’"—CQ =+(0 —b), (3.2.20)
Vit = (6= 8) bt

unde 6, este o constanta de integrare. Vom deduce

& <1+\/h+g—zcos(0—00)>

¢ _ v 1
\/’“ﬁ =cos(f —6)) <« o= g (3.2.21)
2
14 /2% 4 1cos(d — )
1 0
& -= = . (3.2.22)
n

2 2
e= ﬂ—i—l, ng, ¥ =060—0,, (3.2.23)
7 m

ecuatia de miscare este

B 14+ ecosd

S (3.2.24)

1
,
Problema 3.2.1. Sa se reprezinte in Matlab graficul curber descrise implicit mai sus pentru

valori pozitive ale lui p si pentru valori subunitate, supraunitare ale lui e i pentru e = 1.
Ce observati?
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Curba din planul ce trece prin cele doua puncte materiale ale sistemului, este o conica,
si anume

e daca h >0 < e > 1 curba este o hiperbola;
e daca h =0 & e =1 curba este o parabola;
e daca h <0 < e <1 curba este o elipsa.

Deoarece

h=[P(O)|I* = 29(mz +m1)

1
V>, (3.2.25)
178l ’

semnul lui A si deci tipul traiectoriei depinde de marimea vitezei la momentul initial, de
masele celor doua corpuri gi de distanta initiala dintre cele doua puncte ale sistemului
mecanic.

3.3 Miscarea in spatiul configuratiilor

Daca (x1, x2, T3, ..., T3,) sunt coordonatele in baza canonica ale deplasarilor 7, scrise unele
dupa altele, atunci fiecirei evolutii in timp a sistemului de puncte materiale din R?

t > 7(t) € R s=1,2,...n (3.3.1)
1i corespunde o curba
t s (z1(t), 2o(t), 23(t), ..., 3, (t)) € R®™ (3.3.2)

in spatiul R®*" (numit spatiul configuratiilor) si invers.

./xi e °
. \
/\ J
spatiul real R3 spatiul configuratiilor R3™

Figura 3.1: Spatiul real vs. spatiul configuratiilor.
In plus, vom nota cu

Fext _ (FleXt, F;Xt7F36Xt, o F?)e);lt) (333)
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N C o —=ext . o .
coordonatele in baza canonica ale fortelor externe £’ scrise unele dupa altele, iar cu

—=ext

F™ o= (B et Fit L FnY (3.3.4)

n
coordonatele in baza canonica ale rezultatei E Fy, a fortelor interne care actioneaza

p=1,p#s
asupra punctelor Py, scrise unele dupa altele.

Astfel, a spune ca asupra punctului tuturor punctelor material P, ale sistemului in

migcarea t ~ T,(t) actioneaza fortele F, si ZZ:1 ot F,, este echivalent cu a spune ca

miscarea unui punct material virtual P in spatiul afin R3"
t s (21(t), 2o(t), 23(t), ..., 23,(t)) € R3™ (3.3.5)
din spatiul configuratiilor este ca urmare a actiunii fortei de componente
F = (F,F, Fs, ..., F3,), Fy=F" 4+ F™ §=1,2,.. 3n, (3.3.6)
legea de miscare fiind
M;i; = F;, (3.3.7)
unde

Mgs_g = Mg, M35_1 = Mg, M35 = Mg S = ]_,2, . (338)

Sa ne aducem aminte ca lucrul mecanic al fortelor care actioneaza asupra unui punct
material In miscarea sa intre doua pozitii de pe traiectorie masura efectul util al fortelor.
Avand doua tipuri de forte, vom vorbi despre lucrul mecanic total al fortelor exterioare
intre punctele P? si P,

n s s 3n
Pext - Z/P <F§Xt,dFS> = /P ZﬂeXtdxi (339)
s=1716 6 =1
t 3n - d!L‘Z B t 3n -
- [ Xrege= [ S rtoueds

unde v; = x;, 1 = 1,2, ..., 3n, si despre lucrul mecanic total al fortelor interne intre punctele
PYsi P,

n P n t t 3n .
Pint == Z / <Fspa dfs) = Z / <Fsp765> d& - Z F;m(é)vi(f) d§ (3310)
sp=1"E5 sp=1"710 to =1

Ne aducem aminte ca puterea fortelor care actioneaza asupra unui punct material este
definita ca produsul scalar dintre forta si vectorul viteza. In cazul miscarii unui sistem de
puncte materiale, puterea fortelor este formata din puterea fortelor exterioare

n 3n
Wet = > (Fo, o) = > Fu; (3.3.11)
s=1 i=1
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si puterea fortelor interne

n

3n
Wing = Z <Fsp»55> - ZFz‘mt ;. (3.3.12)
=1

s,p=1
Sa remarcam faptul ca

dP ext d-Pint

Wext: dt VVin: dt

(3.3.13)

In cazul fortelor externe spunem ca sunt conservative daca provin dintr-un potential V,
puterea fiind data de W, = —%. Daca fortele externe care actioneaza asupra sistemului
de puncte sunt toate conservative, atunci acest fapt este adevarat pentru puterea fortelor
externe. Ne intrebam ce se intampla in cazul fortelor interne. Poate fi scrisa puterea
fortelor externe drept variatia in timp a unui potential? Sunt fortele interne conservative?

Propozitie 3.3.1. Ezista V : [0,00) — R astfel incit Wiy, = —LV (||T5 — 7).

Demonstratie. Pentru a gasi aceasta functie V' vom rescrie puterea fortelor exterioare in
forma echivalenta

Wam 3 (Fopidt S (Fom)= Y <<FS,,,@S>+ 3 @s,m)

s,p=1,s<p s,p=1,s>p s,p=1,s<p s,p=1,s<p

n o B B n . d B -
- Y (@wn-n) = Y ((Fage-m)
s,p=1,s<p s,p=1,5<p

n ~ ~ 1 ~ ~ d ~ ~
= > (4Bl - A - 7, )
s,p=1,5<p s p
= > Al (-7 7))
s,p=1,s<p

o 1 1d o
= Z Fy(lI7s — 7“p||)m2dt<( —7’5),(7“5—7‘;;»
7p*15<p p

_ 1 1d,_ _

= Z Fop(lI7s — 7"p||>m§£||7‘p—7“sll2 (3.3.14)

s,p=1,s<p $ p

n 1 B

=- Z Fo(lI7s — 7”p||)m22”7“p TS”dtHrp 7|

s,p=1,s<p

n 3 3 d 3 3

== > Fylllre—mpl) 7~ 7l

s,p=1,s<p

Definim Vj, : [0, 00) — R prin
Valo) = [ Ful)a (33.15)
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si observam ca

I/Vin == — — ‘/s Ts—T —||Tp — 7T
== X g g VeI = Tl gl = 7l
s,p=1,s<p
n d B B
== > ZVallr =7l (3.3.16)
s,p=1,s<p

Prin urmare, potentialul V' cautat de noi este V : [0,00) — R

Viz)= > Vyl), (3.3.17)

s,p=1,s<p
pentru care vom avea
d . _
Wine = __V(Hrs - TpH). (3318)
dt
]
Propozitie 3.3.2. Fortele interne sunt conservative.
Demonstratie. Din propozitia precedenta rezulta
dPint d — —
T Wi = — V(T = Tyl (33.19)
Prin urmare
t
Pi(t) = =V (I7s = Tpl)|  + Pt (o), (3.3.20)

to

adica lucrul mecanic al fortelor interne nu depinde de traiectoriile din spatiul configuratiilor,

ci doar de coordonatele initiale gi finale ale sistemului de puncte materiale. Cu alte cuvinte
3n

forma diferentiald > FI"*dx; este exactd si are loc
i=1
3n
dV ==Y F"du, (3.3.21)
i=1
adica
; ov
Fimt — 3.3.22
= (33.22)
|

Propozitie 3.3.3. Intr-un sistem de referinta inertial, derivata in raport cu timpul a sumei
dintre energia cinetice a unui sistem de puncte materiale si potentialul fortelor interioare
este egala cu puterea fortelor exterioare care actioneazd asupra sistemului.
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Demonstratie. fnmul’gind scalar ecuatiile de miscare ale punctelor materiale din sistemul

mecanic, adica

ms%szﬁs—l—ZFsp, s=1,2,...n

p=1

cu 7, si apoi adunand rezultatele, deducem
st<.r_.37?s> = Z<Fm?s> + Z<F5pa?s>-
s=1 s=1 p=1

Aceasta Inseamna ca

d d _
%E(t) = VVint + Wext = I/Vint - EV(HTS - TP“)

si implica

d d
Bt +

y VI, = Toll) = W,

ceea ce Incheie demonstratia.
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Capitolul 4

Elemente de calcul variational

4.1 Functionale diferentiabile, puncte stationare

Calculul variational consta in determinarea punctelor de extrem ale unor functii avand
drept domeniu de definitie un spatiu infinit dimensional. De exemplu, spatiul curbelor.
Astfel de functii avand drept codomeniu multimea numerelor reale poarta denumirea de
functionale, iar atunci cand au o interpretare mecanica clara ne referim la aceste functionale
ca fiind functionale energetice sau actiuni.

A

» l(v) €ER

> to ty

Figura 4.1: Functionald definitd pe spatiul Figura 4.2: Curba plana definita ca ima-
curbelor plane. ginea unei functii scalare.

Ca un prim exemplu de functionala, consideram o functionala care pentru o curba plana
data de

v =A{(t,x(t)) : t € [to, t1], x € C*([to,t1])} C R?, (4.1.1)

returneaza lungimea ei, adica

vy l(y) = /ttl V14 2%(t)dt € R. (4.1.2)

De fapt, intrucat curba considerata de noi este caracterizata complet de functia z €
C?([to, t1]), functionala de mai sus este o functionald definitd pe spatiul functiilor de clasa

C?([to, t1]), prin
: C*([to, t1]) — R, O(r) = /t1 Vv 1+ 22(t)dt € R. (4.1.3)
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Sa consideram in continuare variatii ale unei curbe plane date v, adica sa consideram acele
curbe

v = {(t,x(t) + h(t)) : t € [to, t1], h € C*([to, t1])} C R>. (4.1.4)

Problema care ne intereseaza consta in studierea variatiei unei astfel de functionale,
adica ®(z + h) — ®(x), atunci cand argumentul ei are variatii mici.

>

Figura 4.4: Curbe care au aceleasi ca-

Figura 4.3: Variatii ale unei curbe plane. pete

Pentru ca in mecanica suntem interesati de determinarea drumului parcurs de puncte
materiale intre doua pozitii, vom considera ca functiile care definesc curbele plane apartin
spatiului

X ={x € C%([to,t1]) : z(ty) = a, x(t;) = b}, unde a,b e R fixe. (4.1.5)
Prin urmare, prin variatie a acestei curbe vom intelege multimea functiilor de forma
r+heX, unde h €Y :={g € C*(to,t1]), g(to) =0, g(t;) =0} (4.1.6)

Este important ca perturbarea sa fie facuta prin functii h astfel incat z+h sa nu paraseasca
spatiul X.

Definitie 4.1.1. O functionala ® : X — R se numeste diferentiabila in v € X daca
O(x+ h) — P(z) = F(h) + R(h,x),

unde F depinde liniar de h si R(h,z) = O(h?), in sensul c pentru ||h|se < € i ||hlls < €
are loc |R(h,x)| < Ce% Partea liniara F(h) a cresterii ®(x + h) — ®(z) se numeste
diferentiala lut ® in x. Daca functionala este diferentiabila in orice punct x € X, spunem
ca ® este diferentiabila pe X sau simplu ca este diferentiabila.

Se poate arata ca daca ® este diferentiabila, atunci diferentiala ei este unica. Diferentiala
lui ® se mai numeste si variatia functionalei ®.

Teorema 4.1.1. Pentru orice functie L : R x R X [to,t1] = R, (x,y,t) — L(x,y,t) de
clasa C?, functionala ® : X — R definitd de

B(z) — /tl Lz, i t) dt,

to

1S4 ne reamintim ci pe spatiul functiilor de clasd C? pe [to,t;] avem norma ||z« = rflax | | (¢)].
te(to,t1
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este diferentiabila, diferentiala ei fiind data de

Fh) :/: {g—i(x,:'v,t) s (gL(x i t))} hdt. (4.1.7)

Demonstratie. Sa folosim dezvoltarea in serie Taylor atunci cand calculam

(x4 h) — (z) = /tl [L(z + h, i+ h,t) — L(z, &,t)] dt

to

hroL, . oL, . . 2
_/to [%(x,x,t)h—ka—y(:c,x,t) h} dt + O(h?). (4.1.8)

Integrand prin parti si folosind faptul ca h € Y deducem

Oz + h) — (z) :/: B—i’(m,ga,t) i(gL(x i t))] hdt+g—§(:v,js,t)h:+0(h2)

= F(h) + O(h?). (4.1.9)
iar demonstratia este incheiata. ]

Problema 4.1.1. Determinafi variafia functionalei definitd cu ajutorul functiei L(a,b,c) = 1+ b2.
Recunoasteti functionala?

Definitie 4.1.2. Un punct stationar (critic) al unei functionale diferentiabile ® : X — R
este o functie x € X in care F = 0.

4.2 Ecuatiile Euler-Lagrange

Lema 4.2.1. Daca o functie f : [ty,t1] — R continua satisface / f(t)h(t)dt = 0 pentru
toate functiile continue h cu h(ty) = h(t1) =0, atunci f(t) =0, ¥ t € [to, t1].

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd, fara a reduce generalitatea, ca exista
t* € [to, t1] astfel incat f(t*) > ¢ > 0. Deoarece f este continua, rezulta ca exista o intreaga
vecinatate (t* —e,t* 4+ ¢) C [to, t1] a lui t* In care f(t) > ¢ > 0.

t* —¢ t* t* + ¢

Figura 4.5: Constructia functiei h.

Construim o functie i de clasa C? astfel incat h(t) = 0, Vt € [to,t1] \ (t* —&,t* +¢) si
h(t) >0, Vt € (t" —e,t* +¢).
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O astfel de functie este h : [tg, 1] — R

1
h(t) = et =)= aci te (t* —e,t* +¢), (4.2.1)
daca t e [to,tl] \ (t* —e,t"+ 8).
Obtinem
t1 t*+e
/ f(t)h(t)dt = / f(t) h(t)dt > e const. > 0, (4.2.2)
to tr—g
ceea ce contrazice ipoteza. Prin urmare, concluzia este adevarata. |

Teorema 4.2.1. Fie L : R x R x [ty,t1] = R, (z,y,t) — L(x,y,t) de clasa C*. O functie
x € X este un punct stationar al functionalei ® : X — R definita de

B(z) — /tl Lz, 1) dt,

to
daca si numai daca
oL d (0L

Demonstratie. Stim deja ca diferentiala lui ® este data de

Fh) = /t:l [g—iw,i,w _ % (%@@,t)ﬂ hit  Vhey. (4.2.4)

Folosind lema precedentéﬂ, deorece functia h este de fapt de clasa C?, rezultd ca F(h) = 0,
ceea ce Incheie demonstratia. ]

Problema 4.2.1. Sa se gaseasca punctele de extrem ale functionalei care calculeazd lungimea curbelor ce
trec prin doud puncte date.

Definitie 4.2.1. Fcuatia

oL, | d (8L

%(.T,Z',t) - % 8—y(l’,$,t)> =0 Vite [to,tl] (425)

se numeste ecuatia Fuler-Lagrange asociata functionalei ® : X — R,

2Demonstratia se pastreazdacs consideram doar functii de class C2, adica are loc:

ty
Lema 4.2.2. Dacd o functie f : [to,t1] = R continud satisface f@)h(t)dt = 0 pentru toate functiile
to

continue h de clasd C? cu h(tg) = h(t1) =0, atunci f(t) =0, V t € [to,t1].
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Sa remarcam faptul ca simplul fapt ca o functie este punct stationar nu implica ca
aceasta minimizeaza functionala ® pe spatiul X.

Pe de alta parte, daca consideram o functie (in cazul in care existenta ar fi asigurata) care
minimizeaza functionala ® pe spatiul pentru care scrierei ei are sens, nu avem certitudinea
ca aceasta va fi de clasa C2.

Clarificarea totala a acestor aspecte este cumva in afara scopului cursului de fata. Vom
formula totusi o teorema care sa raspunda macar partial acestor intrebari.

Teorema 4.2.2. Fie L € C*(R x R X [tg,t1]), L = L(z,y,t) si

(P) inf {(ID(x) - /tl L(x(t), i(t), 1) dt} = m, (4.2.6)

zeW to

W = {x € C'(to, t1]) : z(to) =a, z(t;) =0}, unde a,be R fize.
Au loc urmdatoarele:

i) Dacd problema (P) admite solutia T € W N C*([to,t1]), atunci ea verificd ecuatia
FEuler-Lagrange.

i) Invers, daca T € WNC?([to, t1]) verificd ecuatia Fuler-Lagrange si (z,y) — L(z,y,t)
este convexd pentru orice t € [ty,t1], atunci T este solufie a problemei (P).

iii) Daca in plus, functia (x,y) — L(z,y,t) este strict convexd pentru orice t € [to,t1],
atunci o solutie T a problemei (P) (daca exista) este unica.

Demonstratie. Punctul i) este deja demonstrat in deducerea ecuatiilor Euler-Lagrange.
Referitor la punctul ), fie x € W N C?([to,t1]) o solutie a ecuatiei Euler-Lagrange.
Deoarece (z,y) — L(x,y,t) este convexa pentru orice t € [ty, 1], rezulta ca

Lz, i,t) > L(T,7,t) + a—L(EE, Z,t) (z —T) + ‘3—5(55, Tt)(E—7) VzeX. (4.27)

Integrand ambii termeni ai inegalitatii de mai sus deducem

oL, . oL __ - :
O(x) > (7)) + / [8_@’ ) (r—7)+ —(Z,7,t) (¢ — 7)) (4.2.8)
to x
Integrand prin parti al doilea termen din integrala de mai sus si tinand cont de faptul ca
I(to) — /I\(to) =0= $(t1) — ir\(tl), ob‘ginem

" oL, . d (0L :
O(z) > O(7) + —(z,2,t) — — | =— | (Z,7,t)](x — 2)dt. 4.2.9
@206+ [ (Graan -5 (5) @D (1:2:9)
Folosind ecuatiile Euler-Lagrange vom deduce ca ®(z) > ®(Z) ceea ce demonstreaza punc-
tul ).

Pentru demonstrarea ultimei parti a teoremei, sa consideram doua solutii x si T ale
problemei (P) si sa aratam ca acestea sunt de fapt egale. Pentru aceasta sa consideram
functia

z (4.2.10)



si sa observam ca ea apartine lui W.
Folosind convexitatea functiei (z,y) — L(z,y,t) deducem

1 1~
L, t) + S L@, 3.1) 2 L(w, 1), (4.2.11)

Deoarece x gi T sunt solutii ale problemei (P), deducem ca
1 . 1.~ .
m = §L(a:',:z:,t) + §L(x,x,t) > L(w,w,t) > m. (4.2.12)

Prin urmare, va rezulta ca

tirq 1 ~
/ {EL(:E, B,t) + S L(Z,3,t) = L (w1, 1) | dt = 0. (4.2.13)
to

Folosind stricta convexitate a functiei (x,y) — L(z,y,t) avem ca integrantul este strict
pozitiv daca x # T §i © # ¥, de unde rezulta ca x = 7. [

Problema 4.2.2. Consideram L(xz,y,t) = L(y).
o Sa se determine solutia x € X a ecuatiei Euler-Lagrange.

e Daca y — L(y) este convexd, sa se arate cd solufia de la punctul anterior minimizeazd in X
functionala ® corespunzdatoare.

o Sd se arate cd dacd L(z,y,t) = eV, iar spatiul X = {x € C%([to.t1]) : x(te) = 0, x(t1) = 0},
atunci solutia determinatd la punctul i) nu minimizeazd functionala ® corespunzatoare.

Sa consideram acum cazul vectorial, adica sa consideram functiile vectoriale T : [to, t1] —
R™ si spatiul

X ={z € C%(Jto, 1)) : T(to) =@, T(t;) = b}, (4.2.14)

unde vectorii @, b € R” sunt fixati. Alegand o bazi cunoscuta in R” si notand cu ¢;
componentele lui T in aceasta baza, spatiul X se identifica cu

X ={t= (q1(t), @2(1), ..., (1)), qi(t) € C*([to,t1]), i =1,2,....n: qi(to) = i, qi(t1) = Bi}.
(4.2.15)

Avand data o functie

L:R"xR"x [to,t:] = R,  L=Lx71 (4.2.16)

e — A

(q1, G2, ---, Gn) TESPECEIV (S1, S2, ..., S ), NOua functie fiind notata de noi tot cu L, gi vom scrie

L

—

Vom presupune ca L este de clasa C?.
Intreg procedeul de deducere al ecuatiilor Euler-Lagrange pentru cazul functiilor scalare
poate fi urmat si pentru cazul functiilor vectoriale i gasim ecuatiile Fuler-Lagrange :

76



Teorema 4.2.3. O functie T € X este un punct stationar al functionalei ® : X — R,

y@:lﬁﬁmj@@ﬁ:/wuﬂmﬁmom (4.2.18)

to

dacd si numai dacd

d (OL\ OL |
dt (3%) Cdq 0, i=1..n  Vtel[lh] (4.2.19)

In cazul vectorial, ecuatiile Euler-Lagrange sunt date de n ecuatii diferentiale de ordin
doi. In urma integrarii lor, rezulta 2 n constante ce vor fi determinate din conditiile impuse
asupra capetelor curbelor considerate.

O proprietate esentiala a ecuatiilor Euler-Lagrange este ca aceste ecuatii sunt valabile
pentru orice alegere a sistemului de coordonate.

De exemplu, functionala care indica lungimea unei curbe poate fi exprimata in coordo-
nate carteziene dar si in coordonate polare de formule diferite, adica

t1 t1 -
o(T) = / 2 + 32 dt, d(T) = / V72 4+ r202 dt. (4.2.20)
to N—— to —

:=Lyol
:=Lcart pe

In mod clar, curba care este punct stationar este aceeasi indiferent care din cele doua forme
este considerata, insa aceasta curba va fi exprimata in termenii coordonatelor implicate in
scrierea functionalei respective. Cu toate acestea (ca mod de scriere) forma ecuatiilor
Euler-Lagrange este invarianta, fiind

d 8Lcart aLcart - d aLcart aLCart _

E(am>_’wl_a E(a@) ey (4.2.21)
respectiv,

d 8Lpol aLpol d aLpol aLpol

- — = — . — =0. 4.2.22

dt( or ) or 0 dt( a0 00 ’ ( )

3Am folosit acest mod de a scrie ecuatiile Euler-Lagrange, intelegand tacit prin aceasta faptul ci
derivatele sunt evaluate in (g;(t), g;(¢),t).
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Capitolul 5

Sisteme de puncte supuse legaturilor

5.1 Deplasari posibile. Deplasari virtuale

Consideram un sistem de puncte materiale format din punctele P, s = 1,2,..,n de mase
ms si de vectori de pozitie 7, fata de aceeasi origine a unui reper. Fie €;,e5,€3 o baza
ortonormata. Descompunem 7, s = 1,2, .., n, astfel

7_"1 (t) = 1‘151 + .’Egéz -+ .1'353,

To(t) = x4€1 + 569 + X4E3,

(5.1.1)

Tn(t) = T3p—2€1 + T3p—1€2 + T3,€3.

Presupunand cunoscuta baza in care a fost descompusa miscarea sistemului de punte
materiale, migcarea acestui sistem de puncte materiale este cunoscuta daca cunoasgtem
aplicatia

t s T(t) = (01(t), 22(t), ..., 23,(t)) € R, t € [tg,t1). (5.1.2)

Daca toate punctele materiale ar avea libertatea sa ocupe orice pozitie din R3, atunci
Z(t) poate si ia orice valoare din R®*". Cu alte cuvinte, spatiul configuratiilor (al pozitiilor
posibile ale tuturor punctelor materiale) este intreg R3". Insi, dacd mécar un punct mate-
rial din sistem este constans sa se miste pe o varietate anume, atunci spunem ca sistemul
de puncte materiale este supus legaturilor.

Definitie 5.1.1. Orice restrictie de natura geometrica sau cinematica impusa sistemului
de puncte materiale, adica

f S Cl([to,tl) X R?m) f(t,a:l,wQ, ...,l’gn) =0 (513)
legatura geometrica sau
feC (to,t1) x R x R*™),  f(t,x1,29, ..., Tan, &1, Do, ..o, B37) = 0 (5.1.4)

legatura cinematica

se numeste legatura.
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In acest curs vom considera cu precadere legaturi geometrice. Restrictiile cinematice
considerate adesea sunt liniare in x; adica sunt restrictii de forma

3n
Z Az<t, T1,T9, ..., $3n>xz + Ao(t7 L1, Ty «uny I3n> = 0. (515)
=1

O legatura geometrica se mai numeste si finita iar o legatura cinematica se mai numeste
si diferentiabila. Orice legatura geometrica se poate transforma intr-o legatura cinematica
pentru ca daca consideram o legatura geometrica de forma f(¢,xy, za,...,23,) = 0, prin
diferentiere in raport cu timpul ne conduce la

3n

of ., of

1=

Dar nu orice legatura cinematica poate fi redusa la o legatura geometrica. Legaturile
cinematice care pot fi transformate in legaturi geometrice (adica integrate) se numesc
legaturi integrabile.

Definitie 5.1.2. Un sistem mecanic supus doar la legaturi integrabile se numeste sistem
mecanic olonom. Daca sistemul mecanic este supus la cel putin o legatura cinematica
neintegrabila, atunci acesta se numeste sistem mecanic neolonom.

O legatura mecanica in care nu apare timpul explicit, adica f(x1,xq,...,x3,) = 0, se
numeste legaturd stationard (varietatea pe care se misca punctele nu se schimba in timp).
In caz contrat se numeste nestationara.

O legatura geometrica stationara conduce la o legatura cinematica de forma

> %a‘ci = 0. (5.1.7)

O legatura cinematica se numeste stationara daca are forma
3n
> Ai(wy, ;o wa,)d = 0. (5.1.8)
i=1

In caz contrat se numeste nestationara.

Un sistem mecanic supus doar la legaturi stationare se numeste scleronom. In caz
contrat se numeste reonom.

In continuare vom da cateva exemple

e Un singur punct material este fortat sa ramana pe o sfera de raza 2. Aceasta iInseamna
o)+ as(t) Fas(t) =4t € [to,th). (5.1.9)

Acest tip de legatura este geometrica, stationara. Sistemul mecanic este deci olonom,
scleronom.
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e Un singur punct material care este fortat sa se miste pe un con a carui sectiune
transversala depinde liniar de timp.

21+ 25 = (at+b)? (5.1.10)

x3 > 0. (5.1.11)

Prima legatura este o legatura geometrica nestationara. Sistemul mecanic este olo-

nom, reonom. Dupa cum vedem, este prezenta o restrictie care nu este definita de o
egalitate.

Putem avea legaturi unilaterale de tipul
flt,x1, 29, ..., x3,) >0 sau  f(t,x1,29,...,23,) < 0. (5.1.12)

Acest tip de legaturi ne arata ca punctul material se afla deasupra sau sub o varietate.
Legaturile definite cu egalitate se numesc bilaterale.

Sa consideram un sistem mecanic format din n puncte materiale ca mai devreme asupra
caruia avem impuse N legaturi geometrice

fj(t7$1,5(]2, ...7$3n) =0 7=1,2.., N, N <3n. (5113)

Mai mult, presupunem ci aceste legaturi sunt definite de functii de clasd C! functional
independente, adica gradientii acestor functii sunt liniar independenti, ceea ce inseamna

oh  o0f .. 9N
oz oz oz
onh 9 ... 9N

rang | 9 92 | = N. (5.1.14)
on op ... oy
Oxy,  Oxp Oxnp,

Definitie 5.1.3. Vectorul

T = (ZEl,IQ,...,Igm) (5115)

se numeste pozitia sistemului mecanic in spatiul configuratiilor iar vectorul
T = (&1, %9, ..., T3,) (5.1.16)
se numeste viteza sistemului mecanic in spatiul configuratiilor.

Legaturile geometrice considerate se pot transforma in legaturi cinematice. De fapt,
legaturile geometrice conduc si la restrictii asupra itezei in spatiul configuratiilor.

Definitie 5.1.4. O witeza a sistemului mecanic care satisface legatura cinematica

3n
of, . of, .
Iy S 5.1.17
2 5a " o ! o447

se numeste viteza posibila.
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Definitie 5.1.5. Vectorul
dFs = i’gS,thél + .ﬁl}gsfldtég + fﬁgdtégs, S = 1, 2, ., n (5118)

se numeste deplasare posibila a punctului material P;.
Vectorul

dx = (dxl,dﬂfz,...,d.f:gn), d&?zzﬂfldt, 1= 1,2,...,3n (5119)
se numeste deplasare posibila a sistemului mecanic in spatiul configuratiilor.

Se obtine

af] afj _ af] af] -
Zaxl pdt+22dt=0 Z d+ dt=0 j=1,2,..,N.

i=1

(5.1.20)

Ne intrebam cate deplasari posibile exista. Fiecarei viteze posibile 1i corespunde o
deplasare posibila si vice versa.
Analizand sistemul algebric in z;, i =1,2,...,3n

3n
ofi . 0f; -
axixz =5 j=1,2,...,N, (5.1.21)

=1

al carui rang este N < 3n, deducem ca este compatibil nedeterminat cu 3n — N > 0
necunoscute secundare. Exista deci un numar infinit de deplasari posibile.
Sa consideram doua deplasari posibile ale sistemului mecanic

of; of; ,
dz; dt = =1,2,..,N 1.22
axl + a O j Y Y ) Y (5 )
0f; 0f; .
dz; dt = =1,2,..,N. 1.2
A it g dt=0 j=12.., (5.1.23)

Definitie 5.1.6. Diferenta dintre doua deplasari posibile se numeste deplasare virtuala.

Observam ca componentele diferentei
6T = dT — d7, (5.1.24)
adica, notand cu dz;, i = 1,2, ..., 3n vectorului 0z, avem ca
ox; = dx; — dz; (5.1.25)

verifica sistemul omogen

N
Z Jax,—o j=1,2,..,N. (5.1.26)
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Intrucat rangul matricei acestui sistem este N, va rezulta ca variabilele dx; se pot scrie in
functie de 3n — N variabile pe care le notam cu

0q1, 042, ---; 0g3n—N, (5.1.27)

care raman arbitare, adica pot lua orice valoare reala.

Proprietatea principala a unei deplasari virtuale este aceea ca adunata la o deplasare
posibila ne conduce tot la o deplasare posibila. Este clar ca avem un numar infinit de
deplasari virtuale.

Pentru a exemplifica cele definite mai sus, sa consideram un punct material supus unei
legaturi geometrice stationare

f(x1,22,23) =0, (5.1.28)

unde f este o functie de clasa C*. Cu alte cuvinte, punctul este constrans sa ramana pe o
suprafata. O deplasare virtuala a acestui punct material verifica

Y dr=0 & (VfeT)=0, (5.1.29)
— Ox;
i=1
ceea ce inseamna ca vectorul 0T este situat in planul tangent la suprafata in punctul
considerat.
Aceeasi interpretare ramane valabila si in cazul legaturilor geometrice nestationare de
forma f(t,x1, 22, 23) = 0 pentru ca are loc
of _
a—(t,xl,xz,xg)(S:ci =0 4 <Vf(t,l'1,l'2,l'3),5l'> =0. (5130)
X
Diferenta fata de cazul legaturii geometrice fiind faptul ca planul tangent la suprafata nu
mai este constant in timp, ci depinde de timp.

5.2 Axioma legaturilor ideale. Principiul lui D’ Alembert

Daca punctele sunt constranse sa se miste pe o varietate, ne intrebam daca nu cumva
punctele interactioneaza cu aceasta. Prezenta legaturilor conduce si la ideea de modelare a
interactiunii dintre sistemul de puncte si varietatea pe care se misca. Aceasta interactiune
fiind modelata prin forte de legatura (de reactiune) care nu sunt considerate cunoscute ci
sunt influentate (depind) de miscarea punctelor din sistem si in acelasi timp influenteaza
migcarea punctelor.

Din ecuatia lui Newton avem,

ms Ts = Fy + R, , s=1,2,...n.
~— —— ~—
necunoscute forte exterioare (presupuse cunoscute)  forte de legiturd (necunoscute)

Necunoscute sunt componentele vectorilor de pozitie 75 (3n necunoscute scalare) si R (3n
necunoscute scalare). Avem un numar de 6n necunoscute si un sistem compus din de doar
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3n ecuatii diferentiale. Pe langa ecuatiile acestui sistem de ecuatii diferentiale mai avem
si N < 3n ecuatii (eventual neliniare) date de cele N legaturi, adica

fj(t,xl,l’g, ...7[E3n> = O, ] = 172, ,N (521)

Cu toate acestea, avem un numar de 3n + N < 6n ecuatii din care trebuie sa aflam 6n
necunoscute. Este de la sine inteles ca nu e de ajuns pentru a putea garanta gasirea unei
solutii. Ar mai fi nevoie de 3n — N ecuatii. Aceste ecuatii sunt date cerand ca fortele
de legatura sa verifice o axioma (aga cum gi in mecanica clasica este nevoie de Legea lui
Coulomb).

Axioma legaturilor ideale (Principiul lucrului mecanic virtual): Lucrul meca-
nic elementar al fortelor de interactiune (suma lucrurilor mecanice ale tuturor fortelor de
legturd in miscarea lor) dintre sistemul de puncte si varietatea definitd de legdturi este nul
pe orice deplasare virtuala, adica

n
> (R.,62) =0 (5.2.2)
s=1
pentru orice deplasare virtuald 0T = (dx1,0xs, ..., 0x3).

In cazul exemplului de mai sus, al unui punct material supus la o legatura geometrica
stationara f(xq, s, x3) = 0 axioma legaturilor ideale afirma <§, 5§> = 0, adica faptul ca
forta de legatura este normala la varietatea definita de legaturi.

Revenind la cazul general, si notdm cu Rss_o, R3s_1, R3s componentele fortei Ry, s =
1,2,...,n. Deoarece N din componentele dx; se exprima in functie de dq¢1,dqs, ..., 0¢3,_nN,
substituind peste tot variabilele dependente dx; cu expresiile lor ca functii de dqy, dqa, ..., 030N,
din principiul lucrului mecanic virtual vom obtine o relatie de forma

A0qr + Ax0qs + ... + Asp_n0qzn—n = 0 Vog; e R,i=1,2,...,3n — N. (523)
Prin urmare, va rezulta un sistem de 3n — N noi relatii

Al == 07 AQ == 0, Agn,N == 0 (524)

In expresia acestor coeficienti A; apar R;, j = 1,2,...,3n si g—g(acl, Tg,x3). Deci egalitatile
de mai sus reprezinta inca 3n — N ecuatii, adica ceea ce ne lipsea pentru a avea un numar
de ecuatii egal cu numarul de necunoscute.

Sa remarcam ca din ecuatia lui Newton rezulta

R, = m,T — F, s=1,2,...,n. (5.2.5)

Cantitatea —m,T se numeste forti de inertie.
Prin urmare, axioma legaturilor ideale este echivalenta cu
n
> (Fo = mgr,6T,) =0 (5.2.6)
s=1
pentru orice deplasare virtuala 0T = (dx1, 0xa, ..., 0x3).
In aceastd ecuatie nu mai apare explicit R, ci sunt implicate doar componentele fortelor
externe si ale deplasarilor.
Principiul lui D’Alembert: In timpul miscarii unui sistem de puncte materiale, lucrul
mecanic (total) al fortelor active (externe) impreuna cu cel al fortelor de inertie pentru orice
deplasare virtuala este nul.
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5.3 Spatiul lui Lagrange

Dupa cum am vazut in capitolul precedent, in cazul sistemelor de puncte materiale libere,
ecuatiile lui Newton sunt echivalente cu ecuatiile lui Euler-Lagrange a caror forma este
invarianta la sistemul de coodonate folosit. Ne intrebam daca ceva similar poate fi obtinut
si in cazul sistemelor de puncte materiale supuse la legaturi.

Introducand

Ms,_9 = ms, Ms,_1 = mg, M, = my s=1,2,...n (5.3.1)
forma vectoriala a ecuatiilor lui Newton
msis = F'y + Ry, s=1,2,...n (5.3.2)
se scrie
Mi; = F,+ R, i=1,2,.. 3n. (5.3.3)
Consideram N < 3n ecuatii (eventual neliniare) date de N legaturi, adica
fi(t,z1, 20, ..., x3,) =0, j=12,...,N. (5.3.4)

Deoarece functiile f; sunt de clasia C?, din teorema functiilor implicite rezulta ca variabilele
i, 1 =1,2,...,3n se pot exprima ca functii de 3n — N variabile ¢y, qs, ..., g3,—n, adica

i = x:(q1, 925 s @3n-N) i=1,2,...,3n. (5.3.5)

Definitie 5.3.1. Variabilele q1,qa, ..., g3n—n S€ numesc coordonate generalizate sau coordo-
natele lut Lagrange. Multimea tuturor valorile pe care le pot avea coordonatele generalizate
poarta numele de spatiul lui Lagrange sau spatiul configuratiilor.

In paragraful precendent am aratat ca axioma legaturilor ideale ne ofera inca 3n — N
ecuatii si atunci numarul de necunoscute va fi egal cu numarul de ecuatii.

Daca vom sti cum variaza coordonatele generalizate ca functie de tip, ¢; = ¢;(t), i =
1,...,3n — N, atunci vom si z; = z;(t), i = 1,2, ..., 3n, adica migcarea sistemului de puncte
materiale.

Migcarea punctelor material este complet determinata de aplicatiile

¢ = q(t), t € [to, 1), i=1,...,3n— N. (5.3.6)
Definitie 5.3.2. Aplicatia

t=q(t) = (1), @2t), -, @3n-n), € [to,t) (5.3.7)
se numeste miscare in spatiul lui Lagrange.

Daca gtim migcarea in spatiul lui Lagrange, atunci stim migcarea in spatiul real al
migcarii. Exista o corespondenta biunivoca intre miscarea sistemului de puncte in spatiul
real al miscarii si din spatiul lui Lagrange.
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Definitie 5.3.3. Aplicatia
t—=q(t) = (qu(t), G2(t), -, dsn-n),  t € [to, 1) (5.3.8)
se numeste viteza in spatiul lui Lagrange.
Ne intrebam cum pot fi scrie componentele vitezelor din spatiul real al miscarii, adica
ts T(t) = (@1(t), 22(t), oy E3n),  t € [to, t1), (5.3.9)

in functie de componentele vitezei in spatiul configuratiilor.
Folosind formula de derivare a compunerii functiilor, deducem

L o Ox;
L, = g+ = =1,2,...,3n, 5.3.10
N logg T e " (53.10)
si
3n—N
ox; ox; .
dz; = (9 —dg; + Y —dt i=1,2,..,3n. (5.3.11)

Din relatia de mai sus rezulta ca deplasarile posibile in spatiul configuratiilor se exprima
in functie de dg; care poata numele de deplasari posibile in spatiul lui Lagrange.

Fie dg; si dq; deplasari posibile in spatiul lui Lagrange care conduc la deplasarile posibile
dx; si dx;. Diferentele dq; = dg; — dg; se numesc deplasari virtuale in spatiul lui Lagrange.
Se deduce faptul ca deplasarile virtuale din spatiul real al miscarii se scriu in functie de
deplasarile virtuale din spatiul lui Lagrange

3n—N
5567; =

ox;
Jq;

7=1

——ddg; i=1,2,...,3n. (5.3.12)

Deoarece rang <axl> = 3n— N (explicati de ce!), deducem ca i orice deplasare virtuala din

spatiul lui Lagrange se scrie in functie de deplasarile virtuale din spatiul real al miscarii.

5.4 Ecuatiile lui Lagrange

Intrucas functiile necunoscute sunt doar ¢; = ¢;(t), j = 1,2, ...,3n— N, ar fi util sa deducem
un set de 3n — N ecuatii care sa implice doar aceste coordonate. Cu alte cuvinte, sa avem
un set de ecuatii formulate in spatiul lui Lagrange.
Principiul lui D’Alembert ne spune ca
Z(Fs — m,F,07,) =0 (5.4.1)
s=1
pentru orice deplasare virtuala 0T = (dxq,0xs, ..., 0x3). Folosind faptul relatia dintre de-
plasarile virtuale in spatiul fizic si deplasarile virtuale in spatiul lui Lagrange

3n—N

Ox;
—dbq; i=1,2,..,3n, 5.4.2
Z 5,04 (5.4.2)
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deducem

3n 3n—N

Zn: (F,,0%.) ZF&@ ZF ax’ = Z (ZF8%> 5q;. (5.4.3)
s=1 1=

Introducem notatia

Q=Y R (5.4.4)

cantitati ce se numesc componetele fortei generalizate.
Similar, obtinem

n 3n 3n—N

s=1 i=1 =
3n—N
Z (Z Mxl > 0q;-
7=1 =1
In plus, deducem
ox; d ox; . d [ 0x;
Vg dt (‘” aq) at (aqj) 249
Pe de o parte, din
3n—N
ox; ox;
& = g+ — i=1,2,...,3n, (5.4.7)
= 6qj I ot
obtinem
— = 1=1,2,...,3n, j57=12,..,3n— N, 5.4.8
9q;  0qj (548)

in timp ce, pe de alta parte, are loc

i (aqj) = 0 (W‘) = 9 (5:49)

Folosind relatiile de mai sus, vom avea

n B 3n—N [ 3n d 8:17 893'
S (i or) = 3 [ZMZ» (@ (x%> —xw)] ;.

s=1 j=1

1
E =Y Miyi; (5.4.10)



si sa observam ca

oF 1 ox;
qu 2 i1 8(]] ( )
OB _ 1§~ ), O
0g; 2 ! Z@q]

Prin urmare, obtinem

n 3n—N
R d (0E\ OEY .
Simion) = 3 (5 (5) -5, )

principiul lui D’Alembert fiind echivalent cu

X (d (0E\ OFE
Z d_ 5_ - 0_ - Qj 5(]]‘ =0,
‘o \at \0g; qj
pentru orice deplasare virtuala dg; din spatiul configuratiilor.
Dar asupra deplasarilor virtuale dg; din spatiul configuratiilor nu avem nicio restrictie,

putand lua orice valoare reala, Prin urmare, principiul lui D’Alembert este echivalent cu a
scrie

d (OF oF
— = —=—-Q;=0 ) =1,2,...,3n — N. 5.4.12

Ecuatiile obtinute poarta numele de ecuatiile lui Lagrange. Sa observam ca forma lor
raspunde afirmativ dorintei noastre de a avea o ecuatie doar in termenii variabilelor libere
(coordonatelor lui Lagrange), adica singurile necunoscute ramase dupa rezolvarea ecuatiilor
care descriu legaturile.

Va intrebati, probabil, unde am folosit ecuatia lui Newton. Ecuatia lui Newton joaca
doar un rol intermediar, fiind folosita pentru a spune ca fortele de legatura R sunt egale
cu mgr — Fy.

Propozitie 5.4.1. Ecuatiile lui Lagrange sunt invariante la schimbari de coordonate, in

sensul ca daca trec de la un sistem de coodonate din spatiul lui Lagrange la un alt sistem
de coordonate, atunci forma ecuatitlor nu se modifica.

Demonstratie. Inainte de a trece s& indicdm de ce propositia este adevarata, sa indicam de
ce ar fi posibil sa consideram un alt sistem de coordonate in spatiul lui Lagrange. Explicatia
este foarte simpla si consta in faptul ca sistemul de ecuatii care descriu legaturile poate fi
rezolvat considerand diverse alte coordonate, intre coordonatele vechi si cele noi avand loc
o relatie de forma

q; = qi(tazjlv ----»aSn—N)ai = ]_,27 ,3n — N. (5413)

Repetand intreg procedeul din aceasta setiune, dar considerand variabilele g; peste tot,
vom deduce ca principiul lui D’Alembert este echivalent cu ecuatiile

d [ OF oF ~
— | — ] —-=-0.=0 1 =1,2,....3n — N, 5.4.14
i (aa]> aqj QJ J ( )
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unde

ZF a"“’. (5.4.15)

Prin urmare, obtinem un nou set de ecuatii, care au aceesi forma ca cele obtinute anterior
si care sunt echivalente cu cele scrise in termenii vechilor coordonate, ambele seturi fiind
echivalente cu principiul lui D’Alembert. |

Determinarea formei energiei cinetice in functie de vitezele generalizate este oarecum
similara cu metoda folosita in cazul miscarii sistemelor libere. Punctul de plecare este dat
de relatiile

S o, ox;
A N 5.4.16
N log T e " (5.4.16)

care ne indica faptul ca energia cinetica are expresia

3n 3n—N 3n—N
1 81:1 ox; or; . O
= oSN Mg == S M, 4 2
22 il Z ( A at) ( g, 0" at)

3n—N 3n—N 3n
:_Z Z@x,@xijq.k+z ng%a;% 12%%% (5.4.17)
=1
3n—N 8181 . 3n—N 8182 . 13n azaz
:_Z(Z s x>%q’“+z<z e aﬁ> i+ 5 2 M g

7,k=1 i=1 i=
NS

~
forma patratica pozitiv definita

N

TV
functie patratica strict convexa in ¢;

Prin urmare, ecuatiile lui Lagrange sunt ecuatii de ordin doi. Repetand procedeul din
cazul sistemelor de puncte materiale libere ecuatii lui Lagrange se reduc la ecuatiile lui
Hamilton, ecuatii de ordinul intai.

5.5 Sisteme naturale

Definitie 5.5.1. Se numeste sistem natural un sistem de puncte materiale supus unor
forte astfel incat are lor una din urmatoarele situatii:

e admit un potential simplu, adica exista V : R x R™ — R, V = V(t,q1,....,qm), de
clasa C? astfel incdt Q; = —g—;/_, j=1,...m
J

e admit un potential simplu, adica exista Il : RxR™xR™ — R, V =V (t,q1, ..., ¢m, G1, --

de clasi C? astfel incat Q; = 4 (g;) — g—;, j=1,..,m.
J J
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Un exemplu de sistem natural este un sistem de puncte materiale asupra carora actioneaza

doar forte conservative, adica F; = gv situatie in care
3n
oV \ Oz; ov
Q; = (_ ) L= 2.5.1
! ;é; Ox;) dq; g 5.1
unde
V = V@1, 230) = V(@1 s ). (5.5.2)

In cazul cursului nostru vom folosi doar sisteme naturale caracterizate de un potential
simplu. Pentru o astfel de situatie definim

L=E-V, (5.5.3)

functie pe care o vom numi lagrangian.
Revenind la ecuatia lui Lagrange vom obtine ca migcarea sistemului de puncte este

descrisa de ecuatia
d (0L oL
— = —=—=0, j=1,...m. 5.5.4

Sa observam ca ecuatiile lui Lagrange au aceeasi forma cu ecuatiile Euler-Lagrange care
descriu miscarea sistemelor de puncte materiale libere. Vorbim deci de faptul ca e posibil un
studiu unitar al acestui tip de ecuatii. Tntr—adevér, intreaga analiza facuta pentru ecuatiile
Buler-Lagrange care descriu migcarea sistemelor de puncte materiale libere ramane valabila
si pentru ecuatiile lui Lagrange care descriu migcarea sistemelor de puncte materiale supuse
la legaturi.

Un alt avantaj este ca spre deosebire de ecuatiile lui Newton pentru sisteme de puncte
materiale supuse la legaturi, ecuatii ce erau formulate pe o varietate din R3", ecuatiilor
Euler-Lagrange sunt ecuatii in R™ exact ca pentru sisteme de puncte materiale libere.

Sa ne reamintim ca o functie patratica f : R™ — R, f(z) = (Axz,z) + (b, z) + ¢ este
strict convexa daca si numai daca A este pozitiv definita si ca f este coerciva daca si numai
daca A este pozitiv definita.

Deoarece, din sectiunea precedenta am vazut ca energia cinetica se rescrie ca o functie
patratica de ¢;, i = 1,...,m = 3n — N, acelasi fapt este valabil si pentru Lagrangian in
cazul sistemelor natural, adica

—_

5 Z Qg5 Q7 QzQJ + Zcz q,t QZ + CO(CLt) (555)

cu a;; identici cu coeficientii din expresia energiei cinetice. Insa matricea (a;;) este positiv

definita si atunci Lagrangianul L este convex in variabilele ¢;.

Calculand p; = 8L avem

m

J=1

Pastram aceeasi terminologie ca in cazul sistemelor libere de puncte materiale
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e ¢; se numesc coordonate generalizate,

e (; se numesc viteze generalizate,

o p = gi se numesc impulsuri generalizate,

Definitie 5.5.2.

o Multimea A,, a tuturor valorilor (qi,...,qm, 1, -, Gm) pe ca le pot lua coordonatele
generalizate $i vitezele generalizate se numeste spatiul starilor.

o Multimea N, a tuturor valorilor (qi,...,qm,P1,---,Gm) Pe ca le pot lua coordonatele
generalizate si impulsurile generalizate se numeste spatiul fazelor.

Deorece aplicatia

(q‘l?"'aq.m) '_>L('7'7q‘17"'7(jm)7 (557)
este strict convexa plicatia
: . oL : .
(q1>"'7Qm) = a_q('7'7Q17"'7qm) (558)

este inversabila si atunci putem spune ca exista o corespondeta biunivoca intre spatiul
starilor si spatiul fazelor. Putem observa acest lucru si direct deoarece (a;;) pozitiv definit
. . ¥ v . m . 1
implica faptul ca din p; = 37", a;;q; + ¢; rezulta

m

qi = ZAU(}?] - Cj), (559)

j=1
unde (A;;) este inversa lui (a;;).
De aici se observa ca ecuatiille lui Lagrange pot fi scrise in forma

Zaijéjj = Di(t,qr,qx), i=1,...,m, (5.5.10)
=1

unde D;(t, gy, §x) reprezinta toti termenii care nu depind de §. trecuti in membrul drept,
sau in forma

j=1

Ultima forma a ecuatiilor poarta numele de forma normala a ecuatiilor lui Lagrange.
Atagand si conditii initiale acestui sistem de ordin 2 obtinem o problema Cauchy.
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Figura 5.1: Interpretarea geometrica a transformarii Lagendre.

5.6 Transformari Legendre

Transformarile Legendre sunt des intalnite in calculul variational, in general, insa noi ne
vom concentra doar asupra rezultatelor ce ne vor fi utile in contextul acestui curs. De aceea,
noi vom considera doar transformari Legendre pentru functii strict convexe care sunt de
clasa, C? pe domeniul lor de definitie. Prin urmare, in aceastd sectiune vom intelege tacit
ca functia f : I C R — R, unde I este un interval deschis, este strict convexa, adica
f'(xz)>0,Vx el

Definitie 5.6.1. Transformata Legendre a functiei f este f*: I* — R definita de

f*(z*) = sup(z*z — f(x)) Va* e I” (5.6.1)
zel
unde domeniul I* este
I = {J;* e R:sup(z*z — f(z)) < oo} . (5.6.2)
xel

Pentru a intelege mai bine aceasta definitie, in continuare vom da o interpretare geome-
trica a sa. Sa reprezentam grafic functia f in planul Ozy. Fie p un numar dat. Consideram
dreapta de ecuatie y = pz, adica dreapta de panta p ce trece prin origine. Consideram
punctul z* = x(p) pentru care curba este cel mai departe de dreapta considerata. Pentru
orice p functia

r—pr— f(z) (5.6.3)
isi atinge valoarea maxima in z*, valoarea maxima fiind

[r(@*) = sup(z” = — f(x)). (5.6.4)

zel

S& observiim faptul cd functia f* este bine-definitd deoarece f este strict convexi. Intr-
adevar sup,c;(z* x — f(z)) este atins Intr-un punct stationar al functiei x — z* z — f(z),
adica intr-o radacina a ecuatiei f'(x) = x*. Deoarece functia f este convexa, acest punct
stationar este unic. Prin urmare, putem scrie

[ (p) =sup(pz — f(z)) = [px — f(z)] : (5.6.5)

zel z=(f")"1(p)
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In continuare vom deduce unele proprietati ale transformatei Legendre a unei functii de
clasa C? si strict convexe.

Fie g inversa lui f’. Deoarece f este de clasa C? si strict convexd, g este functie
diferentiabila si

dg(p) 1
d 2 fp) (5.6.6)
p ip

Atunci, pentru un p € I* ales arbitrar, g(p) este unicul punct critic al aplicatiei z +—
px — f(z). Deci

frp)=pglp) — flg(p)) Vpel. (5.6.7)
Derivand aceasta relatie in raport cu p deducem
d f*(p) dg(p) df(g(p)) dg(p)
= — . 5.6.8
i 9(p) +p i P (5.6.8)
Intrucat %}5}3)) = p, relatia de mai sus implica faptul ca
d f*(p)
= Vpel, 5.6.9
. 9(p) p (5.6.9)
adica faptul ca (f*)' si f’ sunt inverse una alteia. Derivand inca o data gasim
& f*(p) _ dg(p) 1 )
Zp  dp @ fcgg(p)) Vpel® >0, (5.6.10)
p

ce arata ca transformata Legendre este strict convexa.
O alta proprietate a transformarii Legendre este ca pentru functii strict convexe este o
involutie, adica f** = f. Pentru a argumenta aceasta afirmatie sa remarcam faptul ca

[ (x) =sup(zp— f(p) =lzp— f(p)]

perl*

. (5.6.11)
p=((f*)) ()

Dar, conform unei observatii anterioare ((f*)')~*(z) = f'(z). Deci

[ () =sup(xp— f*(p)) =[zp— f*(p)] = f'(x) = f*(f(x)) (5.6.12)

pel* p=f'(z)
= f'(z) = f(x)z + f(z) = f(2).
e Transformata Legendre a functiei exponential f : R — R, f(z) = e* este f* :

(0,00) = R, f*(p) = p(Inp—1). Sa observam ca domeniul de definitie a transformatei
Legendre nu ramane intreg R.

e Transformata Legendre a functiei exponential f : R — R, f(z) = cz? este f* :
R =R, f*(p) = ﬁpz. Remarcam faptul ca transformata Legendre raméane o functie
patratica.
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Definitie 5.6.2. Doua functii, f si g, care sunt transformarile Legendre una alteia se
numesc duale in sens Young.

Din definitia transformarii Legendre
pr— f(z) < f(p),Yxel, Vpel (5.6.13)
ceea ce ne conduce la inegalitatea lui Young

px < f(z)+ f*(p),Yeel, Vpel, (5.6.14)

De exemplu, daca f(z) = %xz, atunci f*(p) = % p? si obtinem inegalitatea cunoscuts

px < 32° + $p? pentru orice z, p numere reale.

Problema 5.6.1. Fie f : (0,00) — R, f(z) = % Aratati ca transformata sa Legendre
este f*:(0,00) = R, f(x) = % s1 scrieti inegalitatea lui Young corespunzatoare.

In continuare, sa consideram cazul functiilor strict convexe de mai multe variabile, adica
f:U CR™ = R, U este o submultime deschisa si convexa a lui R", ai H(z) :=

(agjafg;j (33))” este pozitiv definita, adica

(Hp(z)£,€) >0 Yz eR" VEER™, £4£0. (5.6.15)
In acest caz, transformata Legendre a functiei f este

U =R, ff(p) =sup((p,z) — f(2)), (5.6.16)

zeU

unde (-, -) reprezinta produsul scalar din R".
Toate proprietatile demonstrate in cazul functiilor scalare raman valabile si in cazul
functiilor vectoriale, ideile de demonstratii fiind similare. Deci

U =R, f(p) = [sup(p, ) — f(2)] (5.6.17)

zelU z a. 1. p=Vf

= (p, (Vo) () — F((Vaf) ' (p)),

si are loc inegalitatea Fenchel-Young
(p,xy < f(x)+ f*(p),Vr e X, Vpe X" (5.6.18)
In plus, avem

Vof'(p) = (Vof)"'(p) VpeU~ (5.6.19)

Drept exemplu, sa considermam functiile patratice pe care le vom considera ulterior in
cadrul acestui curs. Fie f: U =R" — R, f(z) = <A x,z), unde A este o matrice reala
pozitiv definita. Prin urmare functia f este strict convexa iar functia

T <p, x) — f(x) = <p, x) — <Ax,x> (5.6.20)
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are drept gradient pe p — 2 Ax iar drept matricie hessiana pe —2 Ax care este negativ
definita. Prin urmare, unicul punct stationar z, = %A‘l p este punct de maxim. Deducem
de aici ca U* = R™ si

N 1 -
f7p) = 7(p, A7 p). (5.6.21)
Prin urmare, avem urmatorul rezultat

Lema 5.6.1. Transformata Legendre a unei forme patratice pozitiv definite f : R™ — R,
flz) = <A x,x) este o formd patratica pozitiv definita f : R™ — R, f*(p) = }t<p, A7l p), si
mai mult

f(xp) = g(p), (5.6.22)

unde , = %A_lp este unicul punct stationar al lui x — <p, z) — f(x).

5.7 Ecuatiile lui Hamilton. Parantezele Poisson

Ar fi util, ca i in cazul sistemelor libere, sa reducem gradul acestei ecuatii, adica sa
construim un sistem de ecuatii echivalent dar de grad 1. In acest sens are loc urmatorul
rezultat.

Teorema 5.7.1. Ecuatiile lui Lagrange pentru un sistem natural sunt echivalente cu sis-
temul de ecuatii de ordinul intai (numite ecuatiile lui Hamilton)

. OH
pZ - 8q27
0H
4 = ap; i=1,...,m, (5.7.1)
unde H : R x A, — R,
H(t7 qu> - [<(p17 "'7pm)7 (q.17 "'7qm) - L(t7 q]-? "'7Qm7 q‘l? "'7Qm)] _ 9L . (5'7'2)

g; a.t pi—aTi

Demonstratie. Demonstratia este similara cu demonstratia teoremei analoage pentru sis-
teme libere de puncte materiale. Sa remarcam faptul ca de fapt functia H din enuntul
teoremei este bine definita deoarece reprezinta transformata Legendre a aplicatiei

((]‘17"'76_?771) HL(')'?QI)"'?Qm)a (573)
aplicatie care este de clasd O? si strict convex. |

Sa remarcam ca in cazul nostru ¢; a.l p; = g—; din definitia hamilitonianului este deja
calculat explicit ca fiind

G =Y Alp — ), (5.7.4)

unde (A;;) este inversa lui (a;;).
O functie U : R x A, — R este integrala prima a ecuatiilor lui Hamilton daca
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e U nu este identic constanta;

e U este constanta pe curbele din spatiul A/, solutii ale ecuatiilor lui Hamilton.

O caracterizare a integralelor prime ne spune ca daca U este diferentiabila, atunci U este
integral prima daca si numai daci U(t, q(t), p(t)) = 0.

Cu o argumentatii complet similare celor din cazul sistemelor de puncte materiale liber,
au loc urmatorele rezultate.

Propozitie 5.7.1. In miscarea unui sistem de puncte materiale % = %—?. In particular,
pentru un sistem mecanic pentru care hamiltonianul nu depinde de timp (sistemul este
autonom), are loc H(p,q) = const., adica hamiltonianul defineste o integrala primd a
ecuatiilor lui Hamalton.

Definitie 5.7.1. O coordonata q; care nu este prezenta in expresia hamiltonianului, adica

g—f = 0, se numeste variabila ciclica.
T
Avand in vedere definitia hamiltonianului, ¢; este variabila ciclica daca si numai daca
nu apare in expresia lagrangianului, adica gf = 0.
K

Propozitie 5.7.2. Fie q; o coordonata ciclica. Atunci p; este o integrala prima. In acest
caz vartatia coordonatelor prezente este aceeasi cu a unui sistem ce depinde de n — 1
coordonate, hamiltonianul depinzand de constanta ¢ = p;, adica

H(p17 woy Pie15Dit1y s Py q1y -5 Qi1 §it-15 -5 Gn,s t? C)' (575)

Importanta rezultatului de mai sus este urmatoarea: cu cat avem mai multe variabile
ciclice, “cu atat mai bine”’, in sensul ca fiecare variabila ciclica conduce la reducerea
numérului de necunoscute. In mod practic, variabilele ciclice se obtin de multe ori alegand
convenabil sistemul de coordonate i coordonatele generalizate ¢; in raport cu care se vor
exprima toate celelalte coordonate x;.

Definitie 5.7.2. O functie definita pe spatiul fazelor A/, si cu valori reale f: Al — R se
numeste variabila dinamica.

In cazul sistemelor autonome, H = H(q;,p;), hamiltonianul H este un exemplu de
variabila dinamica.
Consideram migcarea unui sistem de puncte materiale in spatiul fazelor, adica aplicatiile

t— qi(t), t— pi(t). (5.7.6)
Fie aplicatia
t— fa(t),pi(t)) (5.7.7)
notata in continuare tot cu f, avem
. = [O0f .  Of . )
— LG+ ==p ). 5.7.8
f ;(aqiq ot (5.7.8)

Daca ¢;, p; sunt solutii ale ecuatiilor lui Hamilton, atunci

. N~(0fO0H 9f0H
= ; (aq@' Op;  Op; 8ql-) ' (5.7.9)
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Definitie 5.7.3. Dacd f si g sunt variabile dinamice de clasd C*, definim

of dg  Of dg
{f.9} = Z(@qlﬁpl 3p¢3ql-) (5.7.10)

numita paranteza Poisson a variabilelor dinamice f si g.

Definitie 5.7.4. Fie g o variabila dinamica diferentiabila. Operatorul Lie asociat variabilei
dinamice g este

dg 0 dg 0
: 711
%= Z (029@ 0g; g 8p¢) (5.7.11)
In termenii definitiilor de mai sus avem
f=A{fH}Y=Zuf. (5.7.12)

In tot ce urmeaza noi consideram doar cazul sistemelor autonome.
O variabila dinamica f este integrala prima a ecuatiilor lui Hamilton daca nu este
constanta si

f=0 & {fH=0 & Zyf=0. (5.7.13)

Regasim astfel faptul ca H este integrala prima pentru ca {H, H} = 0 pentru sistemele
autonome si faptul ca pentru orice coordonata ciclica ¢; variabila dinamica f = p; este
integrala prima deoarece

Op; OH  Op; 8H) OH
i, H =——=0. 5.7.14
b H} = Z (a% Op; ap] dq; 8%’ ( )

Folosind definitiile de mai sus rescriem ecuatiile lui Hamilton in forma

qi = {QZ7H}7
pi={p,H}, i=1,...,m. (5.7.15)

Propozitie 5.7.3. [Proprietatile parantezelor Poisson] Fie f,g,h variabile dinamice de
clasa C? si o € R. Au loc

o {f+gnh}={fh}t+{g.h} {af g} =a{f g},
o {fag} - _{g7f}7
o {f{g,h}}+ {h, {f,9}} + {g, {h, f}} =0 (identitatea lui Jacobi),

,g} + {f o gy =15k 9y +{f. 52} (requla tui Leibniz)

Teorema 5.7.2. [Jacobi—Poisson] Fle Uy si Uy doua integrale prime ale ecuatiilor lui Ha-
milton (pe care le privim ca variabile dinamice). Atunci {Uy,Us} este integrala prima a
ecuatitlor lut Hamilton.
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Demonstratie. Deoarece U; si Uy sunt integrale prime rezulta

Pentru a arata ca {U;,Us} este integrala prima a ecuatiilor lui Hamilton va trebui sa
demonstram ca

{{U, Uz}, H} = 0. (5.7.17)

intr—adevér, are loc
{{U1,Ux}, H} = —{H,{U1,Us}} = {Us, {H,U1}} + {U1,{V>, H}} = 0. (5.7.18)
|

Pornind de la 2 integrale prime, in baza teoremei Jacobi-Poisson rezulta o noa integrala
prima, insa nu e clar dacd aceasta noud integrala prima este func(t)ional independentd de
integralele prime cu care am plecat.

5.8 Transformari canonice

Consideram un ecuatiile lui Hamilton caracterizate de o functie H = H(q,p) si o schimbare
de coordonate

pi = pi(q,p), i=1,..,m, (5.8.1)

unde functiile q;, p; sunt de clasd C? si

d(q,p)
(¢, p)

Definitie 5.8.1. Spunem ca transformarile (5.8.1)) pastread forma ecuatiilor canonice

det

£0. (5.8.2)

. 0OH
q’L - apZJ
H
D = —gqi, 1=1,...,m, (5.8.3)
daca noile functii verifica
- 0K
Q’i - a@?
K
D; = —g—@, 1=1,...,m, (5.8.4)

unde K = K(q,p) este o functie asociata functiei H.
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Definitie 5.8.2. Spunem ca transformarile (5.8.1)) sunt canonice daca ecuatiilor canonice

. OH
Ql - apla
OH
Di = — a0, 1=1,...,m, (5.8.5)
se rescriu in noile functii este

- OH

qz - 8@7

. 9H

cu H(§,p) = H(q,p).

Importanta transformarilor canonice este aceea ca printr-o alegere potrivita a tran-
formarilor de coordonate un sistem hamiltonian complex poate fi adus la o forma mult
mai stmpld.

De exemplu, pentru sistem integrabile, daca gasim tranformari canonice astfel incat noul
hamiltonian sa depinda doar de impulsurile generalizate atunci obfinem solufia sistemulus

canonic pentru H = ﬁ(f)) in felul urmator. Din ]3; = —g—g rezulta ca p; = b; = constant.
In plus 22 wa fi o constantd w; si atunci §; = w;t + @, @ constante.

Op;
FExemple de transformari canonice sunt

e g=q+a,p=p+bundea sib sunt vectori constanti.
e =aq,p=Lp+bunde o si B sunt constante.
*q=p,p=—q

Om In

Consideram matricea J € R*™x2m J — (_[ 0

Jl=——J.

) . Se wverificd faptul cd J? = —1I,,

Definitie 5.8.3. O matrice A € R®*™ spunem cd este simplecticd daca ATJ A = J.

Daca introducem notatiile

0

q1 oq1

o
z= M, o, =% |, (5.8.7)

P1 1

\», o

m pm

atunci ecuatiile lui Hamilton pot fi scrise in forma

&= JO,H(x). (5.8.8)
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Introducem si notatiile Daca introducem notatiile

~ o
1 41
; 5
=9 0 = | % (5.8.9)
pl Y X 8_731 Y
\s, 0
i pm
$1 avem
T =T1T. (5.8.10)

Notam cu Uz matricea Jacobianda a transformarii. Sigur, in termeneii noilor variabile,
tranformarea x = T este canonicda dacd T verifica

T=Jo:H (), (5.8.11)
cu H(T) = H(x).

Teorema 5.8.1. Transformarea de coordonate [5.8.1] este canonica daca $t numai daca
matricea Uz este simplectica.

Demonstratie. Introducem functia H(Z) = H(x(%)). Printr-un simplu calcul, deducem

OH <~ 0H i 1

o = 2. 3_% (x(f))a,jl (5.8.12)
care poate fi scrisa in forma echivalent in forma
O:H = UL 0,H (z(7) (5.8.13)
Utilizand proprietatile matricei J deducem
—Jz=0.H. (5.8.14)
Tinand cont de faptul & = Ug%, atunci avem
—JUs = 0,H (5.8.15)
si
~ULJ Uz = 0zH. (5.8.16)

Aceasta relatie arata ca transformarea este canonica daca gi numai daca matricea Uz este
simpletica.
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Fie f, g doua variabile dinamice diferentiabile. Amintim ca paranteza Poisson este

N~ 0f 89 Of dg
{f,9}ap = Z(a_qiapi - o, 8(]@')' (5.8.17)

=1

Daca privim q;,p; drept functii (sau variabile dinamice) definite pe spatiul fazelor Al ,
atunci, printr-un simplu calcul, deducem

{4, qitqp = 0, {Pi;piter =0, {4 pj}ap = 0ij- (5.8.18)

Aceste parantezele Poisson, de mai sus, se numesc paranteze Poisson fundamentale.
Reamintim ca ecuatiile lui Hamilton se scriu

q.z' - {q“ H}q,py

P = {vi, H}q,p' (5.8.19)
Daca sunt satisfacute ecuatiile canonice, atunci

f = {fa H}q,p7 (5820)

unde f este o variabila dinamica diferentiabila.

Fie f $i g doud variabile dinamice f = f(q,p), 9 = g9(q,p).

Dupa o schimbare de coodonate vom putea rescrie f si g ca funtii de noile variabile g,
p, adica

f=flag,p),p(@Dp),  9=9(aqDp)r(qDp)). (5.8.21)

Prin urmare, putem calcula parantezele Poisson a functitlor f si g fie in raport cu varia-
bilele q si p, fie in raport cu variabilele q si p.
Se pune problem in ce conditii se pastreaza parantezele Poisson.

Lema 5.8.1. Transformarea pastreaza parantezele Poisson a oricaror doua variabile
dinamice daca st numai daca sunt pastrate parantezele Poisson fundamentale

Demonstratie. Avem de demonstrat ca oricare ar fi f,g doua variabile dinamice

{9 @GYer =10 0}ap
{f7 g}q,p - {pi7pj}q,p - {p”ij}q,'ﬁ (5822)
{a:vitap =10 Pi}as

Necesitatea este evidenta. Demonstrarea suficientei se face prin calcul direct. Astfel

 ~,0fdg Of g
{fag}qm_z(a@ op;  Op; 8671)

=1

S of dq;  Of 0pj> (89 dq; | Oy 019;)
— . T it e 5.8.23
]%;1 { (8% 9¢; ~ Op; 0gi ) \Oq; Opi ~ Op; Op; 55:23)

B (ﬁa% +3_fapj) (@3% +@5pj)}
0¢; Opi  Op; Op; ) \0q; 9q; ~ Op; 0G;
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. [0f dg of g
= z:: |:an {QHQJ}‘LP a a {q“p]}q,p

8]‘ 09 f g

{pu 4tar+ {pupj}qp :{fag}qvp-

Teorema 5.8.2. Transformareal5.8.1| este canonica daca si numai daca aceasta pastreaza
paranteza Poisson a oricaror variabile dinamice.

Demonstratie. Sa demonstram pentru inceput faptul ca daca paranteza Poisson a oricaror
variabile dinamice este pastrata atunci transformarea este canonica.
Din 1| rezulta ca putem exprima

q=4qla.p),  P=Dp(ap). (5.8.24)
Deoarece in sistemul de coordonate (g, p) sunt satisfacute ecuatiile lui Hamilton, avem
a’i = {a‘;,) H}Q,IH
D; = {pi, H} g p- (5.8.25)

Conform ipoteei, rezulta ca toate parantezele Poisson sunt pastrate, prin urmare si
{(};7H}q7p = {Z];>H}<7717’ {@’H}%P = {@7H}q~75‘ (5826)
Am obtinut deci ca

{QMH}qp {QuH}q,m
{pza H}q,p {pu H}qp (5-8-27)

adica faptul ca variabilele ¢, p verifica ecuatiile lui Hamilton corespunatoare hamiltonia-
nului H.

Pentru a demonstra implicatia inversa, folosind lema precendenta este suficient sa ca
sunt pastrate parantezele Poisson fundamentale.

Deoarece sunt satisfacute ecuatiile canonice in ambele sisteme de coordonate, putem
scrie

f=Af Yy f={fH}z (5.8.28)

de unde
{f, H}op = {f, H}ap, (5.8.29)
pentru orice variabila dinamica si orice sistem hamiltonian. In particular, daca consideram

f=¢ st H=gq;apoi f =¢ si H=p;siinfinal f = p;, si H = p; demonstratia este
incheiata. |
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5.9 Teorema Hamilton-Jacobi

Consideram ecuatiile lui Hamilton (ecuatiile canonice) asociate hamiltonianului H : R X
AN, — R, H=H(t,q1,...qm;D1, -, Pm) de clasa C>

OH
q’L - apZ’
H
i = _gq/ i=1,..,m (5.9.1)

Fie S = S(t,qu, ..., Qm, a1, ..., ) 0 functie de clasd C' care depinde de m constante
(a1, ..., am) i are matrica hessiand nesingulara, adicd

028
det (aqiﬁaj) #0, (5.9.2)
st satisface ecuatia
0S oS oS
— 4+ H(t — ey, —) = 0. 9.
ot + ( y 415 -5 Qm, aq17 78qm) 0 (5 93)

FEcuatia de mai sus se numeste ecuatia Hamilton-Jacobi. O functie S care verifica conditiile
de mai sus se numeste integrala completa a ecuatiilor lue Hamilton-Jacobs.

Teorema 5.9.1. [Hamilton-Jacobi| Fie S integrala completa a ecuatiilor Hamilton-Jacobi.
Atunci functiile t — q;(t), t — p;(t) care se obtin prin rezolvarea sistemului algebric

oS

8@-(t’Q1’ s Qs Ay ey Ay ) = by

08 .
a—q(t,ql,...,qm,al,...,am):pi, unde b; constante, i=1,...,m, (5.9.4)

reprezinta o solutie a ecuatiilor lui Hamailton.

2

8qic9aj

Demonstratie. Din det < ) # 0, rezultaa ca rangul Jacobianului aplicatiei

o5
2]

28
Oas

4 (5.9.5)

oS
Oam

este m gi din teorema functiilor implicite rezulta ca putem rezolva a ecuatiile g—i (L, q1y ey Gy Q1 ony Q)
b; si sa obtinem

q; :qi(t7q17”'aQ7’n7b1a"'7bm)- (596)
Inlocuind aceste functii in g—i(t, Qs ooy Gy A1y oey Q) = Py GASIM
Di :pi(t7q1>"'anabla--'7bm)- (597)
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Sa aratam ca aceste funtii ¢;, p; verifica ecuatiile lui Hamilton.
Stiu ca S verifica ecuatia Hamilton-Jacobi. Derivam ecuatia lui Hamilton-Jacobi in
raport cu a; gi obtinem

DS . OH 0S aS . 0 (83

I oy o =222 PNV—0, i=1,..m (598
otda; + = 6p]( oo 8(11 8Qm>aaz 8%) Z " ( )

Derivam %(zﬁ, Q1y ooy Gy Q14 ooy Q) = b; In Taport cu t

028 L 0%8 oS 08

da;0t (b Gy 5 )G =0, i=1m 5.9.9
8(Izat + — aazaq]( yq1y -+ 4 6q1 aqm)QJ 1 m ( )

Din ultimele doua ecuatii de mai sus rezulta

=928 aS oS . (0H
E — 9, Gy, — s =—) | =— —q¢; | =0, i =1,...,m. 5.9.10
— aalaqj( , 41, , g afh aqm> (ap] q]) t m ( )
2
Deoarece det 05 # 0, va rezulta ca
aqiﬁaj

OH
i = ——, t=1,..,m. 5.9.11
q; apj ( )

Derivam g—f_(t,ql, ceis Qs Q15 -y Gy) = p; In Taport cu t si ecuatia Hamilton-Jacobi in
raport cu ¢; si deducem

2 i B By it
an Q17"'7QM78q17"-7aqm QJ_pza — by )

8qz(9t
825 " TOH dq; OH O [0S
+ [— @, 77 (—)} —0, i=1,..m. (5.9.12)
8t6qi - 8qj aq]‘ apj (‘)ql (9(]3‘
Prin urmare
=928 ( aH) OH
G —— | =p;i + —, 1=1,...,m. 5.9.13
; 9¢i0q; \  Op; 9qi ( )
=0
si deci
oH
P = — 90 1=1,...,m, (5.9.14)
ceea ce incheie demonstratia. ]
In cazul sistemelor autonome
H=H(q, ., Qm;D1, s Pm) (5.9.15)
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hamailtonianul este o integrala prima a sistemului canonic
H(q1y oy Gms D1y ooy Pm) = h = const. (5.9.16)

Atunci, in cazul sistemelor autonome ecuatia Hamilton-Jacobi are forma

oS
— =—h 5.9.17
care prin integrare ne conduce la
S=—=ht+WI(q, -, Gm, 1, ey Q) (5.9.18)
tar functia W trebuie sa verie
ow ow
H(q, ..., 9m,—=—,..., —) = h. 5.9.19
(0o G o) (59.19)

Pasii de rezolvare a ecuatiilor lui Hamilton folosind ecuatia Hamilton-Jacobi sunt urmatorii
e scriem expresia energiei concetice si energiei potentiale;

e scriu functia lui Lagrange;

o determinam functia lui Hamilton;

o din H(q,. oW 8W) = h determin W.

">Qma 8111 A 8q7n

o cu W gasit determin S = —ht +W(q1, ..., Gm, A1, ..., Q).
e scriu prima ecuatie Hamilton-Jacobi si determin g;,
o scriu a doua ecuatie Hamilton-Jacobi si determin p;.

Pentru anumite probleme se poate folosi metoda separarii variabilelor, adica se cauta

m

W(qlv"'7qmaa'l7"'7am) = Zm(%) (5920)

i=1

st se scriu ecatile incat tin membrul stang sa am dependenta de o singura variabila tar in
membrul sa avem o dependenta de o alta singura variabila.
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Partea 111

Medii continue deformabile
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Capitolul 6

Cinematica mediilor continue
deformabile

6.1 Corp deformabil vs. corp rigid

In capitolele precedente am neglijat forma corpurilor si, deci, am presupus implicit ca acesta
poate avea doar misscari de translatie. Considerand doar modelul punctului material nu
putem avea informatii despre miscarea de rotatie a acelui corp.

Daca se doreste caractizarea gi descrierea influentei acestei rotatii asupra miscarii cor-
pului, atunci trebuie sa consideram un alt model pentru descriere miscarii lui, si anume
modelul corpului rigid.

Corpurile continue se impart in doud categorii: corpuri nedeformabile, pe care le vom
numi rigide, si corpuri deformabile. Ce itnseamna insa matematic ca un corp continuu este
deformabil? Plecand de la tmaginea pe care intuitia o oferd despre medii deformabile, am
putea spune ca toate corpurile sunt deformabile. Totusi, in anumite situatii deformarea
corpului poate juca un rol secundar, tmportanta fiind comportarea corpului continuu farda a
lua in considerarea eventualele mici deformari nesemnificative.

Spuneam in capitolul introductiv ca un corp continuu % este o multime de puncte
A, B, ... € &* (spatiu afin de dimensiune 3) numite puncte materiale (particule), care
are o structura data de

o familia de aplicatii € = {p : B — R>|p injectiva}, numite configuratii ale corpului
B (in spatiul R?);

e o functie m : P(AB) — Ry numita masda, unde P(A) sunt parti ale corpului B;
unde configuratiile st masa au urmatoarele proprietai:

1. Vo € € configuratie, o(B) = B, este o regiune din R?, adicd o multime compacta
si conexa, avand frontiera netedd pe portiuni, adicd 0By = J;_, X; unde n € N este
finit i 3,1 =1,2,...,n sunt suprafete netede.

2.Np,p € €, aplicatia ¢ = po =t : p(B) — §(B) poate fi extinsd la o functie de
clasd C*(R3). Functia ¢ se va numi deformare.
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3. Ve € €, emista o, : B, — Ry continua si marginita astfel incat functia m, =

mopt: P(B,) — Ry este datd de m,(p(P)) = / 0,dV, VP € P(AB) avand
¢(P)
proprietatea ca o(P) este masurabila Jordan.

Functia o, : #, — R defineste repartitia masei lui % in configuratia ¢ si se numeste
densitate de masa sau simplu densitate. Valoarea acesteia in x = p(A), unde A € B, adica
o(x), este densitatea de masa in particula A € B, in configuratia ¢ a corpului continuu.

Pentru orice ¢ € €, definim ¢! : B, = p(B) — B. Daca Ve,p € €, atunci
aplicatia

¢=0o¢ 1 p(B) = §(AB)

se numeste deformare de la configuratia ¢ la configuratia . Configuratia ¢ se numeste
configuratie de referinta iar @ se numeste configuratia obfinutd din configuratia @ prin
deformarea ¢.

Propozitie 6.1.1. [Principiul conservarii masei] Dacd ¢, p € € sunt doud configuratii

si P € P(AB) astfel incit p(P) si o(P) sunt masurabile in p(B) si, respectiv, in o(A),
atunci

my(p(P)) = ma(p(P)).

Demonstratie: Demonstratia este imediata si rezulta din modul de definire a masei, si
anume

my((P)) = m(P) = ma(o(P)). =

Propozitie 6.1.2. [Conservarea densitatii de masa| Dacd p, p € € sunt doud configuratii
si ¢ B, — B este o deformare de la ¢ la ¢, atunci

0p(7y) = 05(x5) J, (6.1.1)
unde xg = ¢(x,) si J = |detV, ¢|.

Demonstratie: Din principiul conservarii masei rezulta ca
/ Q@(Iga)dvg; = / Q@(l’g)dVg VP c gz(%)
¢(P) 2(P)

Facem schimbarea de variabila x5 = ¢(z,),x, € (P) si obtinem

/ 00(2,)dV,, = / 05(8(x,)) [detV,_o(z,)|dV, VP € P(B),
»(P)

»(P)

adica

/ ») [0p(2,) = 05(B(2,)) [det Vo p(w,)| [ dV, =0 VP € P(B). (6.1.2)
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Din continuitatea functiilor o,, oz $i din faptul cd deformarea ¢ este de clasi C?, va rezulta
ca functia de sub integrala este continua. De aici va rezulta ca functia de sub integrala se
anuleaza in orice punct x, € ¢(P). In caz contrar, presupunand prin reducere la absurd
ca exista un punct v, € p(P) astfel incat cantitatea de sub integrala este strict pozitiva
sau strict negativa, atunci, in baza continuitatii va rezulta ca functia este strict pozitiva
sau strict negativa pe o intreaga vecinatate a acestui punct. fnsd, aceasta vecinatate este la
randul ei din P (A). Se deduce ca pentru aceastd vecinatate integrala din membrul drept a
relatier (6.1.2)) este strict pozitiva, ceea ce contrazice principiul conservarii masei. Ramane
deci ca (6.1.2) tmplica

ng(xw) - QG(¢(xw)) |detvx¢¢($w)| =0,

ceea ce incheie demonstratia. |
FEcuatia (6.1.1) se numeste ecuatia de continuitate sau forma locala a principiului con-
servarii mases.

Corpul continuu % se numeste corp rigid daca ¥V ¢, ¢ € €, Vai, € p(%#),Ixd € §(A),
3@Q € SO(3) astfel incat

¢=Fop™: p(2) = §(%B)

este data de

adica

Propozitie 6.1.3. [De caracterizare a unui corp rigid] Daca A este un corp rigid, o, p € €
sunt doud configuratii si ¢ : B, — Bz este o deformare de la ¢ la ¢ atunci

log = 25l = llzg — 2,

Vag, a5 € 9(B) siVa,, 1, € P(HB) astfel incat p(z,) = gz, p(z,) = 2.
Demonstratie: Din definitia unui corp rigid rezulta existenta lui QQ € SO(3), astfel incat

ZL’@—SB:;: Q(xw—a:fp).
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Atunci, vom avea
g — a5l = {5 — a5 — ) = (Q (1, — 21), Q (2, — 7).
Are loc urmatoarea proprietate a produsului scalar
(Az,By) = (BT Ax,y) VA,BeR>3 VazyeR.

Folosind aceasta proprietare, deducem

log — 25l = (Q" Q (v, — 2l,), wp — 2},) = (wp — ai,, wp — 2,) = ||z — 2|
st demonstratia este completa. |

Propozitia de mai sus spune ca pentru un corp rigid, distanta dintre punctele corpului
nu se schimba in configuratii diferite.

Propozitie 6.1.4. [Conservarea densitatii de masa pentru rigid| Daca A este un corp
rigid, ¢, € € sunt doua configuralii si ¢ 1 B, — B este o deformare de la ¢ la @,
atunci

00(7,) = 05(73) Vi, € By, 5= (Ty).

Demonstratie: Intrucdt distanta dintre punctele rigidului nu se modifica tn configuratii
diferite, va rezulta ca elementul de volum este constant. De fapt, altfel spus, pentru un
rigid vom avea

d(zy) = x% +Q (zp — 1’3)

ceea ce implica Vy,¢(x,) = Q i deci ca |detV,, ¢(z,)| = [det Q| = 1 deoarece O € SO(3).
Din ecuatia de continuitate rezulta concluzia propozitier. |

Propozitia de mai sus spune ca pentru un corp rigid, densitatea nu 1si modifica distributia
in configuratit diferite.

6.2 Descrierea deformarii unui mediu continuu

Un mediu continuu se numeste deformabil daca nu este rigid, adica daca funclia deformare
dintre oricare doua configuratii diferite ale mediului continua nu este compunerea dintre o
translatie i o rotatie, homogene in tot mediul continuu.

In cele ce urmeazd vom considera cd multimea A este inchisa si simplu conexa, avand
frontiera suficient de netedd. Vom considera doud configuratii oy, p; € € si Qo = @4, (B),
Q= 0 (B), cu o, Q multimi deschise din R3. Aplicatia bijectivd

' =propt Qg —

se numeste deformare de la configuratia ¢y, la configuratia ¢, sau simplu deformarea do-
meniului Qo in domeniul ;. Multimea Qg reprezinta volumul ocupat de un corp inainte
de deformare, la momentul initial ty, in timp ce mulfimea € reprezinta volumul ocupat
de un corp dupa deformare, adica la momentul actual t. Mulfimea o se mai numeste
configuratie de referinta iar multimea £y se numeste configuratie actuald.
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In cele ce urmeazd, vom presupune cd deformarea ¢t poate fi extinsd la o functie de este
de clasd C*(R®). Prin urmare, cand vom vorbi de derivata unei functii pe frontierd, se va
intelege ca vorbim de derivata extinderii respective.

In raport cu un reper {0;%;}, notam cu X; (i = 1,2,3) coordonatele unui punct material
generic My, din domeniul Q. Presupunem cd mediul este deformat astfel c¢d la momen-
tul t el ocupd domeniul Q, de frontierd 0y, punctul M, ajungind in pozitia M. Fie
z;, (1 = 1,2,3) coordonatele punctului M. Deseori X wva inlocui ansamblul cordonatelor
(X1, Xo, X3) sau vectorul de pozilie X;€;, iar x pe (x1,x2,x3), respectiv pe z;e;.

Fie I = [to,t1) un interval de timp fizat, unde to > 0 iar t; > 0 poate fi infinit. Vom
considera familia de configuratii o, € €, ¥ t € I cu toate celelalte cantitati ce au fost
definite mai sus, unde t era considerat fivat. A sti miscarea mediului continuu inseamnd a
cunoaste traitectoria tuturor punctelor. Miscarea mediului continuu este definita ca fiind

O x IR, (X,1) - 6(X) = (61(X), 65(X), 64(X)) =2 € Oy C R,

Vom presupune cd miscarea este de clasd C?(Q x I). Miscarea mediului este definitd deci
prin relatiile

r=ux(X,1), V(X,t) € Qo x 1,
sau pe componente

€T = xl(X17X27X37t)7
To = .TQ(XI,XQ,Xg,t), V(X, t) € ﬁg x I
T3 = $3(X1,X2,X3,t)-

Daca coordonatele X sunt fixate, functiile de mai sus determina miscarea punctului ma-
terial care la momentul initial ty avea coordonatele Xg; daca t este fizat, aceste functii
descriu transformarea care duce domeniul Qo in domeniul ;. Deformarea stabileste o
corespondenta biunivoca si bicontinua intre g st €2, in care se corespund punctele My din
B si punctele M din Q. Coordonatele Xy se numesc coordonate materiale (sau lagrange-
iene), iar coordonatele x; se numesc coordonate spatiale (sau euleriene).
In fiecare punct (X, t) definim gradientul deformarii

d¢  9¢t 0}

8X1 8X2 an

a¢h %y I

8X1 8X2 an

96, O¢, 99,

0X1 8X2 an

Vx¢t =

Deformarea fiind o functie bijectiva avem

¢ , _
J = det (&gi—)(()j)):det (%}?)7&0, (X,t) € Qo x 1.

FEvident determinatul functional (jacobianul deformarii) J este pozitiv. Pentru a justifica
aceastd afirmatie, sa remarcam cd J este o functie continud pe Qo x I gi ca J(X, ty) =1,
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deoarece ¢E(X) = id(X) = X, VX € Qo. Din continuitate si din faptul ca J(X,t) # 0
V (X, t) € QoxI va rezulta ca J are semn constant. Pentru cd la momentul to determinantul
functional este pozitiv, va rezulta ca este pozitiv

B 0Pi(X)\ Oz;(X,1) =
J—det(a—)(j = det a—)(] >0, (X,t)GQQXI.

In cazul elastostaticii (nu avem miscare ci doar deformare) aceasta conditie se presupune
inca de la inceput pentru a asigura pastarea orientarii. Desigur, si in cazul elastodinamicii
orientarea va fi conservata.

Uneori, in cadrul acestui capitol, vom utiliza conventiile uzuale de sumare si diferentiere:
indicii latini (cu exceptia cazurilor cand este specificat contrariul) iau valorile (1,2,3), se
foloseste sumarea dupa un indice care se repeta, un indice inferior precedat de virgula
semmnifica derivata partiala in raport cu coordonata spatiala considerata iar punctul plasat
in partea superioara semnifica derivata materiala in raport cu timpul.

In continuare vom descrie modul in care putem mdasura (descrie) matematic deformarea
unui mediu continuu. Adica, vom defini unele cantitati ce indica cat de mare e deformarea,
in ce directii s-a produs deformarea, cat difera deformarea de o miscare rigida a corpului
etc.

Fie o curba din configuratia nedeformata

’YZf(DCQm I:[avb]a CL?bER'

Lungimea acestei curbe este

0= [1Enas= [ &), Loyea,

in timp ce lungimea imaginii acestei curbe
() = ¢t o f(I) C Qy, I =1la,b], a,beR,

obtinuta in urma procesului de deformare este

= (19D s = [ 1) L a

:/ (Vxd'(f(s)) Zfs( ), Vxod'(f(s ))%(8»1/%8

b
= [T NI Vx5 ). B (5)) s

= [ et 5. i) s

Prin urmare, tensorul

C(X,t) = [Vx¢'(X)]"[Vx¢'(X)]
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numit tensorul de deformare drept Cauchy-Green ne permite sa masuram lungimi de arce
de curba din starea deformata. Un alt tensor de deformare folosit uneori este tensorul de

deformare stang Cauchy-Green
B(X,t) = [Vx¢'(X)][Vx¢'(X)]"

tensorul de deformare Cauchy-Green. Intrebarea care apare este daca nu cumva acest
tensor este un indicator suficient pentru a masura deformarea mediului continuu si ce

anume masoara efectiv componentele sale?
Sa observa ca tensorul de deformare Cauchy-Green are de fapt urmatoarele componente

a¢,  a¢t A\ T [ 9t b, O

00X, 0Xy 0X; 0X; 0Xy 0X;

ox.y— | 0% 9% 0 99y 9¢h 04

’ 0X; 0X, 0X;3 00X, 0Xy 0X;

¢  0dy 0 | | 9¢% 0%  0¢h

00X, 0Xy 0X; 0X; 0Xy 0X;

122012 (5 (X), 22(X)) (25(X), 22(X))
X)), 2 X)) IO (2E(x), X)) |,

(25(X), 28(X)) (2L(X), 28(X))  [I2E(x)|>?

adica elementele de pe diagonald indica magnitudinile deformarilor locale in directiile axe-
lor de coordonate, in timp ce celelalte elemente ale tensorului indica variatitle locale ale

unghiurilor. Mai scriem

a¢t a¢t (9xk aZL’k
X X)) = —(X,t) — (X, t).

Sa firam un punct X € gy si sa consideram un segment inclus in €y, ce contine in
interior punctul X st a carui dreapta suport este paralela cu axa Ox;, 1 = 1,2,3 fixat. In
urma procesului de deformare, acest segment este transformat intr-o curba continuta in €,

1ar coloana i a gradientulut deformarii, adica

Cij(X,t) =

9%}
0X;
0
X):= 2(x) |,
()= | G
94
0X;
ne indica vectorul tangent la aceastd curba in punctul ¢*(X). Dacd lungimea acestui seg-
ment este mica, atunci ||g%t(X)|| masoara lungimea imaginii acestui segment si deci alun-
girea lui, adica alungirea locala in directia €; a mediului continuu. Considerand acum doua
segmente ca mai sus, unul avand directia €; iar altul directia €;, i # j, produsul scalar al
vectorilor tangenti din configuratia deformata

(55 (0 ) = IS O (O cos{a(G (). F-(0)

(X)

Dt
9X,

(X)
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ne indica cum s-a transformat local unghiul drept dintre e; si €; in urma procesului de
deformare.

Problema 6.2.1. Sd se arate cd matricele C(X,t) si B(X,t) au valorile proprii reale si pozitive.

Problema 6.2.2. Sd se arate ca matricele C(X,t) ¢i B(X,t) au acelasi polinom caracteristic.

Prin urmare, variatia lungimilor curbelor poate fi masurata comparand
S := (dX,dX)?

cu

N|=

ds := (CdX,dX)z.

Cantitatea dS se numeste lungimea elementului de arc din starea nedeformata iar ds este
lungimea elementului de arc in starea deformata. Prin urmare, variatia lungimii elemen-
tului de arc este indicata de diferenta

ds® —dS* = ((C — I3)dX,dX) = 2 EdX,dX),
unde
2E — C - [3

se numeste tensorul de deformare Green-St. Venant. Pe componente, acest tensor este dat
de

d¢t
0X,;

¢!
'9X,

. 8$k 8a7k
(X)) — 045 = a_)Q(X’t> 8_Xj<X’t) — 0ij.

2 By = (5 (X)

Problema 6.2.3. Descrierea lagrangiand a unei deformari este datd de

o= t+ Xy — 1 Xy — Xs,
29 = 141 X; + Xo + X,
w5 = —t+ X1 — Xz + X3,
unde X = (X1, X2, X3) € B, t € [0,00). Sd se determine:
1. pozitia la momentul t = 1 a particulei P care initial se afla in pozitia Py(1,2,1);
2. pozitia la momentul t =1 a particulei P’ care initial se afla in pozitia P(0,0,1);

3. distanta dintre punctele pozitiile initiale Py si P} si distanta dintre pozitiile celor doud puncte la
momentul t = 1 (dupd deformarea mediului);

traiectoria punctului P;
gradientul material al deformarii;
descrierea euleriand a deformarii si gradientul spatial al deformarii;

vectorul deplasare in descriere materiala precum gi in descriere spatiald;

o XS G

tensorii C,c, E,e.
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Sd ne reamintim cd o deformare este rigidd dacd VXo € Qp, 32" € Q, 3Q(t) € O(3)
astfel incat

¢'(X) — ' = Q(t) (X — Xo).
Cu alte cuvinte, notand a(t) = z* — Q(t)Xo, o deformare rigida generica este de forma
(X)) =alt) + Q) X, a(t)eR® Q()ecO(3), VXecQ, Vtel,

adica configuratia nedeformata sufera o translatie si o rotatie, ambele omogene. Deoarece
det Vx¢'(X) > 0, matricea Q(t) este de fapt din SO(3).

Dacd ¢' este o deformare rigidd, atunci Vx¢'(X) = Q, VX € Qq, si in consecinid
C' = I3, E = Os. In general, putem remarca cd |E|?> = +|C = L3]|* poate indica cdt de
mult se abate o deformare datd ¢' cu F = V¢t € GLT(3) de spatiul rotatiilor proprii
SO(3). Totusi, atunci cand se calculeazd distante pe GL*(3), problema trebuie abordatd cu
o atentie sporitd deoarece GLY(3) nu este spatiu euclidian.

Problema 6.2.4. Sd se verifice dacd GL(3) = {X € R®3| det X # 0}, GLT(3) = {X € R®*3| det X >
0}, SL(3) = {X € R3] detX = 1} si SO3) = {X € R¥>3|XTX = I3,det X = +1} sunt spatii
euclidiene sau nu.

Urmatoarea teorema indica faptul ca tensorul Cauchy-Green C' este matricea identica
daca $1 numai daca deformarea este o deformare rigida.

Teorema 6.2.1. [de caracterizare a unei deformari rigide] Fie Qg un deschis, simplu conex
din R®, si fie aplicatia ¢ € C*(Qy) astfel incit [Vxod(X)|T [Vxo(X)] = I35, VX € Q.

Atunci, existd un vector a € R® gi matricea ortogonald Q € SO(3) astfel incat
P(X)=a+QX, VX eQ. [

Teorema de mai sus nu indica daca E (echivalent C') determind in mod unic deformarea.
Acest lucru este clarificat de teorema urmatoare.

Teorema 6.2.2. Fie Qo un deschis, simplu conex din R3, si doud aplicatii ¢, € C*(y)
astfel incit [Vxo(X)|T [Vxo(X)] = [Vxv(X)|T [Vx(X)], VX € Qo, 0 este injectivd si
det Vx1) # 0, VX € Q. Atunci, existd un vector a € R® si matricea ortogonald Q € O(3)
astfel incat

(X)) =a+Qi(X), VX €. n

Deci, daca se cunoaste tensorul C, atunci acesta determina in mod unic deformarea,
modulo o deformare rigida.
Pentru My € Qg si M = ¢'(My), consideram in continuare vectorul deplasare u = W,
care poate fi scris in forma
U = U;€;.
Avem
u(X,t) =z(X,t) — X.

Deci, cunoasterea vectorului deplasare este echivalenta cu cunoasterea functiilor care des-
criu deformarea. Asadar vectorul u descrie miscarea mediului continuu.
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Tensorii de deformare introdusi pot fi exprimati cu ajutorul componentelor vectorului
deplasare. Astfel, din

VX¢t<X> = I3+ Vxu,
deducem

C = [I3+ Vxu|'[Is + Vxu] = Iz + [Vxu]" + [Vxu] + [Vxu)" [Vx1]
=134+ 2E,

cu

E = ([Vxu]" + [Vxu] + [Vxu]" [Vx1))

N | —

Relatitle de mai  sus sunt numite relafii  deformari—deplasari  sau — ecuati
geometrice.

Problema 6.2.5. Se considerd deplasarea u definita pe D x [0,00) prin
up = 3t2(1 + 2X; X2 X3),
us =t X7 +5X3 X317,
Us = <2t — 1)(X1 + 5X2 Xg),
unde X = (X1, Xo,X3) € D, t €[0,00). Sd se determine:
1. pozitia la momentul t =1 a particulei P care in configuratia de referintd are coordonatele (0,1,2);

2. gradientul material al deformarii.

Problema 6.2.6. Sa se studieze deformarile definite prin
1. x1 = AX1, 12 =2AX3, x23=AX3,A>0,
2. x1 =2X1, z2=Xo, x3=X3,A>0,
3. 1 =X1+kXs, zo=Xs, x3=X3,k#0,
unde X gi k sunt constante, iar (X1, X2, X3) € D =10,1] x [0,1] x [0, 1].

Problema 6.2.7. Se considerd cd deplasarea u definitd pe D X [0,00) a punctelor unui domeniu deschis
D din R? este datd prin

up = 3t%(1 + 2X1 X2 X3),
uy =t X7 +5X3 X3t3,
uz = (2" — 1)(X1 + 5X2 X3),
unde (X1,X2,X3) € D, t € [0,00). Sa se determine:
1. pozitia la momentul t = 1 a particulei P care in configuratia de referintd are coordonatele (0,1,2);
2. gradientul deformarii;
3. in ce directii se deformeazd domeniul D;
4

. exista variatii de unghiuri in procesul de deformare?
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Problema 6.2.8. Sd se determine componentele vectorului deplasare corespunzatoare tensorului deformare
dat de

€11 = —VT1, €22 = —VI1, €33 =T1,

€12 = €23 = €31 = 0,
unde v este o constanta numita rafia lui Poisson.
Sa se determine componentele vectorului deplasare corespunzatoare tensorului deformare dat de
€11 = —VT2X3, €&E22 = —VI2T3, £33 = T2T3,

1
2
€12 = €31 =0, €23 = SV

unde v este o constanta numita rafia lui Poisson.

Sa consideram cele doua configuratii ale mediului: in starea Qg st in starea §;. Putem
afirma ca orice functie F' de variabile x;, t este de asemenea o functie Fy de variabilele
Xk, t siinvers, adica

F(z,t) = F(z(X,t),t) = Fo(X, t).

Fie functia Fy de clasd C' pe Qg x 1.
Deriwata functiei Fy tn raport cu timpul, mentinand coordonatele Xy constante, se

d .
numeste derivata materiala a functiei Fy si va fi notata prin =% sau Fy. Considerand

dt
functia F(x,t) = F(x(X,t),t) = Fo(X,t), obtinem
. oF  OF Ox;
Fo=—+— :
"= 5t " o, ot

Fvident, notiunea de derivata materiald poate fi considerata in legaturd cu cantitatile vec-
toriale sau tensoriale.
Vectorul viteza in punctul (z,t) este definit prin

T(x,t) = #(X,1).

Daca scriem
v(z,t) = vi(z, t)e;,

atuncs
Uz’(w?t) = _(X7 t)'

Vectorul viteza poate fi exprimat cu ajutorul vectorului deplasare ca fiind
o(z,t) = u(X, ).

Vectorul acceleratie este definit prin
a(z,t) = v(x,t).

FEvident, daca a(z,t) = a;(x,t)e; si v; = vi(x,t), atunci avem

v ov
a;(z,t) = AL Vi jU; echivalent @ = 2 + (V,0)7.

ot ot
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Problema 6.2.9. Descrierea lagrangiand a unei deformari este:

2

xr1 = Xlet s
T = X2€t7
I3 = Xg.

Calculati componentele vitezei in descriere materiald, precum si in descriere spatiala. Calculati matricea
gradientului vitezes.

Problema 6.2.10.
O deformare omogena de forma
r1 = X1 +vXo,
Ty = Xo,
z3 = X3, 7€ER,
este o forfecare simpld (a se vedea seminarul 138). Pentru aceastd deformare, calculati:
1. gradientul material si gradientul spatial al deformarii;
2. tensorii de deformare;
3. lista invariantilor principali ai tensorilor de deformare;
4.

extensiile principale, adicd valorile proprii ale lui U, U? = C.
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Capitolul 7

Principiile mecanicii mediilor
deformabile

Ne reamintim ca la inceputul capitolulut precedent am ardtaﬂ

Propozitie 7.0.1. [Principiul conservarii masei] Daca Py C g este masurabile gi P, =
' (Py) C , atunci

m(Fy) = m(F,).

Principiul conservarii masei afirma ca masa se conserva, cu alte cuvinte, masa oricarei
portiuni din €y este aceeasi ca si masa aceleasi portiuni dupa deformare.

Am mai demonstrat forma locala a principiului conservarii masei, numita si ecuatia de
continuitate:

Propozitie 7.0.2. [Conservarea densitatii de masa] Dacd ¢' : Qg — €4 este o deformare
de la Qg la 4, o9 reprezinta densitatea de masa in punctele din €y iar o atunct indica
densitatea de masa in punctele din €2, atunci are loc

00(X) = o(z,t) J(X, 1), V(X,t) € Qyx I,
unde x = ¢'(X) si J = detV x¢'(X).

Principiile fundamentale ale dinamicii meditlor continue sunt: principiul conservari
maset, principiul impulsului, principiul momentului cinetic.

Daca miscarea este cunoscuta si densitatea in punctele configuratier nedeformate este
de asemenea datd a priori, ecuatia de continuitate determind densitatea o in configuratia
de dupa deformare.

Problema 7.0.1. Un mediu continuu omogen ocupd la momentul initial t = 0 domeniul D = {X =
(X1,X2,X3)|0 < X; < 1,4 =1,2,3}, unde (X1, X2, X3) reprezintd coordonatele vectorului de pozitie a
unui punct din corp in baza canonica. Descrierea deformari acestui mediu continuu este datd de

X :t+X17tX27X3,

ro =—14+tX; + X+ X3,

Tr3 = —t+X1 —)(24—)(37

unde t € [0,00). Sa se determine:

!Folosim denumirea de “principiu” desi, din modul de a defini axiomatic notiunea de masa, acest
“principiu” admite o demonstratie.
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1. pozitia la momentul t = 1 a particulelor P gi P’ care initial se aflau in pozitiile Po(1,2,1) si respectiv
F5(0,0,1);

2. distanta dintre punctele Py(1,2,1) si Pj(0,0,1) si distanta dintre pozitisle celor doud puncte la
momentul t =1 (dupa deformarea mediului);

3. gradientul deformarii;
4. tensorul Cauchy-Green;

5. stiind ca la momentul initial mediul continuu era omogen avand densitatea py = 2700 kg/m3 (alu-
miniu) sa se determine densitatea in punctele mediului continuu la momentul t > 0.

6. masa la momentul initial $i la un moment arbitrar t > 0;

7. wvolumul la momentul initial si la un moment arbitrar t > 0.

Fie P, un domeniu requlat oarecare din mediul continuu considerat la timpul t, urmarit
in migcarea sa. Presupunem cd acest domeniu provine din domeniul Py, adicd P, = ¢'(R).

Lema 7.0.1. Sa consideram integrala

F(Pst) = / 0, t) F(z, t)dv,

Py

in care domeniul P, si functia F, presupusd de clasd Ct, depind de timp. Atunci, are loc
relatia

F(Pit) = /gt(x,t)F(x,t)dv_

Py

Demonstratie: Pentru aceasta sa transformam mai intai integrala consideratd, intr-o
integrala pe P

f(Pt;t):/P gt(x,t)F(a:,t)dv:/ o(x(X,t),t) F(z(X,t),t) J(X,t)dV

Py

_ / 00(X) F(x(X,1),t) dV.
Py
FEuvident, revenind la variabilele spatiale, vom avea
F(Pyt) = / 00(X) F(a(X,t),t)dV = / o(x(X,1),8) J(X, ) F(z(X,t),t) dV
Py Py
:/ oi(x,t) F(x,t) dv
P

ceea ce era de demonstrat. |
In cele ce urmeazd prin miscare admisibila vom injelege o miscare a mediului considerat
definitd de un vector deplasare @ de clasd C? pe Qo x I.
Data o miscare admisibila si o portiune Py din corpul considerat la momentul t, atunci
vectorul

H(P) = / o dv,
P
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este prin definitie impulsul portiunii Py, la momentul t. Momentul cinetic (fata de punctul
O) al portiunii P, la momentul t este, prin definitie, vectorul

Ko(P,) :/ o X udv.
P

Un sistem de forte asociat corpului in miscare este definit prin urmatoarele:

1. Pentru orice timp t este dat un vector f : Q, — R®. Acest vector se numeste fortd
specifica de masa; el reprezinta forta pe unitate de masa exercitata asupra punctului
x la momentul t de catre mediul exterior lui €2;. Presupunem ca aceasta functie este
continu u a pe 0y X I. Vectorul

Em(Pt):Lgfdva

reprezinta rezultanta forter masice exercitata asupra portiunit Py la momentul t.

2. Pentru orice momentt si pentru orice vector unitar n este dat un vector f(ﬁ) Q> R3
numit vector tensiune sau forta de suprafata, astfel ca pentru orice portiune P, C €2,
rezultanta fortei de suprafata exercitata asupra portiunii Py, pe directia n versorul
normalei exterioare la OP;, de catre Q. \ P, este definita prin

RS(Pt) = / E(ﬁ(x))(l’,t)da.
OP;

Pentru o defini ce inseamna Z(ﬁ(x))(x, t) pentru un punct x € y $i un vector unitar
n(z,t), sa consideram un plan ce trece prin x avand normala 7. In acest punct
vom considera o bild deschisd B(x;6) de razd §. Vom considera intersectia S(x,6) a
acestei bile cu o planul avand normala n(x,t) in punctul x prin care trece. Atunci
L) (z,t) este forta pe unitatea de arie, in x i la momentul t, exercitatd de catre
portiunea din bild situatd de acea parte a lui S(x,8) spre care este indreptat m, asupra
portiunii din B(z;0) N Q, situatd de cealaltd parte atunci cind § — 0. Functia de
pozitie i timp ) se presupune cd este se poate extinde la o functie de clasa C' pe
R3 x I. De asemenea, se presupune cd L) depinde continuu de 7.

Rezultanta forter de suprafata exercitata asupra portiunii Py din £, este definita prin

Rs(Pt) = / f(ﬁ(x))(x,t)da,
0P

unde OP,; este frontiera domeniului Py, iar n este versorul normalei exterioare la OF;.

8. Dacax € 0%y iarm este versorul normalei exterioare la 0 in x, atunci ) (z,t) ==
limy ., tmey)) (v, t) este forta specifica de suprafata in x € 0 si reprezintd actiunea
mediului exterior pe frontiera corpului. Sa remarcam ca am definit tensiunea intr-un
punct al frontierei doar in directia versorul normalei la OP;.

4. Rezultanta fortelor exercitate asupra portiunii Py din € este definita prin

R(P) = /P ofdv + /6P tmda.
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Prin definitie, momentul rezultant (fata de punctul O) al fortelor ce actioneazd asupra
portiunii P, din ) este

My(P) = /P ox X fdv+ /x X tmda.
! oP,

Principiul impulsului afirma ca pentru orice portiune P, din §; si orice t are loc relatia

H(Pt) = R(Pt)-

Principiul momentului cinetic afirma ca pentru orice portiune Py din €y si orice t are
loc relatia

Ko(P) = Mo(P).

Ansamblul ordonat [u, t(x), ﬂ, unde T defineste o miscare admisibild, iar f, L) este un
sistem de forte, este numit proces dinamic daca pentru orice portiune Py din €y si orice
t principiul impulsului si principiul momentului cinetic sunt verificate. Avand in vedere
lema principiile de mai sus se scriu in forma

/Qﬁdv:/ g?dv+/ tnda,
P P oP,

/Qxxﬁdv:/gxxfdfﬂr/ z X tmda.
Pt Pt 6Pt

In cele ce urmeaza vom prezenta formele locale ale principiului impulsulur sv principiul
momentului cinetic.

Teorema 7.0.1. [Lema lui Cauchy| Dacd [@, tm), f] este un proces dinamic atunci pentru
orice vector unitar dat n avem

tm = ~l(m.
Demonstratie: Deoarece domeniul ocupal de corp este marginit, avand in vedere pro-
prietatile lui o,w si f, rezulta ca functia

k(t) = sup [o(f — ),
xEPy

este finita pe I pentru orice P, C ;. Deducem

/%(n)da S kVOl(Pt),

OP;

pe I, unde vol(P;) este volumul lui Py.

Sa consideram un punct xq € ; st un vector unitar m. Vom aplica principiul impulsului
in cazul cand P; este un paralelipiped, P°, cu centrul in xy, avand fetele AjAyAsA, si
ATALAL A normale la ™. Vom presupune ca aceste fete sunt patrate cu latura § si le vom
nota prin o5 si o5 , respectiv. De asemenea presupunem cd muchia A; A} este egald cu
5%, Sd notam cu s reuniunea fetelor paralele cu m.
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Ar Ay
Fig. 1
Avem
OP° = of" Uy U
$1
vol(P?) = 6%, aria(e/) = 62, aria(e) = 46°.
Deducem
1 _
= t@da — 0  pentru 6 — 0.
(52 OPS

Deoarece f(;) este continuu pe §; pentru orice vector unitar fivat p, rezulta

1

_ _ 1 _
= tamyda = tm) (2o, 1), ﬁ/ tmda — 0  atunci cand 0 — 0.
A s

Vom obtine
tm) (o, t) + tm) (0, t) = 0,
relatie ce demonstreaza teorema, intrucat m st xq sunt arbitrare. |
Vom nota cu t;(x,t;7) componetele vectorului t(m in baza €;.

Teorema 7.0.2. [Teorema fundamentald a lui Cauchy] Dacd [i, @), f] este un proces
dinamic, atunci existd un tensor o = (o) de clasa C* pe Q; x I astfel ca pentru fiecare
vector unitar n, avem

f(ﬁ)(m7t) = O'(ZL‘Jf)ﬁ, tl(x7t7ﬁ) = O'ji([E,t) nj,
unde n; sunt componentele vectorului .

Demonstratie. Sa consideram o portiune Py, astfel incat ea si frontiera sa este interioara
domeniului si este de forma unui tetraedru AA;As As in care vectorii AA; au drept versori
pe €;, respectiv, iar A coincide cu punctul in care se calculeaza tensiunea dupa directia 7.
Fie m versorul normalei exterioare la fata A1AsAs. Fie o fata tetraedrului cu normala
unitara exterioard m, iar < fata tetraedrului care are drept normald pe €;.

Principiul impulsulut aplicat tetraedrului considerat, devine

/ p(a—f)dv = /f(n)da+/f(el)da+/f(62)da+/f(63)da.
Pt g

a1 o> o3
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Aplicand lema lui Cauchy, deducem
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Daca notam

atunci vom deduce

/p(az—fz)dv: /tida—/Uud(Z—/Uzida—/O'gida.

P P h Ao o
Deoarece Z(p) este continuu pentru orice vector unitar p firat, deducem
[p(ai = fi)]" vol(Py) =t} aria( /) — o3, aria( ) — o3, aria(h) — o3;aria(s)

unde prin * am notat valoarea unei functii intr-un anumit punct dat de teorema de medie
pentru functia respectiva.
Fie h tnaltimea tetraedrului dusa din x. Avem

1
vol(P;) = gh aria(< ), aria(<t;) = n;aria(<),
unde m = n;e;. Obtinem
* 1 * *
[o(a; — fi §h =t; —ojn;.
Daca facem ca h sa tinda la zero, deducem
ti(z, t;m) = ojin;(x),

ceea ce demonstreaza teorema. Sa observam ca formula este adevarata si pentru n = +e;.
Faptul cd functiile o;; sunt de clasa C rezultd din ipoteza cd t; are aceastd proprietate
oricare ar fi . |
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Aceasta relatie exprima dependenta vectorului tensiune tm) de vector; ea este cunoscutd
sub numele de formula lui Cauchy. Tensorul o;; este numit tensorul tensiune a lui Cauchy.
Rezulta ca vectorii tensiune care actioneaza pe trei plane liniar independente, intr-un punct
dat, determina vectorul tensiune pe orice suprafata, in acest punct.

Teorema 7.0.3. [Ecuatiile de miscare-Teorema lui Cauchy-Poisson] F ie o miscare admi-
sibila definitd de vectorul T si sistemul de forte f, ta). Atunci [, t@m), f] este un proces
dinamic daca si numai daca sunt satisfacute conditiile:

1. existd tensorul tensiune o astfel incdt tm = on sio =o' .

2. 1, o, [ satisfac ecuatiile

_ . o j; .
Div, o+ of = ou sau echivalent (scris pe componente) % + ofi = oy,
L
unde pentru P = (P1, P», P3) € C'(Q,R¥3), P, € C*(Q,R?), i = 1,2,3, am
diVI Pl
definit Div, P = | div, P
diVm P3

Demonstratie: Daca avem un proces dinamic, atunci conform teoremei fundamentale a
lui Cauchy exista tensorul tensiune o astfel incat tm) = on. Sd aratdim cd o € Sym(3).
Fie P, C Q. Vom scrie principiul impulsului si principiul momentului cinetic in forma

/Qiiidv:/ indv—k/ t;da,
Py P oP;

/Qeijkxjiikdv—/ Qeijkxjfkdv—i—/ eijk¥jtrda,
Py Py aP,

unde e, este simbolul de permutare. Deoarece au loc relatile t; = oyn; aplicand teorema
divergentet, avem

O1i O1i O
/ t;da :/ ojin;da :/ (| o2: | ,m)da :/ div, | o9; | dv :/ I dv,
oP; oP; oP, P p, 0,

03 03
a aark
/ eijrpTjtpda = / €ijkTjorknyda = G—(eijkxjom)da = (eijkxja— + €101 )dv.
oP, oP; Py x"' P m”’

Relatiile ce descriu principiul inertiei si principiul momentului cinetic pot fi scrise deci
astfel

/ (Quz —ofi — Ujm)dv =0,
P

.. do,
P r
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Deoarece functiile de sub semnul integralei sunt continue, iar domeniul P, este arbitrar,
rezulta ecuatuile

.. do ii
oii; = ofi +
alll'j
. (9ark
[eijka:j(guk - ka - o ) = €;k0 jk-

Ecuatiilor de mai sus implica e;jo:, = 0, adicd o € Sym(3). Implicatia inversd se demon-
streaza parcurgand invers pasii de mai Sus. |

FEcuatii din teorema lui Cauchy-Poisson reprezinta ecuatiile de miscare ale mediului
continuu considerat. Principiile prezentate si ecuatiile obfinute sunt valabile indiferent de
constitutia interna a mediului continuu considerat. De remarcat ca in descrierea deformarii
nu am folosit inca nicaieri caracteristici ce deosebesc un solid de un fluid. Prin urmare, alte
not ecuatit sunt necesare, ecuatii care sa indice in procesul de modelare unele proprietati
specifice ale mediului continuu.

Problema 7.0.2. Se considerd ca deplasarea u definitd pe D x [0,00) a punctelor unui mediu deformabil
ocupdnd domeniul deschis D din R3 este datd prin

up = 3t%(1 + 2X1 X2 X3),
us =t X7 +5X3 X5t3,
uz = (2" — 1)(X1 + 5X2 X3),
unde (X1,X2,X3) € D, t € [0,00). Sd se determine:
1. pozitia la momentul t = 1 a particulei P care in configuratia de referintd are coordonatele (1,2,0);
2. gradientul deformarii;

3. considerand ca asupra medivlui deformabil nu acfioneazd nicio forta exterioard, sa se determine
Divo, unde o este tensorul tensiune al lui Cauchy.

4. daca D este un cub de latura 1 centrat in originea sistemului de coordonate, sa se determine

/ onda, unde n este normala exterioard la frontiera laterald.
aD
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Capitolul 8

Ecuatii constitutive

8.1 Ecuatiile solidelor elastice in teoria liniara

Principiile prezentate in capitolul precedent sunt valabile pentru orice mediu continuu,
indiferent de constitutia sa interna. Doua corpuri de aceeasi forma $i aceeasi masa pot
avea comportari diferite atunci cand sunt supuse la aceleast solicitari. Sunt necesare, dect,
anumite relatii care sa defineasca diverse clase de medii continue, corespunzator diverselor
comportari ale acestora. Aceste relatii se numesc relatii constitutive sau ecuatii constitu-
tive. Este usor de observat faptul ca ecuatiile stabilite pana acum sunt insuficiente pentru
caracterizarea necunoscutelor.

Pentru a scoate in evidenta o anumita comportare, caracteristica unei clase de medii
continue, s-a imaginat un model matematic. Astfel se introduc diverse tipuri de medii
continue ideale: elastice, fluide, vascoelastice etc.

In cazul modeldrii deformarii solidelor, se foloseste descrierea materiala a deformarii.
Prin urmare, ecuatiile ce descriu matematic comportarea solidului se vor scrie doar cu aju-
torul cantitatilor definite pe configuratia initiala (nedeformata) si cu ajutorul coordonatelor
materiale. Problematica generala in cazul neliniar necesita o prezentare mai laborioasa, si
prin urmare not ne vom limita doar la cazul teoriei liniare, adica la cazul deformarilor mici
(infinitezimale).

In unele cazuri, vectorul deplasare poate fi presupus de forma T = 6u unde § este
un parametru ale cdrui puteri mai mari sau egale cu doi sunt neglijabile, iar u este un
vector care nu depinde de 6. Se obtine atunci teoria liniara a deformarilor sau teoria
deformarilor mici. Sd remarcam faptul ca, in limitele acestei teorii, derivatele partiale ale
componentelor vectorului deplasare in raport cu coordonatele spatiale coincid cu derivatele
partiale in raport cu coordonatele materiale corespunzatoare. Aceastd afirmatie se verifica
usor astfel

+ O(6%) s.a.m.d.

YV ax,

8X1 N 81’]' 8X1 - 8a:j N 81’1

In acest caz vom nota tensorul Green-St. Venant E prin €. Avem
(9u2- an

- + ,

0X; 0X;

251']' =
- %([vxm +[VTT) € Sym(3) = {X € R™*| X7 — X},
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Relatiile de mai sus reprezinta relatiile deformari—deplasari sau ecuatiile geometrice in
teoria liniarda a deformarii.

Pentru orice X € R¥3 definim symX = (X7 + X) € Sym(3), skewX = (X — X7) €
50(3) si partea deviatoricd devX = X — 3 tr(X) - I3 € sl(3) := {X € R¥? [tr(X) = 0}.
Are loc descompunerea ortogonala a lui Cartan

1
R = {51(3) N Sym(3)} ® 50(3) DR-I3, X = dev sym X + skewX + §tr(X).I3 :
Cu aceste notatii, putem remarca ca
€= Sym[vXﬂL

acest fapt explicand si prezenta factorului 2 in definirea tensorului Green-St. Venant din
teoria neliniara.

In teoria liniard, prin solid elastic vom intelege un mediu continuu pentru care tensorul
lui Cauchy este o functionala liniara de raspuns depinzand de tensorul de deformare € si
X, adica

o=o0(e,X) € Sym(3),
data de
o=%.c, 0i = Cijkl i,
unde
% : Sym(3) — Sym(3), adicd Cijrs = Crsij = Cjirs- (8.1.1)

Aceste relatii deformari-tensiuni poarta denumirea de ecuatii constitutive. Sa nu uitd faptul
ca ¢ depinde de gradientul deformarii, adica € = €(F). Un caz particular de materiale
elastice este cel al solidelor elastice izotrope. Un solid elastic se numeste izotrop daca
proprietatile lut elastice sunt aceleast in orice directie. In termeni matematici, putem
descrie acest fapt cerand ca functionalele de raspuns sa fie invariante la atunci cand F +—
F Q, pentru orice @ € SO(3). Se deduce faptul ca ecuatiile constitutive sunt date de

3A+2p

o = Mrle] I3 + 2ue = M tr[VxT] I3 + psym[V xT] = 3

tr[Vxa] Is + pdevs sym[V x 1],
Uji = >\€rr5ij -+ 2,U5ij7

unde X, p sunt coeficienti constitutivi ce caracterizeaza materialul elastic, numiti coefficienti
lui Lamé. Daca X\, i si 0o sunt constante, spunem ca solidul elastic este omogen.

Mai mult, in cazul deformarilor infinitezimale ecuatia de continuitate se exprima sub
forma (s-a demonstrat la seminar)

0= 0o(1 — divar),

war forta specifica de volum f poate fi considerata de asemenea infinitezimala. Astfel, in
teoria liniara se pot folosi aproximarile

ofi ~ 0o fi, 0ty =~ 0ot;,
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Cum ecuatiile de miscare sunt in general

00 j; . .
0 =+ ofi = ol mn Qi X (to, 1)
L
fara produce mari erori, putem considera ca necunoscuta uw sa fie solutie a ecuaties
Oaji
0X; 00.fi = 0o 0 X (to,t1)

In cazul materialelor elastice omogene si izotrope ecuatiile ecuatiile de miscare si ecuatiile
constitutive si ecuatiile geometrice ne conduc la urmatoarele ecuatit in termenii vectorului
deplasare

,uAﬂ + ()\ + /JJ) [VX (diVX ﬂ)]T + Qo? = Qg.ﬂ. n Qo X (to, tl)

unde A este operatorul lui Laplace. Pentru a avea o formulare completa a problemei, vom
considera conditiile la frontiera

pe S1 x (to,t) (conditii Dirichlet),

gl
I
)

I
)

on pe Sy X (to,t1) (conditis Neumann),

u(X,0) =u°(X), u(X,0) =7°(X), X € Qy,

0

unde u°, v° sunt functii prescrise.

8.2 Ecuatiile fluidelor omogene si izotrope

In cazul modeldrii curgerit flurdelor, se foloseste descrierea spatiala a deformarii. Prin
urmare, ecuatiile ce descriu matematic comportarea fluidului se vor scrie doar cu ajutorul
cantitatilor definite pe configuratia actuala si cu ajutorul coordonatelor spatiale. Sa re-
marcam ca ecuatia de continuitate oo = oJ tmplica atat pe oo, J ce sunt definite in mod
natural pe §2y cat si pe o ce este definit in mod firesc pe §;. Ne-am dori sa exprimam ecuatia
de continuitate doar cu ajutorul variabilelor spatiale si doar in termenii lui 0. Observam
ca prin derivare, ecuatia de continuitate este echivalenta cu

d .
dt(@ )=0J+0

Sa determinam expresia derivater materiale ale jacobianului transformari

0

A 0J (0w )\ _ 0Xi ow duy  Ou

Am folosit aici faptul ca




egalitate ce rezulta din calculul lui J folosind dezvoltarea dupa linia i. Retinem faptul ca
J = Jdiv, 7.
Pe de alta parte, pentru o = o(x,t), avem

_ 0o 0o Do _
o ton T TV

0=p

FEcuatia de continuitate are deci urmatoarea forma

9o
ot

9e
ot

Numim fluid Stokes un mediu continuu pentru care ecuatiile constitutive sunt

0J+oJ=0 & + V.0 T+ odiv,T=0 & + div, (07) = 0.

o =o(d, o),
unde tensorul viteza de deformare d;; si este definit de
d = symV,v,
Acest tensor reprezinta partea simetrica a gradientului spatial a vectorului viteza (V,0);; =
(2).
Problema 8.2.1. Fie tensorul de deformare Green-St. Venant E;;. Sd se arate ca

ﬁxi 8xj

J 19X, 90X,

Deseori, in mecanica fluidelor compresibile, omogene si izotrope se presupune ca

81}1 4 8Uj
8.1'j 8.751 ’

dv,
ij = (—p + Adw)dij + 2ud;; = (—p + /\%)5@' + (

unde A st pu sunt coeficienti constitutivi constanti, iar p se numeste presiune st depinde de
0. Aceasta dependenta este o cerinta constitutiva si se considera cunoscuta, descriind tipul
de fluid considerat.

Din cele spuse mai sus rezulta ca ecuatiile de baza ale unui flutd compresibil, omogen si
1zotrop sunt

do o
a5 4+ odiv, v =0,
_ v
pAD + (N + 1) [V, (div, D) +of =p (a—: + (V,0) U) :

pe Q; X (to, t1).
Ecuatiile de miscare scrise in aceasta forma poarta numele de ecuatiile lui Navier-Stokes.
Se observa ca sunt neliniare. Avem astfel patru ecuatii pentru cele patru necunoscute v; i
p. La aceste ecuatii se adauga condititle initiale si condititle pe frontiera.

O deformare x = x(X,t) = ¢'(X, t) a unui mediu continuu este izocord (adicd conservd
volumul), dacd, pentru orice parte P C €y, are loc vol(P) = vol(¢'(P)) pentru orice t € I.
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Un mediu continuu este incompresibil, daca orice deformare a sa este izocora. Tinand
cont de faptul ca

d d d .
L vol(¢t(P)) = & dv="|[ gav= [ Jjav
AR /MP) YT, /P ’

putem spune ca o deformare este izocora daca si numai daca J = 0. Prin urmare, un
mediu este incompresibil, daca pentru orice deformare

J=0 & divo = 0.
Daca fluidul considerat este incompresibil, din ecuatia de continuitate rezulta
0=0 g Q(*T?t):QO(X<x70))7

ceea ce inseamnd ca densitatea este determinata. Pentru fluide incompresibile, presiunea p
va fi o functie necunoscuta, alatur: de viteza v, iar tensiunile pentru fluide incompresibile,
omogene §i izotrope au forma

ij + 6:@

ov;  0v;
Uij:_pfsij+2ﬂdij:_p5ij+,u< J>,

W fiind constanta iar conditia de imcompresibilitate fiind exprimata prin condifia

(%Z-

(9@

=0 & div, v = 0.
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Capitolul 9

Unele probleme matematice privind
mediile elastice izotrope

9.1 Unicitatea solutiei pentru cazul dinamic

In aceasti sectiune se stabilesc teoreme de unicitate in teoria liniard dinamicd a materialelor
elastice.

Consideram problema la limita cu valori initiale pentru materiale elastice omogene data
de ecuatiile de miscare

6X]: +oofi = 0oti; I Qo x (to,t1) (9.1.1)
ecuatiile constitutive
Oij = CijrsCrs (9.1.2)
ecuatiile geometrice
Ers = % (g; + g;) (9.1.3)
conditiile la frontiera
T=1u pe Sy x (to,t1)  (conditii Dirichlet),
=1 pe Sy X (to,t1) (conditii Neumann),

unde S;U Sy = 9Q, S1 NSy = 0, @, ?sunt functii prescrise, si urmatoarele conditii initiale
u(X,0) =u(X), w(X,0) =°(X), X € Qq,

unde u?, ¥ sunt functii prescrise.
Definim energia interna ca fiind

1 1
W = 5 ‘éjmeijem = 5(%.6,8) (914)
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Sa observam ca folosind relatiile de simetrie (8.1.1]), intre tensorul de deformare si energia
interna au loc relatiile

1 1
W = 5 Orstrs = 5(0, £) (9.1.5)

o o
= =

= o= ) 1.
0= — Tij o (9.1.6)

Un model in care tensorul tensiune este derivata energiei interne in raportul cu defor-
marea se numeste hiperelastic.

Teorema 9.1.1. Presupunem ca

(1) W este forma patratica semipozitiv definita in raport cu &;

(ii) oo este strict pozitiv;

(1v) coeficientii constitutivi satisfac relatia de simetrie (8.1.1).

In aceste conditii problema mizta a elasticitatic liniare are cel mult o solutie.

Demonstratie. Prin inmutirea ecuatiilor de miscare cu u; deducem
03€i; = (0350:) j + +po fiti — potiil;. (9.1.7)

Din teorema divergentei si (9.1.7)), rezulta ca

/ Uijéijdvz/ UﬂlidA—i-—i-/ pofiﬂidV—/ pot;it;dV. (9.1.8)
2 % 2

Qo

Daca introducem energia totala & prin

1
2 Ja,
atunci, din ((9.1.8) deducem ca
Qo Qo

Sa consideram ca exista doua solutii uga) (v =1,2). Atunci diferenta lor @; va fi solutia
unui sistem omogen cu conditii la frontiera si initiale nule. Daca & este energia totala
corespunzatoare lui u atunci din (9.1.10]) obtinem

Et)=&(0), 0<t <t
Din condtiile initiale deducem ca &(0) = 0. Se deduce astfel din ipoteza ci &(t) = 0,

0<t<t. Deci;=0,0=0peQx[0,t). Dar #; sunt nule la momentul initiale si deci
teorema este complet demonstrata. |
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In cazul ecuatiile ecuatiile de miscare si ecuatiile constitutive si ecuatiile geometrice ne
conduc la urmatoarele ecuatii in termenii vectorului deplasare

MAE + (/\ + /l) [VX (diVX ﬂ)]T + Q07 = Qgﬂ n QO X (to, tl)

unde A este operatorul lui Laplace.
Pentru medii elastice izotrope, deoarece

o = Mrle] I3 + 2ue, (9.1.11)

energia interna este data de

# = e fa o 2pe,2) = 3 (Nelel () + 2ulene) ) = 3 (N + 2ulel?)

B 1(3/\+2p

=5 [tre]® + 2u||deV3£H2>. (9.1.12)

Energia interna este pozitiv definita in raport cu € daca coeficienttii constitutivi ai unui
material elastic izotrop verifica urmatoarele inegalitati

>0, 243X > 0. (9.1.13)

9.2 Unicitatea solutiei problemelor de echilibru

9.2.1 Ecuatiile de echilibru

In aceasta sectiune consideram teoria echilibrului materialelor elastice. In teoria echilibrului
elastic functiile care apar in ecuatiile de baza nu depind de timp. Ecuatiile prezentate in
sectiunea precedenta se reduc la ecuatiile de echilibru

0jij + eofi =0, (9.2.1)
ecuatiile constitutive
Oij = ‘Kisters (922)
ecuatiile geometrice
1 [/ 0u, Oug
rs — 5 2.
T <8Xs * 8XT> (5:2.3)

si conditiile la frontiera

)l

u=u pe S (conditii Dirichlet),

3|
I
~+)l

o pe Sy (conditii Neumann), (9.2.4)

unde S; U Sy = 900, S1 NSy =0, T, 7 sunt functii prescrise.
Printr-un proces admisibil intelegem un sistem de functii (u;, e;5, t;;) cu proprietatile:
(1) U; € 02(Qo> N Ol(Qo);

(ii) e;; este un tensor simetric, continuu in €y;
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(111) Oij € CI<B), Oijy Ojij € CO(Q_[)), Oij = Ojj-
Daca definim adunarea proceselor admisibile gi inmultirea cu scalari similar se obtine un
spatiu vectorial.

Presupunem ca: (i) fortele masice sunt continue in B; (i) coeficientii constitutivi sunt
continuu diferentiabili in Oy si satisfac relatiile de simetrie (8.1.1); (iii) @; sunt continue pe
S, ,{i’ sunt continue respectiv pe Ss.

Printr-un proces termoelastic corespunzator fortelor masice f; intelegem un proces ad-
misibil care satisface ecuatiile f in Q.

Vectorul (f;, u;, %VZ) se numeste sistem extern de incarcari pentru problema mixta a
elastostaticii.

9.2.2 Reciprocitate si unicitate in elastostatica

In aceastd sectiune se prezinta unele teoreme in teoria liniara a echilibrului materialelor
elastice.

S& consideram cazul in care corpul este supus la doud sisteme de date externe I(® =
(£ @ 1) (a0 = 1,2). Fie 5@ = (1!, el(;-“), tg-l)) un proces admisibil corespunzaitor
sistemului de date externe I(®).

Teorema 9.2.1. (Teorema de reciprocitate). Dacd un material elastic este supus la doua
sisteme diferite de incdrcdari externe 11, (a = 1,2), atunci intre stdrile elastice cores-
punzdtoare s avem relatia

/ oofMNuPav + / o uPdA = / oofPutav + / oPuMdA,  (3.2.4)
Qo Qo Qo Q0
unde
UZ@ = U](»?)nj, (a=1,2).
Demonstratie. Fie
Wy = 0@,

L]

Din ecuatiile constitutive deducem
W = Cijrsegf)egg). (9.2.5)
In mod evident, din relatiile de simetrie ale coeficientilor constitutivi, vom obtine
Wia = Wa.
Avand in vedere ecuatiile geometrice se deduce

2Wos = (07ul) ; — ol (9.2.6)

Prin integrarea acestei relatii si tinand cont de conditiile la limita vom deduce relatia din
enunt,. |
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Fie IV = (fl,ﬂl,g) s s = (wi, €55, t;j). Atunci, din (]9.2.5[) si (]9.2.6[) obtinem

2/ %16&) :/ aijeijdV =2 Wd‘/,
B Qo Qo

unde # este dat de (9.1.4)). Cu ajutorul relatiei precedente deducem ca
Qo Qo B
Aceste relatii ne conduc la urmatoarea teorema.

Teorema 9.2.2. (Teorema de unicitate). Daca # este forma patratica pozitiv definita in
termenit variabilelor e;; pentru orice X € (g, atunci doua solutii ale problemer mixte sunt
egale pana la o deplasare rigida. Mai mult, daca S; este nevida, atunci problema mixta
are cel mult o solutie.

Demonstratie. Fie u) §i u doua solutii ale problemei mixte si v = (u;) diferenta lor.
Conform liniaritatii problemei (u;) este solutie corespunzatoare ecuatiilor omogene. Mai
mult, avem u;0; = 0 pe 0€. Din (9.2.7) deducem

WAV =0,
Qo

unde # este energia interna corespunzatoare pentru u;. Deoarece #  este pozitiv definita
deducem e;; = 0 si prin urmare
u; = a; + €ijrbjxy,

unde a; si b; sunt constante arbitrare. Daca Sy este nevida atunci a; = b; = 0. [ |

9.3 Inegalitatea lui Korn

Fie Qy C R3 un domeniu mérginit avand frontiera Lipschitz. Consideram spatiul H] ()
echipat cu norma

1/2
rmmm%y:(LHVMPﬂj Vue HQ). (9.3.)
0

Reamintim faptul ci aceasta este o norma pe H{(£)y) in baza inegalitdtii lui Poincaré care
spune cd pentru orice u € HJ () existd o constanta C' > 0 astfel incat

iy = [ alFdv <€ [ [9ulPav = Clulfyya, 9.3.2)
0 0

Dupa cum vom vedea, in elastostatica liniara inegalitatea lui Poincaré nu este suficienta
pentru a putea aplica teorema Lax-Milgram in demonstrarea existentei solutiei.

Teorema 9.3.1. [Inegalitatea lui Korn| Fie Qy C R un domeniu mdrginit. Are loc ine-
galitatea

||VU||%2(QO;R3><3) <2 ||SymVU||%2(QO;R3><3) Yu € H&(Q[}) (933)
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Demonstratie. Vom demonstra inegalitatea pentru u € C§°(€).
Fie u € C§°(Qp). Calculam

”Symqu%Q(Qo;Rijx:i):/ HsyrnVu||2dV:/ (symVu, symVu)dV
QO Q0

1 1
—5 [ IvulPav + 5 [ (vu[vuyav
Qo Q0
1 1
= 5 IVl + 5 [ (V[T )aV
Qo

Pentru u € C§°(£y) are loc

ou; Ou; 0%u,;
T — el —_ _ . J
/QO<VU, [Vu] >dV— /QO an 8Xidv /Qoul 8Xian>dV

Oou; Ou;
= ’ L4V > 0.
% 3Xj 8Xj

Prin urmare

1
||SYH1VU||%2(QO;R3XS) > §||Vu||%2(QO;R3X3)

(9.3.4)

(9.3.5)

ceea ce demonstreaza inegalitatea pentru u € C§°(€p). Ineqalitate pe Hg () rezultand in

baza densitatii lui C§°(£) in H} (Qo).

9.4 Existenta solutiei problemei Dirichlet de echilibru

In aceastd sectiune se demonstreaza existenta solutiei problemei (£?) definita de (9.2.1]) —
(9.2.4). Pentru inceput rescriem problema () in forma slaba in spatiu Hilbert is HJ ().

Pe H{(£) considerdm norma uzuala. Definim pe H}(Q) forma biliniara
(ug,ug) = /Q ((%.sym(Vul),sym(VUQ))dV Yuy, up € Hé(QO)
0
s operatorul liniar [ : H} () — R
() :/Q (f,aydV Y uwe ().
0

Spunem ca u este o solutie slaba a problemi (£?) daca si numai daca
(u,u) = l(u) Vue HQ).
Teorema 9.4.1. Presupunem ca:
i) coeficientii constitutivi verifica relatiile de simetrie (8.1.1));

ii) W este forma patratica pozitiv definita in termendi variabilelor e;;;
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i) forta f € L*(Qo)
Atunci exista si este unica solutia slaba a problemei ().

Demonstratie. Din inegalitatea Cauchy-Schwarz avem

1
2

/Q(‘Ksym(Vﬂ),sym(Vﬁ))dV . (9.4.4)

1
2

(w,w) < [/Q (€sym(Vu),sym(Vu))dV

Deoarece # este forma patratica pozitiv definita in termenii variabilelor e;;, exista
constantele strict pozitive ¢y, ¢, astfel incat

el X2 <(Z.X,X) <en|X|?2 ¥V X €Sym(3), (9.4.5)

Din (9.4.5) rezulta

2

2

(w,w) < C [sym(Vu)|[2dV , (9.4.6)

/| (v (v v

unde C' este o constanta pozitiva. Prin urmare, exista o constanta pozitiva C astfel incat

/ Va2V
Qo

ceea ce Inseamna ca (-,-) este marginit. Pe de alta parte, avem

Qo

2

< Cllwlla lwll2 (9.4.7)

1
2

(w,w) < C [ [Vul[dV
Qo

(w,w) = / (Esym(Vu), sym(Vu))dV > ¢, [ |symVul*dV
Qo

Qo

pentru orice w = (u, P) € 2.
Folosind inegalitatea lui Korn deduce ca exista C' > 0 astfel incat

(w,w) >C [ ||Vu|*dV > C|wl|? . (9.4.8)
Qo

Deci, forma biliniara (-,-) este coercivi. In final, tot din inegalitatea Cauchy-Schwarz si
ineqalitatea lui Poincaré rezulta ca operatorul /() este marginit.

Din teorem Lax-Milgram rezulta ca problema (&) are o unica solutie slaba. |
Observatie 9.4.1. Theorema Lax-Milgram folosita in demonstratia teoremei precendente
ne spune si faptul ca solutia slaba unica w minimizeaza functionala energetica i(w, w) —

l(w) pe Z .
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