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Laboratorul 1

Introducere în MATLAB (I): variabile, vectori, matrice, scripturi s
,
i funct

,
ii

Obiective. La �nalul laboratorului vet
,
i s

,
ti s  lucrat

,
i în fereastra de comenzi s

,
i în editor, s  construit

,
i

s
,
i s  modi�cat

,
i vectori s

,
i matrice, s  deosebit

,
i operat

,
iile matriciale de cele element cu element s

,
i s 

scriet
,
i scripturi s

,
i funct

,
ii proprii.

1.1 Mediul MATLAB

MATLAB este un mediu de calcul numeric conceput pentru lucrul cu vectori, matrice, funct
,
ii s

,
i

algoritmi numerici. Numele provine de la MATrix LABoratory : chiar s
,
i un num r real este privit

ca o matrice de dimensiune 1× 1. MATLAB se foloses
,
te în trei moduri:

� interactiv, prin comenzi scrise în Command Window ;

� prin scripturi, adic  �s
,
iere .m care cont

,
in succesiuni de comenzi;

� prin funct
,
ii de�nite de utilizator.

Zonele importante ale interfet
,
ei sunt: Command Window (introducerea s

,
i executarea comenzilor),

Workspace (variabilele existente în sesiunea curent ), Current Folder (directorul de lucru), Editor
(scrierea scripturilor s

,
i funct

,
iilor) s

,
i Command History (istoricul comenzilor). Dac  rezultatul unei

comenzi nu este atribuit unei variabile, MATLAB îl memoreaz  temporar în variabila ans:

2 + 3 % rezultatul 5 este memorat in ans

Comenzi folosite frecvent:

clc % sterge continutul vizibil din Command Window

clear % elimina variabilele din Workspace

close all % inchide ferestrele grafice

who % afiseaza variabilele existente

whos % afiseaza variabilele si informatii despre ele

help sin % ajutor scurt pentru functia sin

doc plot % documentatie detaliata pentru plot

Semnul ; de la �nalul unei instruct
,
iuni suprim  a�s

,
area rezultatului.

1.2 Variabile, expresii s
,
i operat

,
ii aritmetice

O variabil  se de�nes
,
te prin atribuire; ea nu trebuie declarat  în prealabil, deoarece MATLAB

stabiles
,
te tipul s

,
i dimensiunea atunci când primes

,
te valoarea:

a = 3;

b = 5;

c = a + b;

MATLAB face distinct
,
ie între litere mari s

,
i mici: dup  a = 2; A = 5; exist  dou  variabile diferite.

Un nume de variabil  începe cu o liter  s
,
i poate cont

,
ine litere, cifre s

,
i caracterul _. Evitat

,
i nume

care coincid cu funct
,
ii sau constante MATLAB (sin, sum, max, pi): o variabil  cu un astfel de nume

mascheaz  funct
,
ia corespunz toare pân  la s

,
tergerea ei cu clear.

Operatorii aritmetici elementari sunt + - * / �:

a = 4; b = 2;

s = a + b; d = a - b; p = a * b; q = a / b; r = a^b;

Funct
,
ii matematice uzuale: sqrt(x), abs(x), exp(x), log(x) (logaritmul natural), sin(x), cos(x).
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1.3 Vectori

Un vector linie se de�nes
,
te prin v = [1 2 3 4] sau v = [1, 2, 3, 4], iar un vector coloan  prin

w = [1; 2; 3; 4]: spat
,
iul sau virgula separ  elemente de pe aceeas

,
i linie, iar punctul s

,
i virgula

separ  linii.

Operatorul : construies
,
te vectori cu elemente echidistante, în forma valoare_initiala : pas :

valoare_finala; dac  pasul lipses
,
te, el este 1:

x = 1:5 % 1 2 3 4 5

x = 0:0.2:1 % 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x = linspace(0,1,6) % 6 valori uniform distribuite intre 0 si 1

Diferent
,
a practic : la a:h:b �x m pasul h, iar la linspace(a,b,m) �x m num rul m de puncte

(pasul rezult  (b− a)/(m− 1), iar cap tul b este întotdeauna inclus).

1.4 Matrice

O matrice se introduce pe linii, separate prin ; sau prin trecerea la rând nou:

A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]

A = [1 2 3

4 5 6

7 8 9];

Ambele forme de�nesc matricea A =
(

1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
.

zeros(3,4) % matrice nula 3 x 4

ones(2,5) % matrice 2 x 5 cu toate elementele 1

eye(4) % matricea unitate de ordin 4

rand(3,3) % matrice 3 x 3 cu elemente aleatoare din (0,1)

D = diag([2 4 6]) % matrice diagonala cu 2, 4, 6 pe diagonala

Dac  argumentul lui diag este o matrice, diag(A) extrage diagonala principal .

Dimensiuni. size(A) întoarce num rul de linii s
,
i de coloane; [m,n] = size(A) le salveaz  sepa-

rat. Pentru vectori se foloses
,
te s

,
i length(v), iar numel(A) d  num rul total de elemente.

1.5 Accesarea s
,
i modi�carea elementelor

Pentru A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]:

A(2,3) % elementul de pe linia 2 si coloana 3 (adica 6)

A(2,:) % linia a doua

A(:,3) % coloana a treia

A(1:2,2:3) % submatricea formata din liniile 1-2 si coloanele 2-3

v(end) % ultimul element al vectorului v

A(end,:) % ultima linie a lui A

Simbolul : singur înseamn  �toate liniile� sau �toate coloanele�, iar end desemneaz  ultimul indice.
Modi�c ri:

A(2,3) = 10; % modificarea unui element

A(1,:) = [2 4 6]; % modificarea unei linii

A(2,:) = []; % eliminarea liniei 2

A(:,3) = []; % eliminarea coloanei 3
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Indexare liniar . Elementele unei matrice pot � accesate s
,
i printr-un singur indice; numerotarea

se face pe coloane. Pentru A = [1 2; 3 4] avem A(1) = 1, A(2) = 3, A(3) = 2, A(4) = 4, iar
A(:) transform  matricea în vectorul coloan  (1, 3, 2, 4)T .

1.6 Concatenare, matrice pe blocuri, transpunere

Parantezele drepte concateneaz : orizontal cu spat
,
iu (acelas

,
i num r de linii), vertical cu ; (acelas

,
i

num r de coloane).

a = [1 2 3]; b = [4 5]; c = [a b] % [1 2 3 4 5]

a = [1 2 3]; b = [4 5 6]; C = [a; b] % matrice 2 x 3

A = [1 2; 3 4]; B = [5 6; 7 8];

C = [A B]; D = [A; B]; % 2 x 4, respectiv 4 x 2

Construct
,
ia pe blocuri este foarte util  în algebra liniar  numeric :

M = [eye(2) ones(2,1); zeros(1,2) 3]

produce M =
(

1 0 1
0 1 1
0 0 3

)
.

Transpusa unei matrice reale se obt
,
ine cu A'. Pentru matrice complexe, A' este transpusa conjugat ,

iar A.' este transpusa f r  conjugare; pentru matrice reale cele dou  coincid.

1.7 Operat
,
ii matriciale s

,
i operat

,
ii element cu element

Adunarea s
,
i sc derea se fac element cu element (A + B, A - B). Pentru înmult

,
ire, împ rt

,
ire s

,
i putere,

MATLAB distinge între operat
,
ia matricial  s

,
i cea element cu element, marcat  prin punct:

A * B % produs matricial (numarul de coloane ale lui A = numarul de linii ale lui B)

A .* B % inmultire element cu element (aceleasi dimensiuni)

A / B % impartire matriciala: A*inv(B)

A ./ B % impartire element cu element

A^2 % putere matriciala: A*A (A patratica)

A.^2 % fiecare element la patrat

De aceea, funct
,
ia f(x) = x2 − 2x+ 1 evaluat  pe un vector x se scrie y = x.�2 - 2*x + 1, nu y =

x�2 - 2*x + 1 (a doua form  încearc  produsul matricial x · x s
,
i d  eroare pentru un vector linie).

Funct
,
iile uzuale se aplic  �ec rei componente: pentru x = [0 pi/2 pi], sin(x) este vectorul

(0, 1, 0). Atent
,
ie: exponent

,
iala matricial  este expm(A), nu exp(A).

Funct
,
ii frecvente pe vectori: sum(v), max(v), min(v), mean(v), norm(v) (norma euclidian ). Pentru

matrice, unele funct
,
ii opereaz  implicit pe coloane: sum(A) d  suma �ec rei coloane, iar suma tuturor

elementelor este sum(A,'all') sau, în versiuni mai vechi, sum(A(:)).

1.8 Scripturi s
,
i funct

,
ii

Scripturi. Un script este un �s
,
ier .m cu o succesiune de comenzi; se ruleaz  cu butonul Run sau

scriind numele lui în Command Window. Exemplu, �s
,
ierul exemplu.m:

clear; clc;

a = 2;

b = 3;

c = a^2 + b^2;

fprintf('Rezultatul este %g\n', c);

Comentariile încep cu %. Un script lung se împarte în sect
,
iuni care încep cu %% s

,
i care pot � rulate

separat din Editor:
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%% Definirea datelor

%% Calculul valorilor

%% Afisarea rezultatelor

Funct
,
ii. Pentru calcule reutilizabile de�nim funct

,
ii. Numele �s

,
ierului trebuie, în mod obis

,
nuit, s 

coincid  cu numele funct
,
iei principale. Fis

,
ierul patrat.m:

function y = patrat(x)

y = x.^2;

end

se apeleaz  prin patrat(3) sau w = patrat([1 2 3 4]). O funct
,
ie poate avea mai multe intr ri s

,
i

mai multe ies
,
iri:

function [s, p] = suma_produs(a, b)

s = a + b;

p = a * b;

end

apelat  prin [s, p] = suma_produs(2, 3).

Script sau funct
,
ie? Un script execut  instruct

,
iunile în Workspace-ul curent (foloses

,
te s

,
i modi�c 

variabilele existente). O funct
,
ie are propriul spat

,
iu de lucru: primes

,
te date numai prin argumentele

de intrare s
,
i returneaz  rezultate numai prin argumentele de ies

,
ire. De aceea funct

,
iile sunt mai us

,
or

de testat s
,
i de refolosit.

Funct
,
ii anonime. Pentru funct

,
ii simple, de�nite într-o singur  expresie:

f = @(x) x.^2 - 2*x + 1;

f(3) % 4

y = f(0:0.1:2); % evaluare pe un vector

g = @(x,y) x.^2 + y.^2; % functie de doua variabile

Directorul curent. MATLAB caut  �s
,
ierele în directorul curent s

,
i în directoarele din path: pwd

(directorul curent), dir (cont
,
inutul lui), cd (schimbarea directorului), path. O funct

,
ie proprie poate

� apelat  numai dac  �s
,
ierul ei se a�  într-unul dintre aceste directoare.

A�s
,
area rezultatelor. disp(x) a�s

,
eaz  simplu, iar fprintf a�s

,
eaz  formatat: în fprintf('x

= %.3f\n', x), %.3f înseamn  num r real cu 3 zecimale, %d întreg, %g forma cea mai scurt , %e
forma exponent

,
ial , iar \n trecerea la rând nou. Comenzile format short s

,
i format long schimb 

doar a�s
,
area, nu precizia intern  a calculelor.

1.9 Exemplu complet

Calcul m valorile funct
,
iei f(x) = x2 − 2x+ 2 în 11 puncte echidistante din [0, 2] s

,
i a�s

,
 m valoarea

minim :

clear; clc;

x = linspace(0,2,11);

y = x.^2 - 2*x + 2;

m = min(y);

fprintf('Valoarea minima este %.4f\n', m);
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1.10 Exercit
,
ii

1. Construit
,
i vectorul v = (3, 6, 9, . . . , 30) în dou  moduri, cu : s

,
i cu linspace. A�s

,
at

,
i

length(v), al cincilea element, ultimele trei elemente s
,
i elementele de pe pozit

,
iile impare.

2. Construit
,
i matricea A de ordin 4 cu aij = i + j folosind (1:4)' s

,
i 1:4 (indicat

,
ie: (1:4)'

+ (1:4)). Extraget
,
i diagonala, linia a doua, coloana a treia s

,
i submatricea 2 × 2 din colt

,
ul

dreapta-jos. Înlocuit
,
i prima linie cu zerouri.

3. Fie A = ( 2 1
1 3 ) s, i B =

(
1 0
−1 2

)
. Calculat

,
i A*B, B*A, A.*B, A�2, A.�2, A' s

,
i A./B. Explicat

,
i într-un

comentariu de ce A*B ̸= B*A s
,
i ce valoare apare în A./B acolo unde bij = 0.

4. Construit
,
i, pe blocuri, matricea

(
I3 0
0 2I2

)
de ordin 5, unde Ik este matricea unitate de ordin k,

s
,
i veri�cat

,
i-i dimensiunea.

5. Scriet
,
i funct

,
ia [m, s] = medie_abatere(v) care întoarce media m = 1

n

∑n
i=1 vi s, i abaterea

standard s =
√

1
n

∑n
i=1(vi −m)2 ale unui vector v cu n componente, folosind sum s

,
i operat

,
ii

element cu element. Comparat
,
i cu mean(v) s

,
i std(v,1).

6. De�nit
,
i funct

,
ia anonim  g(x) = e−x cosx s

,
i a�s

,
at

,
i cu fprintf, cu 6 zecimale, valorile ei în

x = 0, 0.5, 1, . . . , 3, câte una pe rând, în forma g(0.50) = 0.532281.

7. Scriet
,
i un script cu trei sect

,
iuni %% care: de�nes

,
te un vector de 5 temperaturi în grade Celsius;

le transform  în Fahrenheit (F = 9
5C+32); a�s

,
eaz  un tabel cu dou  coloane folosind fprintf.
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Laboratorul 2

Introducere în MATLAB (II): structuri de control s
,
i reprezent ri gra�ce

Obiective. La �nalul laboratorului vet
,
i s

,
ti s  folosit

,
i instruct

,
iunile if, for, while, s  aleget

,
i între

o bucl  s
,
i o formulare vectorizat  s

,
i s  reprezentat

,
i gra�c curbe plane, curbe în spat

,
iu s

,
i suprafet

,
e.

2.1 Instruct
,
iunea if; operatori relat

,
ionali s

,
i logici

Instruct
,
iunea if execut  un grup de comenzi numai dac  o condit

,
ie este adev rat :

x = -2;

if x >= 0

disp('x este nenegativ');

else

disp('x este negativ');

end

Pentru mai multe cazuri se foloses
,
te elseif:

if x > 0

disp('x este pozitiv');

elseif x < 0

disp('x este negativ');

else

disp('x este zero');

end

Operatorii relat
,
ionali sunt <, >, <=, >=, == (egalitate), ~= (diferit). Atent

,
ie la diferent

,
a dintre

atribuire s
,
i testul de egalitate: x = 3 atribuie, x == 3 testeaz . Operatorii logici pentru condit

,
ii

scalare sunt && (s
,
i), || (sau) s

,
i ~ (negat

,
ie):

x = 0.5;

if x >= 0 && x <= 1

disp('x apartine intervalului [0,1]');

end

Cu && s
,
i ||, al doilea operand se evalueaz  numai dac  este necesar; de exemplu, în k <= length(v)

&& v(k) > 0 nu se ajunge la v(k) când k dep s
,
es

,
te lungimea lui v.

2.2 Instruct
,
iunea for s

,
i vectorizarea

Instruct
,
iunea for repet  un grup de comenzi pentru �ecare valoare dintr-un vector cunoscut dinainte:

for k = 1:5

disp(k);

end

s = 0; % suma primelor zece numere naturale

for k = 1:10

s = s + k;

end

for k = 0:0.5:2 % pasul poate fi orice numar real

disp(k);

end

Acelas
,
i vector se poate obt

,
ine cu o bucl  sau vectorizat:

for k = 1:5 % prin bucla

y(k) = k^2;

end
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k = 1:5; y = k.^2; % vectorizat

Când construim un vector într-o bucl , aloc m memoria înainte, cu zeros; altfel MATLAB m res
,
te

vectorul la �ecare pas, ceea ce încetines
,
te mult codul:

n = 100;

y = zeros(1,n);

for k = 1:n

y(k) = k^2;

end

Bucle imbricate. Pentru matrice putem folosi o bucl  în alt  bucl ; �ecare element este calculat
separat:

A = zeros(3,4);

for i = 1:3

for j = 1:4

A(i,j) = i + j;

end

end

Când este posibil, se prefer  o formulare vectorial  sau matricial ; în algoritmii de algebr  liniar 
din laboratoarele urm toare vom scrie îns  buclele explicit, pentru a urm ri exact formulele.

2.3 Instruct
,
iunea while; break s

,
i continue

Instruct
,
iunea while se foloses

,
te atunci când num rul de repet ri nu este cunoscut dinainte; bucla

continu  cât timp condit
,
ia este adev rat :

x = 1;

while x < 100

x = 2*x;

end

În interiorul buclei trebuie modi�cat  o variabil  care intervine în condit
,
ie; altfel se obt

,
ine o bucl 

in�nit  (care se opres
,
te cu Ctrl+C ).

Exemplu. Determin m num rul n de termeni ai sumei 1 + 1
2 + 1

4 + · · · necesari pentru ca suma s 
dep s

,
easc  1.9. Variabila termen ret

,
ine termenul curent, care se înjum t t

,
es

,
te la �ecare pas:

s = 0; termen = 1; n = 0;

while s < 1.9

s = s + termen;

termen = termen/2;

n = n + 1;

end

break întrerupe bucla, iar continue trece direct la urm toarea iterat
,
ie:

for k = 1:100

if k^2 > 50

break; % se iese din bucla la k = 8

end

end

for k = 1:10

if mod(k,2) == 0

continue; % numerele pare sunt sarite

end

disp(k); % se afiseaza numai numerele impare

end
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2.4 Reprezentarea gra�c  a curbelor plane

Comanda plot(x,y) unes
,
te prin segmente punctele (xk, yk), unde x s

,
i y sunt vectori de aceeas

,
i

lungime; cu cât num rul de puncte este mai mare, cu atât curba apare mai neted .

x = linspace(0,2*pi,200);

y = sin(x);

plot(x,y);

xlabel('x'); ylabel('sin(x)');

title('Functia sinus');

grid on;

plot(x,sin(x),x,cos(x)); % varianta directa

legend('sin(x)','cos(x)');

plot(x,sin(x)); % varianta cu hold on

hold on;

plot(x,cos(x));

hold off;

legend('sin(x)','cos(x)'); grid on;

plot(x,y,'--') % alte stiluri: '-', ':', '-.', 'o', '-o'

plot(x,y,'LineWidth',1.5); % grosimea liniei

xlim([0 2*pi]); ylim([-1.2 1.2]); % sau axis([0 2*pi -1.2 1.2])

Mai multe gra�ce în aceeas
,
i fereastr . subplot(m,n,k) împarte fereastra în m linii s

,
i n

coloane de gra�ce s
,
i o selecteaz  pe a k-a (numerotate pe linii):

subplot(2,1,1); plot(x,sin(x)); title('sin(x)');

subplot(2,1,2); plot(x,cos(x)); title('cos(x)');

Curbe parametrizate. Cercul unitate x(t) = cos t, y(t) = sin t, t ∈ [0, 2π]; axis equal p streaz 
aceeas

,
i scar  pe cele dou  axe (altfel cercul apare ca elips ):

t = linspace(0,2*pi,300);

plot(cos(t),sin(t)); axis equal; grid on;

2.5 Curbe în spat
,
iu s

,
i suprafet

,
e

O curb  în spat
,
iu se reprezint  cu plot3. Elicea x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = t:

t = linspace(0,6*pi,500);

plot3(cos(t),sin(t),t); grid on;

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z');

Pentru o suprafat
,
  z = f(x, y) construim mai întâi o ret

,
ea de puncte. Dac  x are m componente

s
,
i y are p componente, [X,Y] = meshgrid(x,y) produce dou  matrice p × m, cu X(i, j) = xj s

,
i

Y (i, j) = yi; astfel perechea (X(i, j), Y (i, j)) parcurge toate punctele ret
,
elei, iar f se evalueaz 

element cu element:

x = linspace(-2,2,50);

y = linspace(-2,2,50);
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[X,Y] = meshgrid(x,y);

Z = X.^2 + Y.^2; % operatorul .^ este esential

surf(X,Y,Z); % suprafata colorata

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('z'); title('z = x^2 + y^2');

mesh(X,Y,Z); % doar reteaua (plasa)

surf evident
,
iaz  suprafat

,
a, iar mesh ret

,
eaua de reprezentare. Curbele de nivel f(x, y) = c se

deseneaz  cu contour(X,Y,Z) (pentru z = x2 + y2 ele sunt cercuri), iar surfc(X,Y,Z) combin 
suprafat

,
a cu proiect

,
ia curbelor de nivel.

Exemplu complet. Pentru f(x, y) = e−(x2+y2) cos(3x) sin(3y):

clear; clc; close all;

x = linspace(-2,2,100);

y = linspace(-2,2,100);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

Z = exp(-(X.^2 + Y.^2)).*cos(3*X).*sin(3*Y);

surfc(X,Y,Z);

xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('f(x,y)');

title('Suprafata z = f(x,y)'); grid on;

2.6 Bucle s
,
i gra�ce

Valorile unei funct
,
ii pot � calculate printr-o bucl ,

x = linspace(0,5,200);

y = zeros(size(x));

for k = 1:length(x)

y(k) = exp(-x(k))*sin(4*x(k));

end

plot(x,y); grid on;

dar forma vectorizat  y = exp(-x).*sin(4*x) este mai simpl  s
,
i mai rapid .

Idei de ret
,
inut.

� MATLAB este orientat spre calculul vectorial s
,
i matricial; diferent

,
a dintre * s

,
i .*, respectiv

dintre � s
,
i .�, este esent

,
ial .

� Scripturile grupeaz  comenzi, iar funct
,
iile organizeaz  calcule reutilizabile.

� if, for s
,
i while controleaz  ordinea de execut

,
ie.

� Pentru curbe folosim plot; pentru suprafet
,
e folosim meshgrid, apoi surf, mesh sau contour.

2.7 Exercit
,
ii

1. Scriet
,
i funct

,
ia y = semn_pe_ramuri(x) care, pentru un vector x, întoarce vectorul y cu yk =

−1 dac  xk < 0, yk = 0 dac  xk = 0 s
,
i yk = x2k dac  xk > 0. Folosit

,
i o bucl  for, alocarea cu

zeros s
,
i if/elseif/else. Desenat

,
i rezultatul pentru x = linspace(-1,1,201).

2. Aproximat
,
i e =

∑
k≥0

1
k! cu while, adunând termeni pân  când termenul curent devine mai

mic decât 10−10 (termenul k se obt
,
ine din termenul k− 1 împ rt

,
ind la k). A�s

,
at

,
i num rul de

termeni s
,
i eroarea abs(s - exp(1)).

3. Construit
,
i cu dou  bucle imbricate tabla înmult

,
irii 9×9, apoi construit

,
i-o vectorizat, cu (1:9)'

* (1:9), s
,
i veri�cat

,
i c  cele dou  matrice coincid (isequal).

4. Folosind break, g sit
,
i cel mai mic n pentru care

∑n
k=1

1
k > 3.
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5. Desenat
,
i în aceeas

,
i �gur , cu hold on, funct

,
iile sinx, sin 2x s

,
i sin 3x pe [0, 2π], cu stiluri

diferite, legend , etichete s
,
i gril .

6. Desenat
,
i curba Lissajous x(t) = sin 3t, y(t) = sin 2t, t ∈ [0, 2π], cu axis equal.

7. Pentru f(x, y) = x2− y2 pe [−2, 2]2 desenat
,
i, cu subplot(1,2,k), suprafat

,
a (surf) s

,
i curbele

de nivel (contour). Ce tip de punct este originea?

12



Calcul s
,
tiint

,
i�c � anul II Laboratorul 3

Laboratorul 3

Fis
,
e de lucru MATLAB. Sisteme inferior s

,
i superior triunghiulare

Structura laboratorului. În prima parte, �ecare student rezolv , în 20 de minute, una dintre
cele opt �s

,
e de lucru de mai jos (câte o pagin , cu sarcini pe pas

,
i �xat

,
i). În a doua parte rezolv m

sisteme liniare cu matrice triunghiulare, pe hârtie s
,
i în MATLAB; funct

,
iile scrise acum vor � folosite

în toate laboratoarele urm toare.
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Calcul s
,
tiint

,
i�c � �s

,
  de lucru MATLAB Varianta 1

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V1_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Creat
,
i x = linspace(0,2,11), de�nit

,
i f = @(x) x.�2 - 2*x + 2 s

,
i calculat

,
i y = f(x).

2. A�s
,
at

,
i cu fprintf valoarea minim  a lui y, cu 4 zecimale.

3. Desenat
,
i gra�cul lui f pe [0, 2] cu plot(x, y), folosind 200 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia p = urmatorul_prim(n), care returneaz  cel mai mic

num r prim strict mai mare decât n.

1. Init
,
ializat

,
i p = n + 1 s

,
i gasit = false.

2. Cu while ~gasit, repetat
,
i pas

,
ii 3�5.

3. Punet
,
i prim = true. Cu for d = 2:p-1, veri�cat

,
i divizorii lui p: dac  mod(p,d) == 0, atunci

prim = false.

4. Cu if prim && p > 1, punet
,
i gasit = true.

5. Altfel, m rit
,
i p cu 1.

6. Testat
,
i funct

,
ia pe n = 10, 13 s

,
i 100.
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,
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,
i�c � �s

,
  de lucru MATLAB Varianta 2

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V2_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Creat
,
i v = 1:10 s

,
i w = v.�2, apoi a�s

,
at

,
i w(end) s

,
i sum(w).

2. Construit
,
i M = [eye(2) ones(2,1); zeros(1,2) 3] s

,
i a�s

,
at

,
i size(M).

3. Pe x = linspace(0,2*pi,200), desenat
,
i gra�cul lui sinx cu plot(x, y).

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia s = suma_cifre_vector(v), care returneaz  suma

cifrelor tuturor elementelor strict pozitive ale vectorului de întregi v.

1. Init
,
ializat

,
i s = 0.

2. Cu for k = 1:length(v), parcurget
,
i elementele lui v.

3. Cu if v(k) > 0, prelucrat
,
i doar elementele pozitive. Punet

,
i x = v(k).

4. Cu while x > 0, adunat
,
i la s ultima cifr , mod(x,10), apoi eliminat

,
i-o: x = floor(x/10).

5. Testat
,
i funct

,
ia pe [12 -7 305 0] s

,
i pe [999 1 10].
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,
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,
  de lucru MATLAB Varianta 3

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V3_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Construit
,
i cu dou  bucle for imbricate matricea 3 × 3 cu A(i,j) = i*j, pornind de la A =

zeros(3,3).

2. A�s
,
at

,
i diag(A) s

,
i ultima coloan , A(:,end).

3. Desenat
,
i gra�cul lui y = cos(2x) pe [0, π] cu plot(x, y), folosind 200 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia [kmax, nmax] = collatz_max(N). Regula Collatz

înlocuies
,
te n cu n/2 dac  n este par s

,
i cu 3n + 1 dac  n este impar, pân  se ajunge la 1. Funct

,
ia

returneaz  cel mai mare num r de pas
,
i kmax, pentru n = 1, . . . , N , s

,
i valoarea nmax la care se atinge.

1. Init
,
ializat

,
i kmax = 0 s

,
i nmax = 1.

2. Cu for n = 1:N, punet
,
i x = n s

,
i k = 0.

3. Cu while x ~= 1: dac  mod(x,2) == 0, atunci x = x/2, altfel x = 3*x + 1; apoi k = k +

1.

4. Dup  bucla while, cu if k > kmax, actualizat
,
i kmax = k s

,
i nmax = n.

5. Testat
,
i funct

,
ia pe N = 10 s

,
i N = 30.
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,
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,
i�c � �s

,
  de lucru MATLAB Varianta 4

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V4_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Fie a = [1 2 3] s
,
i b = [4 5 6]. Construit

,
i C = [a; b] s

,
i a�s

,
at

,
i size(C).

2. Calculat
,
i a .* b s

,
i produsul scalar a * b'.

3. Desenat
,
i gra�cul lui y = e−x sin(4x) pe [0, 5] cu plot(x, y), folosind 200 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia c = cmmdc_vector(v), care returneaz  cel mai mare

divizor comun al elementelor vectorului v de numere naturale nenule, cu algoritmul lui Euclid.

1. Cu if isempty(v), oprit
,
i execut

,
ia cu error('Vector gol').

2. Punet
,
i c = v(1).

3. Cu for k = 2:length(v), punet
,
i a = c s

,
i b = v(k).

4. Cu while b ~= 0, calculat
,
i r = mod(a,b), apoi a = b s

,
i b = r. La ies

,
ire, c = a.

5. Testat
,
i funct

,
ia pe [84 126 210] s

,
i pe [17 34 51].
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,
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,
  de lucru MATLAB Varianta 5

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V5_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Construit
,
i D = diag([2 4 6]) s

,
i M = [D ones(3,1)], apoi a�s

,
at

,
i size(M).

2. A�s
,
at

,
i sum(M) s

,
i M(2,:).

3. Desenat
,
i gra�cul lui y =

√
x pe [0, 4] cu plot(x, y), folosind 200 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia nr = numara_palindroame(a, b), care returneaz  câte

numere naturale din intervalul [a, b] sunt palindroame, adic  se citesc la fel în ambele sensuri (de
exemplu 121).

1. Cu if a > b, oprit
,
i execut

,
ia cu error. Init

,
ializat

,
i nr = 0.

2. Cu for n = a:b, punet
,
i x = n s

,
i r = 0.

3. Cu while x > 0, construit
,
i r sturnatul: r = 10*r + mod(x,10), apoi x = floor(x/10).

4. Cu if r == n, m rit
,
i nr cu 1.

5. Testat
,
i funct

,
ia pe [1, 100] s

,
i pe [100, 200].
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,
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,
  de lucru MATLAB Varianta 6

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V6_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Fie A = [1 2; 3 4] s
,
i B = [0 1; 1 0]. Calculat

,
i A*B s

,
i A.*B.

2. Calculat
,
i A�2 s

,
i A.�2 s

,
i notat

,
i într-un comentariu diferent

,
a.

3. Desenat
,
i gra�cul lui y = x3 pe [−1, 1] cu plot(x, y), folosind 100 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia P = numere_perfecte(N), care returneaz  vectorul

numerelor perfecte cel mult egale cu N . Un num r este perfect dac  este egal cu suma divizorilor
s i mai mici decât el, de exemplu 6 = 1 + 2 + 3.

1. Init
,
ializat

,
i P = [].

2. Cu for n = 2:N, punet
,
i s = 0 s

,
i d = 1.

3. Cu while d < n: dac  mod(n,d) == 0, atunci s = s + d; apoi d = d + 1.

4. Dup  bucla while, cu if s == n, ad ugat
,
i n la P : P = [P n].

5. Testat
,
i funct

,
ia pe N = 30 s

,
i N = 500.
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,
  de lucru MATLAB Varianta 7

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V7_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Creat
,
i v = 0:0.25:2 s

,
i a�s

,
at

,
i length(v) s

,
i v(2:2:end).

2. De�nit
,
i f = @(x) exp(x) - 2 s

,
i a�s

,
at

,
i max(f(v)) cu fprintf, cu 3 zecimale.

3. Desenat
,
i gra�cul lui f pe [0, 2] cu plot(x, y), folosind 200 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia [b, k] = binar(n), care returneaz  vectorul b al cifrelor

binare ale num rului natural n (cea mai semni�cativ  cifr  prima) s
,
i num rul k de cifre 1.

1. Cu if n == 0, punet
,
i b = 0, k = 0 s

,
i ies

,
it
,
i cu return.

2. Punet
,
i b = [].

3. Cu while n > 0, ad ugat
,
i restul la stânga: b = [mod(n,2) b], apoi n = floor(n/2).

4. Punet
,
i k = 0. Cu for i = 1:length(b) s

,
i if b(i) == 1, m rit

,
i k cu 1.

5. Testat
,
i funct

,
ia pe n = 13, 0 s

,
i 64.
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,
tiint

,
i�c � �s

,
  de lucru MATLAB Varianta 8

Nume s
,
i prenume: Grupa:

Timp de lucru: 20 de minute. Sarcina 1 se scrie în scriptul lab_V8_nume.m, cu câte o sect
,
iune %%

pentru �ecare pas. Funct
,
ia din sarcina 2 se scrie într-un �s

,
ier separat, cu acelas

,
i nume ca funct

,
ia,

s
,
i se testeaz  din script. Nu folosit

,
i funct

,
ii MATLAB care rezolv  direct problema (de exemplu

isprime, gcd, dec2bin, find). Punctaj: sarcina 1 � 4 p, sarcina 2 � 5 p, o�ciu � 1 p.

Sarcina 1 (script, 4 p).

1. Pentru t = pi/6, construit
,
i R = [cos(t) -sin(t); sin(t) cos(t)].

2. Calculat
,
i R'*R s

,
i R*[1; 0].

3. Desenat
,
i gra�cul lui y = 1/(1 + x2) pe [−3, 3] cu plot(x, y), folosind 200 de puncte.

Sarcina 2 (funct
,
ie, 5 p). Scriet

,
i funct

,
ia poz = cauta_binar(v, val), care caut  val într-un

vector v sortat cresc tor s
,
i returneaz  pozit

,
ia lui, sau 0 dac  val nu apare în v.

1. Cu for i = 1:length(v)-1 s
,
i if v(i) > v(i+1), oprit

,
i execut

,
ia cu error('Vectorul nu

este sortat').

2. Punet
,
i st = 1, dr = length(v) s

,
i poz = 0.

3. Cu while st <= dr && poz == 0, calculat
,
i m = floor((st + dr)/2).

4. Dac  v(m) == val, punet
,
i poz = m; altfel, dac  v(m) < val, punet

,
i st = m + 1; altfel, punet

,
i

dr = m - 1.

5. Testat
,
i funct

,
ia pe v = [1 3 5 7 9 11] cu val = 7 s

,
i val = 4, s

,
i pe vectorul nesortat [3 1

2].
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3.1 Sisteme liniare cu matrice triunghiulare

Fie n ≥ 1 un num r natural, A ∈ Rn×n o matrice p tratic  s
,
i b ∈ Rn un vector. Not m cu aij

elementul lui A de pe linia i s
,
i coloana j s

,
i cu bi componenta i a lui b. Sistemul Ax = b, cu

necunoscuta x ∈ Rn, este us
,
or de rezolvat în dou  cazuri particulare, care stau la baza tuturor

metodelor directe din laboratoarele urm toare:

� L = (ℓij) este inferior triunghiular  dac  ℓij = 0 pentru j > i (deasupra diagonalei sunt numai
zerouri);

� U = (uij) este superior triunghiular  dac  uij = 0 pentru i > j (sub diagonal  sunt numai
zerouri).

Determinantul unei matrice triunghiulare este produsul elementelor diagonale, deci un sistem tri-
unghiular are solut

,
ie unic  dac  s

,
i numai dac  toate elementele diagonale sunt nenule.

Substitut
,
ia direct  (înainte). Fie L inferior triunghiular  cu ℓii ̸= 0. Ecuat

,
ia i a sistemului

Lx = b este
ℓi1x1 + ℓi2x2 + · · ·+ ℓi,i−1xi−1 + ℓiixi = bi,

deoarece termenii cu j > i lipsesc. Prima ecuat
,
ie cont

,
ine numai x1; dac  am calculat deja

x1, . . . , xi−1, ecuat, ia i cont
,
ine o singur  necunoscut  nou , xi. Izolând-o, obt, inem

xi =
1

ℓii

(
bi −

i−1∑
j=1

ℓijxj

)
, i = 1, 2, . . . , n, (3.1)

unde, pentru i = 1, suma este vid  (egal  cu 0).

Substitut
,
ia invers  (înapoi). Fie U superior triunghiular  cu uii ̸= 0. Acum ultima ecuat

,
ie

cont
,
ine numai xn, iar ecuat, ia i este uiixi + ui,i+1xi+1 + · · · + uinxn = bi. Parcurgând ecuat

,
iile de

jos în sus, obt
,
inem

xi =
1

uii

(
bi −

n∑
j=i+1

uijxj

)
, i = n, n− 1, . . . , 1. (3.2)

Costul. Pentru xi se fac i−1 înmult
,
iri, i−1 sc deri s

,
i o împ rt

,
ire, deci în total

∑n
i=1(2i−1) = n2

operat
,
ii. Rezolvarea unui sistem triunghiular este deci mult mai ieftin  decât cea a unui sistem

oarecare, care, dup  cum vom vedea, cost  de ordinul n3 operat
,
ii.

Calcul pe hârtie

(a) Rezolvat
,
i prin substitut

,
ie direct  2 0 0

1 3 0
−1 2 4

x =

 2
7
−1

 ,

scriind la �ecare pas formula (3.1) cu numerele înlocuite.

(b) Rezolvat
,
i prin substitut

,
ie invers 1 2 −1

0 3 1
0 0 −2

x =

−30
−6

 .

(c) Veri�cat
,
i ambele solut

,
ii prin înlocuire în sistem.
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Implementare în MATLAB

Fiecare funct
,
ie veri�c  întâi c  datele de intrare permit aplicarea metodei: matricea este p tratic ,

b are dimensiunea potrivit , matricea este triunghiular  de tipul cerut, iar elementele diagonale sunt
nenule. Dac  o condit

,
ie nu este îndeplinit , error opres

,
te execut

,
ia cu un mesaj clar, în loc s 

întoarc  un rezultat f r  sens.

Pentru veri�carea formei triunghiulare se folosesc triu(L,1), care p streaz  numai elementele de
deasupra diagonalei (restul devin 0), s

,
i tril(U,-1), care le p streaz  numai pe cele de sub diagonal .

Expresia any(any(M ~= 0)) este adev rat  dac  M are cel put
,
in un element nenul: M ~= 0 este o

matrice logic , primul any lucreaz  pe coloane, al doilea pe vectorul rezultat.

Funct
,
ia subst_inferior (�s

,
ierul subst_inferior.m), care implementeaz  (3.1):

function x = subst_inferior(L, b)

% SUBST_INFERIOR Rezolva sistemul L*x = b, cu L inferior triunghiulara,

% prin substitutie directa (inainte):

% x(i) = ( b(i) - sum_{j<i} L(i,j)*x(j) ) / L(i,i), i = 1,...,n.

% Numarul de linii n si numarul de coloane m ale lui L

[n, m] = size(L);

% Daca L nu este patratica, oprim executia cu un mesaj de eroare

if n ∼= m

error('Matricea L trebuie sa fie patratica.');

end

% Vectorul termenilor liberi trebuie sa aiba n componente

if length(b) ∼= n

error('Dimensiunea lui b nu se potriveste cu L.');

end

% triu(L,1) pastreaza doar elementele de deasupra diagonalei;

% daca vreunul este nenul, L nu este inferior triunghiulara

if any(any(triu(L, 1) ∼= 0))

error('Matricea L nu este inferior triunghiulara.');

end

% Alocam vectorul coloana al solutiei (n x 1), initial cu zerouri

x = zeros(n, 1);

% Calculam necunoscutele in ordinea x(1), x(2), ..., x(n)

for i = 1:n

% Un element nul pe diagonala face imposibila impartirea

if L(i,i) == 0

error('L(%d,%d) = 0: sistemul nu are solutie unica.', i, i);

end

% s va contine suma L(i,1)*x(1) + ... + L(i,i-1)*x(i-1)

s = 0;

% Adunam contributiile necunoscutelor deja calculate

for j = 1:i-1

s = s + L(i,j) * x(j);

end

% Din ecuatia i obtinem necunoscuta x(i)

x(i) = (b(i) - s) / L(i,i);

end

end

Funct
,
ia subst_superior (�s

,
ierul subst_superior.m), care implementeaz  (3.2); singurele

diferent
,
e sunt testul de form  s

,
i ordinea în care se parcurg necunoscutele:
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function x = subst_superior(U, b)

% SUBST_SUPERIOR Rezolva sistemul U*x = b, cu U superior triunghiulara,

% prin substitutie inversa (inapoi):

% x(i) = ( b(i) - sum_{j>i} U(i,j)*x(j) ) / U(i,i), i = n,...,1.

% Numarul de linii n si numarul de coloane m ale lui U

[n, m] = size(U);

% Daca U nu este patratica, oprim executia cu un mesaj de eroare

if n ∼= m

error('Matricea U trebuie sa fie patratica.');

end

% Vectorul termenilor liberi trebuie sa aiba n componente

if length(b) ∼= n

error('Dimensiunea lui b nu se potriveste cu U.');

end

% tril(U,-1) pastreaza doar elementele de sub diagonala;

% daca vreunul este nenul, U nu este superior triunghiulara

if any(any(tril(U, -1) ∼= 0))

error('Matricea U nu este superior triunghiulara.');

end

% Alocam vectorul coloana al solutiei (n x 1), initial cu zerouri

x = zeros(n, 1);

% Calculam necunoscutele de la ultima la prima: x(n), x(n-1), ..., x(1)

for i = n:-1:1

% Un element nul pe diagonala face imposibila impartirea

if U(i,i) == 0

error('U(%d,%d) = 0: sistemul nu are solutie unica.', i, i);

end

% s va contine suma U(i,i+1)*x(i+1) + ... + U(i,n)*x(n)

s = 0;

% Adunam contributiile necunoscutelor deja calculate

for j = i+1:n

s = s + U(i,j) * x(j);

end

% Din ecuatia i obtinem necunoscuta x(i)

x(i) = (b(i) - s) / U(i,i);

end

end

Scriptul de test test_triunghiulare.m rezolv  exemplele de pe hârtie, calculeaz  reziduurile s
,
i

veri�c  mesajele de eroare. Construct
,
ia try ... catch err ... end execut  instruct

,
iunile din

try; dac  apare o eroare, execut
,
ia nu se opres

,
te, ci continu  în catch, unde err.message cont

,
ine

mesajul erorii.

% TEST_TRIUNGHIULARE Verificarea functiilor subst_inferior si subst_superior

% pe exemplele calculate pe hartie.

clear; clc;

%% Sistem inferior triunghiular (solutia exacta: [1; 2; -1])

L = [2 0 0; 1 3 0; -1 2 4];

b = [2; 7; -1];

x = subst_inferior(L, b);

disp('x ='); disp(x);

% Reziduul norm(L*x - b) masoara cat de bine verifica x sistemul (ideal 0)

fprintf('norm(L*x - b) = %g\n', norm(L*x - b));
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%% Sistem superior triunghiular (solutia exacta: [2; -1; 3])

U = [1 2 -1; 0 3 1; 0 0 -2];

c = [-3; 0; -6];

z = subst_superior(U, c);

disp('z ='); disp(z);

fprintf('norm(U*z - c) = %g\n', norm(U*z - c));

%% Comparatie cu operatorul \ al MATLAB

fprintf('diferenta fata de L\\b: %g\n', norm(x - L\b));

%% Verificarea mesajelor de eroare

try

subst_inferior([1 2; 3 4], [1; 1]); % matrice care nu e triunghiulara

catch err

disp(err.message);

end

try

subst_superior([1 2; 0 0], [1; 1]); % element diagonal nul

catch err

disp(err.message);

end

Exercit
,
ii

1. Rulat
,
i scriptul s

,
i comparat

,
i solut

,
iile cu cele obt

,
inute pe hârtie.

2. Înlocuit
,
i bucla interioar  din subst_inferior cu produsul scalar s = L(i,1:i-1) *

x(1:i-1); s
,
i veri�cat

,
i c  rezultatul nu se schimb . Explicat

,
i de ce formula funct

,
ioneaz  s

,
i

pentru i = 1 (indicat
,
ie: 1:0 este un vector gol, iar produsul unui vector 1 × 0 cu unul 0 × 1

este 0). Facet
,
i aceeas

,
i modi�care în subst_superior.

3. Ce se întâmpl  dac  b este dat ca vector linie? Ce dimensiune are solut
,
ia? De ce?

4. Ad ugat
,
i la începutul ambelor funct

,
ii veri�c rile: L s

,
i b sunt numerice (isnumeric), iar b este

vector (isvector). Testat
,
i-le cu un s

,
ir de caractere.

5. Pentru n ∈ {500, 1000, 2000, 4000} generat
,
i L = tril(rand(n)) + n*eye(n) s

,
i b =

rand(n,1). M surat
,
i cu tic/toc timpul lui subst_inferior s

,
i al operatorului L\b. De câte

ori cres
,
te timpul când n se dubleaz ? Comparat

,
i cu costul de n2 operat

,
ii.

6. Folosind subst_superior, calculat
,
i inversa matricei U de la punctul (b): coloana j a lui

U−1 este solut
,
ia sistemului Ux = ej , unde ej este coloana j a matricei unitate (I = eye(3);

I(:,j)). Veri�cat
,
i c  U−1 este tot superior triunghiular .

Rezultate de control. (a) x = (1, 2,−1)T ; (b) x = (2,−1, 3)T .
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Laboratorul 4

Eliminarea Gauss s
,
i factorizarea LU

Obiective. Rezolv m pe hârtie un sistem prin eliminare Gauss, observ m c  ponderile elimin rii
formeaz  o matrice L cu A = LU , implement m factorizarea LU în MATLAB s

,
i apoi o calcul m

direct, prin forma compact  Doolittle.

Notat
,
ii: n este dimensiunea sistemului, A = (aij) ∈ Rn×n, b ∈ Rn, In este matricea unitate de ordin

n, iar ek este coloana k a lui In. Prin Ak = A(1:k, 1:k) not m submatricea principal  de ordin k
(primele k linii s

,
i primele k coloane ale lui A), iar detAk este minorul principal de ordin k.

4.1 Eliminarea Gauss pe hârtie

Ideea. Transform m sistemul Ax = b într-un sistem echivalent cu matrice superior triunghiular ,
pe care îl rezolv m apoi prin substitut

,
ie invers  (laboratorul 3). La pasul k folosim ecuat

,
ia k (linia

pivot) ca s  elimin m necunoscuta xk din ecuat
,
iile k+ 1, . . . , n: din linia i sc dem linia k înmult

,
it 

cu ponderea

mik =
a
(k)
ik

a
(k)
kk

, i = k + 1, . . . , n,

unde a
(k)
ij sunt elementele sistemului obt

,
inut dup  primii k − 1 pas

,
i, iar a(k)kk este pivotul. Ponderea

este aleas  astfel încât elementul de pe pozit
,
ia (i, k) s  devin  a

(k)
ik −mika

(k)
kk = 0. Aceleas

,
i operat

,
ii

se fac s
,
i asupra termenilor liberi, deci lucr m pe matricea extins  [A | b].

Exemplu rezolvat. Rezolv m sistemul 1 2 1 1
2 5 3 3
−1 1 4 6

 .

Pasul 1 (pivot a11 = 1). Ponderile sunt m21 = 2/1 = 2 s
,
i m31 = −1/1 = −1, deci L2 ← L2 − 2L1

s
,
i L3 ← L3 + L1 (unde Li desemneaz  linia i a matricei extinse): 1 2 1 1

0 1 1 1
0 3 5 7

 .

Pasul 2 (pivot 1, pe pozit
,
ia (2, 2)). Ponderea este m32 = 3/1 = 3, deci L3 ← L3 − 3L2: 1 2 1 1

0 1 1 1
0 0 2 4

 .

Substitut
,
ia invers . Din ultima ecuat

,
ie x3 = 4/2 = 2; din a doua x2 = 1 − x3 = −1; din prima

x1 = 1− 2x2 − x3 = 1 + 2− 2 = 1. Deci x = (1,−1, 2)T , iar veri�carea în sistemul init
,
ial con�rm 

rezultatul.

Observat
,
ie. Ponderile calculate, m21 = 2, m31 = −1, m32 = 3, nu sunt doar intermediare: as

,
ezate

sub diagonala unei matrice cu 1 pe diagonal , ele dau

L =

 1 0 0
2 1 0
−1 3 1

 , U =

1 2 1
0 1 1
0 0 2

 ,

unde U este matricea �nal  a elimin rii. Veri�cat
,
i prin înmult

,
ire c  LU = A. Sect

,
iunea urm toare

explic  de ce.
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4.2 De la eliminarea Gauss la factorizarea LU

Pasul k al elimin rii se scrie ca o înmult
,
ire la stânga cu o matrice. Fie vectorul ponderilor m(k) =

(0, . . . , 0,mk+1,k, . . . ,mnk)
T (primele k componente sunt nule) s

,
i matricea Gauss (de ponderi)

Mk = In −m(k)eTk .

Produsul m(k)eTk are vectorul m(k) pe coloana k s
,
i zerouri în rest, deci Mk difer  de In numai prin

elementele −mik de sub diagonal , în coloana k. Înmult
,
irea MkA

(k) scade din �ecare linie i > k
linia k înmult

,
it  cu mik, adic  exact operat

,
ia de la pasul k:

A(1) = A, A(k+1) = MkA
(k), k = 1, . . . , n− 1.

Dup  n − 1 pas
,
i, U = A(n) = Mn−1 · · ·M1A este superior triunghiular . Matricele Mk sunt in-

versabile, cu M−1
k = In +m(k)eTk (deoarece eTkm

(k) = 0), deci

A = LU, L = M−1
1 M−1

2 · · ·M
−1
n−1.

Se veri�c  direct c  acest produs are 1 pe diagonal  s
,
i ℓik = mik pentru i > k: L se construies

,
te

direct din ponderi, f r  a calcula inverse.

Existent
,
a. Eliminarea se poate face f r  schimb ri de linii dac  tot

,
i pivot

,
ii a(k)kk , k = 1, . . . , n− 1,

sunt nenuli. Deoarece operat
,
iile de la primii k pas

,
i nu schimb  minorul principal de ordin k, avem

detAk = a
(1)
11 a

(2)
22 · · · a

(k)
kk . Rezult :

Dac  detAk ̸= 0 pentru k = 1, . . . , n − 1, atunci exist  o unic  factorizare A = LU , cu L inferior

triunghiular  cu ℓkk = 1 s
,
i U superior triunghiular .

Dup  factorizare, sistemul Ax = b se scrie L(Ux) = b. Notând y = Ux, îl rezolv m în doi pas
,
i:

Ly = b (substitut
,
ie direct ), apoi Ux = y (substitut

,
ie invers ).

Calcul pe hârtie

Se consider 

A =


1 1 2 −1
2 4 5 −1
−1 1 2 4
3 −1 10 0

 , b =


−3
−5
5
−7

 .

(a) Calculat
,
i ponderile pasului 1, scriet

,
i matricea M1 s

,
i calculat

,
i A(2) = M1A.

(b) Repetat
,
i pentru pas

,
ii 2 s

,
i 3, obt

,
inând M2, A(3), M3 s

,
i U = A(4).

(c) Scriet
,
i L din ponderi s

,
i veri�cat

,
i prin înmult

,
ire c  LU = A.

(d) Calculat
,
i detA = u11u22u33u44 s

,
i minorii principali detA1,detA2, detA3 din pivot

,
i.

(e) Rezolvat
,
i Ly = b, apoi Ux = y, s

,
i veri�cat

,
i solut

,
ia.

4.3 Implementarea factoriz rii LU

Funct
,
ia factorizare_LU urmeaz  exact construct

,
ia de mai sus. Ea veri�c  întâi c  A este p tratic 

s
,
i c  primele n − 1 submatrice principale sunt inversabile (prin determinant

,
i), apoi construies

,
te

la �ecare pas vectorul ponderilor, matricea Mk s
,
i produsul MkA

(k). Liniile marcate în comentarii
corespund formulelor din sect

,
iunea anterioar .
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function [L, U] = factorizare_LU(A)

% FACTORIZARE_LU Factorizarea A = L*U (Doolittle), cu L inferior

% triunghiulara avand 1 pe diagonala si U superior triunghiulara.

%

% Factorizarea exista (si este unica) daca A este patratica si primele

% n-1 submatrice principale (diagonale) A(1:k,1:k), k = 1,...,n-1,

% sunt inversabile.

%

% La pasul k se calculeaza ponderile (multiplicatorii)

% m(i) = A(i,k) / A(k,k), i = k+1,...,n,

% si matricea de ponderi (matricea Gauss)

% M_k = I - m * e_k',

% cu care se inmulteste matricea de la pasul precedent:

% A^(k+1) = M_k * A^(k).

% Dupa n-1 pasi, U = M_{n-1} * ... * M_1 * A, iar

% L = inv(M_1) * ... * inv(M_{n-1})

% se construieste direct din ponderi: L(i,k) = m(i).

% ---- 1. Matricea trebuie sa fie patratica ----

% Numarul de linii n si numarul de coloane p ale lui A

[n, p] = size(A);

% Daca A nu este patratica, oprim executia

if n ∼= p

error('Matricea A trebuie sa fie patratica.');

end

% ---- 2. Primele n-1 submatrice principale trebuie sa fie inversabile ----

% Pragul sub care consideram determinantul egal cu zero

tol = 1e-12;

% Verificam pe rand submatricele A(1:1,1:1), A(1:2,1:2), ..., A(1:n-1,1:n-1)

for k = 1:n-1

% A(1:k,1:k) este coltul stanga-sus de dimensiune k x k;

% daca determinantul lui este (practic) zero, factorizarea nu exista

if abs(det(A(1:k,1:k))) < tol

error(['Submatricea principala A(1:%d,1:%d) nu este inversabila: ' ...

'factorizarea LU nu exista.'], k, k);

end

end

% ---- 3. Eliminarea Gauss cu matrice de ponderi ----

% L porneste ca matricea unitate (are deja 1 pe diagonala)

L = eye(n);

% U porneste ca A; la fiecare pas o transformam: U = A^(k)

U = A;

% Pasul k anuleaza elementele de sub diagonala din coloana k

for k = 1:n-1

% Vectorul ponderilor m (n x 1); primele k componente raman 0

m = zeros(n, 1);

% Ponderea pentru fiecare linie i de sub pivotul U(k,k)

for i = k+1:n

m(i) = U(i,k) / U(k,k);

end

% ek = al k-lea vector din baza canonica (coloana k a matricei unitate)

ek = zeros(n, 1);

ek(k) = 1;

% Matricea de ponderi de la pasul k: M_k = I - m*ek'

% (m*ek' are vectorul m pe coloana k si zerouri in rest)

Mk = eye(n) - m * ek';

% Inmultim matricea de la pasul precedent: A^(k+1) = M_k * A^(k)

U = Mk * U;
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% Punem zerouri exacte sub pivot, eliminand erorile de rotunjire

U(k+1:n, k) = 0;

% Constructia directa a lui L: coloana k primeste ponderile

L(k+1:n, k) = m(k+1:n);

end

end

Câteva detalii de implementare:

� error(['...' '...'], k, k): parantezele drepte concateneaz  dou  s
,
iruri (mesajul este

lung), iar ... continu  instruct
,
iunea pe rândul urm tor;

� U(k+1:n, k) = 0 pune zerouri exacte sub pivot: teoretic ele sunt deja 0, dar în aritmetica în
virgul  mobil  pot r mâne valori de ordinul 10−16;

� la �nal, L(k+1:n, k) = m(k+1:n) scrie ponderile pe coloana k a lui L.

Scriptul de test test_LU.m foloses
,
te s

,
i funct

,
iile subst_inferior s

,
i subst_superior din labora-

torul 3 (copiat
,
i-le în directorul de lucru). Pe exemplul A =

(
2 1 1
4 3 3
8 7 9

)
, b = (4, 10, 24)T se obt

,
in

L =

1 0 0
2 1 0
4 3 1

 , U =

2 1 1
0 1 1
0 0 2

 , x = (1, 1, 1)T .

% TEST_LU Verificarea functiilor factorizare_LU si doolittle_compact

% si rezolvarea sistemelor A*x = b.

clear; clc;

% Functiile din laboratoarele anterioare se afla in directoarele vecine

aici = fileparts(mfilename('fullpath'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab3'));

%% Exemplul din anexa (solutia exacta este [1;1;1])

A = [2 1 1; 4 3 3; 8 7 9];

b = [4; 10; 24];

% Calculam factorizarea A = L*U

[L, U] = factorizare_LU(A);

disp('L ='); disp(L);

disp('U ='); disp(U);

% norm(L*U - A) masoara cat de bine reface produsul L*U matricea A (ideal 0)

fprintf('norm(L*U - A) = %g\n', norm(L*U - A));

% A*x = b <=> L*(U*x) = b. Notam y = U*x si rezolvam in doi pasi:

y = subst_inferior(L, b); % pasul 1: L*y = b

x = subst_superior(U, y); % pasul 2: U*x = y

disp('x ='); disp(x);

fprintf('norm(A*x - b) = %g\n', norm(A*x - b));

%% Exemplul 4x4 calculat pe hartie (solutia exacta este [1;0;-1;2])

A = [1 1 2 -1; 2 4 5 -1; -1 1 2 4; 3 -1 10 0];

b = [-3; -5; 5; -7];

[L1, U1] = factorizare_LU(A);

[L2, U2] = doolittle_compact(A);

% Factorizarea este unica, deci cele doua metode dau aceiasi factori

fprintf('diferenta intre factori: %g, %g\n', norm(L1 - L2), norm(U1 - U2));

x = subst_superior(U2, subst_inferior(L2, b));

disp('x ='); disp(x);

%% Matrice pentru care factorizarea LU nu exista: A(1,1) = 0

B = [0 1; 1 1];

try

factorizare_LU(B);
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catch err

disp(err.message);

end

try

doolittle_compact(B);

catch err

disp(err.message);

end

4.4 Forma compact  Doolittle

Motivat
,
ie. Funct

,
ia factorizare_LU construies

,
te s

,
i înmult

,
es

,
te explicit matriceleMk; �ecare produs

MkA
(k) cost  aproximativ 2n3 operat

,
ii, deci întreaga factorizare cost  de ordinul n4, des

,
i majoritatea

elementelor lui Mk sunt 0 sau 1. În plus, veri�carea prin determinant
,
i adaug  înc  de ordinul n4

operat
,
ii. Forma compact  obt

,
ine elementele lui L s

,
i U direct din egalitatea A = LU , cu aproximativ

2
3n

3 operat
,
ii, s

,
i veri�c  existent

,
a pe parcurs, prin pivot

,
i.

Formulele. Egalitatea A = LU scris  pe componente este aij =
∑n

p=1 ℓipupj . Fix m linia k s
,
i lu m

j ≥ k. Deoarece ℓkp = 0 pentru p > k s
,
i ℓkk = 1, suma se opres

,
te la p = k, iar ultimul termen este

chiar ukj . Izolându-l, obt, inem linia k a lui U :

ukj = akj −
k−1∑
p=1

ℓkp upj , j = k, k + 1, . . . , n. (4.1)

Fix m acum coloana k s
,
i lu m i > k. Deoarece upk = 0 pentru p > k, suma din aik =

∑
p ℓipupk se

opres
,
te la p = k, iar ultimul termen este ℓikukk. Izolând ℓik, obt, inem coloana k a lui L:

ℓik =
1

ukk

(
aik −

k−1∑
p=1

ℓip upk

)
, i = k + 1, . . . , n. (4.2)

Ordinea calculului este: linia 1 a lui U , coloana 1 a lui L, linia 2 a lui U , coloana 2 a lui L etc.;
�ecare formul  foloses

,
te numai elemente calculate anterior. Pentru k = 1 sumele sunt vide: prima

linie a lui U este prima linie a lui A, iar ℓi1 = ai1/a11. Deoarece detAk = u11u22 · · ·ukk, un pivot
ukk = 0 cu k < n înseamn  exact c  minorul principal de ordin k este nul: testul de existent

,
  se

face gratuit, imediat dup  calculul pivotului.

Calcul pe hârtie

Refacet
,
i factorizarea matricei A de la sect

,
iunea 4.2 prin formulele (4.1)�(4.2), în ordinea indicat ,

scriind la �ecare pas formula s
,
i numerele înlocuite. Veri�cat

,
i c  obt

,
inet

,
i aceias

,
i factori L s

,
i U

(factorizarea este unic ) s
,
i comparat

,
i num rul de operat

,
ii f cute în cele dou  variante.

Implementare

Funct
,
ia doolittle_compact începe cu veri�carea parametrului de intrare: exact un argument

(nargin), matrice numeric  real  nevid , p tratic , f r  NaN sau Inf. Primul argument al lui
error, de forma 'functie:motiv', este un identi�cator al erorii, util la testare (err.identifier).
Pragul tol = 1e-12*norm(A,inf) este relativ la m rimea elementelor lui A, deci nu depinde de
unit t

,
ile de m sur .

function [L, U] = doolittle_compact(A)

% DOOLITTLE_COMPACT Factorizarea A = L*U prin metoda compacta Doolittle:

% L inferior triunghiulara cu 1 pe diagonala, U superior triunghiulara.

%
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% Elementele se obtin direct din egalitatea A = L*U, alternand:

% linia k a lui U: U(k,j) = A(k,j) - sum_{p<k} L(k,p)*U(p,j), j = k,...,n,

% coloana k a lui L: L(i,k) = ( A(i,k) - sum_{p<k} L(i,p)*U(p,k) ) / U(k,k),

% i = k+1,...,n.

% Conditia de existenta (minorii principali de ordin 1,...,n-1 nenuli) se

% verifica pe parcurs, deoarece det(A(1:k,1:k)) = U(1,1)*U(2,2)*...*U(k,k).

% ---- 1. Verificarea parametrului de intrare ----

% Functia primeste exact un argument

if nargin ∼= 1

error('doolittle_compact:nrArg', 'Functia primeste exact un argument.');

end

% A trebuie sa fie o matrice numerica reala, nevida

if ∼isnumeric(A) || ∼isreal(A) || isempty(A)

error('doolittle_compact:tip', 'A trebuie sa fie o matrice numerica reala nevida.')

;

end

% A trebuie sa fie patratica

[n, p] = size(A);

if ∼ismatrix(A) || n ∼= p

error('doolittle_compact:nepatratica', ...

'A trebuie sa fie patratica (este %d x %d).', n, p);

end

% A nu poate contine NaN sau Inf

if ∼all(isfinite(A(:)))
error('doolittle_compact:nefinit', 'A contine NaN sau Inf.');

end

% ---- 2. Initializare ----

L = eye(n); % diagonala lui L este deja 1

U = zeros(n);

% Prag relativ: un pivot mai mic decat tol este considerat nul

tol = 1e-12 * norm(A, inf);

% ---- 3. Calculul alternat: linia k din U, apoi coloana k din L ----

for k = 1:n

% Linia k a lui U (elementele U(k,k), ..., U(k,n))

for j = k:n

s = 0;

for q = 1:k-1

s = s + L(k,q) * U(q,j);

end

U(k,j) = A(k,j) - s;

end

% Daca nu suntem pe ultima linie, pivotul U(k,k) trebuie sa fie nenul:

% altfel minorul principal de ordin k este nul si metoda se opreste

if k < n && abs(U(k,k)) < tol

error('doolittle_compact:pivot', ...

['Pivotul U(%d,%d) este (practic) nul: minorul principal ' ...

'de ordin %d este nul.'], k, k, k);

end

% Coloana k a lui L (elementele L(k+1,k), ..., L(n,k))

for i = k+1:n

s = 0;

for q = 1:k-1

s = s + L(i,q) * U(q,k);

end

L(i,k) = (A(i,k) - s) / U(k,k);

end

end
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end

Indicat
,
ie (vectorizare). Sumele din (4.1)�(4.2) se pot scrie ca produse matriciale, eliminând

buclele dup  j, i s
,
i q:

U(k,k:n) = A(k,k:n) - L(k,1:k-1)*U(1:k-1,k:n);

L(k+1:n,k) = (A(k+1:n,k) - L(k+1:n,1:k-1)*U(1:k-1,k)) / U(k,k);

Pentru k = 1, L(1,1:0) are dimensiunea 1× 0, iar produsul cu o matrice 0× n este matricea nul 
1× n, deci formula funct

,
ioneaz  f r  caz separat.

Testare s
,
i durata de execut

,
ie

Scriptul timp_LU.m m soar  timpul celor dou  implement ri s
,
i al funct

,
iei MATLAB lu, pe matrice

strict diagonal dominante A = rand(n) + n*eye(n) (pentru ele tot
,
i minorii principali sunt nenuli).

Dreapta de regresie a lui log t în funct
,
ie de log n, calculat  cu polyfit, are panta c dac  t ≈ Cnc.

% TIMP_LU Durata factorizarii LU in functie de dimensiunea n.

% factorizare_LU inmulteste explicit cu matricele M_k (cost ∼ n^3 pe pas),

% de aceea o testam pe dimensiuni mai mici decat forma compacta.

clear; clc; close all;

%% 1. factorizare_LU (cu matrice de ponderi M_k)

ng = [25 50 100 200];

t_gauss = zeros(size(ng));

for s = 1:numel(ng)

n = ng(s);

% Matrice strict diagonal dominanta: toti minorii principali sunt nenuli

A = rand(n) + n*eye(n);

tic; [L, U] = factorizare_LU(A); t_gauss(s) = toc;

end

%% 2. doolittle_compact si functia MATLAB lu

nc = [50 100 200 400 800];

t_comp = zeros(size(nc));

t_lu = zeros(size(nc));

for s = 1:numel(nc)

n = nc(s);

A = rand(n) + n*eye(n);

tic; [L, U] = doolittle_compact(A); t_comp(s) = toc;

tic; [Lm, Um, P] = lu(A); t_lu(s) = toc;

fprintf('n = %4d: compact %8.4f s, lu %8.5f s, eroare relativa %.1e\n', ...

n, t_comp(s), t_lu(s), norm(A - L*U, inf)/norm(A, inf));

end

%% 3. Grafic in scara dublu logaritmica si pantele

loglog(ng, t_gauss, 'o-', nc, t_comp, 's-', nc, t_lu, 'd-', 'LineWidth', 1.5);

grid on; xlabel('n'); ylabel('timp (s)');

legend({'factorizare_LU', 'doolittle_compact', 'lu'}, ...

'Interpreter', 'none', 'Location', 'northwest');

title('Durata factorizarii LU');

% Panta dreptei log(t) = c(1)*log(n) + c(2) estimeaza exponentul din O(n^c(1))

cg = polyfit(log(ng(2:end)), log(t_gauss(2:end)), 1);

cc = polyfit(log(nc(2:end)), log(t_comp(2:end)), 1);

fprintf('panta factorizare_LU: %.2f, panta doolittle_compact: %.2f\n', cg(1), cc(1));

Atent
,
ie: [L,U,P] = lu(A) face factorizarea cu pivotare part

,
ial  (laboratorul 6), PA = LU ; factorii

ei difer , în general, de cei Doolittle, deci compar m timpul s
,
i reziduul, nu factorii.
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4.5 Exercit
,
ii

1. Rulat
,
i test_LU.m s

,
i comparat

,
i factorii cu cei obt

,
inut

,
i pe hârtie.

2. Rulat
,
i timp_LU.m. Ce pante obt

,
inet

,
i? Explicat

,
i de ce panta pentru factorizare_LU este

apropiat  de 4, iar pentru doolittle_compact de 3. De ce lu este mult mai rapid , des
,
i are

acelas
,
i ordin de complexitate ca forma compact ?

3. Modi�cat
,
i factorizare_LU astfel încât s  nu mai construiasc  Mk: la pasul k, pentru �ecare

i > k, actualizat
,
i direct U(i,k:n) = U(i,k:n) - m(i)*U(k,k:n). Înlocuit

,
i veri�carea prin

determinant
,
i cu testul pivotului. Rem surat

,
i timpul.

4. Înlocuit
,
i buclele din doolittle_compact cu forma vectorizat  din indicat

,
ie s

,
i comparat

,
i timpii.

5. Veri�cat
,
i mesajele de eroare ale lui doolittle_compact pentru: o matrice 3 × 4; un s

,
ir de

caractere; o matrice care cont
,
ine NaN; A = ( 0 1

1 0 ), care este inversabil , dar are detA1 = 0.

6. Scriet
,
i funct

,
ia x = rezolva_LU(A, b) care veri�c  b (vector numeric cu size(A,1) compo-

nente), apeleaz  doolittle_compact s
,
i cele dou  substitut

,
ii. Testat

,
i-o pe exemplul de la

4.2.

Rezultate de control (sect
,
iunea 4.2).

L =


1 0 0 0
2 1 0 0
−1 1 1 0
3 −2 2 1

 , U =


1 1 2 −1
0 2 1 1
0 0 3 2
0 0 0 1

 , y =


−3
1
1
2

 , x =


1
0
−1
2

 ,

detA1 = 1, detA2 = 2, detA3 = 6, detA = 6.
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Laboratorul 5

Factorizarea Cholesky

Obiective. Veri�c m pe exemple condit
,
iile în care se aplic  factorizarea Cholesky, o calcul m pe

hârtie pentru o matrice 4× 4, apoi o implement m s
,
i o folosim la rezolvarea sistemelor liniare.

Notat
,
ii: A = (aij) ∈ Rn×n, AT este transpusa lui A, Ak = A(1:k, 1:k) este submatricea principal 

de ordin k, iar L = (ℓij) este o matrice inferior triunghiular .

5.1 Breviar teoretic

Condit
,
iile de aplicare. Matricea A este simetric  dac  A = AT , adic  aij = aji, s, i pozitiv

de�nit  dac 

vTAv =

n∑
i,j=1

aijvivj > 0 pentru orice v ∈ Rn, v ̸= 0.

Veri�carea direct  a de�nit
,
iei este di�cil ; în practic  folosim urm toarele criterii.

� Criteriul lui Sylvester: o matrice simetric  este pozitiv de�nit  dac  s
,
i numai dac  detAk > 0

pentru k = 1, . . . , n.

� Condit
,
ie necesar : dac  A este pozitiv de�nit , atunci akk = eTkAek > 0 pentru orice k, unde

ek este coloana k a matricei unitate. Un singur element diagonal ≤ 0 arat  deci c  A nu este
pozitiv de�nit ; reciproca este fals .

� Condit
,
ie su�cient : o matrice simetric , cu elemente diagonale pozitive s

,
i strict diagonal

dominant  (|aii| >
∑

j ̸=i |aij | pentru orice i) este pozitiv de�nit .

Factorizarea. Dac  A este simetric  s
,
i pozitiv de�nit , atunci exist  o unic  matrice L inferior

triunghiular , cu ℓkk > 0, astfel încât A = LLT . Reciproc, dac  A = LLT cu L inversabil , atunci
A este simetric  s

,
i vTAv = ∥LT v∥2 > 0 pentru v ̸= 0.

De unde provin formulele. Componenta (i, k) a lui LLT este
∑

p ℓipℓkp, iar suma se opres
,
te

la p = min{i, k}, deoarece L este inferior triunghiular . Pentru i = k, ultimul termen este ℓ2kk;
izolându-l s

,
i luând r d cina pozitiv , obt

,
inem elementul diagonal

ℓkk =

√√√√akk −
k−1∑
p=1

ℓ2kp . (5.1)

Pentru i > k, ultimul termen este ℓikℓkk, deci restul coloanei k este

ℓik =
1

ℓkk

(
aik −

k−1∑
p=1

ℓip ℓkp

)
, i = k + 1, . . . , n. (5.2)

Matricea L se calculeaz  coloan  cu coloan . Deoarece detAk = (ℓ11ℓ22 · · · ℓkk)2, expresia de sub
radical din (5.1) este strict pozitiv  la tot

,
i pas

,
ii exact atunci când tot

,
i minorii principali sunt strict

pozitivi. Prin urmare, algoritmul însus
,
i veri�c  pozitivitatea: dac  la un pas expresia de sub radical

este ≤ 0, matricea nu este pozitiv de�nit  s
,
i metoda se opres

,
te.

Costul s
,
i rezolvarea sistemelor. Factorizarea foloses

,
te numai triunghiul inferior al lui A s

,
i cost 

aproximativ 1
3n

3 operat
,
ii, jum tate din costul factoriz rii LU. Sistemul Ax = b devine L(LTx) = b

s
,
i se rezolv  prin Ly = b (substitut

,
ie direct ), apoi LTx = y (substitut

,
ie invers ), cu funct

,
iile din

laboratorul 3.
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5.2 Exercit
,
iu: veri�carea condit

,
iilor de aplicare

Pentru �ecare dintre matricele de mai jos stabilit
,
i, pe hârtie, dac  se poate aplica factorizarea

Cholesky. Veri�cat
,
i întâi simetria, apoi semnul elementelor diagonale, apoi minorii principali (cri-

teriul lui Sylvester). Acolo unde factorizarea exist , calculat
,
i L.

M1 =

(
4 2
1 3

)
, M2 =

1 2 0
2 3 1
0 1 2

 , M3 =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 ,

M4 =

1 1 1
1 2 2
1 2 3

 , M5 =

4 2 0
2 1 0
0 0 5

 , M6 =

1 0 0
0 −2 0
0 0 3

 .

Pentru M2 s
,
i M5 începet

,
i factorizarea cu formulele (5.1)�(5.2): la ce pas s

,
i de ce se opres

,
te? Ce

leg tur  exist  între valoarea de sub radical s
,
i minorul principal corespunz tor? Matricea M3 va

reap rea în laboratorul 6, la deformarea unei bare elastice.

5.3 Calcul pe hârtie

Se consider 

A =


4 2 −2 2
2 10 5 1
−2 5 6 −2
2 1 −2 6

 , b =


8
−2
−10
10

 .

(a) Veri�cat
,
i c  A este simetric  s

,
i are elementele diagonale pozitive.

(b) Calculat
,
i coloanele lui L, pentru k = 1, 2, 3, 4, cu (5.1) s

,
i (5.2). Notat

,
i la �ecare pas valoarea

de sub radical s
,
i veri�cat

,
i c  este pozitiv .

(c) Veri�cat
,
i prin înmult

,
ire c  LLT = A.

(d) Deducet
,
i minorii principali din relat

,
ia detAk = (ℓ11 · · · ℓkk)2 s, i veri�cat, i criteriul lui Sylvester.

(e) Rezolvat
,
i Ly = b, apoi LTx = y, s

,
i veri�cat

,
i solut

,
ia.

5.4 Implementare

Funct
,
ia cholesky_fact. Veri�c rile de la început corespund condit

,
iilor din breviar, de la cele mai

ieftine la cele mai scumpe:

1. un singur argument, matrice numeric  real  nevid , p tratic , f r  NaN/Inf;

2. simetria, testat  prin ∥A − AT ∥∞ ≤ tol, unde tol = 10−12∥A∥∞ este un prag relativ. Nu
folosim isequal(A, A'), deoarece o matrice simetric  �teoretic�, obt

,
inut  prin calcule, poate

diferi de transpusa ei prin erori de rotunjire de ordinul 10−16;

3. condit
,
ia necesar  akk > 0;

4. pozitivitatea propriu-zis , veri�cat  în timpul factoriz rii, prin semnul expresiei de sub rad-
ical. Nu calcul m detAk pentru �ecare k: ar costa de ordinul n4 operat

,
ii, mai mult decât

factorizarea îns s
,
i.

În calculul lui L, sumele din (5.1)�(5.2) se scriu sum(L(k,1:k-1).�2) s
,
i sum(L(i,1:k-1) .*

L(k,1:k-1)); pentru k = 1, 1:0 este vid, iar sum de un vector vid este 0.

function L = cholesky_fact(A)

% CHOLESKY_FACT Factorizarea Cholesky A = L*L', cu L inferior triunghiulara

% avand elemente diagonale strict pozitive.
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%

% Factorizarea exista (si este unica) daca si numai daca A este simetrica

% si pozitiv definita. Coloana k a lui L se calculeaza din egalitatea A = L*L':

% L(k,k) = sqrt( A(k,k) - sum_{p<k} L(k,p)^2 ),

% L(i,k) = ( A(i,k) - sum_{p<k} L(i,p)*L(k,p) ) / L(k,k), i = k+1,...,n.

% Daca expresia de sub radical este <= 0, A nu este pozitiv definita.

% ---- 1. Verificarea parametrului de intrare ----

% Functia primeste exact un argument

if nargin ∼= 1

error('cholesky_fact:nrArg', 'Functia primeste exact un argument.');

end

% A trebuie sa fie o matrice numerica reala, nevida

if ∼isnumeric(A) || ∼isreal(A) || isempty(A)

error('cholesky_fact:tip', 'A trebuie sa fie o matrice numerica reala nevida.');

end

% A trebuie sa fie patratica

[n, p] = size(A);

if ∼ismatrix(A) || n ∼= p

error('cholesky_fact:nepatratica', ...

'A trebuie sa fie patratica (este %d x %d).', n, p);

end

% A nu poate contine NaN sau Inf

if ∼all(isfinite(A(:)))
error('cholesky_fact:nefinit', 'A contine NaN sau Inf.');

end

% Prag relativ sub care un numar este considerat nul

tol = 1e-12 * norm(A, inf);

% A trebuie sa fie simetrica (pana la erori de rotunjire)

if norm(A - A', inf) > tol

error('cholesky_fact:nesimetrica', 'A nu este simetrica.');

end

% Conditie necesara (ieftina) de pozitivitate: A(k,k) = e_k'*A*e_k > 0

if any(diag(A) <= 0)

error('cholesky_fact:diagonala', ...

'A are un element diagonal <= 0, deci nu este pozitiv definita.');

end

% ---- 2. Calculul lui L, coloana cu coloana ----

L = zeros(n);

for k = 1:n

% Expresia de sub radical: A(k,k) - (L(k,1)^2 + ... + L(k,k-1)^2)

s = A(k,k) - sum(L(k,1:k-1).^2);

% Daca nu este strict pozitiva, minorul principal de ordin k este <= 0

if s <= tol

error('cholesky_fact:nepozitiva', ...

['La pasul %d expresia de sub radical este %g <= 0: ' ...

'A nu este pozitiv definita.'], k, s);

end

L(k,k) = sqrt(s);

% Elementele de sub diagonala din coloana k

for i = k+1:n

L(i,k) = (A(i,k) - sum(L(i,1:k-1) .* L(k,1:k-1))) / L(k,k);

end

end

end
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Funct
,
ia rezolva_cholesky. Veri�c  vectorul b (veri�c rile asupra lui A le face cholesky_fact),

apoi rezolv  cele dou  sisteme triunghiulare. Instruct
,
iunea b = b(:) transform  b în vector coloan ,

indiferent cum a fost dat.

function x = rezolva_cholesky(A, b)

% REZOLVA_CHOLESKY Rezolva sistemul A*x = b, cu A simetrica si pozitiv

% definita, folosind factorizarea A = L*L':

% L*y = b (substitutie directa),

% L'*x = y (substitutie inversa).

% ---- 1. Verificarea parametrilor de intrare ----

if nargin ∼= 2

error('rezolva_cholesky:nrArg', 'Functia primeste exact doua argumente.');

end

% b trebuie sa fie un vector numeric real, cu elemente finite

if ∼isnumeric(b) || ∼isreal(b) || ∼isvector(b) || ∼all(isfinite(b))
error('rezolva_cholesky:b', 'b trebuie sa fie un vector numeric real, finit.');

end

% Numarul de componente ale lui b trebuie sa fie egal cu numarul de linii ale lui A

if numel(b) ∼= size(A, 1)

error('rezolva_cholesky:dim', 'Dimensiunea lui b nu se potriveste cu A.');

end

% Lucram cu b ca vector coloana

b = b(:);

% ---- 2. Factorizarea (cholesky_fact verifica proprietatile lui A) ----

L = cholesky_fact(A);

% ---- 3. Cele doua sisteme triunghiulare ----

y = subst_inferior(L, b);

x = subst_superior(L', y);

end

Apelarea. Scriptul test_cholesky.m rezolv  exemplul de pe hârtie, compar  cu funct
,
ia MATLAB

chol, încearc  factorizarea matricelorM1, . . . ,M5 (a�s,ând mesajul de eroare acolo unde ea nu exist )
s
,
i compar  dou  moduri de a rezolva m sisteme cu aceeas

,
i matrice. Funct

,
ia chol(A) întoarce

matricea superior triunghiular  R = LT , cu A = RTR, iar chol(A,'lower') întoarce L. Matricea A
= B'*B + n*eye(n) este simetric  s

,
i pozitiv de�nit , deoarece vTAv = ∥Bv∥2 + n∥v∥2 > 0 pentru

v ̸= 0. În mat2str(v, 4), vectorul v este transformat în text cu 4 cifre semni�cative.

% TEST_CHOLESKY Verificarea functiilor cholesky_fact si rezolva_cholesky.

clear; clc;

% Functiile din laboratoarele anterioare se afla in directoarele vecine

aici = fileparts(mfilename('fullpath'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab3'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab4'));

%% Exemplul calculat pe hartie (solutia exacta este [1; 0; -1; 1])

A = [4 2 -2 2; 2 10 5 1; -2 5 6 -2; 2 1 -2 6];

b = [8; -2; -10; 10];

L = cholesky_fact(A);

disp('L ='); disp(L);

% Comparatie cu functia MATLAB chol (care intoarce R = L')

fprintf('norm(L*L'' - A) = %g, diferenta fata de chol: %g\n', ...

norm(L*L' - A), norm(L - chol(A, 'lower')));

x = rezolva_cholesky(A, b);

disp('x ='); disp(x);

fprintf('norm(A*x - b) = %g\n', norm(A*x - b));
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%% Matricele din exercitiul de verificare a conditiilor

M = { [4 2; 1 3], ... % nesimetrica

[1 2 0; 2 3 1; 0 1 2], ... % simetrica, minorul de ordin 2 negativ

[2 -1 0; -1 2 -1; 0 -1 2], ... % simetrica si pozitiv definita

[1 1 1; 1 2 2; 1 2 3], ... % simetrica si pozitiv definita

[4 2 0; 2 1 0; 0 0 5] }; % simetrica, minorul de ordin 2 nul

for k = 1:numel(M)

try

Lk = cholesky_fact(M{k});

fprintf('Matricea %d: factorizarea exista, diag(L) = %s\n', k, mat2str(diag(Lk)

', 4));

catch err

fprintf('Matricea %d: %s\n', k, err.message);

end

end

%% Mai multi termeni liberi: factorizam o singura data

n = 400; m = 50;

B = rand(n); A = B'*B + n*eye(n); % simetrica si pozitiv definita

T = rand(n, m); % m termeni liberi, pe coloane

tic; % varianta (a): factorizare de m ori

for j = 1:m

x = rezolva_cholesky(A, T(:,j));

end

ta = toc;

tic; % varianta (b): o singura factorizare

L = cholesky_fact(A);

for j = 1:m

x = subst_superior(L', subst_inferior(L, T(:,j)));

end

tb = toc;

fprintf('(a) %.3f s, (b) %.3f s, raport %.1f\n', ta, tb, ta/tb);

5.5 Exercit
,
ii

1. Rulat
,
i test_cholesky.m s

,
i comparat

,
i L s

,
i x cu rezultatele de pe hârtie, iar mesajele pentru

M1, . . . ,M5 cu concluziile exercit
,
iului 5.2.

2. Ad ugat
,
i matricea M6 în lista din script. Care veri�care o respinge?

3. Pentru n ∈ {100, 200, 400, 800} generat
,
i matrice simetrice s

,
i pozitiv de�nite ca în script s

,
i

m surat
,
i timpii lui cholesky_fact s

,
i doolittle_compact (laboratorul 4) pe aceleas

,
i matrice.

Este raportul timpilor apropiat de 2? Reprezentat
,
i timpii cu loglog.

4. Explicat
,
i raportul timpilor obt

,
inut în script pentru variantele (a) s

,
i (b), folosind costurile: 1

3n
3

pentru factorizare s
,
i n2 pentru �ecare substitut

,
ie.

5. Veri�cat
,
i c , pentru L calculat de cholesky_fact, prod(diag(L))�2 este egal cu det(A). De

ce este aceasta o metod  bun  de a calcula determinantul unei matrice simetrice s
,
i pozitiv

de�nite?

6. Scriet
,
i funct

,
ia este_pozitiv_definita(A) care întoarce true sau false f r  s  opreasc 

execut
,
ia, apelând cholesky_fact în interiorul unui bloc try ... catch. Testat

,
i-o pe

M1, . . . ,M6.

Rezultate de control. Exercit
,
iul 5.2: M1 nu este simetric ; M2: detA2 = −1 < 0, metoda se

opres
,
te la pasul 2 (sub radical −1); M3: minorii 2, 3, 4, diagL = (

√
2,
√
3/2,

√
4/3); M4: minorii
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1, 1, 1, L are toate elementele de pe diagonal  s
,
i de sub ea egale cu 1; M5: detA2 = 0, metoda se

opres
,
te la pasul 2 (sub radical 0); M6: element diagonal negativ. Sect

,
iunea 5.3:

L =


2 0 0 0
1 3 0 0
−1 2 1 0
1 0 −1 2

 , y =


4
−2
−2
2

 , x =


1
0
−1
1

 ,

minorii principali 4, 36, 36, 144.
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Laboratorul 6

Factorizarea LU cu pivotare part
,
ial . Inversa unei matrice. Aplicat

,
ie: bara

elastic 

Obiective. Calcul m pe hârtie factorizarea LU cu pivotare part
,
ial , o implement m în MATLAB s

,
i

o folosim la rezolvarea sistemelor s
,
i la calculul inversei. În �nal, folosim metodele din laboratoarele

3�6 pentru a simula deformarea unei bare elastice.

Notat
,
ii: A ∈ Rn×n, In este matricea unitate de ordin n, ej este coloana j a lui In, iar A(k) = (a

(k)
ij )

este matricea obt
,
inut  dup  primii k − 1 pas

,
i ai elimin rii (ca în laboratorul 4).

6.1 De ce este nevoie de pivotare

Eliminarea Gauss f r  schimb ri de linii (laboratorul 4) cere pivot
,
i nenuli. Dou  exemple arat  c 

aceast  cerint
,
  nu este su�cient  în practic .

� Pivot nul. Pentru A = ( 0 1
1 1 ) avem detA1 = 0, deci factorizarea A = LU nu exist , des

,
i A

este inversabil . Dac  îns  schimb m cele dou  ecuat
,
ii între ele, matricea devine ( 1 1

0 1 ), deja
triunghiular .

� Pivot foarte mic. Pentru A = ( ε 1
1 1 ), b = (1, 2)T s

,
i ε = 10−17, solut

,
ia exact  este x ≈ (1, 1)T .

F r  schimbare de linii, ponderea este 1/ε = 1017, iar în aritmetica în virgul  mobil  (cu
aproximativ 16 cifre semni�cative) 1 − 1017 s

,
i 2 − 1017 se rotunjesc amândou  la −1017. Se

obt
,
ine x2 = 1, apoi x1 = (1−x2)/ε = 0, complet gres

,
it. Dac  schimb m întâi liniile, ponderea

este ε, iar rezultatul este corect.

În ambele cazuri problema este o pondere mare (sau in�nit ). Pivotarea part
,
ial  alege la �ecare pas

ca pivot elementul de modul maxim din coloana curent , de pe linia pivotului în jos; atunci toate
ponderile veri�c  |mik| ≤ 1.

6.2 Algoritmul s
,
i calculul pe hârtie

O matrice de permutare P se obt
,
ine rearanjând liniile lui In; produsul PA rearanjeaz  în acelas

,
i

mod liniile lui A. La pasul k, k = 1, . . . , n− 1:

1. alegem linia pivotului q ≥ k astfel încât |a(k)qk | = maxk≤i≤n |a
(k)
ik |; dac  acest maxim este 0,

matricea A este singular ;

2. interschimb m liniile k s
,
i q ale matricei curente;

3. calcul m ponderile mik = a
(k)
ik /a

(k)
kk , i > k, s

,
i elimin m ca în laboratorul 4.

Pentru orice matrice inversabil  A exist  o matrice de permutare P , o matrice L inferior triunghi-

ular  cu ℓkk = 1 s
,
i |ℓik| ≤ 1 s

,
i o matrice U superior triunghiular , astfel încât PA = LU . Matricea

P înregistreaz  toate interschimb rile de linii.

Ce se întâmpl  cu ponderile deja calculate. Ponderea mik apart
,
ine ecuat

,
iei i: ea spune de

câte ori a fost sc zut  linia pivot din ecuat
,
ia i. Când, la un pas ulterior, ecuat

,
ia i îs

,
i schimb  pozit

,
ia,

ponderile ei calculate anterior (coloanele 1, . . . , k − 1 ale lui L) se mut  odat  cu ea. De aceea, la
pasul k interschimb m în L numai elementele din coloanele 1, . . . , k − 1.

Rezolvarea sistemelor. Din PA = LU rezult  Ax = b ⇐⇒ PAx = Pb ⇐⇒ L(Ux) = Pb, deci
rezolv m Ly = Pb s

,
i apoi Ux = y. Termenii liberi se permut  la fel ca ecuat

,
iile.
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Calcul pe hârtie

Se consider 

A =

 2 1 3
4 −6 0
−2 11 2

 , b =

 6
−2
11

 .

(a) Pasul 1. G sit
,
i pivotul din coloana 1, interschimbat

,
i liniile, calculat

,
i ponderile s

,
i eliminat

,
i.

Notat
,
i permutarea f cut .

(b) Pasul 2. G sit
,
i pivotul din coloana 2 (liniile 2 s

,
i 3). Interschimbat

,
i liniile în matricea curent 

s
,
i ponderile pasului 1 în L, apoi eliminat

,
i.

(c) Scriet
,
i P , L s

,
i U s

,
i veri�cat

,
i prin înmult

,
ire c  PA = LU . Veri�cat

,
i c  |ℓik| ≤ 1.

(d) Calculat
,
i detA. Indicat

,
ie: detP = ±1, dup  cum num rul de interschimb ri este par sau

impar, iar detL = 1.

(e) Rezolvat
,
i Ly = Pb, apoi Ux = y.

(f) Calculat
,
i prima coloan  a lui A−1, rezolvând Ax = e1 cu aceias

,
i factori.

6.3 Implementare în MATLAB

Funct
,
ia lu_pivotare. Dup  veri�carea parametrului de intrare (aceleas

,
i condit

,
ii ca la

doolittle_compact: p tratic , numeric , real , �nit ), funct
,
ia pornes

,
te cu U = A, L = In, P = In

s
,
i execut  cei trei pas

,
i ai algoritmului:

� [vmax, r] = max(abs(U(k:n,k))) întoarce valoarea maxim  vmax a vectorului |U(k:n, k)| s
,
i

pozit
,
ia ei r în acest vector. Vectorul începe la linia k, deci linia pivotului în U este q = r+k−1;

� U([k q], :) = U([q k], :) interschimb  liniile k s
,
i q: în stânga, liniile k s

,
i q primesc, în

aceast  ordine, liniile q s
,
i k din dreapta. Aceeas

,
i interschimbare se face în P s

,
i, numai pe

coloanele 1:k-1, în L;

� eliminarea actualizeaz  linia i numai pe coloanele k, . . . , n, deoarece pe coloanele anterioare
linia pivot are zerouri.

Factorizarea PA = LU exist  s
,
i pentru matrice singulare, dar funct

,
ia este folosit  la rezolv ri de

sisteme, de aceea se opres
,
te cu mesaj de eroare dac  un pivot (inclusiv unn) este practic nul.

function [L, U, P] = lu_pivotare(A)

% LU_PIVOTARE Factorizarea LU cu pivotare partiala: P*A = L*U, unde

% P este o matrice de permutare (liniile lui I, rearanjate),

% L este inferior triunghiulara, cu 1 pe diagonala si |L(i,k)| <= 1,

% U este superior triunghiulara.

%

% La pasul k:

% 1) alegem ca pivot elementul de modul maxim din coloana k, liniile k..n;

% 2) interschimbam linia pivotului cu linia k in U, in P si in partea

% deja calculata a lui L (coloanele 1..k-1);

% 3) eliminam elementele de sub pivot cu ponderile L(i,k) = U(i,k)/U(k,k).

% Factorizarea exista pentru orice matrice patratica; functia se opreste

% daca A este (numeric) singulara, deoarece este folosita la rezolvari.

% ---- 1. Verificarea parametrului de intrare ----

if nargin ∼= 1

error('lu_pivotare:nrArg', 'Functia primeste exact un argument.');

end

if ∼isnumeric(A) || ∼isreal(A) || isempty(A)

error('lu_pivotare:tip', 'A trebuie sa fie o matrice numerica reala nevida.');
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end

[n, p] = size(A);

if ∼ismatrix(A) || n ∼= p

error('lu_pivotare:nepatratica', 'A trebuie sa fie patratica (este %d x %d).', n, p

);

end

if ∼all(isfinite(A(:)))
error('lu_pivotare:nefinit', 'A contine NaN sau Inf.');

end

% ---- 2. Initializare ----

U = A; % U va deveni superior triunghiulara

L = eye(n); % ponderile se scriu sub diagonala lui L

P = eye(n); % P inregistreaza interschimbarile de linii

tol = 1e-12 * norm(A, inf); % prag relativ pentru pivot nul

% ---- 3. Eliminarea Gauss cu pivotare partiala ----

for k = 1:n-1

% 3.1 Cautam pivotul: [vmax, r] = max(v) da valoarea maxima din v si

% pozitia ei r in v; v = abs(U(k:n,k)) incepe la linia k, deci linia

% pivotului in U este q = r + k - 1

[vmax, r] = max(abs(U(k:n, k)));

q = r + k - 1;

% Daca toata coloana (de la linia k in jos) este nula, A este singulara

if vmax < tol

error('lu_pivotare:singulara', ...

'A este (numeric) singulara: coloana %d nu are pivot nenul.', k);

end

% 3.2 Interschimbam liniile k si q (daca pivotul nu este deja pe linia k)

if q ∼= k

U([k q], :) = U([q k], :);

P([k q], :) = P([q k], :);

L([k q], 1:k-1) = L([q k], 1:k-1); % doar ponderile deja calculate

end

% 3.3 Eliminarea: linia i devine linia i - L(i,k) * linia k

for i = k+1:n

L(i,k) = U(i,k) / U(k,k);

U(i,k:n) = U(i,k:n) - L(i,k) * U(k,k:n);

end

% Zerouri exacte sub pivot (eliminam erorile de rotunjire)

U(k+1:n, k) = 0;

end

% Ultimul pivot nu a fost testat in bucla

if abs(U(n,n)) < tol

error('lu_pivotare:singulara', 'A este (numeric) singulara: U(%d,%d) = 0.', n, n);

end

end

Rezolvarea sistemelor. Funct
,
ia rezolva_lu_pivotare veri�c  vectorul b s

,
i aplic  Ly = Pb,

Ux = y, cu funct
,
iile subst_inferior s

,
i subst_superior din laboratorul 3:

function x = rezolva_lu_pivotare(A, b)

% REZOLVA_LU_PIVOTARE Rezolva A*x = b folosind P*A = L*U:

% A*x = b <=> P*A*x = P*b <=> L*(U*x) = P*b,

% deci L*y = P*b (substitutie directa), apoi U*x = y (substitutie inversa).

if nargin ∼= 2

error('rezolva_lu_pivotare:nrArg', 'Functia primeste exact doua argumente.');

end
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if ∼isnumeric(b) || ∼isreal(b) || ∼isvector(b) || ∼all(isfinite(b))
error('rezolva_lu_pivotare:b', 'b trebuie sa fie un vector numeric real, finit.');

end

if numel(b) ∼= size(A, 1)

error('rezolva_lu_pivotare:dim', 'Dimensiunea lui b nu se potriveste cu A.');

end

b = b(:);

[L, U, P] = lu_pivotare(A); % verifica proprietatile lui A

y = subst_inferior(L, P*b);

x = subst_superior(U, y);

end

6.4 Calculul inversei

Coloana j a inversei, X(:, j), veri�c  AX(:, j) = ej , deoarece AX = In. Prin urmare inversa se obt
,
ine

rezolvând n sisteme cu aceeas
,
i matrice A s

,
i termenii liberi e1, . . . , en. Factorizarea se face o singur 

dat  (aproximativ 2
3n

3 operat
,
ii), iar pentru �ecare coloan  se rezolv  Ly = Pej s

,
i UX(:, j) = y

(aproximativ 2n2 operat
,
ii); costul total este de ordinul 8

3n
3 operat

,
ii. Observ m c  Pej este coloana

j a lui P .

function X = inversa_lu(A)

% INVERSA_LU Calculeaza inversa lui A folosind P*A = L*U.

% Coloana j a inversei, X(:,j), este solutia sistemului A*X(:,j) = e_j,

% unde e_j este coloana j a matricei unitate. Factorizarea se face o

% singura data; pentru fiecare coloana se rezolva doar doua sisteme

% triunghiulare: L*y = P*e_j si U*X(:,j) = y. Observam ca P*e_j = P(:,j).

[L, U, P] = lu_pivotare(A); % verifica proprietatile lui A

n = size(A, 1);

X = zeros(n);

for j = 1:n

y = subst_inferior(L, P(:, j));

X(:, j) = subst_superior(U, y);

end

end

Observat
,
ie. Pentru a rezolva Ax = b nu se calculeaz  A−1 s

,
i apoi A−1b: costul este de aproximativ

patru ori mai mare decât al factoriz rii urmate de dou  substitut
,
ii, iar erorile de rotunjire sunt, în

general, mai mari. În MATLAB se foloses
,
te x = A\b, nu inv(A)*b.

Testare. Scriptul test_pivotare.m reface exemplul de pe hârtie, calculeaz  inversa s
,
i o compar 

cu inv(A), factorizeaz  matricea ( 0 1
1 1 ) s

,
i reproduce exemplul cu pivot 10−17 din sect

,
iunea 6.1.

Foloses
,
te s

,
i doolittle_compact din laboratorul 4.

% TEST_PIVOTARE Verificarea functiilor lu_pivotare, rezolva_lu_pivotare

% si inversa_lu.

clear; clc;

% Functiile din laboratoarele anterioare se afla in directoarele vecine

aici = fileparts(mfilename('fullpath'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab3'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab4'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab5'));

%% Exemplul calculat pe hartie (solutia exacta este [1; 1; 1])

A = [2 1 3; 4 -6 0; -2 11 2];

b = [6; -2; 11];

[L, U, P] = lu_pivotare(A);
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disp('P ='); disp(P); disp('L ='); disp(L); disp('U ='); disp(U);

fprintf('norm(P*A - L*U) = %g\n', norm(P*A - L*U));

x = rezolva_lu_pivotare(A, b);

disp('x ='); disp(x);

%% Inversa: comparatie cu inv(A) si verificarea A*X = I

X = inversa_lu(A);

disp('64*X ='); disp(64*X);

fprintf('norm(A*X - I) = %g, diferenta fata de inv(A): %g\n', ...

norm(A*X - eye(3)), norm(X - inv(A)));

%% Matrice pentru care Doolittle fara pivotare esueaza, dar pivotarea merge

B = [0 1; 1 1];

[L, U, P] = lu_pivotare(B);

fprintf('B: norm(P*B - L*U) = %g\n', norm(P*B - L*U));

%% De ce pivotare: pivot foarte mic, dar nenul

e = 1e-17;

C = [e 1; 1 1]; c = [1; 2]; % solutia exacta este aproximativ [1; 1]

% Eliminare fara pivotare, scrisa direct pentru 2 x 2 (pivotul este e):

l21 = C(2,1) / C(1,1); % pondere uriasa: 1e17

u22 = C(2,2) - l21 * C(1,2); % 1 - 1e17, rotunjit la -1e17

y2 = c(2) - l21 * c(1); % 2 - 1e17, rotunjit la -1e17

x2 = y2 / u22; % = 1

x1 = (c(1) - C(1,2) * x2) / C(1,1); % (1 - 1)/1e-17 = 0, gresit!

x0 = [x1; x2];

x1p = rezolva_lu_pivotare(C, c); % cu pivotare: pivotul este 1

fprintf('fara pivotare: [%g %g], cu pivotare: [%g %g]\n', x0, x1p);

%% Matrice singulara: functia trebuie sa se opreasca cu mesaj

try

lu_pivotare([1 2; 2 4]);

catch err

disp(err.message);

end

Exercit
,
ii

1. Rulat
,
i test_pivotare.m s

,
i comparat

,
i P , L, U , x s

,
i prima coloan  a lui 64A−1 cu rezultatele

de pe hârtie.

2. Comparat
,
i factorii obt

,
inut

,
i cu [L,U,P] = lu(A). Ce returneaz  [L,U] = lu(A) (cu numai

dou  ies
,
iri)? Este acel L inferior triunghiular?

3. Scriet
,
i funct

,
ia d = determinant_lu(A) care calculeaz  detA din factorizarea PA = LU ,

num rând interschimb rile de linii. Comparat
,
i cu det(A).

4. Pentru matricea Hilbert H = hilb(n), n ∈ {4, 8, 12}, calculat
,
i X = inversa_lu(H) s

,
i

norm(H*X - eye(n)). Comparat
,
i cu cond(H). Ce observat

,
i?

5. Pentru n ∈ {100, 200, 400} comparat
,
i timpul pentru rezolvarea lui Ax = b prin rezolva_lu_-

pivotare s
,
i prin inversa_lu(A)*b. Este raportul apropiat de 4?

Rezultate de control (sect
,
iunea 6.2). La pasul 1 se interschimb  liniile 1 s

,
i 2 (pivot 4), la

pasul 2 liniile 2 s
,
i 3 (pivot 8):

P =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , L =

 1 0 0
−1

2 1 0
1
2

1
2 1

 , U =

4 −6 0
0 8 2
0 0 2

 ,
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detA = 64, y = (−2, 10, 2)T , x = (1, 1, 1)T , iar prima coloan  a lui A−1 este
(
− 3

16 ,−
1
8 ,

1
2

)T ; în
întregime, A−1 = 1

64

(−12 31 18
−8 10 12
32 −24 −16

)
.

6.5 Aplicat
,
ie: deformarea unei bare elastice

Modelul. Consider m o bar  elastic  de lungime ℓb, as,ezat  pe axa Ox între x = 0 s
,
i x = ℓb, cu

ambele capete �xate. Asupra barei act
,
ioneaz  o fort

,
  axial  distribuit  f(x) (fort

,
  pe unitatea de

lungime, pozitiv  spre dreapta). Not m cu u(x) deplasarea axial  a punctului care se a�a init
,
ial

în x: dup  deformare, el se a�  în x + u(x). Derivata u′(x) este deformat
,
ia speci�c : u′ > 0

înseamn  alungire local , u′ < 0 comprimare. Not m cu E modulul lui Young al materialului s
,
i cu

A aria sect
,
iunii; produsul EA este rigiditatea axial . Echilibrul unei port

,
iuni mici a barei conduce

la problema la limit 

−EAu′′(x) = f(x), 0 < x < ℓb, u(0) = u(ℓb) = 0. (6.1)

(Aceeas
,
i ecuat

,
ie descrie s geata unei corzi întinse sub o înc rcare transversal .) Pentru f constant,

solut
,
ia exact  este u(x) = f

2EAx(ℓb − x), îns  pentru o fort
,
  oarecare o aproxim m numeric.

Aproximarea derivatei a doua. Din formula lui Taylor, pentru u su�cient de neted ,

u(x± h) = u(x)± hu′(x) +
h2

2
u′′(x)± h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(ξ±),

cu ξ± între x s
,
i x± h. Adunând cele dou  relat

,
ii, termenii cu u′ s

,
i u′′′ se reduc s

,
i obt

,
inem

u(x− h)− 2u(x) + u(x+ h)

h2
= u′′(x) +O(h2).

Alegem un num r natural N de noduri interioare, pasul h = ℓb/(N + 1) s
,
i nodurile xi = ih,

i = 0, 1, . . . , N + 1; not m cu ui aproximarea lui u(xi) s
,
i cu fi = f(xi). Scriind ecuat

,
ia (6.1) în

�ecare nod interior s
,
i înlocuind u′′ prin aproximarea de mai sus, obt

,
inem

EA
h2

(
− ui−1 + 2ui − ui+1

)
= fi, i = 1, . . . , N,

cu u0 = uN+1 = 0 din condit
,
iile la capete. Acesta este sistemul liniar Ku = f , unde u =

(u1, . . . , uN )T , f = (f1, . . . , fN )T s
,
i

K =
EA
h2


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2

 ∈ RN×N .

Matricea K este simetric , iar minorii ei principali sunt (EA/h2)k(k+1) > 0, k = 1, . . . , N (pentru
N = 3 s

,
i EA/h2 = 1 este exact matriceaM3 din laboratorul 5), deciK este pozitiv de�nit : sistemul

se rezolv  prin factorizarea Cholesky. Se poate ar ta c  eroarea maxi |u(xi)− ui| este de ordinul h2.

Funct
,
ia bara_elastica. Primes

,
te fort

,
a ca funct

,
ie anonim  vectorizat  (de exemplu @(x)

sin(pi*x)), num rul N de noduri interioare s
,
i, opt

,
ional, rigiditatea EA s

,
i lungimea Lb (implicit

1; nargin d  num rul de argumente primite). Veri�c rile de la început asigur  c  problema are
sens: f este funct

,
ie, N ≥ 2 este natural, EA > 0, ℓb > 0, iar f întoarce valori �nite pentru toate

nodurile. Funct
,
ia isa(f, 'function_handle') testeaz  dac  f este o funct

,
ie anonim . Matricea

K se construies
,
te cu diag(e,1) s

,
i diag(e,-1), care pun vectorul e pe prima supradiagonal ,

respectiv subdiagonal .
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function [x, u, K] = bara_elastica(f, N, EA, Lb)

% BARA_ELASTICA Deplasarile unei bare elastice 1D, fixate la ambele capete,

% sub o forta axiala distribuita f:

% -EA * u''(x) = f(x), 0 < x < Lb, u(0) = u(Lb) = 0.

% Derivata a doua se aproximeaza prin diferente finite centrate,

% u''(x_i) ∼ ( u(x_{i-1}) - 2*u(x_i) + u(x_{i+1}) ) / h^2,

% pe nodurile x_i = i*h, i = 0,...,N+1, cu h = Lb/(N+1). Se obtine

% sistemul K*U = F, cu K = (EA/h^2)*tridiag(-1, 2, -1), care este

% simetrica si pozitiv definita; il rezolvam prin factorizarea Cholesky.

%

% Intrari: f - functie (function handle) vectorizata, de exemplu @(x) sin(pi*x)

% N - numarul de noduri interioare (N >= 2)

% EA - rigiditatea axiala (modulul lui Young * aria sectiunii), implicit 1

% Lb - lungimea barei, implicit 1

% Iesiri: x - nodurile 0 = x_0 < x_1 < ... < x_{N+1} = Lb (vector coloana)

% u - deplasarile in noduri, cu u(1) = u(end) = 0

% K - matricea sistemului (N x N)

% ---- 1. Valori implicite si verificarea parametrilor de intrare ----

if nargin < 2

error('bara_elastica:nrArg', 'Sunt necesare cel putin doua argumente: f si N.');

end

if nargin < 3, EA = 1; end

if nargin < 4, Lb = 1; end

if ∼isa(f, 'function_handle')

error('bara_elastica:f', 'f trebuie sa fie o functie, de exemplu @(x) sin(pi*x).');

end

if ∼isscalar(N) || ∼isnumeric(N) || N ∼= round(N) || N < 2

error('bara_elastica:N', 'N trebuie sa fie un numar natural, N >= 2.');

end

if ∼isscalar(EA) || ∼isnumeric(EA) || ∼isfinite(EA) || EA <= 0

error('bara_elastica:EA', 'EA trebuie sa fie un numar real strict pozitiv.');

end

if ∼isscalar(Lb) || ∼isnumeric(Lb) || ∼isfinite(Lb) || Lb <= 0

error('bara_elastica:Lb', 'Lb trebuie sa fie un numar real strict pozitiv.');

end

% ---- 2. Nodurile interioare si valorile fortei ----

h = Lb / (N + 1); % pasul retelei

xi = h * (1:N)'; % nodurile interioare x_1, ..., x_N

F = f(xi);

% O functie constanta scrisa @(x) 2 intoarce un singur numar

if isscalar(F)

F = F * ones(N, 1);

end

if ∼isequal(size(F), size(xi)) || ∼all(isfinite(F))
error('bara_elastica:valori_f', ...

['f(x) trebuie sa intoarca un vector finit de aceeasi dimensiune ' ...

'cu x (folositi .*, ./, .^).']);

end

% ---- 3. Matricea sistemului: (EA/h^2) * tridiag(-1, 2, -1) ----

e = ones(N - 1, 1);

K = (EA / h^2) * (2*eye(N) - diag(e, 1) - diag(e, -1));

% ---- 4. Rezolvarea prin Cholesky si adaugarea conditiilor la capete ----

ui = rezolva_cholesky(K, F);

x = [0; xi; Lb];

u = [0; ui; 0];

end
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Exemple: cum se deformeaz  bara când se schimb  f . Scriptul bara_exemple.m compar 
solut

,
ia numeric  cu cea exact  pentru f = 1, deseneaz  deplasarea pentru patru tipuri de fort

,
e,

urm res
,
te o fort

,
  localizat 

f(x) = q e−(x−a)2/(2w2)

(un �clopot� de în lt
,
ime q, centrat în a, de l t

,
ime w) care se mut  de-a lungul barei (�gura 1), veri�c 

liniaritatea (f 7→ 2f dubleaz  u) s
,
i estimeaz  ordinul de convergent

,
 . Desenul barei deformate este

f cut de funct
,
ia deseneaza_bara (anexa 6.A).

% BARA_EXEMPLE Cum se deformeaza o bara elastica fixata la capete cand

% se modifica forta distribuita f. Ecuatia: -EA*u'' = f, u(0) = u(1) = 0.

clear; clc; close all;

% Functiile din laboratoarele anterioare se afla in directoarele vecine

aici = fileparts(mfilename('fullpath'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab3'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab5'));

EA = 1; Lb = 1; N = 99; % h = 1/100

%% 1. Forta constanta: comparatie cu solutia exacta u(x) = x(1-x)/(2EA)

[x, u] = bara_elastica(@(x) ones(size(x)), N, EA, Lb);

uex = x .* (Lb - x) / (2*EA);

figure;

plot(x, u, 'o', x, uex, '-', 'LineWidth', 1.2, 'MarkerSize', 3);

grid on; xlabel('x'); ylabel('u(x)');

legend('diferente finite', 'solutia exacta');

title('f = 1');

fprintf('Eroarea maxima pentru f = 1: %.2e\n', max(abs(u - uex)));

%% 2. Patru tipuri de forte: f (sus) si deplasarea u (jos)

forte = { @(x) ones(size(x)), ...

@(x) 2*x - 1, ...

@(x) sin(2*pi*x), ...

@(x) 4*exp(-(x - 0.3).^2 / (2*0.05^2)) };

nume = {'f = 1', 'f = 2x - 1', 'f = sin(2\pi x)', 'forta localizata in x = 0.3'};

figure;

for k = 1:4

[x, u] = bara_elastica(forte{k}, N, EA, Lb);

subplot(2, 4, k);

plot(x, forte{k}(x), 'r', 'LineWidth', 1.2); grid on; title(nume{k});

subplot(2, 4, k + 4);

plot(x, u, 'b', 'LineWidth', 1.2); grid on; xlabel('x');

if k == 1, ylabel('u(x)'); end

end

%% 3. Forta localizata care se muta: familia de deplasari

figure;

pozitii = 0.15:0.1:0.85;

culori = parula(numel(pozitii));

subplot(2, 1, 1); hold on; subplot(2, 1, 2); hold on;

for k = 1:numel(pozitii)

a = pozitii(k);

f = @(x) 4*exp(-(x - a).^2 / (2*0.05^2));

[x, u] = bara_elastica(f, N, EA, Lb);

subplot(2, 1, 1); plot(x, f(x), 'Color', culori(k,:), 'LineWidth', 1.2);

subplot(2, 1, 2); plot(x, u, 'Color', culori(k,:), 'LineWidth', 1.2);

end

subplot(2, 1, 1); grid on; ylabel('f(x)'); title('Forta localizata in x = a, a = 0.15,

..., 0.85');

subplot(2, 1, 2); grid on; ylabel('u(x)'); xlabel('x');
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%% 4. Liniaritate: dublarea fortei dubleaza deplasarea

figure; hold on;

for q = 1:4

[x, u] = bara_elastica(@(x) q*sin(pi*x), N, EA, Lb);

plot(x, u, 'LineWidth', 1.2);

end

grid on; xlabel('x'); ylabel('u(x)');

legend('q = 1', 'q = 2', 'q = 3', 'q = 4'); title('f = q sin(\pi x)');

%% 5. Bara deformata, colorata dupa deformatia specifica

figure;

[x, u] = bara_elastica(@(x) 4*exp(-(x - 0.3).^2 / (2*0.05^2)), N, EA, Lb);

deseneaza_bara(gca, x, u, 4);

colorbar; title('Forta localizata in x = 0.3 (deplasari amplificate de 4 ori)');

%% 6. Ordinul de convergenta: f = pi^2 sin(pi x), u exact = sin(pi x)/EA

Nv = [9 19 39 79 159];

err = zeros(size(Nv)); hv = Lb ./ (Nv + 1);

for k = 1:numel(Nv)

[x, u] = bara_elastica(@(x) pi^2*sin(pi*x), Nv(k), EA, Lb);

err(k) = max(abs(u - sin(pi*x)/EA));

end

figure;

loglog(hv, err, 'o-', hv, err(1)*(hv/hv(1)).^2, '--', 'LineWidth', 1.2);

grid on; xlabel('h'); ylabel('eroarea maxima');

legend('eroare', 'panta 2', 'Location', 'northwest');

c = polyfit(log(hv), log(err), 1);

fprintf('Ordinul de convergenta estimat: %.2f\n', c(1));

0

1

2

3

4

f(
x)

Forța localizată în x = a, a = 0.15, ..., 0.85

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.000

0.025

0.050

0.075

0.100

u(
x)

Figura 1: Fort
,
a localizat  f(x) = 4e−(x−a)2/(2·0.052) pentru a = 0.15, . . . , 0.85 (sus) s

,
i deplas rile

corespunz toare (jos), cu EA = 1, ℓb = 1. Partea barei din stânga fort
,
ei se alunges

,
te (u′ > 0), iar

cea din dreapta se comprim  (u′ < 0); deplasarea maxim  apare sub fort
,
 .

Aplicat
,
ia interactiv . Funct

,
ia bara_interactiva (codul complet în anexa 6.A) deschide o fer-

eastr  cu trei gra�ce � fort
,
a f , deplasarea u s

,
i bara (nedeformat  jos, deformat  sus, colorat  dup 
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u′) � s
,
i cu controale pentru: tipul fort

,
ei (constant , liniar , sinusoidal , localizat , dou  fort

,
e opuse),

amplitudinea q, pozit
,
ia a, l t

,
imea w, rigiditatea EA, factorul s de ampli�care a desenului s

,
i num rul

N de noduri. Butonul Fixeaz  curba p streaz  deplasarea curent  (gri) pentru comparat
,
ie. Figura 2

reproduce cont
,
inutul ferestrei pentru dou  fort

,
e opuse.

Aplicat
,
ia foloses

,
te direct ideea din laboratorul 5 despre mai mult

,
i termeni liberi: K = EAK1, unde

K1 este matricea pentru EA = 1. Pentru N �xat, K1 = LLT se factorizeaz  o singur  dat ; la
�ecare mis

,
care a unui cursor se rezolv  numai Ly = f , LTv = y s

,
i se ia u = v/EA, adic  aproximativ

2N2 operat
,
ii. De aceea gra�cele se actualizeaz  instantaneu, chiar s

,
i pentru N = 200. Cursoarele

se creeaz  cu uicontrol('Style', 'slider', ...), iar funct
,
iile imbricate (de�nite în interiorul

funct
,
iei principale, înaintea ultimului end) au acces la variabilele acesteia.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
−5

0

5

f(
x)

Două forțe opuse, în a = 0.3 și 1 − a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−0.025

0.000

0.025

u(
x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

inițială

deformată

Bara (deplasări amplificate de s = 4 ori): roșu = alungire, albastru = comprimare

−0.2

0.0

0.2
u'

(x
)

Figura 2: Cont
,
inutul ferestrei bara_interactiva pentru dou  fort

,
e opuse, q = 3, a = 0.3, w = 0.05:

fort
,
a, deplasarea s

,
i bara, cu deplas rile ampli�cate de s = 4 ori. Liniile punctate unesc pozit

,
iile

init
,
iale s

,
i �nale ale aceloras

,
i puncte materiale.

Animat
,
ia. Scriptul bara_animatie.m mut  fort

,
a localizat  de la a = 0.1 la a = 0.9 s

,
i înapoi s

,
i

redeseneaz  la �ecare cadru; set(h, 'YData', ...) schimb  datele unei curbe deja desenate, iar
drawnow actualizeaz  imediat fereastra. Cu salveaza_gif = true, animat

,
ia se salveaz  în �s

,
ierul

bara.gif, care poate � inclus într-o prezentare.

% BARA_ANIMATIE Animatie: o forta localizata se deplaseaza de-a lungul

% barei, iar deformarea se recalculeaza la fiecare cadru. Matricea K nu

% depinde de f, deci factorizarea Cholesky se face o singura data; la

% fiecare cadru se rezolva doar doua sisteme triunghiulare.

clear; clc; close all;

% Functiile din laboratoarele anterioare se afla in directoarele vecine
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aici = fileparts(mfilename('fullpath'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab3'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab5'));

EA = 1; Lb = 1; N = 79;

s = 2.5; % factorul de amplificare a deplasarilor

salveaza_gif = false; % true: salveaza animatia in bara.gif

% Matricea K si factorizarea ei (o singura data)

[x, ∼, K] = bara_elastica(@(x) zeros(size(x)), N, EA, Lb);

L = cholesky_fact(K);

xi = x(2:end-1); % nodurile interioare

% Pozitiile succesive ale fortei: dus si intors

pozitii = [linspace(0.1, 0.9, 80), linspace(0.9, 0.1, 80)];

forta = @(t, a) 4*exp(-(t - a).^2 / (2*0.05^2));

fig = figure('Color', 'w', 'Position', [100 100 800 650]);

ax1 = subplot(3, 1, 1); hf = plot(ax1, x, forta(x, pozitii(1)), 'r', 'LineWidth', 1.5);

grid(ax1, 'on'); ylabel(ax1, 'f(x)'); axis(ax1, [0 Lb -0.5 4.5]);

ax2 = subplot(3, 1, 2); hu = plot(ax2, x, 0*x, 'b', 'LineWidth', 1.5);

grid(ax2, 'on'); ylabel(ax2, 'u(x)'); axis(ax2, [0 Lb -0.12 0.12]);

ax3 = subplot(3, 1, 3);

for k = 1:numel(pozitii)

a = pozitii(k);

F = forta(xi, a);

ui = subst_superior(L', subst_inferior(L, F)); % K*ui = F

u = [0; ui; 0];

set(hf, 'YData', forta(x, a));

set(hu, 'YData', u);

title(ax1, sprintf('Forta localizata in x = %.2f', a));

deseneaza_bara(ax3, x, u, s, 0.4);

drawnow;

if salveaza_gif

[img, harta] = rgb2ind(frame2im(getframe(fig)), 128);

if k == 1

imwrite(img, harta, 'bara.gif', 'gif', 'LoopCount', Inf, 'DelayTime', 0.04)

;

else

imwrite(img, harta, 'bara.gif', 'gif', 'WriteMode', 'append', 'DelayTime',

0.04);

end

else

pause(0.03);

end

end

Exercit
,
ii

1. Rulat
,
i bara_exemple.m. Ce eroare obt

,
inet

,
i pentru f = 1? De ce este ea de ordinul erorilor de

rotunjire, des
,
i aproximarea derivatei a doua are eroare O(h2)? (Indicat

,
ie: u(4) = 0.)

2. Ce ordin de convergent
,
  estimeaz  sect

,
iunea 6 a scriptului? Este în acord cu analiza Taylor?

3. În aplicat
,
ia interactiv , aleget

,
i fort

,
a localizat  s

,
i mutat

,
i-o cu cursorul a. Unde este deplasarea

maxim ? Ce parte a barei se alunges
,
te s

,
i ce parte se comprim ? Veri�cat

,
i c  pentru a = 0.5

deplasarea este simetric .

4. Pentru fort
,
a constant , dublat

,
i q, apoi dublat

,
i EA. Cum se modi�c  max |u|? Explicat

,
i pe
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baza ecuat
,
iei (6.1).

5. Aleget
,
i �dou  fort

,
e opuse�. De ce u se anuleaz  s

,
i la mijlocul barei? Ce simetrie are u?

6. Folosit
,
i Fixeaz  curba pentru N = 10, apoi trecet

,
i la N = 200. Cât de diferite sunt cele dou 

curbe pentru fort
,
a localizat  cu w = 0.02? Explicat

,
i prin raportul dintre w s

,
i h.

7. M rind s, desenul barei deformate se poate �plia�. Ar tat
,
i c  punctele x + su(x) r mân în

ordine cresc toare dac  smax |u′| < 1.

8. Rezolvat
,
i sistemul Ku = f s

,
i cu rezolva_lu_pivotare. Se fac interschimb ri de linii? De ce?

(Indicat
,
ie: K este diagonal dominant .) Comparat

,
i timpii celor dou  metode pentru N = 400.

9. Modi�cat
,
i bara_elastica pentru o bar  �xat  numai în x = 0, liber  în x = ℓb: u′(ℓb) = 0,

aproximat  prin uN+1 = uN . Ce se schimb  în ultima linie a lui K? Mai este K simetric  s
,
i

pozitiv de�nit ?

Anexa 6.A. Codul aplicat
,
iei interactive s

,
i al desenului barei

Funct
,
ia deseneaza_bara. Bara deformat  este desenat  cu surface ca o band  subt

,
ire ale c rei

culori se interpoleaz  între noduri ('FaceColor', 'interp'); deformat
,
ia speci�c  u′ este aproxi-

mat  cu gradient(u, x), prin diferent
,
e �nite. Harta de culori trece de la albastru (comprimare) la

alb s
,
i ros

,
u (alungire).

function deseneaza_bara(ax, x, u, s, epsmax)

% DESENEAZA_BARA Deseneaza in axele ax bara nedeformata (jos) si bara

% deformata (sus). Punctul material aflat initial in x ajunge in x + s*u(x);

% factorul s > 0 amplifica deplasarile, ca sa fie vizibile. Culoarea barei

% deformate arata deformatia specifica eps = u'(x): rosu = alungire (eps > 0),

% albastru = comprimare (eps < 0), alb = nedeformat.

if nargin < 5, epsmax = max(abs(gradient(u, x))) + eps; end

x = x(:); u = u(:);

n = numel(x); Lb = x(end);

xd = x + s * u; % pozitiile deformate

def = gradient(u, x); % u'(x) aproximat prin diferente finite

cla(ax); hold(ax, 'on');

% Bara nedeformata (gri)

patch([0 Lb Lb 0], [-0.55 -0.55 -0.25 -0.25], [0.85 0.85 0.85], ...

'EdgeColor', [0.5 0.5 0.5], 'Parent', ax);

% Bara deformata, colorata dupa deformatia specifica

surface([xd'; xd'], [0.25*ones(1,n); 0.55*ones(1,n)], zeros(2,n), [def'; def'], ...

'FaceColor', 'interp', 'EdgeColor', 'none', 'Parent', ax);

% Aceleasi puncte materiale pe cele doua bare (11 repere)

for k = round(linspace(1, n, 11))

plot(ax, [x(k) x(k)], [-0.55 -0.25], 'k-');

plot(ax, [x(k) xd(k)], [-0.25 0.25], ':', 'Color', [0.4 0.4 0.4]);

plot(ax, [xd(k) xd(k)], [0.25 0.55], 'k-');

end

% Peretii care fixeaza capetele

plot(ax, [0 0], [-0.75 0.75], 'k-', 'LineWidth', 4);

plot(ax, [Lb Lb], [-0.75 0.75], 'k-', 'LineWidth', 4);

hold(ax, 'off');

% Harta de culori albastru - alb - rosu

m = 64; t = linspace(0, 1, m)';

cm = [t t ones(m,1); ones(m,1) flipud(t) flipud(t)];

colormap(ax, cm);

set(ax, 'CLim', [-epsmax epsmax], 'YTick', [-0.4 0.4], ...
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'YTickLabel', {'initiala', 'deformata'});

axis(ax, [-0.05*Lb 1.05*Lb -0.8 0.8]);

xlabel(ax, 'x');

end

function bara_interactiva

% BARA_INTERACTIVA Aplicatie interactiva: deformarea unei bare elastice

% fixate la capete, -EA*u'' = f, u(0) = u(1) = 0, cand se modifica forta f.

% Din meniuri si cursoare se aleg tipul fortei, amplitudinea q, pozitia a,

% latimea w, rigiditatea EA, numarul de noduri N si factorul s de

% amplificare a desenului.

%

% Observatie de calcul: matricea sistemului este K = EA*K1, unde K1 este

% matricea pentru EA = 1. Factorizam K1 = L*L' o singura data (pentru N

% fixat); la fiecare miscare a unui cursor rezolvam doar L*y = F,

% L'*v = y si luam u = v/EA, adica aproximativ 2*N^2 operatii.

% Functiile din laboratoarele anterioare se afla in directoarele vecine

aici = fileparts(mfilename('fullpath'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab3'));

addpath(fullfile(aici, '..', 'lab5'));

Lb = 1; % lungimea barei

qmax = 5; % amplitudinea maxima a fortei

valN = [10 20 50 100 200]; % valorile posibile pentru N

xf = linspace(0, Lb, 400)'; % retea fina, doar pentru desenul lui f

curbe = []; % curbele fixate pentru comparatie

% ---- Fereastra si axele ----

fig = figure('Name', 'Bara elastica 1D', 'NumberTitle', 'off', ...

'Color', 'w', 'Position', [80 80 1100 680]);

ax1 = axes('Parent', fig, 'Position', [0.07 0.71 0.58 0.23]);

ax2 = axes('Parent', fig, 'Position', [0.07 0.40 0.58 0.23]);

ax3 = axes('Parent', fig, 'Position', [0.07 0.07 0.58 0.23]);

hold(ax2, 'on');

% ---- Controalele din dreapta ----

y0 = 0.93; dy = 0.075; xc = 0.70; lc = 0.27;

eticheta = @(txt, k) uicontrol(fig, 'Style', 'text', 'Units', 'normalized', ...

'Position', [xc y0-k*dy+0.025 lc 0.03], 'String', txt, ...

'HorizontalAlignment', 'left', 'BackgroundColor', 'w', 'FontSize', 10);

cursor = @(mn, mx, v, k) uicontrol(fig, 'Style', 'slider', 'Units', 'normalized', ...

'Position', [xc y0-k*dy lc 0.03], 'Min', mn, 'Max', mx, 'Value', v);

eticheta('Tipul fortei f', 0);

popF = uicontrol(fig, 'Style', 'popupmenu', 'Units', 'normalized', ...

'Position', [xc y0-0*dy-0.005 lc 0.03], 'FontSize', 10, 'String', ...

{'constanta: q', 'liniara: q(2x-1)', 'sinusoidala: q sin(pi x)', ...

'sinusoidala: q sin(2 pi x)', 'localizata in x = a', ...

'doua forte opuse, in a si 1-a'}, 'Value', 5);

etQ = eticheta('', 1); slQ = cursor(-qmax, qmax, 3, 1);

etA = eticheta('', 2); slA = cursor(0.05, 0.95, 0.3, 2);

etW = eticheta('', 3); slW = cursor(0.02, 0.3, 0.05, 3);

etE = eticheta('', 4); slE = cursor(1, 5, 1, 4);

etS = eticheta('', 5); slS = cursor(0, 5, 1, 5);

eticheta('Numarul de noduri interioare N', 6);

popN = uicontrol(fig, 'Style', 'popupmenu', 'Units', 'normalized', ...

'Position', [xc y0-6*dy-0.005 lc 0.03], 'FontSize', 10, ...

'String', {'10', '20', '50', '100', '200'}, 'Value', 3);

uicontrol(fig, 'Style', 'pushbutton', 'Units', 'normalized', ...

'Position', [xc y0-7.3*dy 0.13 0.045], 'String', 'Fixeaza curba', ...

'FontSize', 10, 'Callback', @(s, e) fixeaza());

uicontrol(fig, 'Style', 'pushbutton', 'Units', 'normalized', ...
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'Position', [xc+0.14 y0-7.3*dy 0.13 0.045], 'String', 'Sterge curbele', ...

'FontSize', 10, 'Callback', @(s, e) sterge());

info = uicontrol(fig, 'Style', 'text', 'Units', 'normalized', ...

'Position', [xc 0.07 lc 0.20], 'BackgroundColor', 'w', 'FontSize', 10, ...

'HorizontalAlignment', 'left', 'String', '');

% Fiecare control recalculeaza solutia; cursoarele si in timpul tragerii

set([popF slQ slA slW slE slS], 'Callback', @(s, e) actualizeaza());

set(popN, 'Callback', @(s, e) schimbaN());

for h = [slQ slA slW slE slS]

try

addlistener(h, 'ContinuousValueChange', @(s, e) actualizeaza());

catch

% versiunile care nu au acest eveniment actualizeaza la eliberare

end

end

% ---- Graficele (create o singura data, apoi doar actualizate) ----

hf = plot(ax1, xf, 0*xf, 'r', 'LineWidth', 1.5);

grid(ax1, 'on'); ylabel(ax1, 'f(x)'); axis(ax1, [0 Lb -1.1*qmax 1.1*qmax]);

title(ax1, 'Forta axiala distribuita');

hu = plot(ax2, [0 Lb], [0 0], 'b.-', 'LineWidth', 1.5, 'MarkerSize', 10);

grid(ax2, 'on'); ylabel(ax2, 'u(x)'); axis(ax2, [0 Lb -0.7 0.7]);

title(ax2, 'Deplasarea u(x) (axe fixe, ca sa se vada cum se schimba)');

% ---- Pregatirea pentru N initial si primul calcul ----

[x, xi, L] = pregateste(valN(get(popN, 'Value')));

u = 0*x;

actualizeaza();

% ===== Functii imbricate (folosesc variabilele de mai sus) =====

function [x, xi, L] = pregateste(N)

% Reteaua si factorizarea Cholesky a matricei pentru EA = 1

[x, ∼, K1] = bara_elastica(@(t) zeros(size(t)), N, 1, Lb);

xi = x(2:end-1);

L = cholesky_fact(K1);

end

function F = forta(t)

% Valorile fortei alese in meniu, in punctele t

q = get(slQ, 'Value'); a = get(slA, 'Value'); w = get(slW, 'Value');

g = @(c) exp(-(t - c).^2 / (2*w^2)); % "clopot" centrat in c

switch get(popF, 'Value')

case 1, F = q * ones(size(t));

case 2, F = q * (2*t/Lb - 1);

case 3, F = q * sin(pi*t/Lb);

case 4, F = q * sin(2*pi*t/Lb);

case 5, F = q * g(a);

case 6, F = q * (g(a) - g(Lb - a));

end

end

function actualizeaza()

EA = get(slE, 'Value'); s = get(slS, 'Value');

set(etQ, 'String', sprintf('Amplitudinea q = %.2f', get(slQ, 'Value')));

set(etA, 'String', sprintf('Pozitia a = %.2f', get(slA, 'Value')));

set(etW, 'String', sprintf('Latimea w = %.3f', get(slW, 'Value')));

set(etE, 'String', sprintf('Rigiditatea EA = %.2f', EA));

set(etS, 'String', sprintf('Amplificarea desenului s = %.2f', s));

% Rezolvarea: K1*v = F prin cele doua substitutii, apoi u = v/EA

v = subst_superior(L', subst_inferior(L, forta(xi)));

u = [0; v; 0] / EA;

% Actualizarea graficelor

set(hf, 'YData', forta(xf));

set(hu, 'XData', x, 'YData', u);
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if numel(x) > 60, set(hu, 'Marker', 'none'); else, set(hu, 'Marker', '.'); end

deseneaza_bara(ax3, x, u, s, 2.5);

title(ax3, 'Bara: rosu = alungire, albastru = comprimare');

% Informatii numerice

[umax, k] = max(abs(u));

% Daca s*max|u'| >= 1, punctele desenate se suprapun (desenul se

% "pliaza"); este doar un efect al amplificarii, nu al modelului

epsmax = max(abs(gradient(u, x)));

if s * epsmax >= 1

aviz = sprintf('\nATENTIE: s*max|u''| = %.2f >= 1, micsorati s.', s*epsmax);

else

aviz = '';

end

set(info, 'String', sprintf(['N = %d, h = %.4f\n' ...

'max |u| = %.4f, atins in x = %.3f\n' ...

'forta totala = %.4f\n' ...

'Factorizarea se face o data pentru N fixat; ' ...

'la fiecare miscare se rezolva doar doua sisteme triunghiulare.%s'], ...

numel(xi), x(2) - x(1), umax, x(k), trapz(xf, forta(xf)), aviz));

end

function schimbaN()

[x, xi, L] = pregateste(valN(get(popN, 'Value')));

actualizeaza();

end

function fixeaza()

c = plot(ax2, x, u, '-', 'Color', [0.7 0.7 0.7], 'LineWidth', 1);

curbe = [curbe c];

uistack(hu, 'top');

end

function sterge()

delete(curbe(isgraphics(curbe)));

curbe = [];

end

end

Funct
,
ia bara_interactiva.
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