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2 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC




Prefata

Calculul stiintific se afla la intersectia dintre matematica, algoritmi si calculul efectiv pe
calculator. El porneste de la o intrebare simpla: cum transformam un model matematic intr-un
rezultat numeric in care putem avea incredere? Raspunsul nu consta doar in aplicarea unei
formule. Trebuie sa alegem o reprezentare adecvata a problemei, un algoritm suficient de eficient,
sa Intelegem erorile introduse de aritmetica in virgula mobila gi sa putem decide daca rezultatul
calculat este relevant pentru problema initiala.

Acest curs este conceput ca o prima introducere in aceste idei. Algebra liniara numerica apare
in mare parte a cursului, deoarece numeroase probleme de calcul stiintific se reduc, exact sau
dupa discretizare, la operatii cu vectori gi matrice: rezolvarea sistemelor liniare, aproximarea
datelor, problema celor mai mici patrate, calculul valorilor si vectorilor proprii, optimizarea unor
functii patratice, aproximarea de rang mic prin descompunerea in valori singulare sau reducerea
dimensiunii datelor prin analiza componentelor principale.

Scopul cursului nu este memorarea unei colectii de algoritmi. Pentru fiecare metoda ne intereseaza
patru intrebari: de unde provine metoda?, de ce functioneazd?, cat costa? si cit de mult putem
avea incredere in rezultatul obtinut? Aceste Intrebari vor insoti metodele prezentate pe parcursul
cursului.

De la formula la algoritm

In matematic, dous formule echivalente descriu acelasi obiect. Pe calculator, doua
proceduri algebric echivalente pot avea costuri si comportamente numerice foarte diferite.
De exemplu, pentru sistemul Az = b, formula © = A~'b este corectd matematic, dar
calcularea explicita a inversei este in general o alegere numerica mai slaba decat rezolvarea
sistemului printr-o factorizare adecvata. In calculul stiintific conteazi, asadar, nu numai
formula, ci si modul in care ea este transformata intr-un algoritm.
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Manualul este destinat studentilor anului al Il-lea si presupune cunostinte de baza de algebra
liniara si analiza. Expunerea combina demonstratia matematica cu interpretarea numerica,
exemple complet calculate, exercitii, sarcini de programare gi mini-proiecte.

Cum se citegte o sectiune

La prima lectura urmariti ideea metodei si rolul fiecarei ipoteze. La a doua lectura refaceti
demonstratiile si calculele. In final, implementati algoritmul si testati-] pe exemple pentru
care cunoasteti raspunsul. O metoda numerica este inteleasa cu adevarat atunci cand
puteti explica de ce functioneaza, cand poate esua, ce eroare produce gi cum verificati
rezultatul.




Cum lucram la seminar si laborator

In acest manual, calculul manual si programarea nu sunt activititi separate. O implementare
este considerata inteleasa numai daca studentul poate explica formulele din care provine, ordinea
operatiilor, ipotezele in care algoritmul functioneaza si un criteriu prin care rezultatul este
verificat.

Pentru fiecare algoritm nou se recomanda aceeagi succesiune. Mai intai se executa cu pixul pe
hartie unul sau doua cazuri mici, fara a sari etape. Apoi se scrie pseudocodul si se identifica
dependentele dintre pasi. Numai dupa aceea se trece la MATLAB. Functiile MATLAB de
biblioteca sunt folosite in primul rand ca referinta pentru verificare; scopul laboratorului este
construirea algoritmului, nu inlocuirea lui printr-o singura comanda.

Ce Inseamna “a explica un algoritm”?

Studentul trebuie sa poata raspunde la Intrebari precum: de ce aceasta bucla incepe de la
indicele £ 4+ 17 de ce este necesar pivotul nenul? ce marime scade de la o iteratie la alta?
de ce folosim QR si nu ecuatiile normale? ce se intampla daca o valoare singulara este
foarte mica? Un cod care produce un numar, dar ale carui etape nu pot fi justificate, nu
este Inca o solutie completa.

& J

Proiectele au nivel mediu gi urmaresc integrarea notiunilor. Nu se cere construirea unui sistem
software complex. Se cere insa ca modelul, algoritmul, implementarea MATLAB, verificarea si
interpretarea rezultatului sa formeze un argument coerent.
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Bibliografie de baza si materiale didac-
tice consultate

Expunerea foloseste rezultate standard din calcul stiintific si algebra liniara numerica si a fost
calibrata didactic si prin consultarea unor suporturi moderne de curs. Principalele repere sunt:

Lucian Maticiuc, Introducere in MATLAB, lasi, 2019, material disponibil online la https:
//www.math.vuaic.ro/~maticiuc/didactic/MATLAB_Course.pdf.

A. Quarteroni, R. Sacco, F. Saleri, Numerical Mathematics, Springer.

W. Gander, M. J. Gander, F. Kwok, Scientific Computing — An Introduction Using Maple
and MATLAB, Springer.

A. Beck, Introduction to Nonlinear Optimization — Theory, Algorithms, and Applications
with MATLAB, STAM.

L. Page, S. Brin, R. Motwani, T. Winograd, The PageRank Clitation Ranking: Bringing
Order to the Web, Stanford Digital Library Technologies Project, 1998/1999.

Y. Koren, R. Bell, C. Volinsky, “Matrix Factorization Techniques for Recommender
Systems”, Computer, 42(8), 30-37, 2009.

J. Calder, Math 5467: Introduction to the Mathematics of Image and Data Analysis,
University of Minnesota, School of Mathematics, 2022.

J. Gallier, J. Quaintance, Linear Algebra for Computer Vision, Robotics, and Machine
Learning, University of Pennsylvania, 2025.

O. Celiker, MIT 6.057: Introduction to MATLAB, TAP 2019.
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Organizarea si evaluarea cursului

Evaluarea la aceasta disciplina este pe parcurs gi este alcatuita din 2 componente de evaluare
continua. Evaluarea continua consta in

o 70% verificarea intelegerii rezolvarilor unor probleme la laborator, asematoare cu cele din
fisele propuse saptamanal. Aceasta verificare se va face cerand la laborator ca studentii
sa rezolve individual in 20 minute o sarcina de laborator. Aceste activitati au caracter
continuu si vor fi notati, desigur, doar studentii care le vor indeplini. Nu se repeta, fiind
considerate activitati curente de laborator. Nu se repeta pe parcursul semestrului sau in
sesiunea de restante!

e 30% verificarea cunostintelor teoretice printr-un test scurt de 20 minute in ultima sap-
tamana, la Inceputul ultimului curs. Se poate repeta in sesiunea de restante.

Ce se evalueaza

o Accentul nu este pus numai pe obtinerea unui rezultat numeric. Studentul trebuie
sa poata justifica alegerea metodei, sa explice ipotezele teoretice, sa estimeze costul
si eroarea gi sa interpreteze rezultatul unui experiment numeric.

o Nu se puncteaza prezenta, insa absentarea de la orele de laborator vor conduce la
imposibilitatea indeplinirii sarcinilor de lucru, neindeplinirea lor notdndu-se cu nota
1/10.

o Prezenta la curs nu este obligatorie, insa multe explicatii teoretice si de indeplinire
a sarcinilor de laborator vor fi date doar la curs si vor fi foarte utile, evaluarea
insistand pe aceste aspecte comunicate doar in sala de curs.

iv



Notatii

Unele litere sunt folosite cu sensuri diferite in capitole diferite. Pentru a evita confuziile,
conventiile principale sunt reunite mai jos.

Simbol Sens Capitol

P matrice de permutare metode directe / pivotare
P matrice de splitting sau preconditionare metode iterative

Py, proiector ortogonal pe subspatiul L PCA

P matrice stocastica de tranzitie PageRank

U factor superior triunghiular in LU metode directe

U matricea vectorilor singulari stangi SVD

r =b— Ax reziduul pentru sisteme liniare conventie folosita in manual

Sensul unui simbol este precizat din nou acolo unde poate aparea o confuzie.
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Capitolul 1

Introducere in calcul stiintific

1.1 Ce este calculul stiintific?

Calculul stiintific studiaza transformarea unui model matematic intr-un calcul efectiv, controlabil
si reproductibil. Intr-o problema reald nu este suficient si stim ci o solutie existi sau ci poate
fi scrisa formal printr-o formula. Trebuie sa construim un algoritm, sa estimam costul lui, sa
intelegem efectul erorilor de rotunjire si al perturbatiilor din date si, in final, sa putem verifica
daca rezultatul calculat este relevant pentru problema initiala.

Un exemplu elementar este sistemul liniar Az = b. Formula z = A~'b este corectd atunci cand
A este inversabild, dar nu descrie metoda numericd pe care ar trebui si o folosim. In practica,
alegerea depinde de structura: un sistem algebric avand o matrice triunghiulara se rezolva prin
substitutie, un sistem algebric avand o matrice generala prin eliminare Gauss si factorizare LU
cu pivotare, un sistem algebric avand o matrice simetrica pozitiv definita (adicd A = AT si
xT Az > 0 pentru orice x # 0) prin Cholesky, iar o problemi foarte mare cu o matrice rara —
adica avand majoritatea elementelor nule — poate favoriza o metoda iterativa. Aceeasi problema
matematica poate conduce astfel la algoritmi foarte diferiti.

Trei niveluri care nu trebuie confundate

In calculul stiintific avem permanent problema matematicd, algoritmul si implementarea.

Problema poate fi bine sau prost conditionata; algoritmul poate fi stabil sau instabil;
implementarea poate fi corecta sau poate contine erori. Un rezultat numeric bun cere
intelegerea tuturor celor trei niveluri mentionate.

-~

1.2 De ce apar vectorii si matricile in aplicatii

De exemplu, dupa discretizarea unei ecuatii diferentiale, valorile necunoscute ale unei temperaturi,
deplasari sau presiuni devin componentele unui vector, iar relatiile dintre ele sunt descrise de o
matrice. In ajustarea datelor experimentale, liniile unei matrice contin evalugrile unui model in
punctele masurate. In procesarea imaginilor, o imagine in tonuri de gri este chiar o matrice
de intensititi, iar o imagine color poate fi privita ca un ansamblu de trei astfel de matrici. In
probleme de retea, matricile descriu conexiunile dintre noduri. In sisteme de recomandare,
matricile pot codifica interactiunile dintre utilizatori si obiecte.

Pentru a vedea mai concret cum apar aceste matrice, sa consideram cateva situatii simple. Daca
discretizam problema de ordinul intai
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pe o retea uniforma x; = th, atunci aproximatia cu diferenta inainte

U; — Uj—1 .
- = 1)y = ]-7 B RS
- g(z;) i n
conduce, pentru necunoscutele u, ..., u,, la sistemul
L0 0N fuy g(z1)
_ SO I N7 z
1 1 2 g(_ 2)
o . ool -
0 - —1 1) \ua 9(x)

Astfel, matricea apare direct din relatiile dintre valorile vecine ale solutiei pe retea.

In ajustarea unei drepte y ~ a-+bt la datele (¢;, y;), fiecare observatie furnizeaza relatia a+bt; ~ y;.
Reunind toate relatiile obtinem

I (70

L t| (a N
6=

1 t, Ym

2.50 1

2.25

2.00 1

175 4

1.25 1

1.00 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.1: Date experimentale gi o dreapta de ajustare. Fiecare observatie contribuie cu o
relatie liniara aproximativa pentru parametrii dreptei.

Intr-o retea cu n noduri, o descriere elementara este matricea de adiacenta A = (a;;), unde
a;; = 1 daca nodurile ¢ si j sunt conectate si a;; = 0 in caz contrar. Astfel, chiar structura
conexiunilor este codificata intr-o matrice.

Aceste exemple au o caracteristica comuna: dimensiunea problemei poate fi mare, datele pot
contine zgomot, iar structura matricei este adesea la fel de importanta ca valorile numerice ale
elementelor sale. De aceea, cursul nu trateaza algebra liniara doar ca pe un set de identitati, ci
ca pe un limbaj pentru construirea gi analiza algoritmilor.
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Un exemplu practic important: o imagine ca matrice

O imagine in tonuri de gri cu m x n pixeli poate fi reprezentata printr-o matrice A € R™*™,
Elementul a;; descrie intensitatea pixelului din pozitia (4, j): valori mici corespund unor tonuri
mai inchise, iar valori mari unor tonuri mai deschise. Daca aceasta matrice admite o aproximare
buna de rang mic, ea poate fi descrisa cu mult mai putine date. Mai tarziu vom demonstra ca
descompunerea in valori singulare furnizeaza, Intr-un sens precis, cea mai buna aproximatie
de rang fix. Pentru moment este suficient sa observam ordinul de marime: o imagine 4000 x
3000 contine 12000000 de valori, in timp ce o reprezentare de rang 50 necesita aproximativ
50(4000 + 3000 + 1) valori, adica aproximativ 350 000.

Matrice de intensitati
(nuanta de gri in noduri)

- @ 900000000
- 0000000000
- 0000000000
- 0000000000
0000000000
- 0000000000
- 9000000000
- 0000000000
- 00000000009
0000000000

j

Imagine in tonuri de gri

=

Figura 1.2: O imagine alb-negru si o reprezentare matriciala grosiera. Fiecarui nod din grila i
corespunde o nuanta de gri, deci o valoare a matricei de intensitati.

Acest exemplu arata de ce notiuni aparent abstracte precum rangul, ortogonalitatea si valorile
singulare au consecinte practice directe. In capitolele finale vom reveni la imagini si vom construi
efectiv algoritmi MATLAB de compresie.

Alte aplicatii care vor reaparea in curs

Problema celor mai mici patrate apare in calibrare, ajustarea unor modele la date gi identificarea
parametrilor. Regularizarea permite stabilizarea problemelor sensibile la zgomot. Metodele de
gradient si Gauss—Newton apar n optimizare gi ajustari neliniare. Matricile rare gi metodele
iterative apar in discretizari ale ecuatiilor diferentiale si in probleme de retea de dimensiuni
foarte mari.

Spre sfarsitul manualului vom reveni la mai multe dintre aceste notiuni prin algoritmul PageRank
pentru analiza retelelor. El va fi introdus numai dupa ce vom avea la dispozitie normele induse,
raza spectrali, metodele iterative, analiza convergentei si reprezentarea rard a matricelor. In acel
moment vom putea nu doar sa scriem o iteratie, ci sa demonstram de ce converge, sa explicam
de ce este eficients si s& o implementam corect in MATLAB. In aceeasi parte finald vom discuta
si un model simplificat de recomandare bazat pe factorizari de rang mic si pe problema celor
mai mici patrate.
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1.3 Problema model: sistemul liniar

Unul dintre ideile centrale ale cursului este sistemul Az = b, unde A € R™*" z € R" gi b € R™.
In cazul patratic, m = n, iar dacd A este inversabild, solutia este unicd. Din punct de vedere
teoretic putem scrie = A~!b sau putem invoca regula lui Cramer. Din punct de vedere numeric,
intrebarea relevanta este insa cum obtinem x cu un cost rezonabil si cu o eroare controlata.

Regula lui Cramer ilustreaza bine diferenta dintre formula si algoritm. Calcularea determinantilor
prin dezvoltare Laplace are un cost care creste factorial cu dimensiunea. Eliminarea Gauss si
factorizarea LU au, pentru matrice dense, cost de ordin n® si permit apoi rezolvarea eficient
pentru mai multi termeni liberi. Pentru matrici rare sau structurate costul poate fi redus
substantial.

Direct sau iterativ?

Metodele directe, precum LU, Cholesky si QR, produc In aritmetica exacta rezultatul
dupd un numar finit de pasi. Metodele iterative construiesc o succesiune z(?, (), ... care
trebuie sa tinda la solutie si sunt potrivite pentru multe probleme foarte mari si rare.
Alegerea nu se face numai dupa dimensiunea matricei: conteaza simetria, pozitiva definire,
raritatea, conditionarea gi numarul de sisteme care trebuie rezolvate cu aceeasgi matrice.

1.4 FErori, stabilitate si conditionare

Calculatorul nu efectueaza operatii cu numere reale exacte. Numerele sunt reprezentate cu
precizie finita, iar fiecare operatie poate introduce o eroare de rotunjire. In plus, datele unei
probleme provin adesea din masuratori si au propriile erori. Din acest motiv vom distinge doua
intrebari.

Prima este o proprietate a problemei: cat de mult se modifica solutia daca datele se modifica
putin? Aceasta este problema conditionarii. A doua este o proprietate a algoritmului: cat de mult
amplifica procedura numerica erorile inevitabile ale calculului? Aceasta este problema stabilitatii.
Un algoritm foarte bun nu poate transforma o problema extrem de prost conditionata intr-una
insensibila, dar un algoritm instabil poate degrada inutil chiar gi o problema bine conditionata.

1.5 Cum este organizat cursul?

Ordinea capitolelor urméareste dependenta logici dintre notiuni. Incepem cu recapitularea
matricelor simetrice, a valorilor proprii gi a pozitivei definiri. Continuam cu metode directe
pentru sisteme liniare: substitutie, eliminare Gauss, pivotare, factorizarile LU, LDL” si Cholesky,
precum si matricile cu structura de banda. Abia apoi introducem normele, raza spectrala,
conditionarea si analiza erorilor.

Pe aceasta baza studiem metodele iterative Jacobi, Gauss—Seidel, JOR si SOR si demonstram
criterii de convergenta. Urmeaza sistemele dreptunghiulare, problema celor mai mici patrate,
regularizarea si factorizarea QR. Problemele liniare sunt apoi reinterpretate ca probleme
de optimizare, ceea ce conduce la metode de descregtere, metoda gradientului si metoda
Gauss—Newton. Ultimele capitole dezvolta descompunerea in valori singulare, pseudoinversa si
aproximatiile de rang mic, cu aplicatii in compresia imaginilor. Pe aceasta baza introducem
analiza componentelor principale (PCA), unde aceleasi instrumente spectrale sunt folosite pentru
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reducerea dimensiunii, aproximarea datelor prin subspatii afine si analiza variatiei. Numai dupa
parcurgerea acestor instrumente revenim la aplicatii integratoare de tipul analizei retelelor si al
recomandarii.

Ce trebuie sa poata face studentul

La finalul cursului, studentul trebuie sa poata trece in ambele directii intre matematica si
algoritm: sa deduca pasii unei metode din relatiile matematice, dar si sa explice matematic
un algoritm scris in MATLAB. La problemele mici, pasii trebuie sa poata fi executati cu
pixul pe hartie; la problemele mai mari, implementarea trebuie insotita de criterii de oprire,
verificari prin reziduu, estimari de eroare si o discutie privind costul si stabilitatea.

Vs
(&

Intrebiri de inceput

1. De ce formula x = A~!b nu specifica inca un algoritm numeric?

2. Dati un exemplu in care structura matricei ar trebui sa schimbe succesiunea de
calcule folosita pentru rezolvarea sistemului.

3. De ce trebuie sa distingem intre problema matematica, algoritm si implementare?

4. De ce o matrice rara nu ar trebui, in general, stocata ca gi cum toate elementele sale
ar fi nenule?

5. Ce informatii despre date, dimensiune si structura ar trebui notate inainte de a
incepe implementarea MATLAB?

e
.

Sarcini de aprofundare si orientare

Probleme de inceput: model, date si calcul

1. Alegeti una dintre aplicatiile discutate in capitol (procesare de imagini, recoman-
dari, analiza retelelor, ajustarea datelor). Identificati separat: datele de intrare,
necunoscutele, rezultatul urmarit gi etapa in care apare calculul numeric.

2. Pentru un sistem liniar simplu Az = b, explicati diferenta dintre a scrie o formula
matematica pentru solutie si a descrie o succesiune efectiva de operatii care o
calculeaza.

3. Dati cate un exemplu de matrice diagonala, triunghiulara, simetrica si rara. Pentru
fiecare, indicati ce informatie structurala este vizibila inainte de efectuarea calculelor.

4. Comparati stocarea unei matrice 1000 x 1000 dense cu stocarea unei matrice de
aceeasi dimensiune avand numai trei diagonale nenule. Numarati elementele care
trebuie memorate in fiecare caz.

5. Construiti un exemplu in care aceeagi problema poate fi formulata cu 10, 100 si
1000 de necunoscute. Discutati ce se schimba in volumul de calcul si ce raméane
neschimbat Tn model.

6. Formulati, in maximum cinci randuri, diferenta dintre model matematic, date,
algoritm si implementare.

Laborator de orientare: aceeasi structura la dimensiuni diferite

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca

-
-
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Observati rolul structurii gi al dimensiunii inainte de introducerea instrumente-
lor de analiza a erorilor.

1.

Construiti in MATLAB matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele
vecine, pentru n = 10, 100, 1000.

Stocati matricea atat dens, cit si cu sparse i comparati memoria raportata de
whos.

Reprezentati structura cu spy(A) si explicati ce informatie ofera imaginea.

Alegeti vectorul x, = 1, formati b = Ax, si folositi A\b pentru a obtine un vector
calculat .

. Comparati direct componentele lui  cu cele ale lui z, si raportati cea mai mare

diferenta absoluta dintre componente, fara a introduce inca notiuni de norma sau
conditionare.

. Masurati timpul pentru forma densa si forma rara si explicati diferentele observate.
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Test de capitol

Test — Introducere in calcul stiintific

1. Analiza si justificare. Pentru fiecare dintre situatiile urmatoare precizati daca
afirmatia se refera In primul rand la problema matematica, la algoritm sau la implementare
si justificati raspunsul:

a) o mica modificare a datelor produce o modificare mare a solutiei;

b) doua programe care implementeaza aceeagi metoda furnizeaza rezultate diferite
deoarece unul contine o eroare de indexare;

c) pentru aceeagi problema, o metoda exploateaza faptul ca matricea este triunghiulara,
iar alta trateaza matricea ca fiind generala.

2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.
a) Pentru un sistem Az = b, formula z = A~ este:
A) intotdeauna un algoritm numeric complet;
B) o formula matematica ce nu precizeaza in sine succesiunea efectiva de calcule;
C) o formula care exploateaza automat faptul ca A poate fi rara sau structurata;
D) aplicabila gi daca A nu este inversabila.
b) O implementare numerica serioasa trebuie sa tind seama de:

A) structura datelor;
B

) dimensiunea problemei;
C) verificarea rezultatului;
)

D

numai numarul de linii ale programului.




Capitolul 2

Recapitulare: matrice, valori proprii si
pozitiva definire

Matrice simetrice pozitiv definite

Pozitiva definire a unei matrice

o Spunem ci matricea A € R™" este simetrica dacd A = AT,

o Spunem ca matricea simetrica A € R™*" este pozitiv semidefinita, notam A > 0,
daca (Az,x) > 0 pentru orice x € R", unde (-, -) reprezinta produsul scalar standard
din R"™.

e Spunem ca matricea simetrica A € R"*" este pozitiv definita, notam A > 0, daca
(Az,z) > 0 pentru orice z € R™, x # 0.

. J

Valori proprii si vectori proprii

Fie A € R™™. Un vector nenul v € C" se numeste vector propriu pentru A daca exista A € C
astfel incat

Av = \v.

Scalarul A se numesgte valoarea proprie corespunzatoare vectorului propriu v. In general, o
matrice reala poate avea valori proprii complexe. Pentru o matrice simetrica reala, toate valorile
proprii sunt insa reale.

Teorema 2.0.1. Dacd A € R"™*" este simetrica si Av = v pentru un vector v € C™\ {0},
atunci A € R.

Demonstratie. Pe C™ folosim produsul scalar hermitian standard
n
(z,W)en = 2w =3 _Zwyj,
j=1

unde 2z = z7T noteazi transpusa conjugatd (sau adjuncta hermitiani) a vectorului z. Mai

. o : —T o . o .
general, pentru o matrice complexd M, notatia M = M~ reprezintd transpusa conjugata a lui
M. Deoarece A este reald si simetrica, avem A7 = A,

Din Av = \v rezulta
v Av = ',
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Scalarul v Av este real: intr-adevar,
vH Av = vH Ay = v Av.

H

Cum v#v = ||v]|3 > 0, obtinem

)\ v Av

c R.
vHY

]

Teorema 2.0.2 (Teorema spectrala pentru matrice reale simetrice). Fie A € R™" simetrica.
Atunci exista o matrice ortogonald QQ € R™"™ si o matrice diagonala reald A = diag(Ay, ..., \n)
astfel incat

A=0QAQT.

Echivalent, R" admite o bazd ortonormala formata din vectori proprii ai lui A.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupa n. Pentru n = 1 afirmatia este evidenta.
Presupunem rezultatul adevarat in dimensiunea n — 1. Polinomul caracteristic al lui A are
o radacina in C, deci A are un vector propriu complex v # 0. Teorema precedenta arata ca
valoarea proprie corespunzatoare A este reala. Scriind v = x + iy, cu x,y € R”, din Av = \v
obtinem Ax = Az si Ay = Ay; cel putin unul dintre z,y este nenul. Exista deci un vector
propriu real unitar q;.

Consideram subspatiul ortogonal ¢i-. Acesta este invariant la actiunea lui A: dacid z L ¢,
atunci, folosind simetria,

qlTAz = (Aql)Tz = ()\ql)Tz =0,

deci Az € q. Restrictia lui A la ¢ este din nou simetrica. Prin ipoteza de inductie exista

o bazd ortonormald ¢, ..., q, a lui ¢i formati din vectori proprii ai restrictiei, deci si ai lui
A. Matricea Q = (q1] -+ - |¢n) este ortogonald, iar QT AQ este diagonali cu valorile proprii pe
diagonald. Rezultd A = QAQT. O]

Valorile proprii ale unei matrice simetrice A € R™*" vor fi notate cu

A(A) 2 Ao(A) 2 - 2 Ay (A),

Cea mai mare valoare proprie va fi notata cu Apax(A) = A1(A) si cea mai mica valoare proprie
va fi notata cu Apin(A) = A, (A4).

Teorema 2.0.3 (Pozitiva definire si valorile proprii). Fie A € R™" simetrica. Atunci A este
pozitiv semidefinitd dacd st numai daca toate valorile sale proprii sunt nenegative, iar A este
pozitiv definita daca st numai daca toate valorile sale proprii sunt strict pozitive.

Demonstratie. Prin teorema spectrald, A = QAQT, cu Q ortogonald si A = diag(\i, ..., ).
Pentru x € R" punem y = Q7z. Deoarece @ este ortogonald, x # 0 dac# si numai dacd y # 0,
iar

n

2T Az = yTAy = Z pOT

i=1
Daca toate A\; > 0, suma este nenegativa pentru orice x, deci A este pozitiv semidefinita; daca
toate \; > 0, suma este strict pozitiva pentru orice x # 0, deci A este pozitiv definita. Reciproc,
alegand x = ¢;, coloana a i-a a lui Q, obtinem 7 Az = )\;. Prin urmare pozitiva semidefinire
implica \; > 0, iar pozitiva definire implica A\; > 0 pentru orice . O
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Teorema 2.0.4 (Criteriul lui Sylvester). Fie A € R™" simetrica si notati Ap = A(1: k,1: k).
Atunci A este pozitiv definita daca si numai daca

det Ap > 0, k=1,...,n.

Demonstratie. Daca A este pozitiv definita, atunci fiecare submatrice principala A, este pozitiv
definitd: pentru z € R* \ {0} completdm 2 cu zerouri pana la un vector z € R" gi avem
2T Az = 27 Az > 0. Valorile proprii ale lui A, sunt deci pozitive, iar det A, produsul lor, este
pozitiv.

Pentru reciproca folosim inductia dupa n. Cazul n = 1 este imediat. Presupunem ca toti
minorii principali conducatori ai lui A sunt pozitivi. Atunci, pentru blocul B = A,,_4, toti
minorii principali conducatori sunt pozitivi; prin ipoteza de inductie, B este pozitiv definita si,
in particular, inversabila. Scriem

Cantitatea
s=a—c'Ble

se numeste complementul Schur al blocului B in A. Pentru a vedea de unde apare, efectuam o

eliminare pe blocuri:
1 0\(B ¢\ (B c
—cI'B™ 1)\ a) \O s)°

Matricea din stanga cu care am inmultit are determinantul 1, iar matricea din dreapta este
triunghiulara pe blocuri. Prin urmare,

det A=det Bs =det B (a — cTB_lc).
Din ipoteza, det A > 0 si det B > 0, deci

s=a—c'B'¢e>0.

Rémane s ardtam cd aceastd informatie implica pozitiva definire a lui A. Pentruz = (y, )T € R"
avem
2T Az = y" By + 2t Ty + at®.

Completand patratul si folosind simetria lui B, obtinem

(y+tB'e)"'Bly +tB7'c) +st? = y' By + 2t 'y + t*c" B¢
+ ¢ (a — cTB_lc)

=27 Ax.

Deoarece B este pozitiv definita, primul termen este nenegativ, iar s > 0. Daca t # 0, termenul
st? este strict pozitiv. Daca t = 0 si 2 # 0, atunci y # 0, iar y? By > 0. Asadar

2T Az >0 pentru orice x # 0,

deci A este pozitiv definita. n

O matrice A € R™"™ se numeste diagonal dominanta pe linii daca

n
lag| > Z la;;|, pentru i=1,--- n. (2.1)
i=Lj#i
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O matrice A € R™™"™ se numeste diagonal dominanta pe coloane daca

n
’aiil 2 Z ’aji‘a pentru 1= 17 e, N, (22>
J=Li#i

Daca inegalitatile sunt stricte, spunem ca A este strict diagonal dominanta (pe linii, respectiv,
pe coloane).

Teorema 2.0.5. O matrice simetrica strict diagonal dominanta cu elemente strict pozitive pe
diagonalad este pozitiv definitd.

Demonstratie. Fie A = (a;;) simetrica, cu a; > 3, |a;;| pentru fiecare 7. Pentru z € R™ avem,
prin simetrie,

n
T 2
vt Ar = E a;x; + 2 E AijT;Tj.

i=1 1<i<j<n

Folosind 2|zx;| < x7 4 273, obtinem
2a;5mi; > —2|a||vix;] > —lag|(2] + ).

Prin fnsumare,

T Ax > Z (aii - Z |aij|) xf

i=1 i
Fiecare coeficient dintre paranteze este strict pozitiv. Pentru x # 0 exista cel putin un z; # 0,
deci partea dreapta este strict pozitiva. Prin urmare A este pozitiv definita. O

Reciproca nu este valabila. De exemplu,

(2 %)

este simetrica si pozitiv definita, deoarece minorii principali conducatori sunt 1 > 0 gi det A =
1 > 0, dar prima linie nu este diagonal dominanta: |a;;| = 1 < 2 = |a12|. Asadar, diagonal-
dominanta stricta cu diagonala pozitiva este o conditie suficienta, nu necesara, pentru pozitiva
definire.

Extensie didactica: interpretarea spectrala a matricelor

Pentru metodele numerice, valorile proprii nu sunt doar obiecte algebrice. Ele descriu directii in
care actiunea unei matrice are o forma simpla si vor reaparea in capitolele urmatoare in analiza
mai multor algoritmi.

Matrice simetrica pozitiv definita

Pentru o matrice simetrica A, conditia 27 Az > 0 pentru orice x # 0 nseamni ca
forma patratica asociata are curbura pozitiva in orice directie. Prin teorema spectrala,
A = QAQT, unde Q este ortogonald si A = diag(\y, ..., \,). Daca scriem y = QT x, atunci
vT Ax = 3, \yw?. De aici se vede imediat echivalenta dintre pozitiva definire si conditia
A; > 0 pentru toate valorile proprii.
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Raportul Rayleigh Ra(z) = x;T‘ix, definit pentru z # 0, verificd Apin(A) < Ra(z) < Apax(A)
pentru orice matrice simetrica. El permite astfel sa legam proprietatile geometrice ale formei
patratice de spectrul matricei. In cazul unei functii patratice f(z) = 127 Az — b"z, aceste doud
valori proprii extreme vor determina cat de alungite sunt curbele de nivel si, ulterior, cat de

repede converge metoda gradientului.

Exemplu ghidat

2 1
1 2

valorile proprii 3, respectiv 1. Pentru x = aq; + 8¢, avem 27 Az = 302 + 2. Pozitivitatea este
transparents in aceste coordonate. In plus, raportul dintre cea mai mare si cea mai mica valoare
proprie este 3; pentru moment il interpretam numai ca pe o masura geometrica a diferentei
dintre cele doua axe ale elipsei.

Fie A = < ) Vectorii ¢; = (1,1)7/v/2 si ¢o = (1,—1)7/y/2 sunt vectori proprii pentru

De ce conteaza ortogonalitatea?

Transformarile ortogonale pastreaza produsul scalar si lungimile euclidiene. Aceasta proprietate
geometrica va fi exploatata ulterior de factorizari numerice bazate pe transformari ortogonale;
aici ne limitam la interpretarea ei algebrica si geometrica.

Laborator: spectru si forma patratica

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Alegeti o matrice simetrica 2 x 2 pozitiv definita. Calculati valorile proprii cu eig, apoi
reprezentati curbele de nivel ale lui f(z) = %xTAx. Rotiti sistemul de coordonate cu
matricea vectorilor proprii gi verificati ca in noile coordonate curbele de nivel sunt elipse
cu axele aliniate cu axele coordonatelor. Modificati raportul Apax/Amin $i Observati cum
se alungesc elipsele.

Vs
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Demonstrati ca o matrice simetrica A este pozitiv definita daca si numai daca toate
valorile sale proprii sunt strict pozitive.
4 -1 . . _ . . v o
2. Pentru A = 1 verificati pozitiva definire prin doua metode: criteriul
minorilor principali si calculul valorilor proprii.

3. Ardtati ca, pentru A = AT, maximul raportului Rayleigh este Ayax(A) si minimul
este Amin(A4).

4. Construiti o matrice nesimetrica ale carei valori proprii sunt pozitive, dar pentru
care 27 Ax nu este pozitiv pentru orice x # 0. Explicati de ce ipoteza de simetrie
este necesara in afirmatia anterioara.

~
A
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Mini-proiect: un model elementar cu arcuri

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Consideram n puncte materiale care se pot deplasa numai pe o dreapta, cu deplasari
X1, ..., Ty, legate succesiv prin arcuri identice. Pentru un arc, presupunem legea liniara
F = —ké: forta este opusa alungirii d si proportionala cu ea. Capetele lantului sunt fixate.
Scrierea echilibrului fortelor pentru fiecare punct conduce la un sistem Kz = f. In acest
context, numim matrice de rigiditate matricea K ce leaga deplasarile de fortele elastice.
Dupa impartirea prin k, ea este tridiagonala, cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele
vecine. Deduceti aceasta matrice din ecuatiile de echilibru, apoi studiati numeric valorile
proprii pentru mai multe valori ale lui n gi verificati pozitiva definire. Interpretarea fizica
a vectorilor proprii este optionala; din punct de vedere matematic, urmariti forma lor si
variatia valorilor proprii.

Rezolvare orientativa

Pozitiva definire prin doua metode

4 -1
Pentru A = (_1 1

deci A este SPD. Valorile proprii sunt radacinile lui A2 —5A+3 = 0, adici A\ 2 = (5+£+/13)/2,
ambele pozitive. Cele doua verificari exprima aceeasi proprietate, dar din perspective diferite.
Pentru o = (21, 25)7, forma patratica este 422 — 22125 + 2. Completand patratul, obtinem
322+ (z9 —x1)? > 0 pentru z # 0, o a treia demonstratie. In aplicatii, alegerea demonstratiei
depinde de informatia disponibila: structura explicita, spectru sau factorizare.

), criteriul minorilor principali da A; =4 >0gi Ay =4—-1=3>0,

Situatie practica: energie elastica discreta

In modelul elementar cu arcuri descris mai sus, x; reprezintd deplasirile punctelor, iar f;
fortele exterioare. Matricea K care apare in relatia de echilibru Kz = f a fost numita
matrice de rigiditate. Pentru trei deplasari interioare si arcuri identice (dupa o scalare cu
constanta arcului), energia poate avea forma E(x) = %xTK r— fTz, unde K este tridiagonala
cu 2 pe diagonald si —1 pe vecini. Termenul 27 K se poate rescrie ca sumé de patrate ale
diferentelor dintre deplasari si ale deplasarilor fata de capetele fixate. De aici se vede direct
ca K este SPD. Conditia de stationaritate a acestei functii patratice conduce la Kx = f.
Deoarece K este pozitiv definita, sistemul are solutie unica. Cholesky si, ulterior, metoda
gradientului vor exploata exact aceasta structura.

Fisa de seminar: geometria matricelor simetrice
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Problema rezolvata 1: pozitiva definire prin trei criterii

4 2
2 3
Sylvester, minorii principali sunt 4 > 0 gi det A = 8 > 0. Prin completare de patrate,
vl Ax = 42? + dxyx0 + 322 = (221 + x9)? + 223 > 0 pentru x # 0. Prin valori proprii, polinomul
caracteristic este A2 — 7\ + 8, ale carui radacini (7 £ /17)/2 sunt pozitive. Cele trei teste
exprima aceeasi proprietate, dar sunt utile In contexte diferite.

Consideram A = <

). Putem verifica pozitiva definire in trei moduri. Prin criteriul

Pentru calcul numeric, nu vom calcula de obicei valorile proprii doar pentru a decide daca o
matrice SPD admite Cholesky; algoritmul Cholesky Tnsusi poate servi drept test practic. In
demonstratii, insa, perspectiva spectrala explica direct geometria formei patratice.

Problema rezolvata 2: o schimbare ortogonala de coordonate

Daci Q7 Q = I, atunci produsul scalar este pastrat: (Qz)7(Qy) = ”y. In particular, unghiurile
si lungimile euclidiene nu se schimba. Aceasta observatie explica de ce diagonalizarea ortogonala
a unei matrice simetrice pastreaza fidel geometria problemei.

Laborator integrator 2: spectru si curbe de nivel

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai ntai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati matrici simetrice 2 x 2 cu valori proprii prescrise i vectori proprii rotiti. Repre-
zentati curbele 27 Az = 1. Modificati raportul valorilor proprii de la 1 la 10* si observati
elipsele. Conectati forma geometrica cu raportul dintre valorile proprii extreme.

- J

Probleme pentru seminar

1. Aratati ca o matrice SPD este nesingulara.

2. Demonstrati ca suma a doua matrici SPD este SPD.

3. Daca A este SPD si Q ortogonald, aratati cd QT AQ este SPD si are aceleasi valori
proprii.

4. Construiti o matrice simetrica indefinita cu determinant pozitiv. De ce determinantul
singur nu decide pozitiva definire in dimensiune mai mare?

5. Pentru A = (; T) determinati intervalul lui p pentru care A este SPD.

6. Calculati valorile proprii in problema precedenta si studiati ce se intdmpla cu cea
mai mica valoare proprie cand |p| — 1.

7. Pentru o matrice simetrica diagonalizata ortogonal, explicati cum se citeste actiunea
matricei pe fiecare directie proprie.

8. Explicati de ce o matrice Gram G = XTX poate fi singulard chiar daci toate
elementele diagonale sunt pozitive.
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Mini-proiect: atlas de matrici

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un script MATLAB cu exemple pentru cel putin opt clase: diagonala, ortogonala,
SPD, semidefinita, indefinita, strict diagonal dominanta, singulara si aproape singulara.
Pentru fiecare afisati determinantul, rangul si valorile proprii si verificati proprietatile
structurale relevante folosind numai criteriile introduse 1n acest capitol.

Sarcini de aprofundare si sinteza
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Probleme de aprofundare: spectru, forme patratice si geometrie

4 1
1. Pentru A = (1 3

Scrieti diagonalizarea ortogonald A = QAQT.

> calculati valorile proprii si o baza ortonormala de vectori proprii.

2. Construiti o matrice simetrica 2 x2 cu valori proprii prescrise 1 i 100, ale carei directjii
proprii sunt obtinute printr-o rotatie de 30°. Scrieti explicit @, A si A = QAQT.

3. Demonstrati ca pentru orice matrice B cu rang coloana complet, matricea Gram
BT B este pozitiv definita.

4. Dati o matrice reala 2 x 2 cu valori proprii complexe. Explicati de ce aceasta nu
contrazice teorema spectrala pentru matrici reale simetrice.

5. Demonstrati, folosind teorema spectrala, ca o matrice simetrica este pozitiv definita
daca si numai daca toate valorile proprii sunt strict pozitive.

6. Pentru o matrice simetrici A, aratati c& valorile expresiei 7 Az pe vectori unitari
sunt cuprinse intre cea mai mica gi cea mai mare valoare proprie.

7. Verificati criteriul lui Sylvester pentru trei matrici simetrice alese astfel incat una sa
fie pozitiv definita, una pozitiv semidefinita si una indefinita. Comparati cu semnele
valorilor proprii.

8. Construiti o matrice simetrica strict diagonal dominanta cu diagonala pozitiva si
verificati direct pozitiva definire. Construiti apoi o matrice pozitiv definita care nu
este diagonal dominanta.

9. Considerati matricea

0o -1 1
Calculati valorile proprii i identificati vectorul propriu asociat valorii proprii zero.
Explicati algebric de ce suma elementelor de pe fiecare linie fiind zero implica
existenta acestui vector propriu. Interpretari ale unei asemenea matrice prin grafuri
vor fi introduse numai ulterior.
10. Comparati dous matrici similare A si SAS™!. Verificati ca au aceleasi valori proprii,
dar vectorii proprii se transforma prin S.

. J

Laborator: matrice simetrice cu spectru prescris

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Construiti exemple pentru care spectrul este cunoscut dinainte si verificati
teorema spectrala.
1. In dimensiunea 2, luati explicit matricea de rotatie Q(6) si A = diag(1,10). Formati
A = QAQT pentru mai multe valori ale lui 6.
2. Verificati numeric ca A este simetrica si ca AQ = QA, comparand element cu element
cele doua matrice.
3. Reprezentati curbele 27 Az = 1 pentru cel putin trei rapoarte diferite intre valorile
proprii si explicati schimbarea geometrica.
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4. Generati mai multi vectori unitari x si calculati 7 Az. Verificati experimental
intervalul determinat de valorile proprii extreme.

5. Repetati constructia in dimensiunea 3 folosind o matrice ortogonala simpla construita
din rotatii plane succesive.

6. Formulati o concluzie despre relatia dintre valorile proprii, directiile proprii si
geometria formei patratice.

& J

Mini-proiect: axele unui nor de puncte

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati punctele

(_37_2)7 (_27_1>7 (_170)7 (17())7 (271)7 (372)7

al caror centru este originea, si formati matricea X € R®*? avand aceste puncte pe linii.
Definiti ¢ = XTX.

1. Calculati C' gi verificati ca este simetrica gi pozitiv semidefinita. Justificati direct
relatia 27 Cz = || X z||3.

2. Calculati valorile proprii gi o baza ortonormala de vectori proprii ai lui C.

3. Reprezentati punctele in plan gi trasati prin origine cele doua axe determinate de
vectorii proprii. Comparati orientarea lor cu forma norului de puncte.

4. Rotiti toate punctele cu acelagi unghi, folosind o matrice ortogonala @), si formati
noua matrice C. Verificati ca valorile proprii nu se schimba, iar axele se rotesc odata
cu punctele.

5. Modificati coordonatele astfel incat norul sa fie mai alungit si urmariti raportul
dintre cea mai mare gi cea mai mica valoare proprie.
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Test de capitol

Test — Matrice, valori proprii si pozitiva definire

1. Calcul explicit. Se considera

()

a) Determinati valorile proprii gi cite un vector propriu pentru fiecare dintre ele.
b) Construiti o baza ortonormala de vectori proprii si scrieti descompunerea spectrala
A =QAQT.
c¢) Decideti, justificat in doua moduri diferite, daca A este pozitiv definita.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati. Pentru o matrice reala
simetrica A:
A) toate valorile proprii sunt reale;
B) vectorii proprii corespunzatori unor valori proprii distincte pot fi alesi ortogonali;
C) A este pozitiv definita daca si numai daca toate valorile proprii sunt strict pozitive;
D) orice matrice cu determinant pozitiv este pozitiv definita.




Capitolul 3

Metode directe pentru sisteme liniare

3.1 Rezolvarea sistemelor triunghiulare

Rezolvarea sistemelor inferior triunghiulare

Pentru exemplificare sa consideram sistemul

lll 0 0 I b1
121 122 0 ) = b2 N (31)
ls1 l32 33 T3 bs

unde l; #0,1=1,2,3.

Ultima conditie ne asigura ca matricea sistemului este inversabila, solutia fiind data de

by
T = 7,

i

. by — la171
€To = l 9
22

by — ls171 — l322

T3 = .

133

Acest algoritm se numegte metoda substitutiei inainte (forward substitution).
In general, pentru n > 2 avem

by

lll ’
1—1

bi = > lij;
j=1

)
lii

g

i=2,....n. (3.2)

€Tr; =

Numaérarea operatiilor aritmetice d& un cost de ordin n? pentru substitutia inainte. Pentru
comparatia dintre metode este suficient, de regula, termenul dominant. Aplicarea regulii lui
Cramer prin dezvoltarea determinantelor are, in schimb, un cost de ordin factorial.

Rezolvarea sistemelor superior triunghiulare

Pentru exemplificare sa consideram sistemul

Uy; Uiz U3 x by
0 wug us | |xz2| =1[02], (3.3)
0 0 Uuss T3 b3

19



20 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

unde u; # 0,1 =1,2, 3.

Ultima conditie ne asigura ca matricea sistemului este inversabila, solutia in cazul general fiind
data de

by,
Tn = —),
Unn
bi_ Z UZ']'I]'
g, = — 2 . di=n—1,..,1. (3.4)

Ugg
Acest algoritm se numesgte metoda substitutiei inapoi (backward substitution).
Avem tot n? operatii.
Pentru implementare

Pentru implementare ar fi indicat sa stocam doar elementele nenule atunci cand avem de rezolvat
sistemele triunghiulare.

Completare didactica: substitutia Tnainte si Tnapoi

Rezolvarea sistemelor triunghiulare este “motorul” ascuns al multor metode directe. Factorizarile
LU, Cholesky si QR reduc o problema aparent complicata la una sau mai multe rezolvari
triunghiulare. De aceea algoritmul trebuie inteles si implementat fara calcularea vreunei inverse.

Pentru un sistem inferior triunghiular Lx = b, ecuatia ¢ contine necunoscutele x4, ..., x;, iar
primele i — 1 au fost deja calculate. Rezulta formula scurta z; = (b; — Z;;ll lijxj)/li. In cazul
unui sistem superior triunghiular se procedeaza in ordine inversa.

Exemplu ghidat

Consideram
2 00 4
L=]1-11 0], b=1|1
3 2 4 10
Prima ecuatie da x1 = 2. A doua devine —2 + x5 = 1, deci x93 = 3. Ultima ecuatie este
6 + 6 + 4x3 = 10, de unde x5 = —%. Observati ca nu a fost nevoie de nicio operatie asupra unei

linii deja rezolvate; fiecare pas utilizeaza doar valorile calculate anterior.

Pentru o matrice triunghiulara densa de ordin n, numarul de termeni utilizati in sume este
142+ -+ (n—1)=mn(n—1)/2. Costul este deci de ordin O(n?), mult mai mic decit costul
unei factorizari dense, de ordin O(n?).

Implementare fara functii de rezolvare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie MATLAB pentru substitutia inainte.
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function x = forward_sub(L,b)
n = length(b);
x = zeros(n,1);
for i = 1:n
s = L(i,1:i-D*x(1:i-1);
x(1) = (b(i)-s)/L(i,1i);
end
end

Scrieti apoi functia analoga back_sub(U,b). Testati ambele functii pe matrice triun-
ghiulare aleatoare gi comparati cu operatorul \. Introduceti explicit un test care opreste
algoritmul atunci cand un element diagonal este zero sau prea mic in raport cu scala

problemei.
Exercitii si verificarea intelegerii
1 -2 1
1. Rezolvati manual sistemul cu U = [0 3 6| si b= (0,9,4)T.
0 0 2

2. Calculati exact numarul de inmultiri, adunari/scaderi gi impartiri necesare substitu-
tiei Tnainte pentru o matrice densa n x n.

3. Daca L este triunghiulara inferior si toate elementele diagonale sunt nenule, demon-
strati unicitatea solutiei fara a invoca formula determinantului.

4. Modificati algoritmul pentru cazul in care L are diagonala identica cu 1. Ce operatii
dispar?

5. Explicati de ce rezolvarea separata a n sisteme triunghiulare cu termenii liberi
ey, ..., e, produce inversa matricei, dar este inutila atunci cind avem nevoie de un
singur vector L~1b.

& J

Mini-proiect: influenta structurii rare

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice

sau tabele.

Construiti matrice triunghiulare dense si rare de dimensiuni pana la limita rezonabila a
calculatorului folosit. Comparati memoria si timpul de rezolvare. Pentru matricea rara,
folositi doar cateva diagonale nenule. Explicati de ce o implementare care parcurge toate
elementele unei matrice rare poate pierde avantajul structurii rare.

-
.
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Rezolvare orientativa

Substitutie Tnapoi, fara scurtaturi

1 -2 1
Pentru U = |0 3 6| sib=(0,9,4)7, ultima ecuatie d& 223 = 4, deci 23 = 2. A doua
0 0 2

devine 3xs + 12 = 9, deci 5 = —1. Prima este z; — 2(—1) + 2 = 0, de unde z; = —4.
Verificarea este obligatorie: Ux = (-4 +2+2,-3+12,4)" =(0,9,4)".

Observati ca ordinea este impusa de structura. Daca am incerca sa calculam z; mai intai,
prima ecuatie contine inca doua necunoscute. Algoritmul nu este doar o formula, ci o ordine
de dependenta intre calcule.

Situatie practica: multi termeni liberi
Daca L este fixa si avem matricea B = (b(l), cee b(p)), putem rezolva LX = B coloana cu

coloand. In MATLAB, operatiile pot fi vectorizate astfel incat la pasul i si actualizim
simultan toate cele p coloane. Costul creste aproximativ proportional cu p, dar citirea
factorului L poate fi reutilizata eficient din memorie. Acest scenariu apare dupa o factorizare
LU cand acelasi model este excitat de mai multe forte.

(&

.

Exemplu rezolvat suplimentar: substitutia Tnainte fara salturi de
calcul

Consideram sistemul Lx = b, cu

2 0 0 4
L=|-1 30|, ob=]|5
4 21 3

Prima ecuatie contine o singura necunoscuta, deci 2z, = 4 si 1 = 2. A doua ecuatie devine
—21 + 3xy = 5, de unde 3z5 = 7 ¢i x5 = 7/3. Abia dupa ce primele doua componente sunt
cunoscute folosim ultima ecuatie: 4xy + 229 + x3 = 3. Rezulta 23 = 3 — 8 — 14/3 = —29/3.
Observati ca fiecare pas foloseste numai componente deja calculate; aceasta este proprietatea
structurala care face posibila substitutia Tnainte.

Verificarea nu trebuie omisa. Pentru un exemplu mic calculam Lz si verificam daca recuperam
vectorul b. In implementirile numerice putem compara direct componentele celor doi vectori;
instrumentele sistematice pentru masurarea acestei diferente vor fi introduse in capitolul despre
norme gi analiza erorii.

De ce costul este de ordin n??

La pasul i trebuie evaluata o suma cu ¢ — 1 termeni. Numarul total de inmultiri din aceste
sume este 0+ 1+---+ (n—1) =n(n —1)/2. Acelasi ordin apare pentru adunari, iar cele
n tmpartiri nu schimba ordinul dominant. De aceea substitutia triunghiulard costd O(n?),
mult mai putin dect factorizarea unei matrice dense, care costd O(n?).

Sarcina de implementare: forwardSubstitution

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al

cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie MATLAB care primeste L si b si Intoarce x. Functia trebuie sa verifice

daca dimensiunile sunt compatibile si sa semnaleze un pivot diagonal nul sau prea mic.

Nu folositi operatorul \ sau o rutina de rezolvare existenta. Testati functia astfel:

1.

D.

generati un vector x, aleator gi o matrice triunghiulara L cu diagonala departata de
Zero;

construiti b = Lx,;

calculati Z cu functia proprie;

comparati componenta cu componenta r cu xz, si LZ cu b; raportati cea mai mare
diferenta in valoare absoluta in fiecare comparatie;

repetati pentru n = 10, 100, 1000 si masurati timpul.

Explicati de ce aceasta metoda de testare este mai informativa decat alegerea arbitrara a
unui termen liber pentru care solutia exacta nu este cunoscuta.

J

Exercitii suplimentare

1 3

9 _
. Rezolvati prin substitutie tnapoi sistemul cu U = [0 4 2 | si b= (6,6,—10)7.
0 0

-5
Verificati solutia prin inmultire.

. Aratati ca o matrice triunghiulara este inversabila daca gi numai daca toate elementele

diagonale sunt nenule. Folositi argumentul pentru a justifica existenta fiecarui pas
al substitutiei.

Modificati algoritmul pentru cazul in care L este triunghiulara unitara. Cate
impartiri se economisesc?

Pentru o matrice triunghiulara cu banda de latime p, aratati ca substitutia poate fi
facutd in O(np) operatii, nu in O(n?).

Construiti o matrice triunghiulara cu elemente diagonale de ordine foarte diferita si
urmariti numeric substitutia. Ce dificultati observati cind unul dintre elementele
diagonale este foarte mic?

3.2 Eliminarea gaussiana si factorizarea LU

Eliminarea gaussiana

Eliminarea gaussiana ne ajuta sa reducem un sistem

Az =0

la un sistem triunghiular (sau la doua sisteme triunghiulare) prin transformari succesive ale
sistemului In sisteme echivalente

AW 2 = pM) 5 A@ 4 = p2 5 ..o 5 AR 4 = pR)

k)

Presupunem ca la fiecare pas elementul a,gk al matricei A%) este nenul.
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Acest element va fi numit pivot.

Presupunem ca A este inversabila, adica sistemul admite solutie unica.

Pasul 1
Plecam de la sistemul
aty afy al,) @
O (1) @ | [* by
CL211 a212 aziz o pD
aél) a:gz) a:(m) : 2
agl) a7(112) a’1(1172 "

(1)
Definim multiplicatorii m; = “4;,
a

1
scadem rezultatele din linia ¢ = 2, 3,

Pasul 1
Se obtine astfel un nou sistem, echivalent cu cel initial
1 1
a§1) a%Q)
0 a%)
0 az%)
0 ap

=A

1 = 2,3,...,n, Inmultim prima linie cu m;;, pe rand, si

..., M, respectiv.

ai,
by
a,

=A2)

x
T2

Tn

Pasul &
Repetand procedeul, la pasul k£ se obtine astfel un nou sistem, echivalent cu cel initial
1
af ay an
0 afy as,
0 0 agz,) a,(:;)
0 0
=A)

Pasul n —1

Dupa n—1 pasi se obtine astfel un nou sistem, echivalent cu cel initial dar superior triunghiular

(1 1)

ajy  Aagg
0 a%)
0 0
0 0

(1)

Q1

ajn

k ‘k‘
ar e ag)
0o .- ag.gl)

1
)

Tn

X1
X2

In

b
b
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Algoritm

In concluzie, formulele dupi care se modifica sistemul de la pasul k in sistemul de la pasul k + 1
sunt

ayy

Mik = (7> 1=k+1,....n,
Ok
az('fﬂ) = aﬁf) - mika;(fj-), ij=k+1,..n, (3.5)

b§k+1) EON mikbé’“), i=k+1,....n.

%

Numarul de operatii

o Triangularizarea prin eliminare Gauss are costul dominant
. . 2 3 2
#op(triangularizare) = 3" + O(n®).

« Substitutia inapoi necesita n? + O(n) operatii.
e Prin urmare, costul total ramane

#op(GEM) = gn?’ + O(n?).

Pentru compararea algoritmilor ne intereseaza in primul rand termenul dominant; for-
mulele exacte depind de conventia folosita pentru numararea Tmpartirilor, inmultirilor si
adunarilor.

GEM functioneaza daca aﬁ) #0,k=1,2,...n—1.

Din pacate, faptul ca diagonala initiala este nenula nu garanteaza ca la un pas ulterior £ vom
k
avea ay;, # 0.

De exemplu, considerand matricea

1 2 3
A=12 4 5
78 9
dupa primul pas gasim
1 2 3
AP =10 0 -1
0 —6 —12

Ce e de facut?

Nu abandonam metoda, ci identificam cauza esecului si construim o strategie care acopera
toate cazurile: pivotarea.

Regandim teoretic problema fara a recurge la “peticiri” de moment.

Anticipam
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Poate putem sti de la bun Inceput daca pentru o matrice este potrivit sau nu sa folosim GEM?

Intr-adevar sunt criterii care ne asigura ca putem folosi GEM, de exemplu

o Matrice strict diagonal dominante pe linii sau pe coloane.
o Matrice simetrice pozitiv definite.

Insa toate aceste afirmatii trebuie verificate si argumentate; simplele banuieli nu constituie
justificari matematice.

In continuare urmarim sa rescriem matricea A € R™™™ sub forma A = LU, unde L este
triunghiulara inferioara, iar U este triunghiulara superioara.

Facem acest lucru deoarece dupa ce vom reusi, sistemul initial va putea fi rescris sub forma a
doua sisteme triunghiulare, adica

Ly=15>

e (3.6)

Az =0 & LUx=b & {

ce se vor rezolva pe rand.

GEM prin multiplicare de matrice

Operatiile de eliminare din prima coloana se pot scrie prin inmultire la stanga cu

1 00 -0

—my; 1 0 -+ 0 a(l)
Mlzln—mlelT: -mg 0 1 -+ 0 , mu:%-

Do i

—m,; 00 - 1

Astfel M; AN = A®)| La pasul urmitor folosim analog
M2 = ]n — m2657 MQA(Q) = A(g),
si, repetand procedeul,
M, 1 MyMyA= A" = U,

unde U este triunghiulara superioara. Aceasta scriere conduce direct la factorizarea LU.
Eliminarea gaussiana

Consideram o matrice A € R™*™. Scopul este de a construi o secvents A*) = (al(f)) de matrici
prin efectuarea de transformari liniare, astfel incat sa ajungem la o matrice triunghiulara
superioara U = (u;;) dupa un numar finit de pasi.

In ultima siptdmansd am vizut ci dacd presupunem ci pivotii aq; #0, a;’;) = (My_q... My A)gp #

0 la orice pas k = 2,...,n — 1, atunci

Mn—an—Q---Ml A - U, (37)
cu U o matrice triunghiulara superioara, unde
1 ... 0 0 --- 0
10 1 0 of_, _ T
Mk = 0 ... —mk+17k 1 .-~ 0 == In mg €, (38)
0 —Mnp Lk 0 1

)
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si
0 0
0 0 e
mg = 0 e R”, er = | 1] €R”, mzk:%azzk+1a7n (39)
Mk11k 0 Uk
My k 0

Mai mult, deoarece M, ' = I, + mye}, putem reconstrui matricea initiald din matricea triun-
ghiulard U. Intr-adeviar, A = M;'My;'--- M U. Pentrui < j avem e'm; = 0, deoarece
primele j componente ale lui m; sunt nule. Ca urmare, toti termenii incrucisati din produsul
matricelor I,, + m;el dispar si obtinem

1 0 0 0
- Moy 1 0 . .. ce.
A= (In +> m,-e;f) U= |ms msp 1 0o ... |U (3.10)
=1 . . . . 0
Mp1 Mp2 Mp -1 1
=L

. v A L AT e . . . k . . . . .
Deci daca nu intalnim pivoti nuli (a,(ck)) atunci putem construi factorizarea LU a acelei matrice.

Dar cum stim daca vom intalni pivoti nuli fara a incepe procesul de constructie al factorizarii?
Existenta si unicitatea factorizarii L U

Teorema 3.2.1. Fie A € R"™". FEuxistd factorizarea LU a matricei A cu l; = 1 pentru orice
i=1,---,n §i este unicd dacd si numai daca submatricele principale A; = A(1 : 4,1 : 1) ale lui
de orice ordinit=1,--- ,n — 1 sunt nesingulare.

Demonstratie. Vom demonstra mai intai implicatia “<=". Presupunem ca submatricele princi-
pale A; = A(1:4,1 :4) sunt nesingulare pentrui = 1,...,n — 1. Constructia factorilor se face
prin inductie si, In acelasi timp, arata unicitatea lor.

Pentru ¢ = 1 avem A; = (1)(ay;). Deoarece A; este nesingulara atunci cdnd n > 1, rezulta
ay; # 0. Presupunem acum ca A; = L; 1U;_1, unde L;_; este triunghiulara inferioara unitara,
iar U;_ este triunghiulara superioara. Scriem bloc matricea principala urmatoare sub forma

A — Aicv ¢\ (Liey 0\ (U1 u
L dT (077} o KT 1 OT Ui )

Prin identificarea blocurilor trebuie sa avem L;,_ju = ¢, UZ-T_ 0 =d si uy = a; — (Tu. Deoarece
A;_1 este nesingulara gi det L;_; = 1, rezulta det U;_; = det A;_; # 0. Asadar cele doua sisteme
triunghiulare au solutii unice, v = LY ¢ si £ = U;"%d, dupa care u;; este determinat in mod
unic. Pentru pasul final i = n este suficienta nesingularitatea lui A,,_1; matricea A 1nsasi poate
fi singulara, caz in care este posibil ca u,, = 0.

Pentru implicatia “=", presupunem ca A = LU este o factorizare cu L inferior triunghiulara
unitara si ca aceasta factorizare este unica. Pentru fiecare 4, blocul principal verifica A; = L;U;,
de unde det A; = [];_; uj;. Ramane sa aratam ca ug, # 0 pentru orice k < n.
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Presupunem, prin reducere la absurd, ca uz, = 0 pentru un anumit k£ < n. Pentru ¢t € R definim
Sy =1+ tekﬂe;f, S[l = tekﬂe;‘:,

unde am folosit (egxpief)? = 0. Atunci A = (LS,)(S;*U). Matricea LS, ramane inferior
triunghiulard unitard. In acelasi timp, S; U se obtine scizand din linia k4 1 a lui U de ¢ ori
linia k. Singura intrare care ar putea aparea sub diagonala in coloana k este —tug, = 0, deci
S, U ramane superior triunghiulara. Pentru ¢ # 0 obtinem in general factori diferiti, ceea ce
contrazice unicitatea. Prin urmare ug, # 0 pentru k =1,...,n — 1, iar det A; = H§:1 uj; # 0
pentruz=1,...,n—1. O

De ce nu se cere ca A sa fie nesingulara?

Conditia priveste numai minorii principali de ordine 1,...,n — 1. Ultimul pivot wu,, poate
fi zero fara a mai exista un rand inferior pe care sa-l1 putem modifica pentru a produce o
alta factorizare. De aceea o matrice singulara poate avea totusi o factorizare LU unica;
primul exemplu de mai jos ilustreaza exact aceasta situatie.

Exemplu 3.2.2. Consideram matricele

(12 (1) o-(1)) -

e B admite o unica factorizare LU.
e matricea neinversabila C nu admite factorizare LU.
« matricea neinversabila D admite o infinitate de factorizari de forma D = LgUpg, cu

LF@ ?) U5=<8 2i6> VB ER.

Exista un alt rezultat:

Teorema 3.2.3. Daca A este o matrice strict diagonal dominanta (pe linii sau pe coloane),
atunci factorizarea LU fara pivotare exista si este unica. In particular, daca A este diagonal
dominanta pe coloane, atunci |l;;| <1 Vi, j.

Demonstratie. Demonstram mai intai ca o matrice strict diagonal dominanta pe linii este
nesingulara. Daca Az = 0 si x # 0, alegem i astfel incat |z;| = max; |z;| > 0. Din ecuatia ¢
rezulta

|l |2i| =

> agr| <Y laigl|zy] < (Z|aij|) |24l
J# J# J#i

contradictie cu diagonal-dominanta stricta. Deci matricea este nesingulara. Fiecare submatrice
principala a unei matrice strict diagonal dominante pe linii este la randul ei strict diagonal
dominanta pe linii; toti minorii principali conducatori de ordine 1,...,n — 1 sunt deci nenuli.
Teorema de existenta si unicitate a factorizarii LU se aplica.

Daca A este strict diagonal dominanté pe coloane, atunci A” este strict diagonal dominanta pe
linii. Submatricele principale ale lui A7 au aceiasi determinanti ca cele ale lui A, deci concluzia
privind existenta si unicitatea urmeaza din acelasi criteriu.

Ramaéne sa justificam estimarea multiplicatorilor. Vom arata prin inductie ca submatricea activa
dupa fiecare pas al eliminarii pastreaza dominanta stricta pe coloane. Presupunem ca, la pasul
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k, matricea activa A®) = (aﬁ?))zjzk este strict diagonal dominanta pe coloane si definim, pentru

© > k, multiplicatorii m; = ag,]f;) / a,(f;). Pentru 7,7 > k avem
(k+1) (k) (k)

CLU - CL,L-] — m; ak]

Fixam 7 > k. Din dominanta coloanei j rezulta

k k k
3| > ||+ laij,
i>k
i#j
iar din dominanta coloanei k, " " "
k k k
lagy | > lagy’ | + > lag |-
i>k
1#£]
Prin urmare

k+1 k k
) =10l — mjaf)|

r<’“->|—'f‘“’| )

oy
>Z|”|+"” S lalt

i>k | kk >k

i#] i#]
k+1)
>3 |aj =" Jag ™l
i>k kk i>k
i#] i#£j

Asadar complementul Schur este din nou strict diagonal dominant pe coloane. Inductia pornegte

dela AD = A,

In particular, in coloana pivotului avem |a | < |akk | pentru orice i > k. Cum [, = m;, rezulta

)|

o ik

si deci, In forma mai slaba enuntata, |l;;| < 1 pentru toate elementele subdiagonale ale lui L. [J

Completare didactica: eliminarea gaussiana ca factorizare

Eliminarea gaussiana nu trebuie privita ca o succesiune de trucuri asupra liniilor. Fiecare pas
este o multiplicare la stanga cu o matrice elementara, iar toti multiplicatorii pot fi stocati intr-o
matrice triunghiulara inferior L. La final obtinem, in absenta pivotarii, factorizarea A = LU.
Aceasta interpretare separa doua faze: o faza costisitoare, in care factorizam A, si o faza ieftina,
in care rezolvam Ly = b si apoi Uz = y.

Exemplu complet
Fie
2 1 1
A=|[4 -6 0
-2 7 2
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Primul pivot este 2. Multiplicatorii sunt my; = 2 si mg; = —1, iar dupa eliminarea primei
coloane raméan liniile (0, —8,—2) si (0,8,3). Al doilea multiplicator este mgy, = —1, ceea ce
conduce la
1 0 0 2 1 1
L=12 1 0], U=|(0 -8 =21, A=LU.
-1 -1 1 0 0 1

Dacd alegem z, = (1,2,3)7, atunci b = Az, = (7,—8,18)T. Rezolvand succesiv Ly = b si
Uz = y recuperam x,.

De ce pastram factorizarea?

Daci avem aceeasi matrice A si mai multi termeni liberi b, ... b®) factorizarea se calculeaza
o singurd datd. Pentru fiecare termen liber nou efectudm doar doud substitutii de cost O(n?).
Acest scenariu apare in simulari parametrice, metode Newton, probleme de control si discretizari
dependente de timp.

Costul dominant al eliminarii gaussiene pentru o matrice densa este aproximativ %n?’ operatii
aritmetice de tip inmultire/adunare, in timp ce cele doua rezolvari triunghiulare au cost de
ordin n2. Diferenta devine enormé pentru multe coloane de termeni liberi.

Laborator: o implementare LU elementara

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati eliminarea gaussiana fara pivotare si salvati multiplicatorii sub diagonala,
in aceeagi matrice in care se formeaza U. Nu construiti L la fiecare pas. La final extrageti
L si U numai pentru verificare. Testati relatia norm(A-LxU) si rezolvarea unui sistem cu
solutie cunoscuta.

Apoi modificati programul astfel incat sa accepte o matrice B cu mai multi termeni liberi,
rezolvand AX = B. Cronometrati separat timpul de factorizare si timpul rezolvarilor
triunghiulare.

- J

Exercitii si verificarea intelegerii

1 21
1. Calculati manual factorizarea LU pentru A = |2 5 3|, daca aceasta poate fi
1 46

obtinuta fara pivotare.

2. Pornind de la matricile elementare de eliminare E, ..., F,_1, explicati de ce U =
E,_1--- ElA §1 L= (En—l s El)il.
3. Aratati ca daca toti minorii principali de ordin 1,...,n sunt nenule, eliminarea

gaussiana poate fi efectuata fara schimbari de linii.

4. Pentru o matrice A deja factorizata, estimati costul rezolvirii a p sisteme Az = b\,
Comparati cu refactorizarea lui A pentru fiecare j.

5. Explicati de ce formarea explicitd a lui A~! prin LU si apoi calculul A~'b efectueaza
mai multa munca decat rezolvarea directa a celor doua sisteme triunghiulare.
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Studiu practic: discretizarea ecuatiei Poisson

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Porniti de la discretizarea unidimensionala a problemei —u” = f pe (0,1) cu conditii
Dirichlet. Obtineti sistemul tridiagonal corespunzator pentru mai multe valori ale pasului
h. Rezolvati sistemul mai Intai folosind o rutina LU densa scrisa de voi, apoi folosind
structura tridiagonala. Comparati timpul, memoria si eroarea fata de o solutie exacta
aleasa in prealabil.

Rezolvare orientativa

Factorizare LU completa

1 21
Pentru A= [2 5 3|, primul pivot este 1. Eliminam cu multiplicatorii lo; = 2 si l3; = 1,
1 46

obtinand liniile (0,1,1) si (0,2,5). Al doilea pivot este 1, iar 33 = 2; ultima linie devine
(0,0,3). Astfel

1 00 1 21
L=121 0], U=(0 11
1 21 00 3

Inmultirea directs confirma LU = A. Daca termenul liber este b = A(1,1,1)” = (4,10, 11)7,
rezolvam mai intai Ly =b: y; =4, yo =2, y3=3. Apoi Uz =y daxz=1,2o=1, 2, = 1.

Situatie practica: aceeasi matrice, mai multi termeni liberi

Un motiv pentru a péstra o factorizare este rezolvarea mai multor sisteme Az = bY) cu
aceeagi matrice A gi termeni liberi diferiti. De exemplu, intr-un model mecanic liniar,
necunoscutele pot fi deplasari, iar ecuatiile de echilibru pot avea forma Kz = f; matricea K,
care transforma deplasarile in forte interne, este numita In mecanica matrice de rigiditate.
Nu vom folosi aici teoria mecanica, ci doar faptul ca K ramane aceeasi cand se schimba
forta exterioara f. Astfel, matricea poate raméane aceeasi, iar vectorul termenilor liberi se
schimbé. Dacd factorizarea costd aproximativ O(n?) si fiecare rezolvare triunghiulara O(n?),
pentru 1000 de termeni liberi costul total este O(n® + 1000n?), nu 10000(n?). Reutilizarea
factorizarii este deseori diferenta dintre un calcul fezabil si unul inutil de costisitor.

Exemplu complet: factorizare, doua sisteme triunghiulare si verificare

Fie
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Eliminarea fara pivotare produce multiplicatorii ms; = 2 si m3z; = —1. Dupa primul pas, liniile
a doua gi a treia devin (0, —8, —2), respectiv (0,8,3). La al doilea pas, mss = —1, iar ultima
linie devine (0,0,1). Prin urmare

1 0 0 2 1 1
L=|2 1 o, U=|0 -8 —2f,
1 -1 1 0 0 1

si se verifica direct A = LU.

Pentru Az = b nu calculam A~!. Rezolvidm mai intdi Ly = b. Din prima ecuatie y; = 5, din
a doua 2y; + yo = —2, deci yo = —12, iar din a treia —y; — yo +y3 = 9, deci y3 = 2. Apoi
rezolvam Ux = y: ultima ecuatie da x3 = 2, a doua da —8xy, — 4 = —12, deci x5 = 1, iar prima
da 2z; +1+2 =5, deci 71 = 1. Solutia este z = (1,1,2)7.

Acest calcul trebuie citit in trei niveluri: eliminarea construieste factorii, factorii permit rezolvarea
rapida, iar rezolvarea pentru mai multi termeni liberi refoloseste aceeasi factorizare. Daca avem
AX = B cu s coloane in B, costul mare O(n?) al factorizirii este plitit o singurd data, iar
fiecare coloand suplimentara necesitd doar doud substitutii de ordin O(n?).

Problematizare: de ce nu calculam inversa?

Formula = A~!'b este matematic impecabild, dar nu descrie algoritmul recomandat.
Construirea explicita a inversei inseamna, in esenta, rezolvarea a n sisteme cu termeni liberi
e;, urmata de o Inmultire matrice-vector. Pentru un singur sau cativa termeni liberi, aceasta
munci este inutild si poate introduce erori suplimentare. In calcul numeric, ,rezolva sistemul”
si ,calculeaza inversa” sunt operatii distincte.

-
.

Sarcina de programare: propria factorizare LU

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati eliminarea gaussiana fara pivotare astfel incat functia sa intoarca explicit L
si U. Adaugati un contor pentru operatiile aritmetice si o verificare norm (A-L*U). Apoi
implementati o functie separata 1uSolve(L,U,b). Testati pe matrici pentru care solutia
exactd este cunoscutd. Intr-un al doilea experiment, fixati A si rezolvati sistemul pentru
100 de vectori b;; comparati timpul dintre refolosirea factorilor si refactorizarea lui A la
fiecare termen liber.

~
A\

Exercitii suplimentare

1. Refaceti exemplul de mai sus cu aritmetica exacta si verificati fiecare relatie al(fﬂ) =
k k
2. Aratati ca det A = [];"; us; atunci cand L este unitara. Folositi formula pentru a

calcula determinantul matricei din exemplu.

a

3. Explicati de ce factorizarea fara pivotare poate esua pentru o matrice inversabila.
Construiti un exemplu 2 x 2.

4. Presupuneti ca A este fixa gi b = b(t) se schimba la fiecare pas de timp. Descrieti ce
parte a calculului se face o singura data si ce parte se repeta.
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5. Comparati experimental rezolvarea prin LU cu inv(A)*b pentru matrici de dimen-
siuni crescatoare. Folositi sisteme cu solutie fabricata si raportati timpul si cea mai
mare diferenta absoluta dintre componentele solutiei calculate si cele exacte.

3.3 Forma compacta a factorizarii LU

Forma compacta a factorizarii LU

O varianta a factorizarii LU este factorizarea Doolittle. Aceasta este cunoscuta gi ca forma
compacta a eliminarii gaussiene.

Aceasta denumire se datoreaza faptului ca aceste abordari necesita mai putine rezultate inter-
mediare decat metoda GEM standard pentru a genera factorizarea lui A.

Calcularea factorizarii LU a lui A este echivalenta din punct de vedere formal cu rezolvarea
urmatorului sistem neliniar de ecuatii n?

min(z,5)

A5 = Z liruTj7i7j - ]-7 ey Ty (312)

r=1

cele doua matrice triunghiulare avind impreuna n(n + 1) intrari potential nenule. Deoarece
A = LU nu fixeaza separat scalarea fiecarei perechi coloana-rand, impunem n conditii de
normalizare, de exemplu [;; = 1.

Daca stabilim in mod arbitrar n coeficienti (I;;) la 1, ajungem la metoda Doolittle care ofera o
cale eficienta sistemului neliniar.

De fapt, presupunand ca primele k& — 1 coloane din L si primele randuri din U sunt disponibile
si stabilind I, = 1 (metoda Doolittle), se obtin urmatoarele ecuatii din

k—1

Akj = Zlkrurj +ug, j=k,---,n, (3.13)

r=1
k—1
A — Z liru,«k + lLkukk, 1= ]{Z + 1, s, M. (314)

r=1

Retineti ca aceste ecuatii pot fi rezolvate intr-un mod secvential in ceea ce priveste variabilele
rosii ug; si lig.

Din metoda compacta Doolittle obtinem astfel mai intai al k-lea rand al lui U si apoi a k-a

coloana a lui L, dupa cum urmeaza: pentru k =1,--- ,n
k—1
Upj = Qg — Z Ly, j=k,---,n, (3.15)
r=1
1 k—1
lik - — (aik — l”u,,k> s i1=k+ 1, e, N (316)
Ukk r=1

Completare didactica: forma compacta si calculul in-place

Intr-o implementare matura nu este necesar sa pastram separat toate matricile intermediare ale
eliminarii. Elementele lui U pot ocupa diagonala gi partea superioara a memoriei alocate lui
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A, iar multiplicatorii lui L pot fi stocati sub diagonala. Diagonala lui L este 1 gi nu trebuie
memorata. Aceasta idee conduce la o factorizare in-place.

In varianta Doolittle, L are diagonala unitard. Presupunand cunoscute primele k& — 1 coloane
relevante ale lui L gi primele £ — 1 linii ale lui U, elementele liniei £ din U se obtin din
Ukj = Qpj — Skl lysus; pentru j > k. Apoi, pentru i > k, calculam l;, = (ay — SR L) [t
Observati ordinea: mai Intai pivotul wug si linia lui U, apoi coloana lui L.

Exemplu scurt

Pentru matricea din exemplul precedent, memoria finala poate contine

2 1 1
2 -8 =2
-1 -1 1

Citita cu conventia compacta, partea strict inferioara reprezinta multiplicatorii lui L, diagonala
si partea superioara reprezinta U, iar diagonala lui L este implicit egala cu 1.

Algoritm in-place

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie LUc = lu_compact (A) care suprascrie o copie a lui A. Interziceti in cod
construirea unei matrici elementare de eliminare. Scrieti separat doua functii care citesc
factorii compactati i rezolva Ly = b, respectiv Uz = y, fara a extrage explicit L si U.

r
-

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati formulele Doolittle direct din egalitatea a;; = >, lisus;.

2. Precizati care elemente trebuie deja cunoscute atunci cand se calculeaza wug; si li.

3. Ce problema apare daca ug, = 07 Dar daca |ug| este foarte mic fata de elementele
coloanei? Legati raspunsul de sectiunea despre pivotare.

4. Estimati economia de memorie dintre pastrarea separata a lui A, L, U gi stocarea
compacta.

-~
A\

Mini-proiect: profilarea accesului la memorie

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Comparati doua implementari ale factorizarii: una care actualizeaza matricea prin bucle
scalar-cu-scalar gi una care foloseste operatii MATLAB pe blocuri/vectori. Pentru dimen-
siuni moderate, masurati timpul si discutati de ce numarul aritmetic de operatii nu este
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{ singurul factor care determina performanta pe hardware modern. J

Rezolvare orientativa

Citirea corecta a stocarii compacte

2 1 1
Matricea compacta C' = | 2 —8 —2| nu reprezinta un nou operator. Conventia este:
-1 -1 1
U este partea triunghiulara superior a lui C, inclusiv diagonala, iar elementele strict sub
diagonala sunt cele ale lui L; diagonala lui L este implicit 1. Rezulta exact factorii L =

1 0 0 2 1 1
2 1 0|siv=|0 -8 -2
1 -1 1 0 0 1

Avantajul este ca nu dublam memoria. Dezavantajul este ca programatorul trebuie sa
respecte riguros conventia: aceeasi pozitie de memorie are semnificatii diferite in functie de
pozitia fata de diagonala.

Situatie practica: rezolvare fara extragerea factorilor

La substitutia inainte, cand avem nevoie de [;; pentru j < ¢, citim direct Cj;; pentru
diagonala folosim valoarea 1, nu Cj;. La substitutia inapoi, citim u;; = C;; pentru j > .
Astfel, factorii nu sunt niciodata copiati. In aplicatii mari, eliminarea copiilor temporare
poate economisi memorie si trafic de date, chiar daca numarul de operatii aritmetice ramane
acelasi.

Exemplu si observatii despre stocarea in-place

In algoritmul LU cu L unitara, diagonala lui L nu trebuie stocaté: ea este cunoscutd a priori
si este formatd numai din unitdti. In plus, multiplicatorii l;; se afla strict sub diagonala, in
timp ce elementele lui U se afla pe diagonala si deasupra ei. Cele doua multimi de pozitii nu se
suprapun. De aceea aceeasi matrice de n? numere poate contine simultan informatia ambilor
factori.

Pentru matricea exemplului anterior, forma compacta este
2 1 1

A=|2 -8 -2
-1 -1 1

Partea strict inferior triunghiulara reprezinta multiplicatorii din L, iar partea superior triunghiu-

o~ =

lara, inclusiv diagonala, este U. Citirea corecta este deci L = I + tril(A, —1) si U = triu(A).

De ce conteaza stocarea?

Pentru o matrice densi de ordin n = 20000, n> = 4 - 10® numere. In double precision

aceasta Tnseamna aproximativ 3.2 GB numai pentru o singura matrice. Dublarea inutila a
memoriei poate transforma un algoritm corect intr-unul imposibil de rulat. Complexitatea
de memorie este o parte a analizei algoritmului, nu doar un detaliu de programare.
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Sarcina practica: factorizare in-place

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Modificati implementarea LU astfel incat sa nu creeze matrici separate L si U in timpul
eliminarii. Suprascrieti elementele eliminate cu multiplicatorii corespunzatori. Scrieti apoi
doua functii auxiliare care extrag factorii numai pentru verificare. Masurati memoria
folosita de versiunea cu trei matrici (A, L, U) si de versiunea in-place pentru dimensiuni
la care diferenta devine vizibila.

. J

Intrebari si exercitii

1. Pentru forma compacta de mai sus, reconstruiti L si U fara a efectua din nou
eliminarea.

2. Explicati de ce diagonala lui L nu poate fi folosita pentru a stoca alta informatie daca
programul trebuie sa permita gi factorizari cu o conventie diferita de normalizare.

3. Cum se modifica interpretarea matricei compacte atunci cand folosim pivotare
partiala? Ce informatie suplimentara trebuie stocata?

4. Estimati memoria, In MB, pentru o matrice 10000 x 10000 in precizie double.
Comparati stocarea unei singure matrice cu stocarea separata a lui A, L, U.

5. Scrieti pseudocodul unei functii care rezolva Ax = b folosind direct matricea com-
pacta, fara a construi explicit L gi U.

Vs
&

3.4 Factorizarea LDM?T

Factorizarea LDM7T

Este posibil sa se conceapa si alte tipuri de factorizari ale lui A.

Mai exact, vom aborda unele variante in care factorizarea lui A este de forma
A=LDM", (3.17)

unde L, M7 si D sunt matrici inferior triunghiulare, superior triunghiulare si, respectiv,
diagonale.

Dupa construirea acestei factorizari, rezolvarea sistemului se poate realiza rezolvand mai Intai
sistemul inferior triunghiulara Ly = b, apoi cel diagonal Dz = y si in final sistemul superior
triunghiulard M7z = z, cu un cost de aproximativ 2n? operatii (mai precis, 2n? —n in conventia
in care diagonalele lui L si M sunt unitare).

In cazul simetric, obtinem M = L, iar factorizarea LDL" poate fi calculatd cu jumitate din
cost, dupa cum vom vedea cand vom vorbi despre cazul matricelor simetrice. Factorizarea

LDMT se bucuri de o proprietate analogi cu cea pentru factorizarea LU. In particular, se
aplica urmatorul rezultat.

Teorema 3.4.1. Daca toti minorii principali ai unei matrice A € R™"™ sunt nenuli, atunci
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existd o matrice diagonald unicd D, o matrice triunghivlard inferioard unitard unicd' L si o
matrice triunghiulard superioard unitard unicd MT, astfel incat A = LDMT .

Demonstratie. Ipoteza spune in particular ca toti minorii principali conducatori de ordine
1,...,n sunt nenuli. Teorema anterioara furnizeaza factorizarea unica A = LU, cu L inferior
triunghiulara unitara gi U superior triunghiulara. Deoarece det A # 0, toate elementele diagonale
u;; sunt nenule. Definim

D = diag(uy, ..., Unp), MT =D 'U.

Atunci M7 este triunghiulara superioara unitara si A = LDMT, ceea ce dovedeste existenta.

Pentru unicitate, presupunem A = LiDM{ = LyDyMI. Produsele D;M} sunt superior
triunghiulare, deci am obtinut doua factorizari LU cu factor inferior unitar. Unicitatea factorizarii
LU da Ly = Ly si DiM! = D,MI. Comparand diagonalele rezultsd D; = Dy; cum diagonalele
sunt nesingulare, urmeaza M{ = M. O

Completare didactica: separarea scalarii de transformarile triunghiu-
lare

Factorizarea A = LDM7T, cu L si M triunghiulare inferior cu diagonals unitara si D diagonala,
separa in mod explicit pivoturile de multiplicatori. Din punct de vedere conceptual, L gi M
descriu eliminarile, iar D pastreaza scalarile asociate pivoturilor. Pentru matrice simetrice,
atunci cand factorizarea se poate efectua fara pivotare, simetria conduce la M = L, deci la
forma A = LDLT.

Exemplu 2 x 2

Pentru A = <2 4) avem

6 13
(10 (20 r (12
) el el

Inmultind factorii obtinem LDMT = A. In general, pentru A = cu a # 0, primul pivot

b
d
este d; = a, multiplicatorii sunt ly; = ¢/a g1 mg; = b/a, iar al doilea element diagonal este

dy =d— cb/a.

Legatura cu complementul Schur

Cantitatea d — cb/a este complementul Schur al blocului scalar a. Aceeasi structura apare
in eliminarea pe blocuri, in sisteme saddle-point, optimizare constransa si metode de
domeniu. Factorizarile elementare studiate aici sunt astfel prototipuri pentru algoritmi
mult mai mari.

Noi numim matrice triunghiulard unitara o matrice triunghiulars care are intrarile diagonale egale cu 1.
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Laborator / algoritm

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai ntai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati o factorizare LDLY pentru matrice simetrice pentru care pivotarea nu este
necesara. Verificati separat norma lui A — LDL" si comparati rezultatul cu factorizarea
Cholesky atunci cAnd A este pozitiv definita. Observati cd LDLT nu necesitd extragerea
radacinilor patrate.

A J/
Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati factorizarea LDL” a matricei (;L g)

2. Aratati ca daca A = LDL” cu L inversabild, inertia formei patratice este determinata
de semnele elementelor lui D.

3. Explicati de ce pentru o matrice simetrica pozitiv definita elementele diagonale din
D sunt pozitive.

4. Comparati pasii necesari pentru rezolvarea lui Az = b folosind LDL” cu cei necesari
pentru LU.

e
A

Mini-proiect: matrice simetrica, dar nu pozitiv definita

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti o familie de matrice simetrice cu valori proprii atat pozitive cat si negative.
Investigati cAnd o implementare LDLT fara pivotare esueaza si comparati cu rutina
MATLAB destinata matricelor generale. Scopul proiectului nu este reproducerea unei
strategii sofisticate de pivotare simetrica, ci identificarea motivului pentru care simetria
singura nu garanteaza siguranta algoritmului.

Rezolvare orientativa

Factorizarea LDL” a unei matrice SPD

Pentru A = (;l ;) cautam L = @ (1]> si D = diag(d;, dy). Din elementul (1, 1) obtinem

dy = 4. Din elementul (2, 1) rezult ¢d; = 2, deci £ = 1/2. In final, elementul (2,2) da
(?dy +dy = 3, adicd 1+ dy = 3, deci dy = 2. Prin urmare A = (1}2 (1)> diag(4, 2) (é 1{ )

. J
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Situatie practica: detectarea semnului formei patratice

Daca o factorizare simetrica produce D cu elemente de semne diferite, forma patratica nu
poate fi pozitiv definitd. Intr-o problemi de optimizare, aceasta poate semnala c& Hessiana
are directii de curbura negativa si punctul curent nu este minim strict. Astfel, factorul
diagonal nu este doar un obiect de calcul, ci si un instrument de diagnostic structural.

Exemplu rezolvat: factorizarea LDM' pentru o matrice nesimetrica

2 1

()

C (1 0 T oo (1 om
CautamL-(z 1>,D—d1ag(d1,d2) si M —<0 1

LDMT_<d1 i )

Counsideram

) . Din produsul

gdl Edlm + dg

identificam succesiv d; =2, m=1/2, { =3/2sidy =4 — (3/2)-2-(1/2) = 5/2. Asadar

A= (3}2 (1)> <g 592) ((1) 1{2>'

Factorizarea separi transformirile triunghiulare de scaldrile diagonale. In cazul simetric, factorii
din stanga si dreapta se leaga intre ei si ajungem la forma LDLT.

Sarcina de implementare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pornind de la o implementare LU, scrieti o rutina care normalizeaza diagonala factorului
superior si construieste LDM7T. Verificati numeric identitatea A = LDM? comparand
elementele celor doua matrice si raportand cea mai mare diferenta in valoare absoluta.
Pentru matrici simetrice pentru care factorizarea exista fara pivotare, verificati experi-
mental ca factorii triunghiulari unitari din stdnga si dreapta coincid pana la erorile de
rotunjire.

- J

Exercitii suplimentare

1. Calculati LDMT pentru A = (4 2).

1 3
2. Aratati ca det A =[], d; atunci cand L gi M sunt unitare.

3. Pentru o matrice simetrica, deduceti din unicitatea factorizarii ca M = L 1n conditiile
corespunzatoare de existenta.

4. Explicati ce problema apare daca un element d; este zero nainte de ultimul pas.

5. Comparati conceptual LDLT cu Cholesky: cand este preferabil si nu extragem
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t radacini patrate? J

3.5 Pivotare

Pivotare

Dupa cum s-a subliniat anterior, procesul GEM se intrerupe imediat ce se calculeaza o intrare
pivotala zero. Intr-un astfel de caz, trebuie sa se apeleze la aga-numita tehnica de pivotare, care
consta in schimbarea randurilor (sau a coloanelor) din sistem astfel incat sa se obtina pivoti
nenuli.

Strategia de pivotare adoptata pana in prezent poate fi generalizata prin cautarea, la fiecare pas
k al procedurii de eliminare, a unei intrari pivotante care nu este nula, cautand in interiorul
intrarilor din subcoloana A®(k : n,k). Din acest motiv, se numeste pivotare partiald (pe
randuri).

(k)
Se poate observa ca o valoare mare a lui m;, = %, i=k+1,---,n (generata, de exemplu, de
a

kk
Lo . (k . . . C oo (k
o valoare mica a pivotului afck)) poate amplifica erorile de rotunjire care afecteaza intrarile affj).

Prin urmare, pentru a asigura o mai buna stabilitate, la pasul k alegem r € {k, ..., n} astfel

ncat " (
k k
|ay | = jg]lfffn |a’jk)|7

iar af,l,? devine pivotul dupa schimbarea liniilor & si r. In general, pivotarea partiald se efectueazi
la fiecare etapa, chiar daca pivotul curent este deja nenul.

Alternativ, procesul de cautare ar fi putut fi extins la intreaga submatrice A® (k : n, k : n),
finalizandu-se cu o pivotare completa.

Observati, totusi, ci pivotarea partiala necesitd un cost suplimentar de ordin n? comparatii, in
timp ce pivotarea completi necesitd aproximativ n®/3 comparatii. Acest cost este de acelasi
ordin cu cel aritmetic al eliminarii, motiv pentru care in practica se prefera aproape intotdeauna
pivotarea partiala.

Matrice de permutare

Schimbul dintre a ¢-a si j-a linie a unei matrice; acest lucru se poate face prin inmultirea
prealabild a lui A cu matricea P%7) de elemente

1 dacar=s=1,---,i—14i+1,---5—1,7+1,---n,
p) =81 dacir=j,s=iorr=is=j, (3.18)
0, 1n caz contrar.
Matricele de tipul P9 se numesc matrice de permutare elementaré.

Produsul matricelor de permutare elementara se numeste matrice de permutare si efectueaza
schimburile de randuri asociate fiecarei matrice de permutare elementara.

In practica, o matrice de permutare este o reordonare pe randuri a matricei identitate.
Sa analizam modul 1n care pivotarea partiala afecteaza factorizarea LU indusa de GEM.

La prima etapa a GEM cu pivotare partiala, dupa ce se afla intrarea a,; de modul maxim din
prima coloana, se construieste matricea elementara de permutare P; care schimba prima linie
cu a r-a linie (daca r = 1, P; este matricea identitate).
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In continuare, se genereazi prima matrice de transformare gaussiand M si se stabilegte
AP = My P AW, (3.19)

O abordare similara se face acum pentru A ciutdnd o nous matrice de permutare P, si o
noua matrice My astfel Tncat

A® = My P, A® = My Py M, P AW, (3.20)

Executand toate etapele de eliminare, matricea superior triunghiulara U rezultata este acum
data de

U=A(n)= M, 1P,_,--- MyP, M P, AV, (3.21)
=M
(k)
Retineti ca ml(],z) utilizat in constructia lui M;, este acum mf’,:) = Zfﬁ), unde bg’;) sunt intrarile
kk

matricei P, A®).

Obtinem ca U = M Asi, astfel, U = (MP™')PA,unde P = P,_;--- P,. Afirmam cd L = PM !
este triunghiulara inferioara unitara.

Nu trebuie s# fim ingrijorati de prezenta inversului lui M, deoarece M~ = P/ * My --- P Y MY
si Pt = P in timp ce M; ' =21, — M; = I,, + m;el.

Prin urmare, avem

L=P, PP P I, +mie )Py I, +myel)--- P (I, +my_1el )

n—1

=Py By(L, +my eip)Pz_l([n + My eg) P (Ln 4 1M1 65—1)'

n—1

S4a discutam acum

Poy---Py(I, +myel)
(Poy- Py + Py Pomy e{psz...pg_lpnfl o Py)
= (P, Py+ Py Pomy e’{(pn_l...pZ)Tpn_l o Py)
=(Po1- Py + Py -Pomy(Py 1 Poey) Py P) (3.22)
=[I,+ Py -Pomi(Py1- Poey)'|Pyy--- Py

Vom avea

Pyi- Py, +mye])
=[I,+ Py Pomi(Pyy - Poey)" Py P (3.23)
T
Dar permutarea P,_; --- P, permuta doar intrarile de la 2 la n dintr-un vector; intrarile 1 raman

neatinse. Aceasta Inseamna ca prima intrare a lui m; este inca zero si e; raméne neschimbat
sub aceasta permutare, adica P,_1--- Pye; = e5.

Astfel, avem de fapt

Po1---Py(I, +myel)

= W Poy-- Py (3.24)
inferior triunghiulara



42 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

si

L= [I,+mel] P, PPy (I, +mged)--- P, (I +mp_1el ).
mrerior triungniulara

Repetand argumentul avem ca L este triunghiulara inferioara.

Deoarece L = PM ™! este triunghiulara inferioara unitara, factorizarea LU se citeste

PA=LU. (3.25)

Odata ce L, U si P sunt disponibile, rezolvarea sistemului liniar initial se rezuma la rezolvarea
sistemelor triunghiulare Ly = Pbsi Uz = y.

Teorema 3.5.1. Fie A € R™"™ o matrice nesingulara. Atunci exista o matrice de permutare P
astfel incit PA = LU, unde L si U sunt, respectiv, o matrice triunghiularda inferioard si una
triunghiulara superioara, obtinute prin eliminarea gaussiand.

Demonstratie. Demonstratia este deja facuta, cu exceptia faptului ca la orice pas avem

max abs(A® (k : n, k)) # 0. (3.26)
Daca ar fi posibil sa avem

max abs(A® (k : n, k)) = 0, (3.27)
atunci det A = 0 ceea ce este evitat de ipoteza. O

Daca se realizeaza pivotarea completd, la primul pas al procesului, odata gasit elementul a,, al
celui mai mare modul din submatricea A(1: n,1: n), trebuie sa schimbam prima linie gi prima
coloand cu a ¢-a linie si a r-a coloani. Se genereazi astfel matricea PLAMQ;, unde P, si Q4
sunt matrici de permutare pe randuri si, respectiv, pe coloane.

In consecintii, actiunea matricei M; este acum astfel incat A® = M;PLADQ;. Repetand
procesul, la ultima etapa, obtinem

U=A"™ =M, P,y - M{PLAVQ; - Q,_1. (3.28)
In cazul pivotarii complete, factorizarea LU devine

PAQ = LU, (3.29)

unde () = Q- - - Q,_1 este o matrice de permutare care tine cont de toate permutarile care au
fost operate. Prin constructie, matricea L este tot inferior triunghiulara, cu intrari de modul
mai mici sau egale cu 1.

Calculul inversei unei matrice

Calculul explicit al inversei unei matrice poate fi efectuat folosind factorizarea LU dupa cum
urmeaza.

Notand cu X inversa unei matrice nesingulare in R™*™, vectorii coloana ai lui X sunt solutiile
sistemelor liniare Ax; = e;, pentrui=1,--- ,n.

Presupunand ca PA = LU, unde P este matricea de permutare cu pivotare partiala, trebuie
sa rezolvam 2n sisteme triunghiulare de forma Ly; = Pe;, Ux; = y;, © = 1,--- ,n, adica o
succesiune de sisteme liniare care au aceeasi matrice de coeficienti, dar parti drepte diferite.
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Aplicarea factorizarii LU intr-o problema de deformare elastica 1D

Se considera o bara elastica de lungime L = 1m, cu capetele mentinute fixe

Ecuatia care descrie deformarea barei este de tip Poisson:
—ku"(z) = q(z), 0<x<l,

unde u este deplasarea, k este un coeficient de elasticitate, iar g(z) este forta care actioneaza
asupra barei.

Aproximarea numerica a derivatei a doua

Pentru fiecare nod interior z;, a doua derivata u”(z;) se poate aproxima prin diferente finite
centrale.

Pornim de la seriile Taylor in jurul nodului x;:
2 3

w(x; + h) = u(z;) + h'(z;) + Eu"(a:i) + léu'”(xi) + O(hY),

2 3
w(z; — h) = u(z;) — hu'(x;) + };u"(xi) — }gu’"(xi) + O(h%).
Adunéand cele doua ecuatii, derivata intai se elimina:

u(z; + h) +u(z; — h) = 2u(x;) + h*u"(x;) + O(h?),

de unde rezulta formula de diferente finite centrale:

u(i—1) — 2u(w;) + uli1) ‘

u”(%) =~ %

Aceasta formula sta la baza discretizarii ecuatiei Poisson pentru fiecare nod interior.

Discretizare numerica a ecuatiei Poisson

Alegem N = 4 noduri interioare, deci N 4+ 1 = 5 subintervale egale de lungime h = L/(N +1) =
0.2m, si notam deplasarile in nodurile x; = ¢h prin u;, ¢ = 1,...,4. Nodurile de frontiera sunt
xog=0six5=0L, cuuyg=mus=0.

Inlocuind aproximatia derivatei a doua in ecuatia Poisson:

LU — 22Ut uin g()
h? -k

i=1,...,4,

sau echivalent:

Qui — Uj—1 — Ujyp1 = hQM

k

Astfel se genereaza un sistem liniar tridiagonal:

A-u=b,
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unde
2 —1 0 0 h2q(z1) /K
. -1 2 -1 0 b h2q(xs)/k
o -1 2 -1y’ h2q(x3)/k
0o 0 -1 2 h2q(z4)/k

Factorizarea LU

Observatie: valoarea deplasarii in fiecare nod interior depinde doar de nodurile vecine, ceea ce
face sistemul tridiagonal si foarte potrivit pentru factorizarea LU. Pentru rezolvarea eficienta,
factoram matricea A ca:

A=L.T,

unde L este triunghiulara inferioara, iar U este triunghiulara superioara:

1 0 0 0 2 -1 0 0
-1 1 0 0 0 & —1 0

— 2 — 2
=10 2 1 o U=loo ¢ 2
0 0 -%1 00 0 3

Matrice cu structura de banda

Metodele de discretizare pentru problemele cu valori la frontiera conduc adesea la rezolvarea
sistemelor liniare cu matrici care au forme de banda, bloc sau rare. Exploatarea structurii
matricei permite o reducere drastica a costurilor de calcul ale factorizarii si ale algoritmilor de
substitutie.

Vom aborda variante speciale ale factorizarii GEM sau LU care sunt concepute in mod cores-
punzator pentru a trata matrici de acest tip.

Completare didactica: pivotarea ca mecanism de stabilizare

Existenta unei factorizari algebrice nu este suficienta pentru un algoritm numeric robust. Daca
pivotul folosit la un pas este foarte mic, multiplicatorii de eliminare pot deveni foarte mari, iar
erorile de rotunjire se pot amplifica. Pivotarea partiala alege, in coloana curenta, un element de
modul maxim gi schimba liniile astfel incat acel element sa devina pivot.

Exemplul clasic al unui pivot periculos

10716 1 141016
= () =)

care are solutia exactd x = (1,1)”. Fara pivotare, primul multiplicator este 10'. In aritmetica
finita, operatia de eliminare combina numere de scari foarte diferite si poate pierde cifre
semnificative. Daca schimbam cele doua linii, primul pivot devine 1, multiplicatorul are modul
10716, iar calculul este mult mai benign.

Consideram

Cu pivotare partiala, factorizarea se scrie PA = LU, unde P este o matrice de permutare.
Pentru rezolvarea sistemului trebuie deci folosit termenul liber permutat: mai intai rezolvam
Ly = Pb, apoi Uz = y.
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De ce pivotam?

In aritmetica de calculator, impartirea la un pivot foarte mic poate produce multiplicatori
foarte mari si poate amplifica efectul rotunjirilor. Pivotarea incearca sa evite asemenea
alegeri nefavorabile. Analiza cantitativa a sensibilitatii problemei si a erorilor algoritmului
va fi facuta abia In capitolul urmator.

Laborator: cu si fara pivotare

~

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai ntai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati doua versiuni ale eliminarii gaussiene: una fara pivotare si una cu pivotare

1
i 1 pentru € = 1072,1074, ..., 107!, Folositi o solutie
exacta prestabilita si reprezentati eroarea relativa in functie de €. Raportati si marimea
maxima a multiplicatorilor.

partiala. Testati familia A, =

A\

Vs

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Scrieti matricea de permutare care schimba liniile 1 si 3 ale unei matrice 4 x 4 si
verificati ca P~ = PT.

0.01 2 1
2. Efectuati un pas de pivotare partiala pentru matricea | 3 1 —1
2 4 1

3. Explicati de ce pivotarea partiala garanteaza multiplicatori de modul cel mult 1 la
pasul curent.

4. Dati un exemplu in care pivotarea este necesara algebric deoarece pivotul curent
este exact zero, desi matricea este inversabila.

5. De ce o matrice de permutare nu modifica norma euclidiana a unui vector?

&

r

Mini-proiect: factor de crestere

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Pentru matrice aleatoare si pentru cateva matrice construite deliberat, calculati raportul
dintre cel mai mare element in modul aparut in factorul U si cel mai mare element in
modul al matricei initiale. Comparati eliminarea fara pivotare cu pivotarea partiala si
urmariti cum se modifica multiplicatorii si elementele intermediare.

.
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Rezolvare orientativa

Permutarea unui pivot nul

Pentru A = (2) ;) eliminarea fara pivotare nu poate incepe, desi det A = —2 # 0.

10 0 1
Pentru sistemul Az = b, termenul liber trebuie schimbat in aceeasi ordine: PAx = Pb.
Acest exemplu aratd motivul algebric minimal al pivotarii. Exemplul cu 10716 arata motivul
numeric: uneori pivotul nu este zero, dar este atat de mic incat folosirea lui este riscanta.

. _J

Schimbam liniile cu P = (0 1) si obtinem PA = <2 3). In acest caz L = I si U = PA.

Situatie practica: alegerea pivotului si unitatile de masura

Daca liniile provin din ecuatii exprimate in unitati foarte diferite, elementul cu modul maxim
poate reflecta mai ales scala ecuatiei. O scalare preliminara poate face comparatia pivoturilor
mai semnificativa. Totusi, dupa scalare trebuie urmarita cu atentie problema transformata;
efectul scalarii asupra sensibilitatii va fi analizat sistematic in capitolul urmator.

Exemplu rezolvat: pivotarea si efectul scarii ecuatiilor

3 106
A 10° 10 ‘
1 1
Pivotarea partiald simpld compara |10?] si |1| in prima coloani si pastreazd prima linie. Totusi,
raportat la cel mai mare element al fiecdrei linii, primul candidat are marimea relativa 10%/10° =

1073, iar al doilea are 1/1 = 1. Acest exemplu motiveaza pivotarea partiald scalatd: inainte de
alegerea pivotului, comparam |a;|/s;, unde s; = max; |a;;|.

Consideram matricea

Nu trebuie insa confundate doua idei. Pivotarea scalata poate evita o alegere nefavorabila
produsa numai de unitatile de masura. Daca doua coloane sunt aproape dependente liniar, apar
in continuare dificultati numerice; acestea vor fi cuantificate in capitolul despre analiza erorii.

Ce trebuie stocat in practica?

Intr-o implementare eficienta nu construim de obicei matricea de permutare P. Stocim
un vector de indici p care descrie schimburile de linii. Aplicarea lui P asupra unui vector
b inseamna doar reordonarea componentelor lui b conform lui p. Aceasta economiseste
memorie gi evita operatii cu o matrice care contine in principal zerouri.

& J/
Sarcina de implementare: vector de pivotare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Extindeti factorizarea in-place astfel incat, la pasul k, sa gaseasca indicele p =
argmax; |a;x|, sa schimbe liniile i sa actualizeze un vector de permutare. Functia
trebuie sa Intoarca matricea compacta si vectorul p. Scrieti apoi 1uPivotSolve, care
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aplica permutarea lui b si efectueaza cele doua substitutii. Verificati relatia PA ~ LU
fara a construi neaparat P: comparati A(p,:) cu L x U.

Exercitii suplimentare

1. Pentru A, =

i 1 sie = 10712, efectuati primul pas cu si fara pivotare. Comparati
multiplicatorii.

2. Ariitati cd o schimbare de linii este o transformare ortogonala: PTP = I. Ce
consecinta are pentru norma euclidiana?

3. Explicati diferenta dintre pivotare partiala, pivotare totala si pivotare partiala
scalata.

4. De ce pivotarea totala necesita si memorarea permutarilor de coloane? Cum se
recupereaza ordinea necunoscutelor?

5. Construiti un experiment in care rescalarea unei singure ecuatii schimba pivotul ales
de pivotarea partiala, dar nu schimba solutia exacta a sistemului.

3.6 Factorizarea Cholesky

Matrice simetrice pozitiv definite: Factorizarea Cholesky

In continuare folosim abrevierea SPD (din engleza, symmetric positive definite) pentru o
matrice simetrica pozitiv definita. Pentru factorizarea Cholesky vom folosi in text conventia
A = HTH, cu H superior triunghiular. Forma echivalentd A = LLT cu L = H7T inferior
triunghiular, este folosita in unele exemple si exercitii; cele doua conventii descriu aceeasi
factorizare.

Dupa cum s-a aratat deja, factorizarea LDM?T se simplifica considerabil atunci cand A este
simetrica, deoarece intr-un astfel de caz M = L, obtindndu-se asa-numita factorizare LDL™ .
Costul de calcul se injuméatiteste, fatd de factorizarea LU, la aproximativ (n?/3) flop-uri.

Factorizarea Cholesky

Teorema 3.6.1 (Factorizarea Cholesky). Fie A € R™" simetrica si pozitiv definita. Atunci
existd o unicd matrice triunghiulard superioara H, cu elemente diagonale strict pozitive, astfel
incat

A=HTH.

Demonstratie. Demonstram existenta prin inductie dupa n. Pentru n = 1, avem A = (ay1) cu
a;p > 0, iar H = (y/an).

Presupunem rezultatul adevarat pentru matrici de ordin n — 1 si scriem

unde B € R(*~1D*(=1) Orice submatrice principald a unei matrice SPD este SPD, deci B este
SPD. Prin ipoteza de inductie exista o unica matrice triunghiulara superioara R, cu diagonala
pozitiva, pentru care B = RTR.
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H:<§} Z), 8> 0.

R'R  R"h
Trr
= (hTR hTh+52>'

Cautam H sub forma

Atunci

Identificarea cu A impune RTh = ¢, deci h = R T¢, si 82 = a — h"h. Trebuie sa aritam ca
aceastd ultima cantitate este strict pozitiva. Deoarece B = RT R, avem h'h = ¢ B~'c. Pentru
vectorul nenul z = (=B~ !¢, 1)T rezulta

0<zlAz=a—-c"B'¢e=a—h"h.

Agadar 5 = +va — hTh este real si strict pozitiv, iar existenta este demonstrata.

Pentru unicitate, presupunem A = HI H; = H] Hy, unde H;, Hy sunt superior triunghiulare cu
diagonala pozitiva. Atunci
Q= HH;"

este triunghiulara superioara si verifica QTQ = I, deci este ortogonald. O matrice ortogonals
triunghiulara superioara este diagonala, cu elemente diagonale egale cu +1. Deoarece diagonalele
lui Hy si Hy sunt pozitive, diagonala lui @) este pozitiva; prin urmare Q = I si H; = Hs. O

De ce apar radicali reali in algoritm?

La fiecare pas, expresia de sub radical este un complement Schur al unei submatrice
principale SPD. Pozitiva definire nu este doar o ipoteza abstracta: ea garanteaza exact ca
pivotul Cholesky este strict pozitiv si ca algoritmul poate continua fara pivotare.

Calculul elementelor factorului Cholesky

Teoremd 3.6.2 (Formulele recursive Cholesky). Fie A = (a;;) SPD si A = H"H, unde

H = (hy;) este triunghiulard superioard cu hj; > 0. Atunci, pentru j =1,...,n,
hj; =\ Z hkj,
tar, dupa calculul lui hj;, pentrui=j+1,...,n,

1 =
hji = — | aj — Z hgjhyi | -
hjj

In particular, hy; = /a11.

Demonstratie. Din A = HTH, pentru j < i avem
=(H"H);; Z hibi,

deoarece hy; = 0 pentru k > j. Daca i = j, obtinem

j—1
_ 2 : 2 2
k=1
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Cum hj; > 0, rezulta formula pentru h;;. Daca ¢ > j, separam ultimul termen al sumei,

j—1
aji = Y huihis + hyihji,
k=1
si, deoarece hj; > 0, izolarea lui hj; da formula a doua. Ordinea de calcul este astfel determinata:
coloanele (sau, echivalent, liniile factorului superior) se obtin succesiv, iar fiecare formula

folosegte numai elemente deja calculate. O]
Un exemplu Cholesky facut cu pixul pe hartie
Pentru
4 2 2
A=12 5 1
2 1 3

avelm hn = 2, h12 = 1, h13 =1. ApOl h22 = \/5— 1=2 §1 h,23 = (1 —1- 1)/2 =0. Tn ﬁnal,
hss = v/3 — 12 — 02 = /2. Prin urmare

2 1 1
H=1{0 2 0
00 V2

Studentul trebuie sa poata explica, pentru fiecare dintre cele sase numere calculate, din ce
egalitate a;; = (H" H);; provine formula folosita.

(& J

Cand folosim Cholesky?

Factorizarea Cholesky este construita pentru matrici simetrice pozitiv definite. Daca matricea
unui sistem are deja aceasta structura, metoda o exploateaza direct si necesita mai putine
operatii si mai putina memorie decat o factorizare generala.

H'H = A.

Y

Principiu de alegere a metodei

Nu transformam artificial orice sistem intr-unul potrivit pentru Cholesky. In acest capitol
alegem metoda dupa structura deja disponibila a matricei: LU cu pivotare pentru cazul
general, Cholesky pentru cazul SPD si algoritmi specializati pentru matrici de banda.
Motivele numerice mai fine pentru aceasta alegere vor putea fi formulate dupa introducerea
normelor gi a analizei erorii.

. J

Factorizarea Cholesky va fi folosita si ulterior, in probleme care conduc la matrici SPD.

Dictionar intre conventiile Cholesky

In corpul capitolului am folosit conventia A = HT H, cu H superior triunghiular. In multe
implementari, inclusiv in exercitiile de laborator, este mai comoda conventia A = LLT, cu
L = HT inferior triunghiular. Formulele sunt echivalente prin ¢;; = hj; pentru i > j:

1 . .
;= \/mv by = 7. (aij — Z&k@‘k) , 1> 7.
k<j J k<j

In laborator vom folosi consecvent forma inferioara A = LLT.

~
A\
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Completare didactica: de ce Cholesky este metoda naturala pentru
SPD

Daca A este simetrica pozitiv definita, informatia structurala trebuie folosita. Factorizarea
Cholesky scrie A = LLT, cu L triunghiulard inferior si diagonala strict pozitiva. Fata de o
factorizare LU generala, se stocheaza practic un singur factor si costul aritmetic se reduce
aproximativ la jumatate: termenul dominant este de ordin %ng‘.

Pozitiva definire garanteaza ca expresiile aflate sub radical in calculul elementelor diagonale
sunt pozitive. Astfel, proprietatea matematica a matricei este exact ceea ce permite existenta

algoritmului fara pivotare.

Exemplu construit din factor

Consideram
2 00
L=11 20
1 01
Atunci
4 2 2
A=LL"=|2 5 1
2 1 2
este automat simetrica pozitiv definitd. Dacd z, = (1,2,3)7, atunci b = Az, = (14,15,10)T.

Pentru rezolvare efectuam Ly = b si apoi LTz = 3. Acest exemplu este util si pentru testarea
unui cod: fiindca A a fost construita dintr-un factor cunoscut, avem o verificare independenta.

Implementarea factorizarii Cholesky

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati formulele element-cu-element, fara a apela chol. Testati mai intai pe matrice
de forma A = RRT + al, cu a > 0, unde R este aleatoare. Comparati norm(A-LxL’) cu
precizia maginii. Apoi modificati A astfel incat sa devina indefinita si observati locul in
care algoritmul incearca sa extraga radacina patrata dintr-o valoare nepozitiva.

Aplicatie: ecuatii normale

Daca o matrice are forma AT A si A are rang coloand complet, atunci AT A este simetrica pozitiv
definita gi poate fi factorizata Cholesky. Aplicatiile acestei observatii la probleme dreptunghiulare
vor fi discutate mai tarziu, dupa introducerea instrumentelor necesare pentru analiza erorii.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Calculati factorizarea Cholesky a matricei (;l g)
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2. Demonstrati direct ca dacd A = LLT si L este inversabila, atunci A este pozitiv
definita.

3. Aratati ca o matrice SPD este inversabila gi ca elementele sale diagonale sunt pozitive.

4. Comparati numarul de elemente care trebuie stocate pentru o matrice simetrica
densa cu cel necesar pentru o matrice generala.

5. Explicati de ce pivotarea partiala standard ar distruge, in general, simetria daca ar
fi aplicata naiv intr-un algoritm Cholesky.

& J

Mini-proiect: matrice Gram

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Generati n vectori vy, . ..,v, € R™ liniar independenti. Matricea G = (v]v;);; = VIV,
ale carei elemente sunt produsele scalare ale vectorilor, se numegte matrice Gram. Formati
aceasta matrice. Verificati pozitiva definire gi calculati Cholesky. Apoi apropiati doua
coloane una de alta si urmariti determinantul lui G si elementele diagonale ale factorului
Cholesky.

r
.

Rezolvare orientativa

Cholesky 2 x 2

Pairn A — |- = , scriem L = fu 03 pin LIT — A rezults 03, = 4, deci alegem
2 5 lo1 Ly

diagonala pozitiva £1; = 2. Apoi l3;/1; = 2, deci l; = 1. Ultima relatie este (3, + (3, = 5,
de unde f5y, = 2. Astfel L = G g)

Daca b = (6,7)7, rezolvarea Ly = b dd y = (3,2)7, iar LTz = y dd x = (1,1)T. Nu apare
L niciun calcul al inversei.

J/

Situatie practica: matrice Gram aproape singulara

Daca doua coloane ale unei matrici V sunt aproape egale, matricea Gram G = VTV ramane
teoretic SPD cat timp coloanele sunt independente, dar cea mai mica valoare proprie devine
foarte mica. Cholesky poate calcula in continuare factorii, insa problema este sensibila.
Acesta este un exemplu bun de separare intre existenta factorizarii si calitatea numerica a
solutiei.

& J

Exemplu complet: Cholesky si rezolvarea unui sistem SPD

(9 )

Fie
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Matricea este simetrica, iar minorii principali sunt 4 > 0 si det A = 8 > 0, deci este pozitiv

definitd. Cautam A = LLT cu L = tu 0
Uy lao

09y =1 i b9y = /3 — 1 = /2. Prin urmare
2 0
L_<1 ﬁ>

Rezolvam Ly = b: y; = 3, iar yo = (5 — 3)/v/2 = v/2. Apoi LTz = y: din a doua ecuatie
V215 = /2, deci xy = 1, iar din prima 2x; + x5 = 3, deci z; = 1. Solutia este z = (1,1)”.

). Din identificarea elementelor rezulta ¢, = 2,

De ce este Cholesky aproximativ de doua ori mai ieftina decat LU?

Pentru o matrice simetrica nu avem nevoie sa calculam si sa stocam separat informatia de
deasupra si de sub diagonala: una este transpusul celeilalte. Numarul dominant de operatii
pentru Cholesky este aproximativ n3/3, fatid de aproximativ 2n®/3 pentru eliminarea
gaussiana densa. Avantajul este simultan algebric, numeric si de memorie.

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati Cholesky folosind formula diagonala £;; = |/a;; — > k<, E?k. Daca expresia
de sub radical devine nepozitiva, opriti algoritmul gi raportati indicele. Testati pe matrici
A = BTB + al pentru o > 0, apoi micsorati o. Comparati cu o matrice simetrica
indefinita. Explicati de ce simpla simetrie nu este suficienta.

. J

Exercitii suplimentare

1. Calculati factorul Cholesky pentru A = (g g) si verificati produsul.

2. Demonstrati c& dacd A = LLT cu L nesingulard, atunci 27 Az = (L72)T(LTz) > 0
pentru orice x # 0.

3. Aritati ca matricea Gram AT A este pozitiv semidefinita si precizati cand este pozitiv
definita.

4. Pentru A cu rang coloand complet, demonstrati direct cd AT A este SPD si explicati
de ce Cholesky este aplicabila acestei matrice.

5. Formulati o verificare element cu element a identitatii A = LLT pentru o factorizare
calculata.

3.7 Matrice cu structura de banda

Matrice cu structura de banda

Definitie 3.7.1. Spunem ca o matrice A € R™*" are banda inferioara p daca a;; = 0 cand
i > j +p st banda superioara q daca a;; =0 cand j > 1+ q.
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Matricele diagonale sunt matrici cu benzi pentru care p = q = 0, in timp ce matricele bidiagonale
aup=1,¢q=0 saup =0, =1 tar daca p =1 si ¢ = 1 atunci spunem ca avem o matrice
tridiagonala.

Rezultatul principal pentru matrici cu benzi este urmatorul.

Teorema 3.7.2. Fie A € R"*". Sa presupunem ca exista o factorizare LU a lui A. Daca A are
latimea de banda superioara q si latimea de banda inferioara p, atunci L are latimea de banda
inferioara p si U are latimea de banda superioard q.

Demonstratie. Folosim formulele 1ui Doolittle si inductia dupa pasul k. Presupunem ca primele
k — 1 randuri din U si primele & — 1 coloane din L respecta benzile. Daca j > k + ¢, atunci
ap; = 0, iar

k—1
Ug; = Qpj — Z lkrurj =0,
r=1

pentru ca j > k + g > r + ¢ implica u,; = 0 pentru orice r < k. Analog, daca ¢ > k + p, atunci
1 k—1
lix = — (aik -> lir“rk) =0,
Ukk r=1

deoarece i > k 4+ p > r + p implica l;, = 0. Inductia porneste la k = 1 si arata ca eliminarea nu
creeaza elemente nenule 1n afara benzilor prescrise. O]

In special, observati ca aceeagi zona de memorie utilizata pentru A este suficienta pentru a stoca
si factorizarea sa LU.

Sa consideram, intr-adevar, ca o matrice A avand latimea de banda superioara ¢ si latimea de
banda inferioara p este de obicei stocata intr-o matrice (p + ¢ + 1) X n, pe care o vom nota cu
B, presupunand ca

bivjiqr1y = i (3.30)

pentru toti indicii ¢, j care se incadreaza in banda matricei, in rest fiind zero.

De exemplu, in cazul matricei tridiagonale

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0

A=|0 -1 2 -1 0 (3.31)
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

stocarea compacta se citeste

0 -1 —1 -1 —1
B=|2 2 2 2 2 (3.32)
-1 -1 -1 =1 0

Acelagi format poate fi utilizat pentru stocarea factorizarii LU a lui A.

Este clar ca acest format de stocare poate fi destul de incomod in cazul in care doar cateva
benzi ale matricei sunt mari.

La limita, daca doar o coloana si un rand ar fi pline, am avea p = ¢ = n si astfel B ar fi o
matrice plina cu multe intrari zero.
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In cele din urma, observam ca inversa unei matrice cu benzi este in general plina (aga cum se
intAmpla pentru matricea A considerata mai sus).

Matrice tridiagonale

Consideram cazul particular al unui sistem liniar cu matrice tridiagonala nesingulara A data de

a 0

by (3.33)
. v Cp—1

0 b, an,

In acest caz, matricile L si U din factorizarea LU a lui A sunt matrici bidiagonale de forma

1 0 0 a1 C
) 0 e

0 Bn 1 0 0 a,
Algoritmul Thomas
Coeficientii «;, §; pot fi calculati cu usurinta prin urmatoarele relatii

b; .
ay=ay, fi= ;o= a; — Pici, 1=2,-,n. (3.35)
(078

Algoritmul Thomas poate fi extins gi pentru a rezolva intregul sistem tridiagonal Az = f. Acest
lucru inseamna rezolvarea a doua sisteme bidiagonale Ly = f si Ux = y, pentru care se aplica
urmatoarele formule:

(Ly=f): vi=fiyi = fi — Bivi-, 1=2,--,m, (3.36)
Uz =vy): mn:yi’ mi:m7 i=n—1,---,1. (3.37)
(7% Q;

Sisteme pe blocuri

In aceasta sectiune ne ocupam de factorizarea LU a matricelor partitionate in blocuri, in care
fiecare bloc poate avea o dimensiune diferita.

Obiectivul nostru este dublu: optimizarea ocuparii spatiului de stocare prin exploatarea adecvata
a structurii matricei si reducerea costului de calcul al solutiei sistemului.

Factorizarea LU

Fie A = R™" urmatoarea matrice partitionata in blocuri

All A12
A= 3.38
(Azl A22> ’ (3.38)

unde A;; € R™" este o matrice nesingulara a carei factorizare Li; D1 Rq; este cunoscuta, in timp
ce Ay € R=m)x(n=r),



CAPITOLUL 3. METODE DIRECTE PENTRU SISTEME LINIARE 55

In acest caz este posibild factorizarea A folosind doar factorizarea LU a blocului Ay;. Intr-adevir,
este adevarat ca

(A A\ (Lu O Dy 0 Ri1 Ry
A= <A21 Azz) N <L21 In—r) < 0 D2> ( 0 [n—r> ’ (3:39)
unde
Loy = Ay R'D7Y,
Ryy = DLt Ao, (3.40)

D2 = A22 - L21D1R12-

Daca este necesar, procedura de reducere poate fi repetata pe matricea Dy, obtinandu-se astfel
o versiune in bloc a factorizarii LU.

Daca Ajp; ar fi un scalar, abordarea de mai sus ar reduce cu unu dimensiunea factorizarii unei
matrice date.

Prin aplicarea iterativa a acestei metode se obtine un mod alternativ de efectuare a eliminarii
Gauss.

Completare didactica: exploatarea structurii de banda

O matrice de banda are majoritatea elementelor exact nule, iar aceste zerouri nu trebuie nici
stocate, nici procesate. Daca semi-latimile benzii sunt fixe cand n creste, costul unei factorizari
scade de la ordin cubic la ordin liniar in n. Acest exemplu ilustreaza principiul general: algoritmul
trebuie ales in functie de structurda, nu doar in functie de dimensiune.

Matricele tridiagonale apar la discretizarea derivatelor de ordinul al doilea. Pentru problema
—u"(z) = f(x), formula diferentelor finite centrate produce, dupa inmultirea cu h%, o matrice
cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele imediat vecine.

Exemplu: sistem tridiagonal

Pentru
2 =1 0 0 1
-1 2 -1 0 0
= o -1 2 =1}’ b= 0’
0 0o -1 2 1

se verifica imediat c& x = (1,1,1,1)7 este solutie. Algoritmul Thomas este eliminarea gaussiana
specializata pentru aceasta structura; el modifica doar cele trei diagonale si are cost O(n).

Daca notam cu a; subdiagonala, d; diagonala si ¢; supradiagonala, la pasul ¢ putem elimina a;
folosind multiplicatorul m; = a; /d;_1, apoi actualizam numai d; = d; — m;c;_1 si termenul liber
b; = b; — m;b;_1. Substitutia Tnapoi foloseste aceeasi structura locala.

Laborator: Thomas versus matrice densa

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
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cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti un algoritm Thomas care primesgte doar cei trei vectori ai diagonalelor i vectorul b.
Nu construiti matricea n x n. Comparati timpul si memoria cu o versiune densa pentru
n = 10, 10*, 10° atunci cand este posibil. Comparati apoi cu reprezentarea rars MATLAB,
de tip sparse.

-
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Aplicati manual algoritmul Thomas sistemului de ordin 4 de mai sus.

2. Determinati numarul de valori scalare necesare pentru stocarea unei matrice tridia-
gonale de ordin n.

3. Aratati ca matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele vecine este
SPD.

4. Ce conditie trebuie verificata pentru ca pasul m; = a;/ d;_; s4 fie definit? Discutati
ce garanteaza pozitiva definire in exemplul Poisson.

5. Generalizati ideea de stocare la o matrice cu p subdiagonale si ¢ supradiagonale
nenule.

r
.

Studiu practic: temperatura intr-o bara

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Considerati o bara unidimensionala cu temperaturi prescrise la capete si cu o sursa termica
f(z). Discretizati problema stationara pentru mai multe valori ale lui n, rezolvati sistemul
prin Thomas si comparati cu o solutie analitica pentru un f simplu. Studiati separat
eroarea de discretizare si eroarea algoritmului liniar.

Vs
.

Rezolvare orientativa

Thomas pentru sistemul de ordin 4

Pentru diagonalele a; = —1, d; = 2, ¢; = —1 si b= (1,0,0,1)T, elimindm succesiv. Primul

multiplicator este my = —1/2, deci noul pivot este dy = 2 — (—1/2)(—1) = 3/2, iar by =1/2.
Apoi m3 = —2/3, d3 = 4/3, by = 1/3. In final my = —3/4, dy = 5/4, by = 5/4. Substitutia
fnapoi da x4y = 1, apoi z3 =1, xo = 1, 1 = 1.

Am folosit numai diagonalele, nu matricea completa. Pentru n mare, aceasta este esenta
economiei.

Situatie practica: discretizare versus rezolvare

|
.

Daca solutia numericd a unei EDP are eroare de ordin h%, nu are sens si rezolvam sistemul
liniar pana la o tolerantd de ordin 10~ pentru un A relativ mare. Toleranta algoritmului
liniar trebuie pusa in contextul erorii de modelare/discretizare. Intr-un calcul stiintific
complet, “precizia” nu este determinata de un singur pas al lantului de calcul.

\

A\
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Exemplu rezolvat: un sistem tridiagonal provenit din diferente finite

Consideram matricea

2 -1 0 0 1
-1 2 -1 0 0
= o -1 2 -1}’ b= 0
o 0 -1 2 1

Vectorul z = (1,1, 1, 1)7 este solutie, deoarece pe liniile interioare apare combinatia —14+2—1 = 0,
iar pe liniile de margine obtinem 1. O astfel de matrice apare la discretizarea operatorului —u”
cu conditii la frontiera.

Daci ignoram structura si folosim o factorizare densi, alocim O(n?) memorie si efectudm O(n?3)
operatii. Algoritmul Thomas pentru o matrice tridiagonala pastreaza numai cele trei diagonale
si efectueaza un numar de operatii proportional cu n. Pentru probleme obtinute din discretizari
cu milioane de necunoscute, diferenta dintre cele doua perspective este decisiva.

Sarcina de implementare: algoritmul Thomas

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Reprezentati matricea numai prin trei vectori: subdiagonala a, diagonala d si supradi-
agonala c. Implementati eliminarea Inainte direct pe acesti vectori gi apoi substitutia
inapoi. Testati familia tridiagonala cu diagonala 2 si diagonalele vecine —1 pentru
n = 10%,103,10%,10°. Comparati timpul si memoria cu o reprezentare densa numai pentru
dimensiunile la care aceasta este inca fezabila.

(& J

Exercitii suplimentare

1. Executati manual algoritmul Thomas pentru sistemul 4 x 4 de mai sus.

2. Aratati ca matricea tridiagonala cu 2 pe diagonala si —1 pe diagonalele vecine este
SPD.

3. Daca latimea totala de banda este fixa si independenta de n, estimati costul factori-
zarii In functie de n.

4. Explicati de ce stocarea zerourilor din afara benzii este o risipa si propuneti o
structura de date.

5. Investigati numeric ce se intAmpla cand unul dintre pivotii algoritmului Thomas
devine foarte mic. Cand ar fi necesara pivotarea?

Vs
&

Fisa de seminar si laborator: metode directe in ansamblu

Problema rezolvata 1: alegerea algoritmului dupa structura

Presupunem ca trebuie rezolvate patru sisteme de aceeagi dimensiune: (a) o matrice densa
generald; (b) o matrice densa SPD; (c¢) o matrice tridiagonala SPD; (d) aceeagi matrice densa
generala pentru 500 de termeni liberi. In cazul (a), alegerea standard este LU cu pivotare.
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In (b), Cholesky exploateaza simetria si pozitiva definire si reduce costul si stocarea. In (c),
folosirea unei factorizari dense ar ignora aproape toate zerourile; un algoritm tridiagonal are
cost liniar. In (d), cheia este refolosirea factorilor: factorizim o datd si efectuam cate dous
substitutii pentru fiecare termen liber.

Aceasta problema nu cere un calcul complicat; urmareste recunoasterea structurii inainte de
aplicarea unui algoritm generic.

Problema rezolvata 2: determinantul fara dezvoltare Laplace

Daca PA = LU, atunci det(P) det(A) = det(L) det(U) = [1; us;, deoarece L este unitara. Cum
det(P) = +1, determinantul lui A se obtine aproape gratuit dupa factorizare. Numarul de
schimburi de linii determina semnul lui det(P). Astfel, o cantitate care prin dezvoltare Laplace
ar fi prohibitiva poate fi calculata cu aceeasi factorizare folosita pentru rezolvarea sistemului.

Laborator integrator 3: o rutina de rezolvare adaptiva

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie de nivel nalt care inspecteaza matricea si alege o strategie: daca este
triunghiulara, substitutie; daca este simetrica si Cholesky reuseste, Cholesky; daca este
tridiagonala, Thomas; altfel, LU cu pivotare. Raportati metoda aleasa. Nu urmariti sa
reproduceti toate optimizarile unei biblioteci profesionale, ci sa demonstrati logica deciziei
si sa testati fiecare ramura pe exemple controlate.

- J

Set de probleme

1. Pentru o matrice densa n xn, comparati ordinele de cost ale factorizarii si substitutiei.
Pentru cati termeni liberi incepe sa domine costul substitutiilor?

2. Aratati ca daca A este SPD, pivotii Cholesky sunt reali si pozitivi.

3. Construiti o matrice pentru care LU fara pivotare esueaza la primul pas, dar
PA = LU exista.

4. Dati un exemplu singular cu factorizare LU unica si explicati de ce ultimul pivot
poate fi zero.

5. Demonstrati formula S; ' = I — tej el folosita in demonstratia unicittii.

6. Pentru o matrice pentadiagonala, estimati stocarea necesara prin vectori de diagonale.

7. Comparati determinantul obtinut din LU cu det (A) pentru matrici apropiate de
singularitate si observati cat de repede poate deveni determinantul foarte mic. Nu
folositi aceasta observatie ca masura cantitativa a sensibilitatii; aceasta va fi definita
in capitolul urmator.

8. Intr-o aplicatie cu matrice fixii si termeni liberi care sosesc in timp real, proiectati o
structura care pastreaza factorii si rezolva noile sisteme.
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Proiect de capitol: biblioteca minimala de metode directe

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Realizati un pachet cu functii pentru substitutie inainte/inapoi, LU cu pivotare, Cholesky
si sistem tridiagonal. Fiecare functie trebuie sa aiba teste unitare pe solutii fabricate
si mesaje clare in caz de esec. Comparati componentele solutiei calculate cu solutia
fabricata si cu rezultatul unei rutine MATLAB standard. Adaugati un benchmark pentru
dimensiuni crescatoare si discutati timpul, memoria si ipotezele fiecarei metode.

Sarcini de aprofundare si sinteza a metodelor directe

Probleme de aprofundare: factorizare, pivotare si structura

1 ¢ 0
1. Pentru A(c) = |2 4 1| determinati valorile lui ¢ pentru care eliminarea gaussiana
3 5 1

fara pivotare produce un pivot nul la pasul al doilea sau al treilea. Decideti separat
daca matricea este singulara sau numai eliminarea fara schimbari de linii egueaza.

2. Demonstrati legatura dintre existenta factorizarii A = LU cu L unitara si nenulitatea
minorilor principali conducatori care apar in procesul de eliminare.

3. Construiti o matrice inversabila 3 x 3 pentru care eliminarea fara pivotare esueaza
la primul pas, dar o singura permutare de linii permite continuarea. Scrieti explicit
matricea de permutare.

4. Pentru A = LU, cu L unitara, demonstrati det A = [, u;. Cum se modifica formula
pentru PA = LU?

5. Aratati ca daca A este simetrica pozitiv definita, atunci factorizarea Cholesky poate
fi construita pas cu pas si elementele diagonale ale factorului sunt strict pozitive.

6. Pentru o matrice tridiagonala deduceti recurentele algoritmului Thomas din elimina-
rea gaussiana si numarati operatiile necesare la fiecare pas. Explicati de ce numarul
total cregte liniar cu n.

7. Presupuneti ca aceeagi matrice A apare in sistemele Az =b;, 7 =1,...,m. Compa-
rati numarul de operatii necesare daca factorizati A la fiecare rezolvare cu situatia
in care factorii sunt calculati o singura data.

8. Pentru o matrice de banda cu semilatime p, numarati aproximativ elementele care
trebuie stocate si comparati cu cele n? elemente ale unei matrice dense.

9. Explicati diferenta algoritmica dintre un pivot exact nul si un pivot nenul, dar foarte
mic. Construiti un exemplu 2 x 2 pentru fiecare situatie si urmariti eliminarea
numerica.

10. Comparati LU gi Cholesky pentru o matrice simetrica pozitiv definita: ce informatie
suplimentara foloseste Cholesky si ce operatii sunt evitate?
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Laborator integrator: un solver care exploateaza structura

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Implementati metodele din capitol si comparati-le fara a folosi inca instrumen-
tele de analiza introduse in capitolul urmator.
1. Scrieti functii separate pentru substitutie Tnainte, substitutie inapoi, LU cu pivotare
partiala, Cholesky si Thomas. Nu folositi inv.
2. Testati-le pe: o matrice densa generala, una simetrica pozitiv definita si una tridia-
gonala.
3. Pentru fiecare familie alegeti x, = 1, formati b = Ax, si comparati componentele
solutiei calculate cu cele ale lui z,.
4. Pentru dimensiuni crescatoare masurati timpul de factorizare si timpul necesar
rezolvarii dupa ce factorii sunt deja disponibili.
5. Pentru problema cu mai multi termeni liberi comparati refactorizarea repetata cu
reutilizarea factorilor.
6. Pentru matricea tridiagonala comparati memoria necesara stocarii dense cu memoria
necesara celor trei diagonale.
7. Comparati rezultatele cu A\b numai ca verificare externa si raportati cea mai mare
diferenta absoluta dintre componentele celor doua solutii.

Proiect de capitol: discretizarea unei probleme la limita 1D

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati problema —u”(x) = f(z) pe (0, 1), cu valorile solutiei prescrise
la capete, u(0) = u(1) = 0. Acest tip de conditie la frontiera se numeste conditie Dirichlet.
Formula diferentelor finite centrale si constructia sistemului tridiagonal au fost prezentate
in exemplul de discretizare din acest capitol.
1. Modelare. Folositi diferente finite centrale si deduceti sistemul tridiagonal pentru
necunoscutele interioare.
2. Calcul manual. Pentru trei necunoscute interioare scrieti complet sistemul si
efectuati eliminarea de tip Thomas.
3. Structura. Aratati ca matricea este simetrica si pozitiv definita.
4. Algoritm. Implementati rezolvarea prin Cholesky si Thomas.
5. Experiment. Folositi o solutie exacta simpla pentru a genera termenul drept si
comparati valorile calculate in nodurile grilei cu valorile exacte.
6. Complexitate. Mariti numarul de puncte gi comparati timpul celor doua imple-
mentari.
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7. Interpretare. Explicati de ce structura tridiagonala trebuie folosita in alegerea
algoritmului si nu tratata doar ca un detaliu de programare.




62 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

Test de capitol

Test — Metode directe pentru sisteme liniare

1. Calcul explicit si verificare critica. Pentru matricea

0
A:

Y

S N

2
31
1 2
un instrument AI afirma ca o factorizare Cholesky este

2 0 0
L=|1 v2 0
0 1/v2 1

Este afirmatia corecta? Verificati prin calculul lui LLT. Daca este necesar, construiti
factorizarea corectdi pas cu pas. Inainte de calcul, explicati de ce factorizarea Cholesky
este sau nu este permisa pentru aceasta matrice.

2. Cod MATLAB. Se doregte rezolvarea unui sistem Ax = b dupa o factorizare
PA = LU deja calculata:

L\ (P*b) ;
U\y;

y
X

Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati:
A) prima instructiune reprezinta o substitutie inainte;
B

)
C) vectorul b nu trebuie permutat niciodata;
D)

a doua instructiune reprezinta o substitutie inapoi;

aceeagi factorizare poate fi reutilizata pentru mai multi termeni liberi.




Capitolul 4

Norme, conditionare si analiza erorii

Aritmetica in virgula mobila

Calculatorul lucreaza cu un numar finit de valori reprezentabile. Din acest motiv, rezultatul
unei operatii aritmetice trebuie, in general, rotunjit. Aceste rotunjiri explica de ce doua formule
echivalente algebric pot conduce la rezultate numerice diferite.

Definitie 4.0.1 (Modelul elementar de rotunjire). Notam cu fl(x) valoarea lui x dupa rotunjire.
Pentru o operatie elementard o € {4, —, X, /}, dacd nu apare overflow sau underflow si rezultatul
este normalizat, se foloseste modelul

filaob) = (aob)(1+9), 6] < u,
unde u este unit roundoff.

In aritmetica IEEE 754, pentru precizia simpla binara avem u = 272 ~ 5.96 - 1078, iar pentru
precizia dubla u = 275 ~ 1.11 - 10716, Aceste valori descriu marimea erorii relative produse de
o singura rotunjire; ele nu reprezinta o estimare directa a erorii unui calcul cu multe operatii.

De ce 0.1 nu este reprezentabil exact in binar

Numarul zecimal 0.1 are o dezvoltare binara infinita, asa cum 1/3 are o dezvoltare zecimala
infinita. In calculator se pistreazi numai un numér finit de cifre binare. De aceea, pentru
rezultate obtinute numeric, testul a==b trebuie folosit cu atentie. De regula se verifica
daca |a — b| este mai mic decét o toleranta aleasa in functie de marimea datelor.

Anularea la scadere

La scaderea a doua numere foarte apropiate se pot pierde multe cifre semnificative. De exemplu,
Vo +1—+/x, r > 1,

se calculeaza mai bine folosind forma echivalenta
1

L R S F

A doua formula evita scaderea a doua numere apropiate. Aceeasi problema apare la construirea
reflectorilor Householder si la calculul radacinilor unei ecuatii de gradul al doilea.

63
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—27

intr-un exemplu ulterior

De ce apare 2

Daca o coloand contine o perturbatie de ordin 2727, atunci in AT A apar termeni de ordin
2-%4, In precizie dubla, 27°* < u = 2753 iar acesti termeni se pot pierde cand sunt adunati la
numere de ordinul unu. Exemplul din capitolul despre cele mai mici patrate arata, printr-un
caz concret, una dintre dificultatile formarii ecuatiilor normale.

Eroare inainte si eroare inapoi

Pentru sistemul Ax = b, eroarea inainte compara solutia calculata Z cu solutia exacta x. Eroarea
Tnapoi masoara cat trebuie modificate datele pentru ca I sa fie solutia exacta a problemei

modificate. Daca
(A4 §A)T = b+ db,

atunci, pentru perturbatii mici, se obtine estimarea

r—I 0A 0b
B <o (gt + )

Prin urmare, eroarea rezultatului depinde atat de algoritm, cat si de conditionarea problemei.

Eliminarea Gauss si erorile de rotunjire

Pentru eliminarea Gauss cu pivotare partiala, analiza erorii conduce la estimari de forma
10A]loe < € pnw[|All o,

unde p,, este factorul de cregtere din procesul de eliminare, iar ¢, depinde de dimensiune si de
modul in care sunt grupate operatiile. Factorul p, explica de ce, In unele exemple, erorile de
rotunjire pot fi amplificate chiar daca se foloseste pivotare partiala.

Exercitii

1. Pentru z = 10, calculati /o + 1 — y/z direct si prin formula rationalizatd. Compa-
rati rezultatele in precizie dubla.

2. Explicati de ce pragul de rang numeric 7 &~ max(m, n)uo; depinde atit de precizia
maginii, cat si de marimea valorilor singulare.

3. Dati un exemplu in care ||b — AZ|| este mic, dar ||z — Z|| este mare. Ce rol are
numarul de conditionare?

N\ J

Descompunerea spectrala

Unul dintre cele mai utile rezultate legate de valorile proprii este teorema descompunerii spectrale,
care afirma ca orice matrice simetrica A are o baza ortonormala de vectori proprii.

Reamintire: teorema spectrala

Fie A o matrice simetrica in R™". Atunci existd o matrice ortogonala U € R™" (UTU =
UUT = 1) si o matrice diagonald D = diag(dy, ds, ..., d,) pentru care

UT AU = D.

Coloanele matricei U din factorizare constituie o baza ortonormata formata din vectorii
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L proprii ai lui A, iar elementele diagonale ale lui D sunt valorile proprii corespunzatoare. J

Din descompunerea spectrals A = UDUT rezulta imediat formulele pentru urmé si determinant.
Folosind invarianta urmei la transformari de similitudine si multiplicativitatea determinantului,

tr(A) = tr(D) = > N(A), det A =det D = ﬁ Ai(A).

i=1 i=1

Aceste identitati raman adevarate pentru orice matrice patratica, daca valorile proprii sunt
numarate cu multiplicitate algebrica; demonstratia generala se obtine din polinomul caracteristic
sau din forma Schur.

Norme matriceale

Ansamblul valorilor proprii ale lui A se numegte spectrul lui A, notat prin o(A).
Se pot demonstra urmatoarele proprietati

n n

i=1 i=1

si se concluzioneaza cd o(A) = o(AT), si 0(A) = o(A), unde A = a’.

Modulul maxim al valorilor proprii ale lui A se numegte raza spectrala a lui A si se noteaza cu

p(A) = max, Al (4.2)

Norme 1n R"

Un exemplu de spatiu normat este R", echipat, de exemplu, cu norma p (sau norma Holder);
aceasta din urma se defineste pentru un vector x cu componente x; ca fiind

1
|z]l, = (Z |xi|p> , pentru 1 <p < oo. (4.3)

=1

Observati ca limita pe masura ce p merge la infinit a lui ||z||, exista, este finita si este egala cu
modulul maxim al componentelor lui x. O astfel de limita defineste, la randul sau, o norma,
numita norma infinit (sau norma maxim), data de

e = mmase [zl (4.4)

Cand p = 2, regasim definitia standard a normei euclidiene

1

ol = (Sha) = ()% (15

i=1

Norme matriceale

Definitie 4.0.2. O norma matriciald este o functie || - || : R™*™ — R astfel incdt

1 Al >0V A e R™" s ||A|| =0 dacd $i numai dacd A = 0;
2. |l Al = o] |4 Va € R, VA € R™*";
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3. [[A+ B| < ||Al| + ||B]| VA, B € R™*™.

Definitie 4.0.3. Spunem cd o normd matriciald || - |gmxn este compatibila sau consistentd cu
normele vectoriald || - ||gm 7 | - |gn dacd
Definitie 4.0.4. Spunem cd o normd matriciala || - || este submultiplicativa daca ¥ A € R™™,
VB e R™1,

A B[ < [[A[[][B]- (4.7)

In multe lucrari, definitia unei norme matriciale include si submultiplicitatea.

Aceasta proprietate nu este satisfacuta de toate normele matriciale. De exemplu, norma
|Alla = max;—1,_nj=1,.m |ai;| nu indeplineste conditia submultiplicativa, de exemplu, aceasta
1

11

conditie nu este indeplinita pentru pentru A = B = ( > . Prin urmare, este o norma, dar nu

este o norma submultiplicativa.

Observati cd, data fiind o anumita norma submultiplicativa || - ||, existd intotdeauna o norma
vectoriala compatibila. De exemplu, dat fiind orice vector fix y # 0 in R", este suficient sa se
defineasca norma vectoriala consistenta sub forma

lzll = llzy"lla Vo eR™ (4.8)

Un exemplu de norma matriciala este norma Frobenius (sau norma euclidiana in R”Q)
n
1AllF = | 22 lag? = \/tr(A AT) (4.9)
ij=1
si este compatibild cu norma vectoriala euclidiana || - ||o. Intr-adevir,
n n n n n
2 2 2 2 21112
[Ally =D 1> aya;* < >0 D lay* 3 |l | = [IAlE N5 (4.10)
=1 j=1 i=1 \j=1 =1

Observati ca pentru o astfel de norma ||1,]|r = \/n. Pentru o norma oarecare, care ar putea fi o
asteptare rezonabila pentru || 7,,||?

Norme matriceale induse

Teorema 4.0.5. Fie || - [|[gm si || - ||gn norme vectoriale. Functia
) = sup 1270
220 [|%]|mn

este o norma matriciala, numsita norma indusa sau norma matriciala naturala.

Demonstratie. Mai intai, supremul este finit. Intr-adevar, raportul este omogen de grad zero in
x, deci este suficient sa luam supremul pe sfera unitate {x : ||z||g» = 1}. In dimensiune finita
aceasta sfera este compacta, iar aplicatia « — ||Ax||gm este continua.

Avem evident ||A]| > 0. Daca A = 0, atunci ||A|| = 0. Reciproc, daca ||A|| = 0, atunci ||Az| =0
pentru orice x, deci Ax = 0 pentru orice x i prin urmare A = 0.
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Pentru orice scalar o € R, [|aAl| = sup, |a| [|Az||/||z| = |a| ||A]l. In sfarsit, din inegalitatea
triunghiului pentru norma vectoriala,

A+ Bzl _ A=l || B
] [t . E]

Luénd supremul dupa x # 0, rezulta ||[A + B|| < ||A]| + || B]]. O

< [l +11B1-

Cazuri relevante de norme matriceale induse sunt aga-numitele norme p definite astfel

Ax
4]l = sup 142l (1)
w20 [l
Norma 1 gi norma infinit sunt usor de calculat, deoarece
[l = max Slagl, Al = max > oyl (4.12)
el q — Ly ]:1

si se numesc norma sumei coloanelor gi, respectiv, norma sumei randurilor.
Mai mult, avem [|Al|; = ||A7]|o si dacd A este simetrica ||All; = || A co-

Teorema 4.0.6. Fie || - ||[gmxn 0 norma matriceald indusa de normele vectoriale || - ||gm st || - ||rn-
Atunci:

1. ||A$HRW S HAHRan ||x||Rn;
2. pentru o normd indusd de aceeasi normd vectoriald pe domeniu si codomeniu, ||I,|| = 1;

3. daca dimensiunile sunt compatibile si fiecare normad matriciald este indusd de normele
vectoriale corespunzatoare, atunci |[AB|| < ||A] || B||-

Demonstratie. Din definitia normei induse, ||A[| = sup,q [|[Az||/||z||. Prin urmare, pentru orice
x # 0 avem | Az||/||z|| < ||A]|, adica [|Az|| < ||A] ||z]|; pentru x = 0 relatia este evidenta.
Pentru matricea identitate,

Ml _ el _

]| = sup =
T

In sfarsit, pentru orice x # 0, folosind de dou# ori compatibilitatea obtinem ||ABz| <
|A| I1Bz|| < [|A|l 1Bl ||lz||. Impartind prin |z|| si luAnd supremul dups = # 0 rezulta
IAB]| < [|A[ 1 BI]- 0

Observati ca normele p sunt submultiplicative. Mai mult, observam ca proprietatea de submulti-
plicativitate ar permite doar sa concluzionam ca ||1,,|| > 1. Intr-adevar, ||1,|| = || I, L]l < ||1,|/>.
Norma [|A||a = max;—1,_,j=1,..m |@ij| care nu este submultiplicativa, de asemenea, nu este o
norma matriceala indusa. O norma care nu este indusa poate fi sau nu submultiplicativa. De
exemplu, || - ||a nu este submultiplicativd, dar norma Frobenius ||Al|r = (X, |ai;|?)"/? este
submultiplicativd, desi nu este o norma indusi pentru n > 1. Intr-adevar, daci notdm cu b;
coloanele lui B, atunci

IABI[E = > 114b;ll5 < [IAI5 > 1165115 = 1Al BIE < Al BIE,
J J

unde am folosit [|A||z < ||A]|r. Pe de alta parte, orice norma indusa satisface ||,,|| = 1, in timp
ce ||I,||F = v/n; de aceea, pentru n > 1, norma Frobenius nu poate fi indusa.

Norma spectrala pentru matrice simetrice
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Teorema 4.0.7. Fie A € R™" simetrica. Atunci | Alls = p(A).

Demonstratie. Prin teorema spectrala exista o matrice ortogonala U si o matrice diagonala
D = diag(\y, ..., \,) astfel incat A = UDUT. Pentru z # 0 punem y = UZx. Deoarece U este
ortogonald, [|y|l2 =[xz, iar

Azl |UDyl5 _ 35, Aw?

]

I3 lwld Siwl

< max A%,
(2

Prin urmare ||Al|; < max; |\;|. Egalitatea se obtine alegind y = e;, unde |\;| = max; |\;|, adica
alegdnd x = Ue;, un vector propriu corespunzator. Rezulta ||Alj; = max; || = p(A). O

De ce nu apare aici problema vectorilor proprii complecsi?

Pentru o matrice reala simetrica toate valorile proprii sunt reale si exista o baza ortonormala
de vectori proprii reali. Problema vectorilor proprii complecsi apare pentru o matrice reala
generala si va fi tratata explicit mai jos.

Pentru matricea identitate rezulta imediat ||,]|2 = 1.

Matrice nesimetrice

Definitie 4.0.8. Fie A € R™*". Se numesc valori singulare ale matricei A, numerele reale
oi(A) definite prin

gi(A) = /N(AT A). (4.13)

Daca A este simetrica, valorile singulare sunt modulele valorilor proprii, reordonate descrescator.
Mai precis, exista o permutare 7 astfel incat

0i(A) = Aey (A, 01(A) > -+ > g,(A) > 0. (4.14)

In particular, o;(A) = max; |A\;(A)| = p(A). Nu este corect, in general, si identificim o;(A)
cu |\;(A)| pastrand aceeasi ordine a indicilor; de exemplu, pentru A = diag(l, —5) avem
()\1,)\2) = (]_, —5), dar (0'1,0'2> = (5, ].)

Norma spectrala pentru matrice generale

Teorema 4.0.9. Fie A € R™*" gi fie 01(A) cea mai mare valoare singulard a sa. Atunci

|All2 = /p(ATA) = o1 (A).

Demonstratie. Pentru orice x # 0,

|Az|5 2" AT Ax

=3 2"

Matricea AT A este simetrica si pozitiv semidefinita. Prin teorema spectrald, maximul catului
Rayleigh din membrul drept este cea mai mare valoare proprie a lui AT A, adica p(AT A). Luand

supremul dupa = # 0 si apoi radacina patrata, obtinem || Al = y/p(ATA) = o1(A). O
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Este clar ca calculul lui [|A||2 este mult mai costisitor decat calculul lui ||Al[; sau al lui || A .
Cu toate acestea, daca este necesara doar o estimare a lui ||A|2, urmatoarele relatii pot fi
utilizate In mod profitabil in cazul matricelor patrate

max lag] < ||All2 < nmax |ag|,

7

1
— < < .
\/ﬁHAHoo < [|All2 < vV [|Alloo, (4.15)

1
ﬁHAHI <Al < vrlAll, 1Al < VAT Al

Relatii dintre norme si raza spectrala

Teorema 4.0.10. Fie A € R™" i fie || - ||m 0 normd matriciald consistentd cu o normd
vectoriald || - || pe R™. Atunci

p(A) < [|Allar-
Demonstratie. Daca toate valorile proprii sunt reale, demonstratia este imediata: pentru Av =
Av, v 7 0, [AJvf| = [[Av]| < |A[[ar [Jo]]-
Pentru o matrice reala generala, insa, o valoare proprie si vectorul propriu asociat pot fi complecsi.

Pentru a nu ascunde acest punct, extindem norma vectoriala de pe R™ la C" prin

Izllc := max | Re(e”2)|, zeC™

Aceasta este o norma pe C": omogenitatea pentru scalari complecsi rezulta printr-o rotatie a
parametrului @, iar inegalitatea triunghiului se obtine luand maximul dupa 6. In plus, deoarece
A este reala,

|Az]lc = max [ ARe(e”2)|| < [|Alar max | Re(e”2)[| = [[Allar]2lc-

Daca acum Az = Az cu z € C*\ {0}, atunci |A| ||z]lc = || Az]lc < [|Allam|zllc. Deci || < || Allar
pentru orice A € o(A), iar prin maximizare rezulta p(A) < || Al O

O alternativa pentru norma spectrala

Daca folosim in particular norma euclidiana gi norma matriciala indusa || - ||2, comple-
xificarea este imediati: pentru z € C" folosim ||z]|s = (X |2|?)/?. Aceeasi formuld de
norma de operator ramane valabila pentru matricea reala A privita pe C". Astfel, din
Az = Az rezulta direct |A] ||z]]2 = ||Az|l2 < ||All2]|z]|2-

In restul prelegerilor noastre, daca nu specificam altceva, folosim de regula norma spectrala si o
notam cu || - ||.

O norma indusa arbitrar de apropiata de raza spectrala

Teorema 4.0.11. Fie A € R™™" gi ¢ > 0. Ewistd o normd vectoriald pe R™ si norma matriciald
indusd asociata, notatd || - ||ac, astfel incdt

p(A) < ||Allas < p(A) + €.



70 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

Demonstratie. Inegalitatea din stanga este consecinta teoremei precedente. Demonstram exis-
tenta normei pentru inegalitatea din dreapta. Consideram forma Jordan a lui A peste C: exista
o matrice inversabild S € C™ " astfel incat J = S~1AS este bloc-diagonals, fiecare bloc avand
forma J.(A) = Al + N, unde N are elemente 1 pe supradiagonala si zero in rest.

Alegem 0 < § < ¢ si, pentru un bloc de dimensiune r, punem D, = diag(1,d,6%,...,6"1).
Atunci D;'J,.(\)D, are X pe diagonald si § pe supradiagonald. Dacd D este bloc diagonala
formata din matricile D,., rezulta

ID7H Do < p(A) +6 < p(A) + ¢,

deoarece suma absoluta a elementelor de pe orice rdnd este cel mult |[A| + 4.

Definim acum, pentru z € R",
|llae = [ID7'S™ 2 o,

unde norma din dreapta este norma maxim pe C". Aceasta este o norma pe spatiul vectorial
real R”. Mai precis, notand y = D18~ tx, avem D'S~'Ax = D~1J Dy, deci

[Az]lae < DN Dl 2]l ae < (p(A) + &)z .-

Prin definitia normei induse rezultd ||Alja. < p(A) +e. O

Interpretare

Raza spectrala nu este, in general, o norma matriciala. Teorema afirma insa ca, pentru
o matrice fixata A, putem adapta geometria spatiului vectorial astfel incat norma de
operator a lui A sa fie oricdt de aproape dorim de p(A). Aceasta observatie este folosita
in demonstrarea criteriului A* — 0 <= p(A) < 1.

Analiza sensibilitatii solutiei
La fiecare pas al GEM in urma rotunjirilor numerelor se rezolva un sistem perturbat
(A+0A)(x+dx) = b+ b, (4.16)
solutia acestui sistem perturbat fiind perturbata fata de solutia sistemului de start
Ax =b. (4.17)
Ne dorim sa caracterizam perturbarea dz in functie de perturbarile 6 A si 0b.
Vom folosi In continuare numarul de conditionare.
Numarul de conditionare
Numaérul de conditionare al unei matrice A € R"*" este definit prin
K(4) = 1A A7) (4.18)

unde || - || este o norma indusa.
Se poate observa ca numarul de conditionare depinde de norma aleasa.

Se observa insa ca indiferent de norma aleasa K (A) > 1 deoarece

L=[l[AAT < [JA[A7Y] = K(A).
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Mai mult, K(A) = K(A™) i K(a A) = K(A), Va # 0.
Pentru norma || - || pe R™™, Ky(A) = ||A||2||A7!]|2 este dat de

o1(A)
Ky(A) = 4.1
2( ) O'n(A)’ ( 9)
iar In cazul matricelor pozitiv definite
A (A Amax (A
K»(A) 1A) _ (4). (4.20)

T (A T Aan(A)
K5(A) se numegte numarul de conditionare spectral.
Analiza a priori a erorii

Teorema 4.0.12. Fie A € R™™™ o matrice inversabild si §A € R™ ™ astfel incdit, intr-o norma
ndusd,

A7 |I6A] < 1. (4.21)

Atunci, daca x € R"™ este solulie a sistemului Ax =b cub € R" (b#0) si ox € R™ verifica

(A+ 0A)(z + dz) = b+ db, (4.22)
atunct
oz K(A) (nabn ||6A||>
el = T=xk@pAlAT el Al (4.23)

Cateva observatii

Conditia ||A7Y] ||6A]| < 1 asigurd faptul cd (A + §A) rdmane inversabili.
Daca || A7 ||6A| < 1, atunci p(A716A) < 1.

Lema 4.0.13. Fie A € R™". Atunci
AP — 0 (k= o0) = p(A) < 1.

In plus, seria geometricd S0 AF converge dacd si numai dacd p(A) < 1. In acest caz,
(o)
YA =(1-A)
k=0

Daca || - || este o norma matriciald indusd pentru care ||Al| < 1, atunci

1
1= All

1
<=4 <
T 4] I( )|

Demonstratia criteriului A* — 0
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Demonstratie. Presupunem mai intai ca p(A) < 1. Alegem € > 0 astfel incit p(A) +¢ < 1. Din
teorema precedenta existd o norma matriciala indusa, pe care o notam simplu cu || - ||, pentru
care || A|| < p(A) + ¢ =: ¢ < 1. Prin submultiplicativitate, || A*|| < ||A]|* < ¢* — 0; deci AF — 0.

Reciproc, presupunem A* — 0. Fie A € o(A) si fie z € C* \ {0} un vector propriu asociat. Aici
trebuie tinut cont de faptul ca, desi A este reala, A si z pot fi complecsi. Scriem z = x + 1y,
cu z,y € R". Din AF — 0 rezulta A*z — 0 si A*y — 0, deci A¥2 — 0 in C". Dar A¥z = Mz
Cum z # 0, rezulta |A\|* — 0, deci |\| < 1. Aceasta este adevirat pentru orice valoare proprie,
prin urmare p(A) < 1. O

Seria geometrica de matrice

Demonstratie. Daca p(A) < 1, alegem ca mai sus o norma indusa pentru care ||A|| < 1. Atunci

AF| < Af = ————
S 14 < I = g <

deci seria 322, A¥ converge absolut si, In particular, converge. Pentru sumele partiale S, =
I+ A+ -+ A" avem identitatea (I — A)S, = I — A", Cum A" — 0, trecind la limita
obtinem (I — A)S = I, unde S = 332, A*. In dimensiune finita aceasta implica faptul ca [ — A
este inversabild i S = (I — A)™!

Reciproc, daca seria 372, A* converge, atunci termenul ei general trebuie si tinda la zero, adica
A* — 0. Din prima parte a lemei rezulta p(A) < 1. O

Estimarile pentru (I — A)~

Pentru limita superioara folosim direct seria geometrica:

>4 < Z IS S A = o

I —A)" =

Pentru limita inferioard, din I = (I — A)(I — A)~!, submultiplicativitatea si ||| = 1 obtinem
L< I = AT = A7 < @+ [ADIE =47,
de unde [[(1 = A)7H| = 1/(1 + [ Al]).

Cum va fi folosita aceasta lema?

Ea transforma o conditie spectrala, p(A) < 1, intr-o proprietate de convergenta a puterilor

si a seriei geometrice. Exact acelagi mecanism va aparea la metodele iterative: daca
matricea de iteratie este B, convergenta pentru orice aproximatie initiala este echivalenta
cu p(B) < 1.

Revenim la teorema de demonstrat: analiza a priori a erorii

Rezultatul enuntat mai sus se demonstreaza acum folosind seria geometrica de matrice.

Demonstratia teoremei de analiza a priori
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Demonstratie. Deoarece ||[A710A|| < 1, avem c& I+A~'§ A este inversabild si din lema precedenta
rezulta ca

I+-4750) < Ty < T 20
Pe de alta parte, din
(A+6A)(z + 6x) = b+ b, (4.25)
si Az = b gasim
o= (I+A6A) A" (Sb — §A ), (4.26)
iar trecand la norma deducem
501 < et + a1 (4.27)

In final, impartind prin ||z|| (care este nenul pentru ca b # 0 si A este inversabild), apoi folosind

faptul ca ||z|| > % se deduce inegalitatea dorita. O

Extensie didactica: norme, perturbatii si numarul de con-
ditionare

Ideea principala

O eroare numerica nu este un obiect absolut: trebuie masurata. Normele ofera limbajul
prin care comparam vectori, matrice, reziduuri si perturbatii. Alegerea normei schimba
valorile numerice ale estimarilor, dar in dimensiune finita toate normele sunt echivalente.
Pentru analiza algoritmilor vom folosi frecvent o norma matriciala indusa de o norma
vectoriala, deoarece satisface automat [|Az|| < [|A]] ||z]|.

- J

1/2

Pentru z € R", normele uzuale sunt ||z||; = ¥, |z, ||z]l2 = (X |2:*)Y? si ||2]|e = max; |x;].
Normele matriciale induse asociate normelor 1 gi co au formule ugor de calculat: ||A||; este
suma maxima pe coloanad a modulelor elementelor, iar || Ao, este suma maxima pe linie. Norma

spectrala este ||All2 = \/Amax(ATA) = omax(A).

Pentru o matrice simetrica, valorile singulare sunt modulele valorilor proprii, deci ||Alls =
max; |A;(A)|. Daca A este SPD, aceasta expresie devine simplu Apax(A).

De la reziduu la eroare

Fie Az = b si o aproximare Z. Cur =b— AZ si e = 2 — % avem Ae = r, deci e = A~ 'r. Prin
urmare,

el 7l
<[lA7
] ]
Cum ||b|| = [|Az|| < ||A]|| ||z]|, rezulta estimarea practica
[z — ]| 16 — AZ| -1
< K(4) o s(A) = [JA[AT
edl 161l

Asadar un reziduu relativ de ordin 107!2 este excelent pentru o matrice cu x(A) ~ 10%, dar
poate fi insuficient pentru una cu x(A) =~ 102
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Exemplu: o problema care devine sensibila

Pentru A. = diag(1,¢) avem ry(A.) = 1/e dacd 0 < ¢ < 1. Sistemul cu b = (1,¢)" are solutia
z = (1,1)T. Dacd perturbim numai a doua componenta a termenului liber la & + §, noua
solutie are componenta a doua 1+ d/e. O perturbare absoluta foarte mica poate produce deci o
modificare mare atunci cand ¢ este mic.

Acest exemplu arata si de ce numarul de conditionare este adimensional atunci cand se folosesc
erori relative. El masoara, In prima aproximatie, cate cifre semnificative pot fi pierdute prin
sensibilitatea problemei.

Perturbarea matricei

Daca matricea insasi este perturbata, (A + AA)(x + Az) = b+ Ab, analiza exacta devine mai
complexa. Totusi, atunci cAnd ||A"'AA|| < 1, matricea perturbatd ramane inversabild si pot
fi obtinute estimari in care apare din nou x(A). O matrice apropiata de una singulara are, in
consecinta, un numar de conditionare mare.

Laborator: reziduu mic, eroare mare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti matrici cu numere de conditionare aproximativ 102, 10%,10'°. O modalitate
controlats este si luati matrici diagonale sau si construiti A = QX V7 cu Q, V ortogonale
si valori singulare prescrise. Pentru o solutie x, aleasa, calculati b = Ax,, perturbati b cu
zgomot relativ mic si masurati modificarea solutiei. Comparati raportul amplificarii cu
cond(A).

-

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Calculati || A1 si ||Al|oo pentru A = (é _42>

2. Demonstrati proprietatea de submultiplicativitate pentru o norma matriciala indusa:
IAB| < [|A[[BII

3. Pentru o matrice ortogonala @, aratati ca ||Q|2 = 1 si ko(Q) = 1.

4. Daca A este SPD, demonstrati ca r2(A) = Amax(A)/Amin(A).

5. Construiti doua aproximari z;, o pentru acelasi sistem astfel incat prima sa aiba
reziduu mai mic, dar eroare intr-o norma aleasa sa nu fie neaparat mai mica. Discutati
rolul directiei reziduului.

&

6. Explicati de ce normalizarea sistemului prin Inmultirea unei ecuatii cu un factor mare
poate modifica unele norme si comportamentul algoritmului, chiar daca multimea
solutiilor exacte raméane aceeasi.

-
A\
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Mini-proiect: matricea Hilbert

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Pentru n = 2,3, ...,14, construiti matricea Hilbert H,, rezolvati H,x = b cu o solutie
exacta z, = 1, apoi calculati reziduul relativ, eroarea relativa si cond (H). Reprezentati
cele trei marimi pe scara logaritmica. Explicati de ce un algoritm poate produce un
reziduu foarte mic si totusi o solutie cu putine cifre corecte.

-~
A\

Rezolvare orientativa

Calculul normelor si interpretarea lor

1 -2
)
2+ 4 =6, deci ||Al|; = 6. Pe linii obtinem 1 +2 =3si 3+4 =7, deci ||A||cc = 7. Aceste
norme sunt ieftin de calculat si au interpretari directe.

Pentru A = diag(2,0.01), norma spectrala este 2, norma lui A~! este 100, deci k2(A) = 200.
Daca datele contin o perturbare relativa de ordin 107° orientata pe directia celei mai mici
valori singulare, eroarea relativa a solutiei poate ajunge la ordin 2 - 1073,

Pentru A = suma modulelor pe prima coloana este 1 + 3 = 4, iar pe a doua

(&

N

Situatie practica: prag de incredere

Sa presupunem ca senzorii furnizeaza date cu aproximativ sase cifre semnificative, iar modelul
liniar are x(A) ~ 10%. Chiar cu un algoritm stabil, nu este realist s& asteptam opt cifre
corecte in solutie. Inainte de a “Imbunititi codul”, trebuie analizatd conditionarea si,
eventual, reformulat modelul sau introdusa regularizare.

Exemplu rezolvat: reziduu minuscul, eroare vizibila

11 1 9
A5:<1 1+5>’ b:A5<1>:<2+5>'

Perturbam numai a doua componenta a termenului liber cu ¢ si rezolvam (As)(z+e¢) = b+(0,¢)”.
Eroarea satisface Ase = (0,¢)?. Din prima ecuatie e; + e; = 0, iar scizand prima ecuatie din a
doua obtinem de; = . Prin urmare

Fie

3 €
€y = =, €1 = ——.

) )
Daca § = 1076 si e = 1078, o perturbare de numai 10~® produce componente ale erorii de ordin
1072, Mecanismul nu tine de algoritm: matricea este aproape singulara, iar cele doua ecuatii
sunt aproape dependente.
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Intrebarea corecta despre un rezultat numeric

Nu este suficient sa intrebam ,.cat de mic este reziduul?”. Trebuie sa intrebam si ,cat
de sensibila este problema?”. O solutie calculata poate avea reziduu aproape de precizia
masinii gi totugi sa nu aiba multe cifre corecte daca r(A) este mare. De aceea rapoartele
numerice serioase includ reziduul, o estimare a conditionarii gi, cand este posibil, o eroare
inainte fata de o solutie de referinta.

Demonstratie detaliata: estimarea erorii din reziduu

Daca Ax = b si T este aproximatia calculata, definim r = b — AZ si e = v — . Atunci Ae =r,
deci e = A~7!r. Pentru orice norma matriciald subordonata, |le|| < ||[A7Y|||r||. Pe de alt&
parte, din b = Az avem ||b|| < || Al ||z]|, deci 1/||=|| < ||A]|/||b]|. Inmultind cele dous inegalitati
e el _ RN
ol r
o = A W ==y
Aceasta derivare arata exact unde intra numarul de conditionare si de ce el amplifica efectul
unui reziduu relativ.

Sarcina practica: o harta eroare-reziduu—conditionare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti matrici cu valori singulare prescrise 1,1071, ..., 1077, alegand factori ortogonali
aleatori. Pentru fiecare matrice generati z,, formati b = Az, si rezolvati sistemul.
Raportati k2(A), eroarea relativa si reziduul relativ. Reprezentati eroarea in functie
de k2(A) si comparati cu ordinul de marime sugerat de £(A) Unmach-

\ J

Exercitii suplimentare

1. Calculati ko pentru A = diag(1,1074,1077).
2. Pentru exemplul Ay, calculati determinantul si explicati de ce tinde la zero cand
o —0.

3. Aratati ca ko(Q)) = 1 pentru orice matrice ortogonala Q).

4. Daca inmultim matricea cu un scalar nenul, se schimba x(A)? Demonstrati.

5. Construiti doua aproximatii cu acelasi reziduu relativ, dar pentru doua matrici cu
conditionari foarte diferite. Comparati erorile Tnainte.

4.1 Imbunatatirea acuratetei eliminarii gaussiene

Imbunatatirea acuratetei eliminarii gaussiene

Dupa cum s-a mentionat anterior, daca matricea sistemului este prost Condi‘gionaté solutia
generatd de GEM ar putea fi inexact, chiar daca reziduul sau la pasul 4, adica ¥ = b — Az,
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este mic. In aceasta sectiune, mentionam doua tehnici de imbunatatire a acuratetei solutiei
calculate de GEM.

Scalarea problemei

In cazul in care intririle din A variazi foarte mult ca marime, este probabil ca in timpul
procesului de eliminare intrarile mari sa fie Insumate cu intrarile mici, avand drept consecinta
aparitia erorilor de rotunjire. Un remediu consta in efectuarea unei redimensionari a matricei A
inainte de a se efectua eliminarea.

Scalarea pe rand a lui A consta in gasirea unei matrice diagonale nesingulare D; astfel incat
intrarile diagonale ale lui D; A sa aiba acelagi ordin de marime (aceeagi dimensiune). Sistemul
liniar Az = b se transforma in

Atunci cand atat liniile, cat si coloanele lui A trebuie sa fie scalate, versiunea scalata a sistemului
devine

(D1A Do)y = D1b cu y = D;'w, (4.29)

presupunand, de asemenea, ca Dy este inversabil. Matricea D; redimensioneaza ecuatiile, in
timp ce Dy redimensioneaza necunoscutele.

Scalarea problemei

Observati ca, pentru a preveni erorile de rotunjire, matricile de scalare sunt alese sub forma

Dy = diag(8™, ..., ™), Dy = diag(5, ..., 5 (4.30)

unde [ este baza aritmeticii in virgula mobila utilizata, iar exponentii 71, ,7,,¢1, -+ , ¢y
trebuie determinati.

Rafinare iterativa

Rafinarea iterativa este o tehnica de imbunatatire a acuratetei unei solutii obtinute printr-o
metoda directa. Sa presupunem ca sistemul liniar Az = b a fost rezolvat cu ajutorul factorizarii
LU (cu pivotare partiala sau completa) si sa notam cu z(0) solutia calculata. Dupa ce s-a fixat
o toleranta de eroare, tol, rafinarea iterativa se desfagoara astfel: pentrui=0,1,---, pana la
convergenta:

1. se calculeaza reziduul r® = b — Az®, de preferinta intr-o precizie mai mare decit cea
folosita pentru factorii LU;

2. se rezolva sistemul liniar Az = r(® folosind factorii L, U (si permutarea, daci este cazul)
calculati o singura data pentru A;

3. actualizati solutia stabilind z(+1) = 2 4 (.
4. daca [|2@9]/]|z%*V| < tol, atunci incheiem procesul returnand solutia 21, In caz
contrar, algoritmul reincepe de la pasul 1.

In absenta erorilor de rotunjire, procesul s-ar opri la primul pas, producand solutia exacta.

Completare didactica: scalare si rafinare iterativa

Doua tehnici simple pot imbunatati substantial comportamentul unei rezolvari directe: scalarea
problemei inainte de factorizare gi rafinarea iterativa dupa obtinerea unei prime solutii. Ele nu
schimba metoda de baza, ci incearca sa o foloseasca intr-un regim numeric mai favorabil.
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Scalarea

Daca o linie a lui A contine valori de ordin 1078 si alta valori de ordin 10%, comparatia directa a
elementelor si alegerea pivoturilor pot fi influentate de unitatile de masura. O scalare pe linii
inlocuieste Ax = b cu D, Az = D,b, unde D, este diagonala si inversabila. Solutia exacta nu se
schimba. O scalare pe coloane, AD.y = b cu x = D.y, schimba variabilele gi trebuie interpretata
corespunzator.

Scopul nu este sa facem toate elementele egale, ci sa evitam diferente artificiale de scara. Scalarea
nu garanteaza un numar de conditionare mic si nu repara o problema intrinsec aproape singulara.

Rafinarea iterativa

Presupunem ci am calculat o factorizare stabild a lui A si o primé aproximatie z(?). La pasul k
calculim reziduul r®) = b — Az®) | rezolvam sistemul de corectie Ad®) = r*) folosind aceeasi
factorizare si actualizam z*+D) = z® 4 4 In aritmetici exactd, daca sistemul de corectie
este rezolvat exact, un singur pas ar fi suficient. In aritmetics finitd, repetarea poate recupera
cifre pierdute.

De ce poate functiona?

Nu refactorizam matricea. Folosim factorizarea existenta pentru a rezolva o problema a
carei solutie este tocmai eroarea curenta. Daca reziduul este calculat cu acuratete mai
bung decét solutia initiald, corectia poate recupera informatie semnificativa. In aritmetica
cu precizie mixta, avantajul poate fi si mai mare: factorizarea poate fi ieftina, iar reziduul
calculat intr-o precizie mai mare.

- J

Laborator: rafinare iterativa

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati:

[L,U,P] = 1u(A);
x=U\ (L \ (P*xb));
for k = 1:maxit
r = b - Axx;
d=UN\ (L \ (P*r));
xnew = x + d;
if norm(d) <= tol*(l+norm(xnew)), break; end
X = Xnew;
end

Testati pe o matrice moderat rau conditionata. Urmariti separat norma reziduului si
eroarea fata de o solutie exacta construita. Incercati si calcularea reziduului intr-o precizie
mai mare, daca mediul folosit permite.

Ve
&
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Exercitii si verificarea intelegerii

-

1. Demonstrati ca in aritmetica exacta, daca d rezolva exact Ad = b— Az, atunci x +d
este solutia exacta.

2. Propuneti doua criterii de oprire: unul bazat pe corectie si unul bazat pe reziduul
relativ. Discutati avantajele fiecaruia.

3. Pentru o scalare pe coloane x = Dy, scrieti sistemul satisfacut de y si formula de
recuperare a lui x.

4. Dati un exemplu in care scalarea pe linii modifica foarte mult marimea elementelor,
dar nu schimba deloc solutia exacta.

5. De ce este important pentru costul rafinarii iterative sa refolosim factorii LU?

J

Studiu practic: precizie mixta

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Daca mediul permite tipuri de precizie diferita, calculati factorizarea intr-o precizie mai
redusa si reziduul intr-o precizie mai mare. Investigati pentru ce niveluri de conditionare
rafinarea recupereaza o solutie apropiata de cea obtinuta direct in precizie inalta. Daca
nu aveti acces la precizie mixta, simulati o precizie redusa prin rotunjirea deliberata a
factorilor.

Rezolvare orientativa

De ce o corectie exacta ar rezolva problema intr-un pas

Fie (9 orice aproximatie si » = b — Az(®. Daci rezolvam exact Ad = r si punem
M = 2O 4+ ¢ atunci Az = Az©® + Ad = Az©® + b — Az©® = b. Prin urmare (V) este
solutia exacta. Faptul ca in practica sunt necesare mai multe iteratii provine exclusiv din
aritmetica finita si din faptul ca sistemul de corectie este rezolvat aproximativ.

Situatie practica: oprirea rafinarii

Daca norma corectiei scade pana la nivelul ||d®|| ~ ulz®||, unde u este precizia masinii,
adaugarea corectiei poate sa nu mai schimbe reprezentarea lui x. Continuarea iteratiilor nu
mai aduce informatie. Un criteriu bun trebuie sa urmareasca atat reziduul, cat si marimea
corectiei, i sa impuna un numar maxim de pagi.

Exemplu rezolvat: o iteratie de rafinare

Counsideram

10 7 17
() ()
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cu solutia exacts z, = (1,1)”. S& presupunem c& o prima rezolvare produce 7 = (0.99,1.02)7.

Reziduul este
—0.04
0) — p _ A=(0) —
r b— Az (_0.01> )

Rezolvim sistemul de corectie Adz(®) = 7 folosind factorii deja calculati ai lui A si obtinem
620 = (0.01,-0.02)7. Actualizarea 2 = 2 + §z(0) recupereaza aici exact (1,1)7.

In aritmetica reald exactd, daca sistemul de corectie ar fi rezolvat exact, o singurd corectie ar
recupera solutia. Utilitatea rafinarii apare tocmai deoarece factorii i rezolvarile sunt afectate de
erori de rotunjire. Un avantaj este ca reziduul poate fi calculat intr-o precizie mai mare decat
cea folosita la factorizare, ceea ce sta la baza variantelor moderne de mixed precision iterative
refinement.

Sarcina practica: rafinare iterativa

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Factorizati o data A in precizie standard. Calculati o aproximatie initiala si apoi repetati:
rr = b— Axy, rezolvati Ad, = i cu factorii existenti si puneti x, 1 = xy + 0. Opriti cand
reziduul nu mai scade. Testati matrici Hilbert si matrici bine conditionate. Daca mediul
permite, calculati reziduul in precizie extinsa gi comparati rezultatele.

- J

Exercitii suplimentare

1. Refaceti calculul exemplului de mai sus si verificati exact vectorul de corectie.

2. Explicati de ce nu refactorizam A la fiecare pas de rafinare.

3. Ce se intampla daca matricea este atat de rau conditionata incat rezolvarea sistemului
de corectie nu mai furnizeaza o directie utila?

4. De ce calculul reziduului in precizie mai mare poate imbunatati rafinarea?

5. Propuneti un criteriu de oprire bazat simultan pe corectie si reziduu, nu numai pe
numarul de iteratii.

Vs
&

Fisa de seminar: eroare, conditionare si stabilitate

Problema rezolvata 1: perturbarea termenului liber

Dacd Az = b si A(x + Az) = b+ Ab, atunci AAx = Ab. Pentru A nesingulard, Az = A~TAb.
Rezulta ||Az||/||z] < &(A)||AD||/||b]]. Aceasta estimare este de tip worst-case: spune cat de
mare poate fi amplificarea pentru o perturbare nefavorabil orientata. Pentru o perturbare
aleatoare, eroarea observata poate fi mult mai mica. Nu trebuie confundat un majorant cu o
predictie exacta a fiecarui experiment.
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Problema rezolvata 2: scalarea nu schimba conditionarea printr-un
scalar

Pentru orice a # 0, avem (aA)™' = o 'A~!. Intr-o norma absolut omogena, x(aA) =
|aAll[la™*A7Y| = k(A). Asadar simpla Inmultire a intregului sistem cu 10° nu schimba
conditionarea. In schimb, scalarea diferiti a liniilor sau coloanelor poate schimba conditionarea
numerica, pentru ca nu este o multiplicare uniforma.

Backward error

Un algoritm este backward stable daca rezultatul calculat poate fi interpretat ca solutia
exacta a unei probleme foarte apropiate de cea initiala. Aceasta este o notiune de proprie-
tate a algoritmului. Pentru a transforma backward error mic intr-o eroare nainte mica
avem nevoie si de o problema bine conditionata. Cele doua concepte sunt complementare.

Vs
A

Laborator integrator 4: matrice Hilbert

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru n = 2,..., 14, construiti matricea Hilbert H, = (1/(i 4+ j — 1)). Alegeti x, = 1 i
b = H,z,. Rezolvati cu solverul standard, raportati xs(H,), reziduul relativ i eroarea
inainte. Reprezentati toate trei pe scara logaritmica. Aplicati apoi rafinarea iterativa si
observati pana la ce dimensiune aduce o imbunatatire.

-
\

Set de probleme

Demonstrati majorantul perturbarii termenului liber.
Derivati o estimare de prim ordin pentru perturbarea simultana a lui A si b.
Aratati ca pentru o matrice diagonala pozitiva, k2(A) = max a;;/ min ay;.

Ll e

De ce determinantul foarte mic nu este echivalent cu numar de conditionare mare
daca matricea este rescalata?

Dati un exemplu de matrice cu determinant 1 si conditionare arbitrar de mare.
Ce informatie ofera reziduul normalizat prin ||Al|||z|| 4 ||b]| fatd de simplul ||7||/||b]|?
Explicati de ce rafinarea iterativa poate folosi aceeasi factorizare.

X N oo

Formulati un protocol minim pentru raportarea calitatii unui sistem liniar rezolvat
numeric.

r
.

Proiect de capitol: raport de sensibilitate

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile i termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.
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Alegeti trei familii de matrici cu conditionari diferite. Pentru fiecare produceti 100 de
perturbatii ale termenului liber de aceeagi norma relativa si reprezentati distributia erorilor
solutiei. Comparati cel mai rau caz observat cu majorantul dat de x(A). Discutati
diferenta dintre directia singulara cea mai sensibila si o perturbare aleatoare.

Sarcini de aprofundare: conditionare, stabilitate si rafinare

Probleme de aprofundare: sensibilitatea problemei versus comportamentul
algoritmului

1. Pentru A = diag(1,107%,1078), calculati xo(A) si construiti doi vectori de perturbare
ai lui b cu aceeasi norma, dar care produc amplificari foarte diferite in solutie.
Explicati rolul directiei perturbarii.

2. Demonstrati ca k2(Q)) = 1 pentru o matrice ortogonala si ca ko(Q1AQ2) = Kao(A)
daca @1, Q)2 sunt ortogonale.

1 1

1 1+¢

numarul de conditionare k2(A.) cdnd ¢ — 0. Comparati concluziile folosind definitia

normei spectrale din capitol.

3. Pentru A, = , analizati determinantul, valorile proprii ale lui AT A, si

4. Deduceti o estimare a erorii nainte pornind de la reziduul r = b— AZ: ||z —Z|/||z| <
k(A)[|r]|/]]b]|. Precizati ipotezele si locurile in care apar inegalitati.

5. Dati un exemplu in care reziduul relativ este de ordinul preciziei maginii, dar
eroarea relativa este mare. Explicati de ce aceasta nu demonstreaza instabilitatea
algoritmului.

6. Definiti conceptual eroarea inainte gi eroarea inapoi. Pentru o aproximatie z,
construiti o perturbare db astfel Incat AT = b + b si exprimati 0b prin reziduu.

7. Aratati ca Inmultirea matricei cu un scalar nenul nu modifica x(A) intr-o norma
indusa, dar scalarea diferita a liniilor sau coloanelor o poate modifica.

8. Pentru matricea Hilbert H,,, explicati de ce alegerea b = H,,1 este mai buna pentru un
experiment de conditionare decat alegerea unui b arbitrar daca dorim sa cunoagtem
exact eroarea nainte.

9. Analizati rafinarea iterativa in forma r, = b — Axy, Ady = 4, Tpe1 =  + di,. In
aritmetica exacta, ce s-ar intampla dupa un singur pas daca sistemul pentru dj ar fi
rezolvat exact?

10. Explicati de ce calcularea reziduului intr-o precizie mai mare decat cea folosita la
factorizare poate face rafinarea iterativa mult mai eficienta.

11. Construiti un exemplu in care schimbarea unitatilor unei variabile produce o matrice
mai prost scalata. Propuneti o rescalare diagonala si masurati efectul asupra
conditionarii.

12. Distingeti prin cate o propozitie: problema rau conditionata, algoritm instabil,
implementare defectuoasa si criteriu de oprire neadecvat.

& J

Laborator integrator: harta conditionare—eroare—precizie

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hértie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Separati experimental sensibilitatea problemei de efectul preciziei numerice.

1. Construiti matrici simetrice pozitiv definite A = QDQ?, unde Q este ortogonala
si D = diag(1,1077/(=Y . 107P) pentru p = 2,4,6,8,10,12. Aceasta constructie
foloseste numai teorema spectrala deja introdusa.

2. Alegeti x, aleator, formati b = Ax, si rezolvati in dubla precizie. Raportati ko(A),
reziduul relativ gi eroarea relativa.

3. Repetati calculul dupa conversia datelor la single. Comparati ordinul erorii cu
K(A)Upqen, pentru cele doua precizii.

4. Pentru fiecare caz perturbati b cu un vector de norma relativa 1078, o daté intr-o
directie aleatoare si o data pe directia vectorului propriu asociat celei mai mici valori
proprii a lui A. Comparati amplificarea.

5. Implementati rafinarea iterativa folosind factorii calculati o singura data. Salvati
istoria reziduului si a erorii.

6. Pentru o matrice Hilbert, comparati rezolvarea directa, rafinarea iterativa si o
versiune cu scalare diagonala simpla.

7. Reprezentati grafic eroarea in functie de ko(A) pe scara logaritmica gi marcati
regimul 1n care se pierd progresiv cifre semnificative.

8. Formulati o concluzie distincta pentru: conditionarea problemei, stabilitatea solve-
rului si utilitatea rafinarii.

- J

Mini-proiect: interpolare polinomiala sensibila

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Studiati sisteme Vandermonde patratice construite pe noduri aflate
intr-un interval nefavorabil, de exemplu [100,101], inainte de introducerea formala a
problemei celor mai mici patrate.
1. Modelare. Pentru gradele 3,5, 8, alegeti cate n + 1 noduri si construiti sistemul
patratic care determina polinomul interpolator in baza monomiala.
2. Diagnostic. Calculati conditionarea matricei Vandermonde nainte gi dupa trans-
formarea variabilei la intervalul [—1,1].
3. Calcul manual. Pentru trei puncte si gradul 2, scrieti sistemul complet si efectuati
manual rescalarea variabilei.
4. Algoritm. Rezolvati sistemele printr-o metoda directa adecvata si comparati
coeficientii in cele doua parametrizari.
5. Perturbare. Modificati valorile nodale cu perturbatii relative controlate si masurati
variatia coeficientilor si variatia valorilor polinomului pe interval.
6. Validare. Evaluati interpolatoarele pe o grila fina si comparati doua marimi diferite:
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eroarea 1n coeficienti gi eroarea functiei.

7. Interpretare. Discutati de ce un vector de coeficienti foarte sensibil nu implica
automat o eroare de aceeasi marime in valorile functiei pe interval.

8. Raport. Includeti conditionare, reziduuri, erori si o concluzie despre rolul scalarii
inaintea algoritmului propriu-zis.
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Test de capitol

Test — Norme, conditionare si analiza erorii

1. Calcul explicit. Se considera

A= (g 1/010> b= <1/210> ‘

a) Calculati ||A]|1, ||A|le si, folosind rezultatele capitolului, || A]|2.
b) Calculati numarul de conditionare rq(A).
¢) Rezolvati Az = b, apoi inlocuiti b cu b = (2, 11/100)7. Comparati variatia relativi
a datelor cu variatia relativa a solutiei si interpretati rezultatul.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.

A) numarul de conditionare descrie sensibilitatea problemei la perturbatii;
B

) un numar de conditionare mare dovedeste automat ca programul contine o eroare;
C) reziduul mic si eroarea mica sunt notiuni diferite;

D) pentru orice matrice inversabila x(A) > 1 intr-o norma indusa.




Capitolul 5

Metode iterative pentru sisteme liniare

Despre convergenta metodelor iterative

k)

Ideea de bazi a metodelor iterative este de a construi o secventi de vectori (¥ care se bucura

de proprietatea de convergenta

z = lim ®), (5.1)
k—o00
unde z este solutia pentru
Ax =0D. (5.2)

In practica, procesul iterativ se opreste la valoarea minima a lui n astfel incat ||z(™ — z|| < &,
unde ¢ este o toleranta fixa si || - || este orice norma vectoriala convenabila.

Cu toate acestea, deoarece solutia exacta nu este, evident, disponibila, este necesar sa se

introduca criterii de oprire adecvate pentru a monitoriza convergenta iteratiei.

Clasificarea metodelor iterative

Iteratiile introduse mai sus sunt cazuri speciale de metodelor iterative de forma

'I(O) = fO(A7b)7

D) = fn+1(x("), gD ) b), pentru n > m, (5.4)

unde f; si 2™ ... 2 sunt functii si, respectiv, vectori dati.
Numarul de pasi de care depinde iteratia curenta se numeste ordinul metodei.

Daca functiile f; sunt independente de indicele iteratiei ¢, metoda se numeste stationara, in
caz contrar este nestationara.

In sfarsit, daca f; depinde liniar de (@, ..., z(™) metoda se numeste liniara, in caz contrar
este neliniara.

In lumina acestor definitii, metodele pe care le vom considera sunt metode iterative liniare
stationare de ordinul intai.

Luam In considerare metodele iterative de forma
dats 2, 2D =Ba® L f k>0, (5.5)

unde B € R™*" este matricea de iteratie, iar f € R™ este un vector determinat de partea dreapta
b.

86
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Definitie 5.0.1. Se spune cd o metoda iterativa de forma (5.5) este conforma cu Az = b daca
f si B sunt astfel incit v = Bx + f . In mod echivalent,

f=(—-B)A. (5.6)

Dupa ce am notat cu

e®) =gk _ g (5.7)
eroarea la al k-lea pas al iteratiei, conditia de convergenta se rezumsi la a cere ca limy_,o, e = 0
pentru orice alegere a datelor initiale. (*) (adesea numits presupunere initiald).
Consistenta nu este suficienta pentru a asigura convergenta iteratiei.

Teorema 5.0.2. Fie (5.5) o metodd consistentd. Atunci, secventa de vectori x*) converge citre
solutia lui Az = b pentru orice alegere a lui 9 dacd si numai dacd p(B) < 1.

Demonstratie. Din consistenta avem x = Bz + f. Scazand aceasta relatie din iteratie obtinem

) = Belk) o) . () _

I

si prin inductie e® = B*e(0),

Daci p(B) < 1, lema B¥ — 0 <= p(B) < 1 arata cd B¥ — 0, deci e® — 0 pentru orice eroare
initiala.

Reciproc, presupunem ci iteratia converge la x pentru orice z(®. Atunci B*e(® — 0 pentru
orice e(® € R, ceea ce implica B* — 0 (de exemplu aplicand relatia vectorilor bazei canonice).
Lema citata da p(B) < 1. Acest argument acopera si cazul valorilor proprii complexe i cazul

limita p(B) = 1, care nu pot fi excluse printr-un argument bazat doar pe o valoare proprie
reala. 0

Metode iterative liniare

O tehnica generala de concepere a unor metode iterative liniare consistente se bazeaza pe o
scriere aditiva a matricei A de forma A = P — N, unde P gi N sunt doua matrici adecvate gi P
este nesingulara.

Din motive care vor fi clarificate in sectiunile ulterioare, P se numeste matrice de preconditionare.
In acest capitol litera P are acest sens local si nu trebuie confundata cu matricea de permutare
din capitolul 3 sau cu matricea stocastica PageRank din capitolul 14.

Mai exact, dat fiind z(?), se poate calcula ) pentru k > 1, rezolvand sistemele

Pz = Na® 1 o gD = prINg® L plp o k> 0. (5.8)

Alternativ, iteratia poate fi scrisa sub forma

gD = 20 L p=Lp®) B>, (5.9)
unde
AB A (5.10)

reprezinta vectorul rezidual la pasul k.
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) Z ) 4 pri®) s g (5.11)
unde
r® —p— Ap® (5.12)

reprezinta vectorul rezidual la pasul k.

Relatia de mai sus evidentiaza faptul ca un sistem liniar, cu matricea coeficientilor P, trebuie
rezolvat pentru a actualiza solutia la pasul k + 1.

Prin urmare, P, pe langa faptul ca nu este singulara, trebuie sa fie usor de inversat, pentru a
mentine costul total de calcul scazut. (Observati ca, daca P ar fi egal cu A gi N = 0, metoda ar
converge intr-o singura iteratie, dar la acelasi cost ca o metoda directa).

Doua rezultate generale permit analiza unitara a mai multor metode stationare. Pentru o
matrice simetrici pozitiv definitda M folosim norma vectoriald ||z||y; = (27 Mx)'/? si norma de
operator indusa

B
||BHM — sup || x”M
a0 ||1zllm

- Jarmae),

Teorema 5.0.3. Fie A= P — N, cu A si P simetrice si pozitiv definite, si fie B = P7'N =
I—P7'A. Daci 2P — A este pozitiv definitd, atunci iteratia este convergentd pentru orice x(©) si

p(B) = [|Blla=Bllp <1.
In plus, pentru orice eroare nenuld e® avem |[e*+V |4 < [le®]| 4 si [|e*V||p < ||e®]|p.

Demonstratie. Deoarece A si P sunt SPD, matricea P~ A este similard cu matricea simetrica
pozitiv definitd, P~/2AP~'/2. Prin urmare, valorile sale proprii j; sunt reale si pozitive. Ipoteza
2P — A > 0 este echivalenta cu

2 — P712AP~1/2 ),

deci 0 < p; < 2. Valorile proprii ale lui B =1 — P~'A sunt 1 — y;, astfel incat p(B) < 1.

Mai mult, PB = P — A este simetrica, deci B este autoadjuncta pentru produsul scalar
(z,y)p = 27 Py. In consecinta, dupa transformarea P'/2BP~'/2 obtinem o matrice simetrics,
iar |Bl|p = p(B). Analog, AB = A — AP 'A este simetrica, deci B este autoadjuncta si
in produsul scalar asociat lui A, de unde ||B|j4 = p(B). Cum e**) = Be(® | rezulta pentru
e(k) £0

[ s < IBllarlle® lar < e®lla, M € {4, P}.

]

Teorema 5.0.4. Fie A= P — N, unde A este simetricd si pozitiv definitd. Dacd P + PT — A
este pozitiv definitd, atunci P este inversabild, iar iteratia cu B = I — P~YA este convergentd
monoton in raport cu norma || - ||4 st

p(B) <[|Blla < 1.
Demonstratie. Mai intai, P este inversabild. Intr-adevir, daci ar exista « # 0 cu Pz = 0, atunci

e'(P+ PT — Az = -2 Az < 0,
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in contradictie cu ipoteza P + PT — A = 0.
Pentru B = I — P! A, un calcul direct da identitatea

A—BTAB = AP (P+PT - AP 'A
Membrul drept este pozitiv definit: pentru z # 0, vectorul P~'Az este nenul si
27(A -~ BT"AB)z = (P 'Az)" (P + PT — A)(P'Ax) > 0.

Prin urmare,
|Bx|% = 2" B"ABx < 27 Az = ||z||} pentru orice x # 0.

Pe sfera compacta {x : ||z||a = 1}, functia continua z — || Bz||4 isi atinge maximul, iar
inegalitatea stricta aratd ca acest maxim este mai mic decit 1. Astfel ||Blj4 < 1, deci p(B) <
|B||la < 1 si iteratia converge. Monotonia erorii rezulta imediat din e®**+!) = Be®. O

Extensie didactica: metode iterative ca probleme de punct
fix

O metoda iterativa nu incearca sa produca solutia dupa un numar predeterminat de operatii.
Ea construieste un sir 2, 2, ... si urmareste apropierea de solutia exacti. Avantajul apare
mai ales pentru sisteme foarte mari gi rare, unde o factorizare directa ar necesita prea multa
memorie sau ar produce factori mult mai dengi decat matricea initiala.

Presupunem o descompunere A = P — N, unde P este usor de inversat. Ecuatia Az = b devine
Pxr = Nz +b, deci
x=P 'Nz+P b

Definind B = P~'N si ¢ = P~'b, obtinem iteratia stationars z(*t1) = Bz® + ¢. Solutia exacta
este un punct fix al aplicatiei x — Bx + c.

Ecuatia erorii

Dac z este solutia exacta si e®) = z—2®) atunci e*+1) = Be®) deci e® = B*e®. Convergenta
pentru orice aproximatie initiald este echivalenta, in dimensiune finita, cu B¥ — 0, iar criteriul
spectral fundamental este p(B) < 1. Astfel, analiza unui algoritm iterativ liniar se reduce la
studiul matricei de iteratie.

Este important ca ||B|| < 1 intr-o norma compatibila este o conditie suficienta comoda, dar nu
necesara in orice norma data. Criteriul exact este formulat prin raza spectrala.

Reziduu si criteriu de oprire

In practicd nu cunoastem eroarea e*), deoarece nu cunoastem x. Putem calcula insi reziduul
r®) = b — Az® . Un criteriu uzual este ||r®|| < tol(||All||z®]|| + ||6]|) sau o variants relativa
adaptata problemei. Legatura cu analiza de conditionare din capitolul precedent este directa:
daca A este inversabila si b # 0, atunci, pentru o norma indusa compatibila,

|l — =@ [l
e T .
| 6]
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Prin urmare, un reziduu relativ mic garanteaza o eroare inainte mica numai atunci cand problema
nu este puternic riu conditionata. Oprirea doar cand ||z*+1) —2®)|| este mica poate fi inseldtoare
daca metoda stagneaza.

Laborator: schema generica de iteratie

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie care primeste o functie pentru aplicarea lui B gi vectorul ¢, nu neaparat
matricea B explicita. La fiecare iteratie salvati norma reziduului. Reprezentati log,, || ||
in functie de k. Pentru o convergenta liniara, dupa un tranzitoriu punctele tind sa se
alinieze aproximativ pe o dreapta.

-
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati relatia e*t1) = Be®) pornind de la faptul ci si solutia exactd verifica
r = Bxr +c.

2. Pentru B = diag(0.2, —0.8), descrieti convergenta componentelor erorii si identificati
componenta asimptotic dominanta.

3. Dati un exemplu de matrice B cu p(B) < 1, dar || Bl|o > 1.

4. Explicati de ce o metoda care converge In 10? iteratii poate fi totusi preferabila unei
metode directe pentru un sistem urias si rar.

5. Aratati ca alegerea formala P = A conduce la convergenta intr-un pas, dar nu ofera
un algoritm util daca inversarea lui P este la fel de dificila ca problema initiala.

-
.

Mini-proiect: efectul raritatii

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti matricea Laplacianului discret in 2D pe o grila N x N, astfel incat dimensiunea
sistemului s& fie n = N2. Comparati memoria matricei rare cu memoria unei copii dense.
Implementati o iteratie simpla si masurati costul unui singur pas. Scopul este sa observati
ca, pentru probleme rare, costul relevant este adesea proportional cu numarul de elemente
nenule, nu cu n?.

-
.
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Rezolvare orientativa

Eroare pe doua moduri proprii

Pentru B = diag(0.2, —0.8) si eroarea initiala e©® = (1,1)7, avem e®) = (0.2%, (—0.8)%).
Prima componenta dispare foarte repede; a doua alterneaza in semn si scade mult mai lent.
Asimptotic, rata este controlata de 0.8 = p(B). Daca am privi doar primele iteratii ale
primei componente, am putea concluziona gresit ca metoda este mult mai rapida.

Situatie practica: criteriul de oprire

Pentru un sistem mare, calcularea reziduului poate necesita inca un produs matrice—vector,
adica o operatie comparabila cu o iteratie. Unele implementari actualizeaza reziduul recursiv
si 1l recalculeaza exact doar periodic, pentru a evita acumularea erorilor. Alegerea criteriului
de oprire este astfel si o decizie de cost, nu numai una teoretica.

Exemplu rezolvat: eroarea se propaga prin aceeasi matrice

Consideram o iteratie stationara 2t = Bz®) 4 ¢ i presupunem ci z* este punct fix, deci
t* = Bx* + c¢. Scazand cele doud relatii obtinem e**1) = Be®) unde e®) = 2®) — 2* Prin
inductie, e = B*e(®) Aceasta identitate este mai importanti decat formula iteratiei tnsisi:
convergenta pentru orice punct initial este echivalenta cu B* — 0.

Pentru B = diag(1/2, —1/3) avem B* = diag(27", (—=3)7*). Prima componenta a erorii scade
ca 27 iar a doua ca 37 si isi schimba semnul. Rata asimptoticé este dominata de componenta
cea mai lenta, asociata valorii proprii de modul maxim, aici p(B) = 1/2.

De ce criteriul de oprire nu trebuie confundat cu teorema de convergenta

Teorema spune ce se intdmpla cand k — oo. In program trebuie si decidem dupa un numar
finit de pasi daca aproximatia este suficient de buna. Norma diferentei ||z +Y) — z(*)||
poate deveni mica si pentru o iteratie care stagneaza. Reziduul ||b — Az®)|| verifica direct
sistemul, dar legatura sa cu eroarea depinde de conditionare. Un criteriu bun trebuie
interpretat, nu aplicat mecanic.

- /

Sarcina de implementare: schelet generic de iteratie

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai mérimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie care primegte o functie de actualizare ®(z), un criteriu de reziduu si
parametrii tol, maxit. Pastrati intr-un istoric reziduul, norma pasului si, cand solutia
exacta este cunoscuta, eroarea. Functia trebuie sa intoarca si motivul opririi: toleranta
atinsa, numar maxim de iteratii sau aparitia valorilor nenumerice. Acest schelet va putea
fi reutilizat pentru Jacobi, Gauss—Seidel si metode de optimizare.

-
A\
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Exercitii suplimentare

0 1/2
1/4 0
2. Dati un exemplu cu ||Bl|o > 1, dar p(B) < 1. Ce arata exemplul despre conditiile

suficiente bazate pe norme?

1. Pentru B = ( ) calculati valorile proprii si decideti daca iteratia converge.

3. Aratati ca daca exista o norma subordonata cu || B|| < 1, atunci punctul fix este
unic.

4. Daca z(© — 2* este vector propriu al lui B, descrieti exact eroarea dupé k pasi.

5. Construiti numeric o iteratie cu p(B) foarte aproape de 1 si observati convergenta
lenta.

5.1 Jacobi, Gauss-Seidel si metode relaxate

Jacobi, Gauss-Seidel si metode relaxate

In aceasta sectiune vom considera cateva metode iterative liniare clasice. Daca intrarile diagonale
ale lui A sunt diferite de zero, putem extrage in fiecare ecuatie necunoscuta corespunzatoare,
obtinand sistemul liniar echivalent

1 n
= — |:bz — Z a,-jx]-] s Z = 1, e, N (513)
Qg5

J=1,j#

k+1)

In metoda Jacobi, odata ce a fost aleasd o valoare initiala arbitrard z(®), ! se calculeaza

prin formulele

g F Y = [b— Z aij ] i=1,,n. (5.14)

J=Llj#i

Acest lucru inseamna sa efectuam urmatoarea descompunere pentru A.

P=D, N=D-A=F+F, (5.15)
unde D este matricea diagonala a intrarilor diagonale din A, F este matricea triunghiulara
inferioara a intrarilor e;; = —a,; daca ¢ > j, e;; = 0 daca ¢ < j, iar F' este matricea triunghiulara
superioara a intrarilor f;; = —a;; daca j > 1, f;; = 0 daca 7 <1i. Ca o consecinta,

A=D—(E+F), (5.16)

Doua conventii echivalente pentru splitting

In capitol folosim A =D — E — F, unde E = — Ay si ' = —Aqup. In multe texte se scrie
A=D+L+U, cu L = Ay si U= Agyp. Cele doua notatii sunt identice prin L = —E,
U = —F; de exemplu

Bj=D'YE+F)=-DYL+U), Bgs=(D—-E)'F=—-(D+L)'U.

Vom pastra conventia D — F — F in corpul capitolului; atunci cind un supliment foloseste
D + L + U, legatura de mai sus trebuie aplicata explicit.
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iar matricea de iteratie a metodei Jacobi este astfel data de

By=D'YE+F)=1,- DA (5.17)

Metoda Jacobi relaxata

O generalizare a metodei Jacobi este metoda relaxata (sau JOR), in care, dupa introducerea
unui parametru de relaxare w, iteratia Jacobi este inlocuita cu

2+ [b - Z a5 1-w2®, — i=1, n (5.18)
i J=Llj#i
Matricea de iteratie corespunzatoare este
BJw :wBJ—i—(l—w)In. (519)

Scrisa In termenii vectorului rezidual, metoda JOR corespunde la

D) () D1k (5.20)

Aceasta metoda este consistenta cu sistemul Az = b pentru orice w # 0, iar pentru w = 1
coincide cu metoda Jacobi.

Metoda Gauss—Seidel

Metoda Gauss-Seidel se deosebeste de metoda Jacobi prin faptul ca la pasul k + 1 se folosesc
valorile deja disponibile ale lui z*+1) pentru a actualiza solutia, astfel inct, se are

k1 1 - (k+1 .
:EZ(JF):— bi—Z”]Jr) Zamj : t=1,---,n. (5.21)
i j=1 Jj=i+1
Aceasta metoda echivaleaza cu efectuarea urmatoarei descompuneri pentru A in
P=D-FE, N=PF, (5.22)

iar matricea de iteratie asociata este

Bas = (D — E)'F. (5.23)

Metoda Gauss—Seidel cu suprarelaxare

Pornind de la metoda Gauss-Seidel, prin analogie cu ceea ce s-a facut pentru iteratiile Jacobi,
introducem metoda relaxarii succesive (sau metoda SOR)

kﬂ) b; — Z i T} (kt1) _ zn: aijxgk) + (1 - w)xl(k), i=1,---,n. (5.24)
@i j=it+1
Metoda SOR poate fi scrisa in forma vectoriala sub forma
(I —wD ' E)a®™*Y = [(1 —w)I, + wD ' Flz® 4 wD™'b, (5.25)
din care matricea de iteratie este

Bw)={—-wDE)[(1 —w) +wD™'F). (5.26)
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Inmultind cu D ambele parti ale lui
(I —wD ' E)z®™ Y = [(1 —w)I, + wD ' Flz® 4 wD™'b, (5.27)

si amintind cd& A = D — (E + F), rezulta urmatoarea forma a metodei SOR
1 -1
2D () ( D— E) P8, (5.28)
w

Este compatibild pentru orice w # 0, iar pentru w = 1 coincide cu metoda Gauss-Seidel. In
special, daca w € (0, 1), metoda se numeste sub-relaxare, in timp ce daca w > 1 se numeste
supra-relaxare.

Completare didactica: Jacobi, Gauss—Seidel si relaxarea

Scriem A = D 4+ L + U, unde D este diagonala, L partea strict inferioara si U partea strict
superioara. Metoda Jacobi foloseste numai valorile din iteratia precedenta, ceea ce conduce la

Dz*+Y) = b — (L 4+ U)z™®. Gauss-Seidel folosegte imediat componentele deja actualizate, deci
(D + L)z ) = b — Ux®).

Aceasta diferenta aparent mica schimba matricea de iteratie si, adesea, viteza de convergenta.
Jacobi este mai usor de paralelizat deoarece toate componentele noi pot fi calculate independent
din vectorul vechi. Gauss—Seidel este secvential in forma sa simpla, dar profita de informatia
noua in interiorul aceleiasi iteratii.

Exemplu comparativ

Counsideram
4 -1 0 2
A=|-1 4 -—-1], b= 14|,
0O -1 3 7

cu solutia exactd r, = (1,2,3)”. Pornind de la 2(®) = 0, Jacobi produce mgl) =1/2, xgl) =1,
mél) = 7/3. Gauss—Seidel folosegte deja mgl) in a doua ecuatie si apoi wg) in a treia; astfel

informatia se propaga mai repede prin vector.

Relaxarea

O iteratie relaxatd combini valoarea veche cu actualizarea propusi: z* 1) = (1 —w)a:(k) +wzktl),
Pentru 0 < w < 1 avem subrelaxare; pentru w > 1, suprarelaxare. Parametrul nu este un
simplu factor cosmetic: el schimba spectrul matricei de iteratie si poate accelera sau distruge
convergenta.

Laborator: trei metode, acelasi sistem

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.
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Implementati Jacobi, Gauss—Seidel si o versiune relaxata. Pentru matricea tridiagonala
SPD de mai sus, reprezentati reziduul relativ in functie de numarul iteratiei. Testati
w = 0.5,1,1.2,1.5,1.9 pentru metoda relaxata relevanta si observati sensibilitatea la
parametru. Nu comparati doar numarul de iteratii: comparati si timpul efectiv.

& J

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Scrieti explicit matricele de iteratie B, si Bgg pentru o matrice generica 2 X 2 cu
diagonala nenula.

2. Efectuati doua iteratii Jacobi gi doua Gauss—Seidel pentru exemplul 3 x 3 de mai
Sus.

3. Explicati de ce metoda Jacobi necesita pastrarea vectorului vechi daca actualizarile
sunt facute componenta cu componenta.

4. Ce se intampla daca un element diagonal al lui A este zero? Poate o permutare a
ecuatiilor remedia situatia?

5. Discutati avantajele Jacobi intr-o arhitectura paralela gi avantajele Gauss—Seidel
intr-o implementare secventiala.

Mini-proiect: rezolvarea unei probleme Poisson 2D

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Discretizati —Au = f pe un patrat folosind schema cu cinci puncte. Implementati Jacobi
si Gauss—Seidel direct pe grila, fara a forma neaparat matricea completa. Vizualizati
suprafata aproximata la diferite iteratii. Comparati numarul de iteratii cand grila este
rafinata si formulati o observatie despre scalabilitatea metodelor stationare simple.

Rezolvare orientativa

Doua iteratii, comparate numeric

Pentru sistemul din sectiune si (%) = 0, Jacobi d& = = (0.5,1,2.3333)”. A doua iteratie
este aproximativ 2(?) = (0.75,1.7083,2.6667)" .

Gauss—Seidel folosegte imediat valorile noi: xgl) = 0.5, apoi xgl) =(4+0.5)/4 =1.125, iar
2) = (74 1.125)/3 ~ 2.7083. A doua iteratie di aproximativ (0.7813,1.8724,2.9575)7.
Solutia exactd este (1,2,3)7, iar avantajul propagarii imediate a informatiei se vede deja
dupa doi pasi.

Situatie practica: paralelism versus numar de iteratii

Chiar daca Gauss—Seidel are nevoie de mai putine iteratii, Jacobi poate fi mai rapid pe
hardware masiv paralel deoarece fiecare componenta noua depinde doar de vectorul vechi.
Performanta reala nu se deduce numai din raza spectrala; trebuie considerate arhitectura,
costul sincronizarii si accesul la memorie.

- J
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Exemplu comparativ calculat pas cu pas

Y0

cu solutia exacta z* = (0.1,0.6)7. Pornim din 2(® = (0,0)7. Pentru Jacobi, 2 = (1 —xgk))/él
si 8™ = (2 — 22)/3. Rezulta 21 = (0.25,2/3)7 si 2P = (1/12,1/2)7.

Pentru Gauss—Seidel folosim imediat componenta noua acgkﬂ) in a doua ecuatie. Astfel x(Glg =

(0.25,0.5)7, iar xg; = (0.125,7/12)T ~ (0.125,0.5833)T. Ambele metode se apropie de solutie,
dar Gauss—Seidel foloseste mai repede informatia produsa in iteratia curenta.

Fie

In acest exemplu matricea de iteratie Jacobi are valori proprii i\/%, deci p(By) =~ 0.4082.
Pentru Gauss—Seidel, raza spectrala este 1/6 ~ 0.1667. Diferenta explica rata asimptotica mai
buna observata aici. Nu trebuie insa generalizat ca Gauss—Seidel este intotdeauna ,,de un anumit
numar de ori” mai rapid; comportamentul depinde de matrice.

Sarcina practica: comparatie pe aceeasi problema

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati Jacobi gi Gauss—Seidel cu acelasi criteriu de oprire bazat pe reziduul relativ.
Pentru matrici strict diagonal dominante de dimensiuni n = 50, 100, 200, porniti din
acelagi vector si raportati numarul de iteratii, timpul si evolutia reziduului. Reprezentati
log,, al reziduului in functie de iteratie. Nu comparati metodele folosind tolerante diferite.

& J

Exercitii suplimentare

1. Calculati a treia iteratie Jacobi si Gauss—Seidel pentru exemplul de mai sus.

2. Determinati explicit By si Bgg si verificati razele spectrale indicate.

3. Ce se schimba daca reordonam ecuatiile i necunoscutele? Testati o permutare
simultana.

4. Formulati metoda Jacobi ponderata si identificati valorile w =1 gi w # 1.

5. Dati un exemplu de matrice pentru care Jacobi diverge. Urmariti numeric cregterea
reziduului.

5.2 Convergenta metodelor Jacobi si Gauss-Seidel

Convergenta metodelor Jacobi si Gauss-Seidel

Exista clase speciale de matrici pentru care este posibil sa se stabileasca a priori unele rezultate
de convergenta pentru metodele examinate in sectiunea anterioara. Primul rezultat in aceasta
directie este urmatorul.

Teorema 5.2.1. Daca A este o matrice dominanta strict diagonald pe linii, metodele Jacobi si
Gauss-Seidel sunt convergente.
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Demonstratie. Pentru Jacobi, By = D™Y(E + F) si, prin urmare,

1Byl = mie 207 1%]

< 1.

Rezulta p(By) < ||Bslle < 1, deci metoda Jacobi converge.
Pentru Gauss—Seidel, fie Bgs = (D — E)~!F si presupunem Bggsv = Av pentru v # 0. Alegem ¢

astfel Incat |v;| = ||v]|~. Ecuatia pe componenta ¢ a relatiei F'v = \(D — E)v este
Z(—aij)vj = )\ ;U5 + Z aiﬂ)j .
> j<i

Daca A = 0, nu avem nimic de demonstrat. Pentru A # 0, impartind prin |v;| si folosind
jo3] < Juil, obtinem

Al (\an’| - ’%”) <D lail.

j<i j>i

Prin diagonal-dominanta stricta, numitorul este pozitiv si
. ai.
‘)\|§ Z]>l’ J‘ <1.
|ai| — >j<i |aij’

Asadar toate valorile proprii ale lui Bggs au modul strict mai mic decéat 1, deci p(Bgg) < 1 si
metoda Gauss—Seidel converge. ]

Teorema 5.2.2. Daca A si 2D — A sunt matrici simetrice si pozitiv definite, atunci metoda
Jacobi este convergenta si
p(By) = |Bslla=[|Bsllp <1.

Demonstratie. Deoarece A este SPD, a; = el Ae; > 0 pentru orice 4, deci matricea diagonala D
este SPD. Pentru metoda Jacobi avem descompunerea A = P — N cu P = D si matricea de
iteratie B; = I — D' A. Ipoteza suplimentars este exact 2P — A = 2D — A = 0. Toate ipotezele
primului rezultat general sunt astfel indeplinite, iar acel rezultat da simultan convergenta si
egalitatile p(B;) = ||Bs||la = || Bsllp < 1. O

Teorema 5.2.3. Daca A este simetrica si pozitiv definita, metoda Gauss—Seidel este convergentd
monoton in raport cu norma || - || 4.

Demonstratie. Pentru Gauss-Seidel luaim P = D — E, astfel incat Bgg = I — P~ A. Simetria
lui A=D — FE — F implica ET = F i, prin urmare, P* = D — F. Rezulta
P+P'-A=(D-E)+(D-F)-(D—-E—F)=D.

Cum A este SPD, toate elementele sale diagonale sunt pozitive, deci D > 0. Ipoteza celui de-al
doilea rezultat general este satisfacuta; acesta arata ca P este inversabild, ||Bgg|la < 1 si

(k+1) (k)
e e < lle™la
pentru orice eroare nenula. In particular, metoda converge pentru orice aproximatie initiala. [J

Teorema 5.2.4 (Relatia spectrald Jacobi-Gauss—Seidel pentru cazul tridiagonal). Fie A € R™*™
tridiagonald, cu a; # 0. Pentru matricile de iteratie Jacobi si Gauss—Seidel definite mai sus
avem

p(Bas) = p(B)*.
Maz precis, fiecare valoare proprie nenula i a lui Bgg este patratul unei valori propric A a lui
By, iar reciproc, pentru fiecare A\ € o(By) avem \* € o(Bgs).
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Demonstratie. Valorile proprii ale lui By = D™!'(E + F) sunt zerourile lui
pn(A) = det(AD — E = F),
iar valorile proprii ale lui Bgg = (D — E)™'F sunt zerourile lui

gn(p) = det(p(D — E) = F),
deoarece D — FE este triunghiulara cu diagonala nenula si deci inversabila.

Pentru o matrice tridiagonala, determinantii principali ai celor doua expresii satisfac recurente
de ordin doi. Notand cu py si gr determinantii submatricelor principale de ordin k, avem

Po=¢qo=1si
Pe(AN) = Aagrpr—1(N) — @ p—105-11PK—2(N),
Q1) = pagrqr—1 () — pagp—10p—1xqr—2(4)-

Aratam prin inductie ca, pentru orice A € C,
ar(N%) = Npr(N).
Identitatea este imediata pentru k£ = 0, 1. Daca este adevarata pentru k — 1 si k — 2, atunci

ar(N?) = Nag N pp (V) — >\2ak,k—1ak—1,k)\k_2pk—2(>\)
= \F (Aakzkpk:—l()\) - ak,k—lak—mpk—z()\))
= Mpe(N).

Daca p,(A\) = 0, rezultd ¢, (\?) = 0, deci \? este valoare proprie a lui Bgg. Reciproc, daca g, (¢) =
0 i pu # 0, alegem o radicind patratd complexi A cu A\? = y; identitatea precedenta da p,(\) = 0.
Valorile proprii nenule ale lui Bgg sunt astfel patratele valorilor proprii corespunzatoare ale lui
By, iar valorile proprii nule nu modificd raza spectrali. Prin urmare p(Bgs) = p(By)%. ]

In consecinti, in cazul tridiagonal cele dous metode converg sau diverg simultan. Cand converg,
p(Bas) = p(By)? < p(By) daci 0 < p(By) < 1, iar Gauss—Seidel are o ratd asimptoticd mai
buna. Pentru o matrice tridiagonala SPD, convergenta Gauss—Seidel demonstrata mai sus
implica astfel si convergenta Jacobi.

Convergenta metodelor relaxate

Teorema 5.2.5. Dacd A este simetrica si pozitiv definita, atunci metoda JOR este convergentd
dacd 0 < w < 2/p(D7TA).

Demonstratie. Avem Bj, = I —wD ™' A. Deoarece A este SPD, toate elementele diagonale a;;
sunt pozitive, deci D este SPD. Matricea D~'A nu este In general simetrica, dar este similara
cu matricea simetrica pozitiv definita

D71/2AD71/27

intrucat D~'A = D=Y2(D=2AD~'/2)D/2, Prin urmare, valorile proprii p; ale lui D' A sunt
reale si strict pozitive. Valorile proprii ale lui B, sunt 1 —wp;. Conditia p(B;,) < 1 este
echivalenta cu

—1<1—wp; <1 pentru toate i,

adicd 0 < wy; < 2 pentru toate i. Este suficient si necesar ca 0 < w < 2/pimax = 2/p(D71A). O
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Convergenta metodelor relaxate

Teorema 5.2.6. Daca metoda Jacobi este convergenta, atunci metoda JOR converge pentru
orice 0 < w < 1.

Demonstratie. Avem B, = wBj+ (1 —w)I. Daca \;, este o valoare proprie, eventual complexa,
a lui By, atunci
e =wAp +1—w

este valoarea proprie corespunzatoare a lui B;,. Convergenta Jacobi inseamna |A\;| < 1 pentru
toate k. Scriem A\, = rpe’* cu 0 < r, < 1. Pentru 0 < w < 1,

lpe|? = wrp 4+ 2w(1 — w)rg cos Oy, + (1 — w)?
< (wrp +1—w)? < 1,

ultima inegalitate fiind stricta deoarece 1, < 1 ¢i w > 0. Astfel p(B;,) < 1, deci metoda JOR
converge. ]

Convergenta metodelor relaxate

Teorema 5.2.7. Pentru orice w € R avem p(B(w)) > |w — 1|; prin urmare, metoda SOR nu
converge daca w < 0 sau w > 2.

Demonstratie. Din
B(w) = (I —wD™'E)"((1 - w) +wD'F)

observam ca primul factor are determinantul 1, fiind inversa unei matrice inferior triunghiulare
cu diagonala unitara, iar al doilea factor este superior triunghiular cu toate elementele diagonale
egale cu 1 — w. Asadar

|det B(w)| = |1 —w]|™.

Daca Ay, ..., A, sunt valorile proprii complexe ale lui B(w), numarate cu multiplicitate algebrica,

atunci
n

TN =11 —w™

i=1
Daca toate ar satisface |\;| < |1 — w]|, produsul ar fi strict mai mic decét |1 — w|", contradictie.
Prin urmare exista cel putin un 7 pentru care |\;| > |1 —w|, deci p(B(w)) > |1 —w|. Convergenta
ar necesita p(B(w)) < 1, deci este necesar |1 — w| < 1, adica 0 < w < 2. O

Completare didactica: cum demonstram convergenta?

Pentru o metoda stationara z(*+1) = Bz®) + ¢, criteriul conceptual este p(B) < 1. In practica
insa, calcularea exacta a spectrului lui B poate fi la fel de dificila ca problema pe care incercam
sa o rezolvam. De aceea sunt importante conditiile structurale suficiente, precum dominanta
diagonala stricta sau pozitiva definire in anumite metode.
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Un exemplu in care spectrul se vede direct

21

FieA:<1 5

) . Pentru Jacobi,

B;=-DYL+U)= (_?/2 —B/2> |

cu valori proprii +1/2, deci p(B;) = 1/2. Pentru Gauss—Seidel,

Bes = —(D+ L)'U = (8 —11/{12> |

si p(Bgs) = 1/4. In acest exemplu, eroarea asimptotici a metodei Gauss-Seidel se contracta
mai repede.

Daca o matrice este strict diagonal dominanta pe linii, argumentele de tip norma infinit arata ca
metoda Jacobi converge. Pentru Gauss—Seidel exista rezultate similare, iar pentru matrice SPD
convergenta sa este garantata. Aceste teoreme sunt utile tocmai fiindca evita calculul explicit al
valorilor proprii ale matricei de iteratie.

Rata observata

Daca o singura valoare proprie dominanta controleaza regimul asimptotic, raportul dintre
normele erorilor succesive tinde adesea catre p(B), in conditii generice. Mai precis, urmarim
raportul |le® 1] /|e®]|. Cum eroarea exacta nu este disponibili, in experimente se foloseste de
obicei reziduul. Panta graficului semilogaritmic ofera o estimare empirica a ratei de convergenta.

Laborator: teorie versus experiment

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru mai multe matrice mici, calculati explicit B; si Bgs si raza spectrala cu
max (abs(eig(B))). Rulati apoi metodele si estimati rata din reziduuri. Includeti: o
matrice strict diagonal dominanta, una SPD dar nu puternic diagonal dominanta si o
matrice pentru care Jacobi diverge. Comparati predictia spectrala cu experimentul.

. J

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Verificati calculele pentru B si Bgg din exemplul 2 x 2.

2. Demonstrati ca daca ||B|| < 1 intr-o norma matriciala submultiplicativa, atunci
metoda converge pentru orice .

3. Explicati de ce p(B) < 1 este mai putin restrictiv decat conditia || Bl < 1.
4. Construiti o matrice 2 x 2 pentru care Jacobi diverge si verificati ca p(By) > 1.

5. Pentru o matrice diagonala, descrieti Jacobi si Gauss—Seidel. De ce ambele rezolva
sistemul Intr-o singura actualizare?

-
(.
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Mini-proiect: grila si rata de convergenta

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Pentru matricea Poisson 1D de ordin n, calculati numeric p(B;) pentru n =
10, 20,40, 80, 160. Rulati Jacobi pana la aceeasi toleranta si comparati numarul de iteratii.
Formulati o concluzie despre deteriorarea convergentei cand grila este rafinata si motivati
necesitatea unor metode mai avansate sau a preconditionarii.

Rezolvare orientativa

Convergenta verificata spectral

2 1
Pentru A = (1 9

a erorii este redusd aproximativ cu factorul (1/2)*. Pentru Bgg valorile proprii sunt 0 si
1/4, deci regimul asimptotic este de ordin (1/4)*. Daci dorim o reducere cu 1075, estimarea
grosiera cere aproximativ k ~ 20 pasi pentru factor 1/2 si k ~ 10 pentru factor 1/4.

- J

), By are valori proprii £1/2, deci dupa k pasi o componenta generica

Situatie practica: cand o teorema suficienta nu decide

O matrice poate sa nu fie strict diagonal dominanta si totusi Jacobi sa converga. Esecul
unui criteriu suficient nu Inseamna divergenta; inseamna doar ca teorema nu decide cazul.
Atunci putem analiza matricea de iteratie, transforma sistemul sau folosi o alta metoda cu
garantii structurale mai potrivite.

. J

Demonstratie comentata: de la raza spectrala la convergenta

Pentru o metoda stationara avem e® = B*e(®). Daci B este diagonalizabild, B = VAV,
atunci B*¥ = VA*V 1 si fiecare valoare proprie este ridicata la puterea k. Dacad |\;| < 1 pentru
toate valorile proprii, atunci A¥ — 0 si, prin urmare, B¥ — 0. In cazul general, forma Jordan
arata acelasi lucru: termenii suplimentari sunt polinoame in k inmultite cu A\*, iar exponentiala
geometrica domina polinomul atunci cand |\ < 1.

Pentru reciproca trebuie sa tinem cont ca, desi B este reala, o valoare proprie si vectorul propriu
asociat pot fi complecsi. Presupunem ci B*¥ — 0 pe R" si fie Bz = Az, cu z = x +iy € C"\ {0}.
Atunci B¥r — 0 si B*y — 0, deci B¥2 — 0 in C". Dar B*2 = Mz, de unde |\¥ — 0 si,
prin urmare, |[A| < 1. Cum aceasta este valabil pentru orice valoare proprie, rezulta p(B) < 1.
Asgadar convergenta pentru orice punct initial real este echivalenta cu p(B) < 1.

Rata asimptotica

Cand componenta erorii asociata valorii proprii dominante este prezenta, raportul dintre
erori succesive tinde in mod tipic catre p(B), intr-un sens potrivit. De aceea o raza
spectrala de 0.9 inseamna o convergenta mult mai lenta decat una de 0.2: dupa 20 de pasi,
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0.9%° =~ 0.12, in timp ce 0.2%° este deja de ordin 107,

. J
Sarcina practica: estimarea experimentala a ratei

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru o matrice de iteratie cunoscuta, calculati p(B) si rulati metoda. Dupa ce regimul
tranzitoriu a trecut, estimati rata prin raportul ||rxy1]|/||7%||. Comparati aceasta estimare
cu p(B). Repetati cu puncte initiale diferite; investigati cazul special in care eroarea
initiala are componenta foarte mica pe directia proprie dominanta.

r
&

Exercitii suplimentare

1. Demonstrati ca kP¢¥ — 0 pentru orice p > 0si 0 < ¢ < 1; acesta este ingredientul
folosit pentru blocurile Jordan.

2. Daca B este simetrica, aratati ca ||Blls = p(B). Ce simplificare aduce aceasta?

1/2

3. Pentru B = ( 0 1/2

) calculati B* si verificati direct convergenta in ciuda blocului

Jordan.

4. De ce conditia p(B) < 1 este exactd, in timp ce ||B|| < 1 intr-o norma fixata este
doar suficienta?

5. Construiti o matrice cu p(B) = 1 pentru care unele puncte initiale converg, dar nu
toate. Explicati de ce teorema cere convergenta pentru orice punct initial.

Fisa de seminar si laborator: metode iterative

Problema rezolvata 1: aceeasi matrice, doua descompuneri

Pentru A = D — E — F', metoda Jacobi foloseste P = D, iar Gauss—Seidel foloseste P = D — E.
In forma generala Pz**! = (P — A)x* + b, ambele sunt cazuri ale aceleiasi idei de splitting.
Diferenta este cat de mult din A plasam in partea rezolvata exact la fiecare pas. Daca P este
mai apropiata de A, matricea de iteratie poate avea spectru mai favorabil, dar rezolvarea cu P

poate fi mai costisitoare. Aceasta balanta reapare in notiunea moderna de preconditionare.

Problema rezolvata 2: un criteriu suficient din dominanta diagonala

Pentru Jacobi, By = —D~}(L + U) in conventia uzuald. Dacd A este strict diagonal dominant
pe linii, atunci pe fiecare linie suma modulelor elementelor lui B este >;; |a;;|/|ax| < 1.
Prin urmare ||By|lo < 1, deci p(By) < ||Bs|l < 1 si metoda converge. Observati structura
demonstratiei: proprietate ugor verificabila a coeficientilor = norma subunitara = raza spectrala
subunitara = convergenta.
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Laborator integrator 5: faza de convergenta

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti o familie A() pentru care metoda Jacobi trece de la convergenta la divergenta
pe masura ce un parametru 6 variaza. Pentru fiecare 0, calculati p(By) si rulati 50 de
iteratii din acelasi punct. Reprezentati intr-o diagrama rata observata si marcati pragul
p = 1. Verificati si cazuri in care norma ||Bl/o nu este subunitara, dar metoda tot
converge.

Vs
.

Set de probleme

1. Derivati matricile de iteratie Jacobi si Gauss—Seidel pentru un sistem 3 x 3 general.

2. Pentru matricea Poisson tridiagonala, investigati numeric cum creste numarul de
iteratii Jacobi cu n.

E+1

3. De ce un criteriu bazat numai pe ||z z¥|| poate fi ingeldtor?

4. Aratati ca daca B are o valoare proprie A cu |A| > 1, exista un punct initial pentru
care iteratia diverge.

5. Pentru B nediagonalizabil cu p(B) < 1, folositi blocul Jordan pentru a explica
convergenta.

6. Comparati Jacobi ponderat pentru mai multe valori w pe aceeasi matrice. Exista
un w optim 1n experiment?

7. Ce avantaj de paralelizare are Jacobi fata de Gauss—Seidel?

8. Ce avantaj de informatie proaspata are Gauss—Seidel fata de Jacobi?

-

J/

Proiect de capitol: explorator de convergenta

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Realizati o aplicatie care primegte A, b gi construiegte automat matricile de iteratie Jacobi
si Gauss—Seidel. Programul calculeaza razele spectrale, ruleaza metodele si reprezinta
reziduurile. Pentru cel putin zece matrici din clase diferite, comparati predictia spectrala
cu comportamentul observat. Includeti cel putin doua cazuri divergente si unul foarte lent
convergent.

~
.

Despre relatia p(Bgs) = p(Bj)?

Relatia demonstrata pentru matricea tridiagonala model nu este valabila pentru o matrice
arbitrara. Ea apartine unei clase speciale de matrici consistently ordered. In afara acestei
clase, convergenta Jacobi si Gauss—Seidel trebuie analizata separat prin spectrul propriei
matrice de iteratie.
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Pentru matricea Poisson 1D, unde p(By) = cos(m/(n + 1)), parametrul SOR optim este

2
1+ /1= p(Bj)?

wopt = IO<BWopt> = wopt -1

Formula poate fi comparata direct cu rezultatele numerice obtinute pentru diferite valori
ale lui w.

(S J

Criteriul de oprire si conditionarea

Un reziduu mic nu garanteaza singur o eroare mica. Pentru Ax = b, b # 0, relatia
demonstrata in capitolul 4,

— (k)
le — 2™ oyl

k) —p— Ar®
= ) r L7,
Il 101l

arata de ce toleranta pe reziduu trebuie interpretata impreuna cu numarul de conditionare.

Vs
(&

Sarcini de aprofundare si sinteza a metodelor iterative

Probleme de aprofundare: convergenta, spectru si criterii de oprire

1. Pentru sistemul Ax =bcu A = (;l ;), construiti matricile de iteratie Jacobi si

Gauss—Seidel, calculati razele spectrale si preziceti care metoda converge mai repede
asimptotic.

2. Dati un exemplu 2 x 2 in care Jacobi converge, dar norma ||Bj||« este mai mare
sau egala cu 1. Ce arata exemplul despre conditiile suficiente bazate pe norme?

3. Demonstrati ca daci p(B) < 1, atunci eroarea e*) = B*e(®) tinde la zero. Explicati
de ce afirmatia inversa este de asemenea adevarata pentru convergenta din orice
stare initiala.

4. Pentru B = V diag(0.2,0.7,0.95)V "1, descrieti componenta care domin& eroarea
dupa multe iteratii. Cum se schimba raspunsul daca V este foarte prost conditionata?

5. Aratati ca dominanta diagonala stricta pe linii este o conditie suficienta pentru
convergenta Jacobi. Indicati ce norma este potrivita pentru demonstratie.

6. Pentru o matrice SPD, explicati de ce Gauss—Seidel converge. Comparati aceasta
afirmatie cu simpla dominanta diagonala: care ipoteza este mai structurala?

7. Formulati un criteriu de oprire bazat pe reziduu si unul bazat pe diferenta dintre
doua iterate. Construiti un exemplu conceptual in care al doilea criteriu poate fi
ingelator.

8. Pentru o iteratie cu factor asimptotic ¢ = 0.9, estimati numarul de pagi necesar
pentru a reduce eroarea cu un factor 107%. Repetati pentru ¢ = 0.99 si comentati
diferenta.

9. Explicati de ce o metoda cu multe iteratii poate fi totusi eficienta pentru un sistem
rar de dimensiune foarte mare. Formulati costul in functie de numarul de elemente
nenule.

10. Considerati o reordonare a necunoscutelor printr-o matrice de permutare. Discutati
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de ce Jacobi este relativ insensibil la ordinea actualizarilor, in timp ce Gauss—Seidel
poate fi afectat de ordonare.

11. Daca este introdusa relaxarea £ = (1 — w)z® + wd®(x*)), analizati pentru o
problema scalara cum alegerea lui w poate accelera sau distruge convergenta.

12. Pentru discretizarea 1D a lui —u” = f, investigati teoretic sau numeric ce se intampla
cu raza spectrala a lui Jacobi cand numarul de puncte creste. Ce consecinta are
asupra numarului de iteratii?

. J

Laborator integrator: Jacobi si Gauss—Seidel pe problema Poisson

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Legati rata de convergenta de dimensiunea grilei si de spectrul matricei de
iteratie.
1. Discretizati —u” = f pe (0,1) cu conditii Dirichlet, alegdnd o solutie exacta w,.
2. Pentru N = 20, 40, 80, 160, construiti matricea rara si implementati Jacobi si Gauss—
Seidel fara a folosi rutine iterative de biblioteca.
3. Folositi acelagi criteriu de oprire relativ pentru ambele metode si raportati numarul
de iteratii, reziduul si eroarea fata de solutia discreta exacta.
4. Pentru dimensiuni mici, calculati explicit p(By) si p(Bgs). Comparati cu rata
observata din panta graficului semilogaritmic al reziduului.
5. Masurati costul unui pas si costul total. Explicati de ce metoda cu mai putine
iteratii nu este automat mai rapida daca un pas este mai scump.
6. Testati doua stari initiale foarte diferite si verificati ca rata asimptotica este aceeasi,
desi faza tranzitorie se poate schimba.

7. Introduceti o relaxare simpla si experimentati cu mai multe valori ale lui w. Identifi-
cati empiric o zona favorabila gi una nefavorabila.

8. Comparati la final cu A\b doar ca referinta. Discutati in ce regim o metoda iterativa
devine atractiva.

De explicat la predare. De ce deteriorarea ratei odata cu rafinarea grilei motiveaza
aparitia preconditionarii si a metodelor iterative mai avansate?

. J

Proiect de capitol: un sistem rar asociat unei retele

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. In aceasts sarcing, o refea este formatd din n noduri si legituri nedirectio-
nate Intre anumite perechi de noduri. Definim matricea de adiacenta W prin w;; = 1 daca
nodurile i i j sunt legate si wy; = 0 altfel, iar D = diag(dy,...,d,), unde d; = >°; w;;
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este

numarul de vecini ai nodului 7. Matricea L = D — W se numeste Laplacianul retelei.

Aceasta definitie este suficienta pentru proiect; nu presupunem cunostinte anterioare de
teoria grafurilor. Considerati sistemul (L + af)x = b, cu a > 0.

1.

Modelare. Interpretati pur algebric componentele ecuatiei i: aratati ca (Lzx); =
> j~i(®; — x;), unde notatia j ~ ¢ inseamna ca nodul j este legat de nodul 7. Daca
doriti o interpretare aplicata, puteti privi x; drept o marime scalara atasata nodului,
iar b; drept o sursa exterioara.

Structura. Verificati simetria, raritatea si pozitiva definire a matricei.

Algoritm. Implementati Jacobi si Gauss—Seidel folosind structura rara.
Experiment. Variati numarul de noduri gi numarul mediu de vecini ai unui nod,
%Zi d;; raportati numarul de elemente nenule si timpul per iteratie.
Convergenta. Masurati rata asimptotica si comparati-o, pentru retele mici, cu raza
spectrala a matricei de iteratie, notiune deja folosita in analiza Jacobi si Gauss—Seidel.

. Validare. Comparati solutia cu un solver direct doar pentru dimensiuni pentru

care acesta este rezonabil.

Interpretare. Discutati relatia dintre numarul si distributia legaturilor din retea si
dificultatea numerica observata.
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Test de capitol

Test — Metode iterative pentru sisteme liniare

1. Calcul explicit. Pentru sistemul

(23l o)

calculati primele doua iteratii Jacobi si primele doua iteratii Gauss—Seidel. Scrieti matricea
de iteratie pentru Jacobi si verificati, folosind criteriul spectral din capitol, daca metoda
converge.

2. Analiza unui fragment MATLAB.

for i = 1:n
xnew(i) = (b(i)-A(i,1:i-1)*x01d(1:i-1)
-A(i,i+1:n)*x0ld(i+1:n))/A(i,1);
end
x0ld = xnew;

Care afirmatii sunt corecte? Justificati.

A) fragmentul implementeaza o iteratie Jacobi;
B

C) metoda converge pentru orice matrice cu diagonala nenula;

D

valorile nou calculate sunt folosite imediat in aceeasi parcurgere;

un criteriu de oprire trebuie adaugat pentru o implementare completa.




Capitolul 6

Sisteme dreptunghiulare si aproximatii

Extensie didactica: ce inseamna un sistem dreptunghiular?

Pana aici am lucrat in principal cu A € R™™ inversabild. In aplicatii, aceasta situatie este doar
una dintre posibilitati. Pentru A € R™*™ apar trei regimuri geometrice: m > n (mai multe
ecuatii decit necunoscute), m = n gi m < n (mai putine ecuatii decdt necunoscute). Rangul
matricei decide apoi daca exista solutii si cate.

Imagine geometrica

Coloanele lui A genereaza subspatiul R(A) C R™. Ecuatia Ax = b cere ca b sa apartina
exact acestui subspatiu. Daca b ¢ R(A), sistemul nu are solutie exacta; problema celor
mai mici patrate inlocuiegte atunci b cu proiectia sa ortogonala pe R(A). Daca m < n
si A are rang pe linii complet, sistemul poate avea infinit de multe solutii, iar o regula
suplimentara — de exemplu norma minima — selecteaza una dintre ele.

(& J

Aceasta formulare leaga trei instrumente care vor aparea succesiv: ecuatiile normale, factorizarea
QR si descompunerea SVD. Ele rezolva aceeasi geometrie, dar cu avantaje numerice diferite.

Exemplu geometric

1
Fie A= |1| eR¥>*'sib=(1,2,4)7. Nu existd in general un scalar x pentru care (z,x,z)" = b.
1
Cea mai buna aproximatie In norma euclidiana este proiectia lui b pe dreapta generata de
(1,1,1)T, adicd = (1+2+4)/3 = 7/3. Reziduul este ortogonal pe coloana: (1,1,1)T(Az—b) = 0.

Laborator: clasificarea automata a unei probleme

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o rutina care, pentru o matrice A, raporteaza m,n, o estimare numerica a rangului
si clasifica problema ca patratica, supradeterminata sau subdeterminata. Generati apoi
exemple cu rang complet si rang deficient. Pentru fiecare, folositi rank doar ca instru-

108
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ment de diagnostic, nu ca metoda de rezolvare, si comparati solutiile produse de A\b si
pinv(A) *Db.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Pentru A € R™*™ cu rang r, precizati dimensiunile nucleului si ale imaginii folosind
teorema rang-nulitate.

2. Dati un exemplu 3 x 2 cu solutie exacta pentru un anumit b si un alt b pentru care
sistemul este incompatibil.

3. Dati un exemplu 2 x 3 cu infinit de multe solutii si parametrizati multimea lor.

4. Explicati de ce o solutie de norma minima trebuie sa fie ortogonala pe nucleul lui A.

- J

Mini-proiect: localizare din masuratori redundante

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile i termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Considerati o marime scalara x masurata de mai multi senzori, fiecare furnizand b; = x+¢;.
Formulati problema ca sistem supradeterminat si derivati estimatorul celor mai mici patrate.
Apoi introduceti ponderi diferite pentru senzori cu precizii diferite si comparati estimatorii
pe date simulate.

-
.

6.1 “Solutia” sistemelor supradeterminate

Sisteme algebrice liniare

Sa consideram urmatorul sistem algebric de ecuatii liniare:

l‘l—f—l'g:l,

171—372:2.

Semnificatia geometrica a acestui sistem este ca se cauta un punct de intersectie a doua drepte,
vezi figura.

Figura 6.1: Interpretarea geometrica a sistemului format din dreptele x1 + x5 =1 81 1 — x5 = 2.
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Eliminarea gaussiana

In mod clar, efectudnd o eliminare gaussiana, inmultim prima ecuatie cu (—1) gi o adaugam la
a doua pentru a obtine urmatorul sistem echivalent

T+ Ty = ]_,

—2 Ty = 1.
A doua ecuatie ne di x5 = —1 si, Iimpreuna cu prima ecuatie, gisim si z; = 2
2 2 ) P p ) & 8 1 2"
Prin urmare, punctul de intersectie al celor doua drepte este punctul (xq,z5) = (%, —%)

Sisteme supradeterminate

Acum, sa luam 1n considerare urmatorul sistem algebric de ecuatii liniare:

x1+$2:1,
ZL‘l—[EQ:Q,
3x1+x2:4.

Punctul de intersectie al acestor trei drepte este acelasi cu cel din exemplul anterior, deoarece
ultima ecuatie este redundanta.

Figura 6.2: Sistem supradeterminat compatibil: a treia ecuatie, 3x; + x5 = 4, este redundanta.

Sisteme supradeterminate

Dar ce se intAmpla daca a treia ecuatie nu este redundanta? Spunem ca sistemul este suprade-
terminat. De exemplu

$1+$2:1,
T — T =2,
31’1+ZL’2:3.

Nu exista un punct de intersectie a acestor trei drepte.
“Solutia” sistemelor supradeterminate

Deci, sistemul algebric

l’l—f—ZEg:l,
x1—$2:27
3331—|—$2:3.

nu are o solutie.
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I I
-0.5 0.5

Figura 6.3: Sistem supradeterminat incompatibil: cele trei drepte nu au un punct comun.

Cu toate acestea, suntem 1n continuare interesati sa gasim un punct T1,T9) Care este “o solutie
) )
aproximal;iva”.

“Solutia” sistemelor supradeterminate
Deci, sistemul algebric
T+ 29 =1,
1 — T = 2,
3.%'1 + Ty = 3
nu are o solutie.

Cu toate acestea, suntem in continuare interesati sa gasim un punct (z;,zy) care este “‘o
solutie aproximativa”.

De ce?
“Solutia” sistemelor supradeterminate

De ce?

Pentru a raspunde la aceasta intrebare, trebuie sa remarcam ca sistemul algebric

$1+£L'2:1,
ZCl—J)Q:Z,
3I1+.’E2:4

are o solutie unica, in timp ce perturbata sistemul algebric perturbat

T+ Ty = ].,
Tl — T2 = 2,

nu are o solutie.

De ce?

In practica, coeficientii unui asemenea sistem provin adesea din masuratori si, prin urmare,
nu 1i cunoagtem exact. O mica eroare in masuratori ar putea conduce la un sistem algebric
incompatibil si ne intereseaza sa vedem care punct (1, ) satisface “mai bine” sistemul.

“Solutia” sistemelor supradeterminate
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Mai intai de toate, sa remarcam ca sistemul algebric

$1+$2:1,
xl—x2:2,

31’1+ZL’2:3.

poate fi scris sub forma de matrice sub forma

Ax =0,
1 1 1
unde A= |1 —1| eR>? 2= (551) cER?’sib= |2 € R
31 = 3

“Solutia” sistemelor supradeterminate

Printr-o “solutie” a sistemului supradeterminat

Ax=0»
intelegem un vector z = <i1> € R? astfel incat Ax sa nu fie "atat de departe" de b. Cu alte
2
. 0
cuvinte, un vector x = (;) € R? astfel incat Ax — b sa nu fie “departe” de |0
2
0

Dar ce inseamna ca un vector nu este “atat de departe” de un alt vector?

Completare didactica: de la incompatibilitate la aproximatie optima

Intr-un sistem supradeterminat Az = b, cu m > n, fiecare ecuatie adaugs o constrangere. Daca
datele provin din masuratori, zgomotul face foarte probabil ca toate constrangerile sa nu poata
fi satisfacute simultan. In loc si elimindm ecuatii, folosim redundanta pentru a giisi un vector
care explica datele cat mai bine.

Alegerea normei euclidiene conduce la problema min,, ||Az — b||3. Conditia de optimalitate este
AT (Az —b) = 0, adica reziduul r = b — Az este ortogonal pe toate coloanele lui A. Aceasta este
conditia geometrics centrald, iar ecuatiile normale AT Ax = ATb sunt doar expresia sa algebrica.

Exemplu: media ca problema LS

Dacd vrem s& aproximam valorile 1,2, 4 printr-o singurd constantd z, minimizam (z —1)?+ (x —
2)% + (x — 4)?. Derivand obtinem 6z — 14 = 0, deci x = 7/3. Exact aceeasi formuld rezulta din
ecuatiile normale pentru A = (1,1,1)”. Media aritmetica este astfel cel mai simplu estimator
de tip cele mai mici patrate.

Unicitatea

Daca A are rang coloana complet, atunci AT A este SPD si minimizatorul este unic. Daca rangul
este deficient, functia are directii plate: mai multe valori ale lui x produc acelasi vector Az
si acelagi reziduu. In acest caz este nevoie fie de o selectie suplimentars (de exemplu norma
minima), fie de regularizare.
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Laborator: verificarea ortogonalitatii

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati o matrice A € R?**4 cu rang complet si un vector b aleator. Calculati o solutie LS,
apoi verificati numeric norm(A’* (A*xx-b)). Comparati cu norm(A*x-b). Prima marime
ar trebui sa fie aproape de eroarea de rotunjire, in timp ce reziduul insusi nu trebuie sa fie
mic In valoare absoluta daca b are o componenta importanta in afara imaginii lui A.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati ecuatiile normale prin diferentierea lui f(z) = || Az — bl[3.

2. Derivati aceleasi ecuatii folosind conditia geometrica de ortogonalitate a reziduului.

Vs
&

3. Demonstrati ca AT A este pozitiv definita daca si numai daca A are coloane liniar
independente.

4. Daca b € R(A) si A are rang coloana complet, ce relatie exista intre solutia LS si
solutia exacta?

5. Explicati de ce adaugarea unei ecuatii redundante poate imbunatati robustetea
statistica fara a creste numarul necunoscutelor.

s
(N

Mini-proiect: calibrarea unui senzor

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Simulati o relatie y = az + b si masurati y pentru 30 de valori ale lui z, adaugand
zgomot gaussian. Formulati sistemul supradeterminat pentru parametrii (a,b). Estimati
parametrii, reprezentati dreapta si reziduurile, apoi repetati experimentul de 100 de ori si
studiati distributia erorilor parametrilor.

~
A\

Exemplu rezolvat: trei masuratori pentru doi parametri

Cautam o dreaptad y =~ a + bt prin punctele (0, 1), (1,2) si (2,2). Sistemul exact ar fi

0 a 1

I ( b) — (2]

2 2

dar cele trei ecuatii nu sunt compatibile: primele doua ar impune a = 1,b = 1, ceea ce ar prezice
valoarea 3 la t = 2. In sensul celor mai mici patrate, ecuatiile normale sunt

(£3)6)-0)

—_ = =



114 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

si obtinem a = 7/6, b = 1/2. Valorile ajustate sunt (7/6,5/3,13/6)%, iar reziduul b — Az =
(—1/6,1/3,—1/6)" este ortogonal pe ambele coloane ale lui A: suma componentelor sale este
zero si produsul cu (0,1,2)7 este de asemenea zero.

Aceasta ortogonalitate este mai fundamentala decat formula ecuatiilor normale. Vectorul Az
este proiectia ortogonala a lui b pe spatiul coloanelor lui A, iar reziduul este componenta ramasa
in complementul ortogonal.

Sarcina practica: date redundante si zgomot

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati 50 de observatii din y = 2—0.7¢ si adaugati zgomot gaussian. Estimati parametrii
folosind 2, 5, 10, 25 si 50 de observatii, repetand experimentul de 200 de ori. Reprezentati
dispersia estimarilor lui a si b. Discutati cum redundanta poate reduce variabilitatea
estimarii fara a face sistemul exact compatibil.

-~
.

Exercitii suplimentare

1. Calculati norma reziduului in exemplul de mai sus si verificati ATr = 0.

2. Aratati ca daca b € R(A), problema LS recupereaza o solutie exacta.

3. Daca A are rang coloana complet, demonstrati unicitatea proiectiei gi a vectorului
parametrilor.

4. Dati un exemplu cu rang deficient in care vectorul proiectat Ax este unic, dar
parametrul z nu este unic.

5. Formulati o problema reala in care numarul masuratorilor poate fi marit fara a
creste numarul parametrilor.

~
A\

6.2 Problema celor mai mici patrate si ajustarea datelor
Am vazut ca solutia sistemului liniar Az = b exista si este unica daca n = m si A este nesingulara.
In aceasta sectiune dim un sens solutiei unui sistem liniar in cazul supradeterminat, m > n.

“Solutia” sistemelor supradeterminate

Aproximarea solutiei sistemelor supradeterminate

Sa presupunem ca ni se da un sistem liniar de forma

Ax=0b, unde AcR™" s beR™ cu m>n.

Presupunem, de asemenea, ca rank(A) = n.

. J

In aceste conditii, sistemul de ecuatii liniare considerat poate fi incompatibil (nu are solutie).

Observam ca un sistem supradeterminat nu are, in general, solutie decat daca partea dreapta b
este un element al lui Range(A) :={y € R™|F z € R" a. 1. Az = y}.
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Aproximarea solutiei sistemelor supradeterminate

O abordare obignuita pentru gasirea unei solutii aproximative consta in gasirea acelui x pentru
care se realizeaza valoarea minima a normei reziduului r = b — Az, pe R™, adica

. 72
(LS)  minflAz —b]"

Aceasta este o problema de minimizare a unei functii patratice pe intreg spatiu, functia obiectiv
patratica fiind data de
flz) = (AT Az,z) —2(b, Ax) + [|b]|*.

Problema celor mai mici patrate

Dat fiind A € R™*" cu m > n i b € R™, spunem ca z* € R" este o solutie In sensul celor mai
mici patrate daca
|Az* — bl|a < ||Az — bl|2 pentru orice z € R".

Echivalent, pentru f(x) = ||Az — b||3, avem f(z*) = mingegn f(2).

Astfel, problema consta in minimizarea normei euclidiene a reziduului.

Existenta minimizatorului

In dimensiune finitd, Range(A) este un subspatiu inchis. Proiectia ortogonald a lui b pe
Range(A) exista si este unica; daca Ax* = Prange(a)b, atunci z* este o solutie LS. Daca A
are rang coloana complet, aceasta solutie este unica.

Ecuatiile care caracterizeaza solutia pot fi deduse geometric. Daca x* este o solutie de cele mai
mici patrate, atunci Az* este proiectia ortogonala a lui b pe spatiul coloanelor lui A. Reziduul
r* = b — Az* este, prin urmare, ortogonal pe fiecare coloana a lui A, adica

AT(b— Ax*) = 0.
Echivalent,
AT Az* = ATb, (6.1)
sistem cunoscut sub numele de ecuatiile normale.

Sistemul este nesingular daca A are rang complet si, In acest caz, solutia celor mai mici patrate
exista si este unica.

Observam ca B = AT A este o matrice simetrica si pozitiv definita. Astfel, pentru a rezolva
ecuatiile normale, se poate calcula mai intai factorizarea Cholesky B = HT H si apoi se pot
rezolva cele doud sisteme HTy = ATb si Ha* = y. Cu toate acestea, din cauza erorilor de
rotunjire, calculul lui A”A poate fi afectat de o pierdere de cifre semnificative, cu o pierdere
consecventa a pozitivei definiri sau a nesingularitatii matricei, aga cum se intdmpla in urmatorul
exemplu (implementat in MATLAB) in care, pentru o matrice A cu rang complet, matricea
corespunzatoare fI(ATA) se dovedegte a fi singulara

1 1

A=|22 o |, fwﬂm:<1D. (6.2)
0 2

Prin urmare, pentru matrici prost conditionate, formarea explicita a lui AT A poate amplifica
dificultatile numerice. O metoda alternativa, care evitd formarea explicita a lui ATA, va fi
introdusa ulterior; aici retinem doar motivul pentru care ecuatiile normale trebuie utilizate cu
atentie.
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Completare didactica: problema celor mai mici patrate

Problema celor mai mici patrate apare frecvent in aplicatiile algebrei liniare. Ea apare atunci
cand un sistem Ax = b nu are, in general, solutie exacta si dorim sa alegem vectorul x pentru
care reziduul r = b — Az are norma euclidiana minima. Toate notiunile folosite in aceasta
sectiune au fost introduse pana in acest punct: proiectie ortogonala, norme, conditionare gi
factorizarea Cholesky.

Daca A € R™ "™ are coloane liniar independente, atunci solutia z* este caracterizata de ortogo-
nalitatea reziduului fata de spatiul coloanelor lui A:

AT (b — Az*) =0,

adica prin ecuatiile normale AT Az* = ATb. Matricea AT A este simetrica si pozitiv definita,
deoarece pentru z # 0 avem 2T AT Az = ||Az||3 > 0. Prin urmare, ecuatiile normale au solutie
unica si pot fi rezolvate cu factorizarea Cholesky.

De ce ecuatiile normale trebuie folosite cu atentie

Din rezultatele capitolului despre conditionare, pentru o matrice cu rang coloana complet
avem rig( AT A) = Ky(A)2. Asadar, formarea lui AT A poate accentua sensibilitatea numerica
a problemei. In acest capitol folosim ecuatiile normale deoarece instrumentele necesare
sunt deja disponibile; o alternativa care evita formarea explicitd a lui AT A va fi introdusa
in capitolul despre factorizarea QR.

Exemplu: ajustarea unei drepte

Pentru punctele (0, 1), (1,2), (2,2) cautam y ~ a + bt. Matricea gi vectorul datelor sunt

10 1
A=11 , y=|2
1 2

(35)6)= ()

de unde a = 7/6 si b = 1/2. Reziduul este ortogonal pe ambele coloane ale lui A, ceea ce ofera
si o verificare directa a rezultatului.

[N

Ecuatiile normale sunt

Problema ponderata

Daca observatiile au importante diferite, introducem ponderi w; > 0 si minimizam

S wilalz —b;)? = |[WY2(Ax - b)|)3, W = diag(wy, ..., wp).

%
i=1

Aceasta este problema celor mai mici patrate pentru matricea A = W'/2A si vectorul b = W/2b,
Ecuatiile normale devin ATW Az = ATWb.
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Laborator: ecuatiile normale si conditionarea

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti matrici dreptunghiulare cu coloane liniar independente si rezolvati problema
celor mai mici patrate prin ecuatiile normale, folosind Cholesky pentru AT A. Construiti
apoi familii de matrici cu doua coloane tot mai apropiate una de alta. Pentru fiecare caz
calculati ro(A), ko(ATA), reziduul si, atunci cand ati construit datele pornind de la o
solutie cunoscuta, eroarea solutiei. Verificati numeric relatia dintre cele doua numere de
conditionare.

-
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Rezolvati complet problema de ajustare a dreptei din exemplu si verificati A7r = 0.

2. Aratati ca suma reziduurilor este zero atunci cand modelul include o coloana
constanta si ponderile sunt egale.

3. Demonstrati c&, daca A are coloane liniar independente, AT A este pozitiv definita.

4. Formulati problema ponderatd ca o problemi standard pentru A = W'/2A si
b =W,

5. Ce se Intampla cu unicitatea daca doua coloane ale lui A sunt identice? Justificati
prin ecuatiile normale.

-
.

Mini-proiect: ajustare polinomiala

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Generati date dintr-o functie neteda pe [—1, 1] si adaugati zgomot. Ajustati polinoame de
grade 1, 3, 5 folosind ecuatiile normale. Pentru fiecare grad raportati reziduul, conditionarea
matricei modelului si, pe un set separat de puncte unde functia initiala este cunoscuta,
eroarea de predictie. Explicati de ce un reziduu mai mic pe datele folosite la ajustare nu
garanteaza automat o predictie mai buna.

-
.

6.3 Ajustarea datelor (data fitting)

Un domeniu in care se utilizeaza problema cel mai mici patrate este corelarea datelor.

Ajustarea datelor (data fitting)
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1.00
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Ajustare liniara a datelor in plan

Date n puncte in R?, obiectivul este de a gési o dreapta de forma
y=axr+0b

care se potriveste cel mai bine cu acestea. Aceasta Inseamna ca trebuie sa gasim a si b care
sa defineasca aceasta dependenta liniara.

. J

Relatiile liniare care trebuie corelate sunt
Yy =ax; + b, 1=1,2,...,n,

adica, sistemul care trebuie "rezolvat" este

1 (7
zy 1 a\ | Y2
: b) |
T, 1 Yn
Deci, gasiti a si b “solutie" pentru
1 (7

LR
N
[u—
N
> Q
N~
Il
<
N

T, 1 Yn
—_——— ——
=X =y

Solutia problemei celor mai mici patrate este

(Z) = (XTX)"'XTy.

Ajustarea datelor (data fitting)

Unul dintre domeniile in care se utilizeaza problema celor mai mici patrate este corelarea datelor.
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2.00

Ajustare liniara a datelor

Sa presupunem ca ni se da un set de date (s;,t;), 4 = 1,2,...,m, unde s; € R" si t; € R, si sa
presupunem ca o relatie liniara de forma

t;, = <si,:v>, 1=1,2,....,m,

este cautata. Gasiti x pentru a putea aproxima aceasta dependenta liniara!

(& J

Deci, problema este de a gasi vectorul de parametri x € R™ care rezolva problema
m
] . JR— . 2
min 4_1(<sz, ) — )2

Aceasta este o problema (LS) scrisa ca

min||S x — t|?,

reR?
S f
B s
unde S = ) s t=1 .
T
R - tm

Alte situatii
Alte situatii

Mai multe despre corelarea datelor

Abordarea celor mai mici patrate poate fi utilizata si in cazul ajustarilor neliniare. Sa presupunem,
de exemplu, ci ni se di un set de puncte in R?: (u;,v;), 1 = 1,2, ...,m, si ci stim a priori ci
aceste puncte sunt aproximativ legate prin intermediul unui polinom de grad cel mult d; adica
exista ag, ay, ..., ag astfel incat

d

J -
Zajui Y, 1=1,....,m.
§=0
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Problema celor mai mici patrate asociata este urmatoarea: se cauta ag,aq, ..., aq astfel incat
vectorul coeficientilor sa fie solutia celor mai mici patrate a sistemului liniar

2 d

1w wuy - uf ag Y1
2 d

1wy wy -+ uj ax Y2
2 d

1 Um Uy Uy, Qq Ym

(LS) este, desigur, bine definita daca m > d+1. Matricea este asa-numita matrice Vandermonde,
despre care se stie ca este de rang d + 1 daca d + 1 din wu;-uri sunt diferite intre ele.

Completare didactica: de la un nor de puncte la un model

Intr-o problemi de ajustare a datelor (data fitting) trebuie separate doud decizii: alegerea familiei
de modele si estimarea parametrilor. Algebra liniara rezolva foarte bine a doua problema atunci
cand modelul depinde liniar de parametri, chiar daca dependenta de variabila independenta
este neliniard. De exemplu, p(t) = ag + a1t + - - - + aqt? este neliniar in ¢, dar liniar in vectorul
parametrilor (ag, ..., aq).

Construirea matricei de design

Pentru date (;,y;), fiecare observatie furnizeaza o linie (1,;,t2,...,t%) a matricei Vandermonde.
Astfel, alegerea bazei de functii este transformata intr-o alegere a coloanelor lui A. Putem
inlocui monomii cu alte functii ¢;(¢) si obtine A;; = ¢;(¢;) fara a schimba formalismul LS.

Monomii de grad mare pot produce matrici prost conditionate. O strategie simpla este rescalarea
variabilei ¢ intr-un interval precum [—1, 1]; una mai avansata este folosirea unei baze polinomiale
mai bine conditionate.

Diagnostic prin reziduuri

Un reziduu mic nu dovedesgte ca modelul este corect. Reprezentarea reziduurilor in functie de ¢
poate revela structura neexplicata: curbura, heteroscedasticitate, puncte aberante sau depen-
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dente periodice. Algebra liniara ofera estimatorul pentru modelul ales; validitatea modelului
ramane o problema de interpretare.

Laborator: ajustare si validare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Folositi un set de date real sau simulat. Impartiti datele in 70% pentru ajustare si 30%
pentru validare. Ajustati mai multe familii liniare In parametri si calculati eroarea pe
ambele seturi. Reprezentati si reziduurile. Nu selectati modelul doar dupa eroarea de
antrenare.

-
A\

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Scrieti matricea de design pentru un polinom de grad 3 prin cinci puncte 4, ..., 5.

2. Formulati ca problema LS modelul y ~ asint + bcost + c.

3. Formulati modelul y &~ ae® atunci cand « este cunoscut si cand este necunoscut. In
care caz problema este liniara in parametri?

4. Explicati de ce duplicarea identica a tuturor observatiilor nu schimba minimizatorul
LS neponderat.

5. Dati un exemplu de reziduuri mici pe datele observate, dar predictii slabe in afara
intervalului de date.

r
.

Mini-proiect: consum sau temperatura

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Alegeti o serie temporala simpla: temperatura zilnica, consum energetic, trafic sau un set
de date similar. Construiti un model liniar in parametri care include trend si una sau
doua componente periodice. Estimati parametrii prin LS, separati intervalul de instruire
de cel de test si discutati ce informatie poate si ce informatie nu poate captura modelul.

~
(.

Exemplu rezolvat: ajustare patratica cu reziduuri nenule

Consideram datele (—1,2), (0,1), (1,2) si (2,6) si modelul p(t) = a + bt + ct*>. Matricea de
design si vectorul observatiilor sunt

1
O —
10 YT
4

— =
N = O
DN = DN
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Rezolvarea ecuatiilor normale conduce la

Vectorul A(a,b,c)’ — y este (1,-3,3,—1)7/20, iar suma piatratelor reziduurilor este 1/20.
Semnele alternante arata ca polinomul trece cand deasupra, cand sub date; observatia relevanta
este ca reziduul este ortogonal pe fiecare dintre coloanele 1,¢,t? ale matricei de design.

Modelul nu este acelasi lucru cu algoritmul

Alegerea gradului polinomului este o decizie de modelare, distincta de alegerea algoritmului
numeric. In acest capitol folosim ecuatiile normale si instrumentele deja introduse; metode
alternative vor fi studiate ulterior. Un algoritm numeric bun nu poate compensa un model
prost ales, iar un model adecvat poate fi compromis de o matrice de design prost scalata.

Vs
&

Sarcina practica: selectia gradului

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati 80 de puncte dintr-o functie neteda si adiugati zgomot. Impartiti datele in set
de antrenare gi set de test. Pentru gradele 1-15, ajustati un polinom, calculati eroarea
pe ambele seturi si ko(A). Reprezentati cele trei marimi in functie de grad. Repetati
dupa rescalarea lui ¢ in [—1, 1]. Discutati separat suprainvatarea si conditionarea bazei
monomiale.

Vs
A

Exercitii suplimentare

1. Verificati coeficientii exemplului prin calculul explicit al lui ATA i ATy.

2. Construiti matricea de design pentru modelul a + bsint + ccost.

3. Explicati de ce modelul ae® este neliniar in parametrii (a,b), dar devine partial
liniar daca b este cunoscut.

4. Comparati folosirea monomilor 1,¢,t2,... cu o baza de polinoame ortogonale pe un
interval scalat.

5. Ce informatie va poate oferi graficul reziduurilor pe care norma globala ||r||2 nu o
arata?

-~
A

Fisa de seminar: sisteme dreptunghiulare si modelarea
datelor

Problema rezolvata 1: model trigonometric liniar in parametri

Datele periodice pot fi modelate prin y(t) ~ a + bsint + ccost. Degi modelul este neliniar ca
functie de ¢, este liniar in parametrii necunoscuti. Pentru observatii (¢;,v;), linia ¢ a matricei de
design este (1,sint;, cost;). Putem deci formula direct problema celor mai mici patrate, care
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este liniara Tn parametrii necunoscuti. Trebuie facuta aceasta distinctie: ,neliniar in variabila
independenta” nu inseamna automat ,,problema neliniara de optimizare”.

Daca adaugam o frecventa necunoscutd, y ~ a + bsin(wt) + ¢ cos(wt), problema devine neliniara
in w. O strategie posibild este sa fixam temporar w, sa rezolvam liniar in (a, b, ¢) si sa exploram
separat frecventa. Acesta este un exemplu de structura separabila.

Problema rezolvata 2: rang deficient si parametri nedeterminabili

Daca matricea de design contine doua coloane identice, de exemplu modelul este scris redundant
ca a+ bt + ct, atunci numai suma b+ c este identificabila din date. Exista infinit de multe perechi
(b, ¢) cu aceeasi predictie. Problema nu este lipsa observatiilor, ci redundanta parametrizarii.
Matricea de design nu are rang coloans complet, AT A este singulari si ecuatiile normale nu
determina unic vectorul parametrilor.

Laborator integrator 6: modelare si validare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Alegeti un set de date temporal de minimum 100 de puncte. Construiti trei modele liniare
in parametri: trend liniar, trend patratic si trend plus componenta trigonometrica. Separati
70% din date pentru ajustare si 30% pentru test. Pentru fiecare model folositi ecuatiile
normale, rezolvate cu o metoda deja studiata pentru sistemul rezultat, si raportati reziduul
de antrenare, eroarea de test, conditionarea matricei de design si graficele reziduurilor.
Selectati un model si justificati alegerea.

. J

Set de probleme

1. Formulati problema celor mai mici patrate asociata ajustarii y &~ a + b/t pentru
t; # 0.

2. Modelul y =~ aexp(bt) este liniar in parametri? Ce se intdmpla dacd aplicam
logaritmul si datele au zgomot aditiv?

3. Aratati ca duplicarea tuturor observatiilor multiplica functia LS cu o constanta si
nu schimba minimizatorul.

4. Pentru observatii cu variante diferite, argumentati alegerea ponderilor inverse vari-
antei.

5. Construiti un model cu cinci parametri si numai trei observatii. Ce tip de sistem
obtineti?

6. Explicati diferenta dintre interpolare si ajustare prin cele mai mici patrate.

7. Ce informatie despre model poate sugera un grafic al reziduurilor cu structura
sinusoidala?

8. De ce extrapolarea poate fi slaba chiar daca ajustarea pe intervalul de date este
excelenta?
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Proiect de capitol: raport de ajustare a datelor

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Alegeti un set de date public sau simulat cu interpretare clara. Formulati cel putin
trei modele candidate, construiti matricele de design si rezolvati prin ecuatiile normale.
Includeti analiza rangului si conditionarii, separarea train/test, reziduuri si o discutie
despre ce parametri au interpretare robusta. Raportul trebuie sa explice de ce un model a
fost preferat, nu doar sa prezinte o eroare minima.

Sarcini de aprofundare si sinteza pentru cele mai mici
patrate

Probleme de aprofundare: proiectie, ecuatii normale si ajustarea datelor

1. Pentru A € R™*" cu rang coloana complet, demonstrati ca un minimizator al lui
| Az — b]|2 satisface AT(Az — b) = 0. Interpretati geometric relatia A%(b — Ax) = 0.

2. Daca coloanele lui A sunt ortonormate, deduceti direct formula solutiei LS si formula
proiectiei lui b pe spatiul coloanelor lui A.

3. Demonstrati ci, daca A are rang coloana complet, matricea AT A este simetrica
pozitiv definita si ecuatiile normale au solutie unica.

4. Folosind rezultatele despre conditionare din capitolul precedent, explicati de ce
formarea lui A7 A poate amplifica dificultatile numerice atunci cand coloanele Iui A
sunt aproape dependente.

5. Pentru o dreapta y = a + bt, deduceti ecuatiile normale manual si precizati conditia
asupra punctelor ¢; pentru unicitatea parametrilor.

6. Pentru un model patratic y = a + bt + ct?, construiti explicit matricea de design si
ecuatiile normale pentru patru observatii date.

7. Aratati ca, intr-un model liniar cu termen liber, suma reziduurilor este zero la solutia
LS. Interpretati aceasta proprietate.

8. Construiti un set de date cu un outlier sever si calculati ajustarea unei drepte inainte
si dupa introducerea lui. Explicati de ce suma patratelor este sensibila la valori
aberante.

9. Comparati doua modele de grade diferite pe aceleasi date. De ce un model cu
reziduu de antrenare mai mic nu este automat mai bun?

10. Propuneti o Tmpartire simpla a datelor in set de ajustare si set de verificare gi
descrieti cum ati folosi eroarea pe al doilea set pentru alegerea gradului.
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Laborator integrator: ajustare polinomiala prin ecuatii normale

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Studiati simultan alegerea modelului, scalarea datelor si efectul conditionarii.

1. Generati date zgomotoase dintr-o functie neteda pe un interval gi pastrati separat o
parte dintre puncte pentru verificare.

2. Construiti matricile de design pentru gradele 1,2, 5, 10.
3. Calculati numarul de conditionare al lui A si al lui AT A si comparati valorile.

4. Rezolvati ecuatiile normale folosind Cholesky atunci cand matricea este pozitiv
definita.

5. Repetati dupa transformarea variabilei independente astfel incat valorile ei sa
apartina intervalului [—1, 1] si comparati conditionarea gi coeficientii.

6. Pentru fiecare grad raportati reziduul pe datele folosite la ajustare gi eroarea pe
datele pastrate pentru verificare.

7. Adaugati cativa outlieri gi repetati experimentul. Discutati separat efectul asupra
parametrilor si asupra predictiilor.

8. Reprezentati grafic datele, curbele ajustate si reziduurile pentru doua grade repre-
zentative.

- J

Proiect de capitol: calibrarea unui model liniar din date

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Tnainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Alegeti un set de date cu una sau doua variabile explicative si un raspuns
masurat.

1. Modelare. Formulati un model liniar sau polinomial i construiti matricea de
design.

Calcul manual. Pentru un subset mic de observatii scrieti explicit ecuatiile normale.
Existenti si unicitate. Verificati rangul coloanelor si pozitiva definire a lui AT A.
Algoritm. Rezolvati ecuatiile normale printr-o metoda directa deja studiata.
Scalare. Rescalati variabilele si comparati numerele de conditionare.

AR AN i i

Validare. Pastrati o parte dintre observatii in afara ajustarii si comparati predictiile
modelului pe acestea.

7. Robustete empirica. Perturbati usor datele si observati variatia coeficientilor.

8. Interpretare. Separati concluziile despre adecvarea modelului de concluziile despre
dificultatea numerica a calculului.
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Test de capitol

Test — Sisteme dreptunghiulare si aproximatii

1. Ajustare prin cele mai mici patrate. Se masoara valorile

(tia yi) S {(07 1>= (1’ 2)? (27 2)}

Se cauta dreapta y =~ a + bt. Construiti matricea A si vectorul y, deduceti ecuatiile
normale gi determinati coeficientii a,b. Calculati valorile ajustate si reziduul.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati. Pentru problema

min || Az — bz,

A) o solutie minimizeaza distanta dintre Ax si b;

B) ecuatiile normale sunt AT Az = ATb;

C) daca coloanele lui A sunt liniar independente, solutia celor mai mici patrate este
unica;

D) orice problema supradeterminata are o solutie exacta a lui Az = b.




Capitolul 7

Regularizarea problemei celor mai mici
patrate si eliminarea zgomotului

Regularizarea Problemei celor mai mici patrate

Atunci cdnd A este subdeterminata, adica atunci cdnd exista mai putine ecuatii decit variabile,
exista mai multe solutii optime pentru problema celor mai mici patrate gi nu este clar care
dintre aceste solutii optime este cea care trebuie luata in considerare.

In modelul de optimizare ar trebui incorporat un anumit tip de informatii prealabile despre z.
O modalitate de a face acest lucru este de a lua in considerare o problema penalizata in care o
functie de regularizare R(-) este adidugata la functia obiectiv.

Cele mai mici patrate regularizate

RLS

Problema celor mai mici patrate cu regularizare (RLS) are forma
(RLS) min|Az — bl + X R(z),

unde A > 0 este parametrul de regularizare. Pe masura ce A devine mai mare, functia de
regularizare primeste o pondere mai mare.

\ J

In multe cazuri, se considerd ci regularizarea este patraticid. In special R(z) = ||D x||?, cu
D € RP*™ dat. Functia de regularizare patratica urmareste sa controleze norma lui D x si este
formulata dupa cum urmeaza:

(RLS)  min|[ Az — b’ + A D,
sau, dupa dezvoltarea patratelor, prin minimizarea functiei
fris(x) = ((A"A+ AD" D)z, ) — 2(A"b, x) + [|b]|3.
Problema poate fi scrisa ca problema celor mai mici patrate pentru sistemul augmentat
A b
(o) =)

Aplicand ecuatiile normale deja deduse, obtinem

(ATA+ ADTD)x = A"b.

127
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Figure 3.2. A signal (left image) and its noisy version (right image).
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Figure 3.3. Four reconstructions of a noisy signal by RLS solutions.

Daca matricea AT A + ADT D este pozitiv definitd, sistemul are solutie unica, iar aceasta este
minimizatorul problemei regularizate.

Prin urmare, daca D si A sunt astfel incat AT A+ X\ DT D = 0, atunci solutia RLS este data de

zrrs = (AT A+ ADT D)7t AT .

Alte situatii

Eliminarea zgomotului dintr-un semnal

Problema eliminarii zgomotului

Sa presupunem ca observam o versiune bruiata a unui semnal necunoscut x € R™:
b=z+w.

Alici x este un semnal necunoscut, w este un vector de zgomot necunoscut, iar b este vectorul

masuratorilor cunoscute.

Problema eliminarii zgomotului este urmatoarea: Avand in vedere b, gasiti o estimare "buna'
a lui z.

A

J

Daca am folosi numai termenul de fidelitate fata de date, problema celor mai mici patrate ar da
solutia © = b.

Pentru a gasi o problema mai relevanta, vom adauga un termen de regularizare. Pentru aceasta,
trebuie sa exploatam unele informatii a priori despre semnal.

De exemplu, am putea sti ca semnalul este neted intr-un anumit sens. In acest caz, putem adauga
o penalizare patratica, care este suma patratelor diferentelor dintre componentele consecutive
ale vectorului; adica functia de regularizare este

R(z) = ni:(xz —zi1)%

1=1

Aceasta functie patratica poate fi scrisi si sub forma R(x) = ||L z||?, unde L € R"1D*" este
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Figure 3.3. Four reconstructions of a noisy signal by RLS solutions.
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Problema celor mai mici patrate cu regularizare care rezulta este
min|lz — bl + A L],
iar solutia sa optima este data de
zris(\) = (I, + AL"L)™'b,
unde A > 0 este un parametru de regularizare dat (bun).
Am putea gasi un astfel de A > 07
Alte situatii

Aplicatie de pe telefonul dumneavoastra

Transmiteti prin WhatsApp sau prin alt canal de comunicatii un mesaj vocal facand un
zgomot de fundal, de exemplu, sunetul cheilor sau al unui clopotel. Salvati figierul cu numele

sunet_bruiat.ogg si folositi codul de mai jos.

Pentru rezolvarea sistemului (I+XLT L)z = b folositi metodele studiate pAna aici care exploateaza
structura matricei. Matricea este rara, simetrica si pozitiv definita, deci o metoda adaptata

acestei structuri este preferabila unei formule bazate pe determinant;i.

Comparati timpul necesar reconstruirii semnalului. Acesta ofera o indicatie asupra costului

metodei de rezolvare a sistemului.

Observati ca pentru unele metode apare la final un bruiaj in plus, ceva nou! Aceasta indica
eroarea cu care se rezolva sistemul prin metoda aleasa. Practic, “auziti eroarea”! Eroarea se

reflecta 1n semnalul final.

Folositi atdt metode directe cat si metode iterative!
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[b,fs] = audioread(’sunet_bruiat.ogg’);

hincarcam sunetul cu zgomot

WVerificam sunetul si afisam semnalul descris de acesta
sound(b, fs);

plot(b);

hold on

% Afisam lungimea pentru a intelege magnitudinea datelor
n = length(b)

% Construim matricele In si L folosind matrici rare (sparse)
Jdeoarece au dimensiuni

% foarte mari, dar majoritatea elementelor sunt nule

idn = speye(n);

e = ones(n-1,1);

L = spdiags([e -e], [0 1], n-1, n);

% Definim lambda (putem incepe de la o valoare mica

%si sa tot crestem)

lambda = 5;

% Folosim metoda celor mai mici patrate cu regularizare
hpatratica (vezi curs) si ajungem la format

% x = inv(In + lambdax*L’*L) *b, dar nu folosim aceasta forma,
hdeoarece matricea este prea mare.

% Fie folosim operatorul \ care implementeaza deja cea mai
heficienta metoda de rezolvare a unui

% sistem liniar, luand in calcul si cazul matricelor rare:
x = (speye(n) + lambdax(L’*L)) \ b;

% Ascultam semnalul filtrat:

sound(x, fs);

plot(x);

hold on

Atentie la impartirea artificiala pe blocuri

Matricea I + ALT L este tridiagonal, iar blocurile vecine sunt cuplate prin elementele de
pe diagonalele secundare. Rezolvarea independenta a blocurilor diagonale ar elimina aceste
cuplaje si ar rezolva o alta problema. Se va pastra matricea intreaga si se va folosi o metoda
pentru sisteme rare/tridiagonale sau operatorul MATLAB \ numai ca referinta de verificare.

Extensie didactica: regularizarea ca informatie a priori

O problema poate fi foarte sensibila la perturbatiile datelor. Regularizarea introduce explicit
informatie suplimentara despre solutia considerata plauzibila. In forma Tikhonov,

min (|| Az — bl + MDalF), 2> 0,

primul termen masoara fidelitatea fata de date, iar al doilea penalizeaza anumite caracteristici
ale solutiei prin matricea data D.

Daca D = I, sunt penalizate solutiile cu norma mare. Daca D este matricea diferentelor de
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ordinul Intai,

1 1 0 0
H_|o0 -1 1 |
: .. .. .0
0 - 0 -1 1

atunci Dx contine diferentele x;,; — x;, iar penalizarea descurajeaza variatiile rapide intre
componente vecine.

Problema regularizata se poate scrie ca problema celor mai mici patrate pentru sistemul
augmentat
A (b
(i)~ ()

(ATA+ D' D)z = A"

Prin ecuatiile normale obtinem

Daca matricea din stinga este pozitiv definiti, solutia este unica. In cazul particular D = I,
aceasta este pozitiv definita pentru orice A > 0, deoarece

Z(ATA4+ Nz = || Az||2 + M|z]|2 > 0 (z #0).

Compromisul controlat de A

Pentru A mic, solutia urmaregte mai fidel datele gi poate reactiona puternic la zgomot. Pentru
A mare, penalizarea domina si solutia poate deveni prea mica sau prea neteda. Parametrul A
controleaza deci compromisul dintre fidelitatea fata de date si proprietatea impusa prin D.

Exemplu diagonal

Consideram
1
A = diag(1,107° b= D=1.
1ag( ) )a (2 . 10_3)7
Pentru regularizarea Tikhonov, sistemul este diagonal si solutia este

1 2-107¢

nN =y WSy

Formula arata direct ca o componenta slab determinata de date este amortizata mult mai
puternic decat una bine determinata.

Laborator: netezirea unui semnal

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati Tye(t) = sin(27t) + 0.3 sin(87t) pe o grila si adaugati zgomot. Luati A =T si
construiti matricea D a diferentelor de ordinul intai. Rezolvati sistemul regularizat pentru
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mai multe valori ale lui A. Pentru fiecare valoare raportati ||z — b||2, || Dx||2 si, deoarece
in simulare cunoagteti semnalul initial, ||z — Zye|2-

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Aratati echivalenta dintre problema Tikhonov si problema celor mai mici patrate
pentru sistemul augmentat.

2. Scrieti matricea diferentelor de ordinul intdi pentru un vector de lungime 5 si
determinati nucleul ei.

3. Demonstrati ca AT A 4+ M este pozitiv definitd pentru orice A > 0.

4. Pentru exemplul diagonal calculati solutia pentru A = 107¢,10%, 1072 si interpretati
rezultatele.

5. Explicati de ce o valoare foarte mare a lui A\ poate produce o solutie putin sensibila
la zgomot, dar nepotrivita pentru descrierea datelor.

. J

Mini-proiect: restaurarea unui semnal

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Alegeti un semnal 1D, adaugati zgomot si comparati regularizarea cu D = I gi cu matricea
diferentelor de ordinul intai. Variati A pe o grila logaritmica. Pentru fiecare caz raportati
fidelitatea fata de date, marimea penalizarii si, cand semnalul initial este cunoscut, eroarea
reala. Formulati o concluzie despre rolul lui D si al lui A.

-
.

Sarcini de aprofundare: regularizare si modelare neliniara

Probleme de aprofundare: penalizare, zgomot si compromis

1. Pentru problema min,{|| Az — b||3 + A||z||3} deduceti sistemul liniar satisfacut de
minimizator si demonstrati unicitatea pentru A > 0.

2. Pentru penalizarea generald || Dz||3, deduceti sistemul (AT A + ADTD)x = ATb.

3. Analizati cazul scalar ax ~ b cu penalizare Az?. Scrieti solutia explicitd si studiati
limitele A — 0 si A — oo.

4. Pentru D egala cu matricea diferentelor finite de ordinul intai, identificati vectorii
pentru care Dx = 0 si interpretati ce tip de semnale sunt favorizate de penalizare.

5. Construiti un exemplu diagonal in care datele sunt perturbate cu zgomot si comparati
solutiile pentru mai multe valori ale lui A.

6. Explicati de ce alegerea lui A reprezinta un compromis intre apropierea de date si
respectarea informatiei a priori.

7. Pentru un semnal constant perturbat cu zgomot, explicati de ce penalizarea diferen-
telor succesive este naturala. Cum s-ar schimba interpretarea pentru o penalizare
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directa ||z||3?
8. Formulati problema de ajustare a unui cerc la puncte (z;,y;) ca problema celor mai
mici patrate in varianta neliniara, fara a propune inca un algoritm de rezolvare.
9. Formulati analog problema localizarii unui punct din distantele fata de mai multe
repere si discutati situatiile geometrice in care datele nu determina bine pozitia.
10. Comparati conceptual o problema liniara LS cu una neliniara LS: ce raméne aceeasi
in functia obiectiv si ce se schimba 1n dependenta fata de necunoscute?

J/

&

Laborator integrator: eliminarea zgomotului prin regularizare

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Observati experimental compromisul fidelitatenetezime folosind numai instru-
mentele introduse pana aici.
1. Construiti un semnal sintetic z, cu variatii lente si generati b = x, 4+ n pentru trei
niveluri de zgomot.
2. Construiti matricea diferentelor finite de ordinul intai D.
3. Pentru o grild de valori A, rezolvati sistemele (I + ADT D)x, = b folosind Cholesky.
4. Pentru fiecare A calculati ||xy — b2, || Dz, ||2 si, deoarece experimentul este sintetic,
[zx = 2|2
5. Reprezentati separat dependenta celor trei marimi de A si explicati de ce minimele
lor nu coincid.
6. Reprezentati cateva reconstructii corespunzatoare unei regularizari prea slabe, uneia
rezonabile si uneia prea puternice.
7. Repetati pentru cele trei niveluri de zgomot si observati cum se modifica intervalul
valorilor utile ale lui \.
8. Verificati pentru fiecare solutie ecuatia liniara regularizata calculand vectorul dintre

membrul stang si membrul drept si raportand cea mai mare componenta in valoare
absoluta.

J

Proiect de capitol: formularea unei probleme de localizare

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati pozitia necunoscuta p = (z,y) si distante masurate fata de
mai multe repere cunoscute.
1. Modelare. Scrieti reziduurile neliniare si functia obiectiv ca suma de patrate.

2. Geometrie. Desenati cercurile corespunzatoare distantelor exacte pentru trei repere
si identificati pozitia in cazul ideal.
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3. Zgomot. Perturbati distantele si aratati geometric de ce cercurile nu mai au, in
general, un punct comun.

4. Ponderi. Introduceti ponderi diferite pentru masuratori si explicati ce semnificatie
fizica pot avea.

5. Date insuficiente. Analizati ce se Intampla daca reperele sunt prea putine sau
dispuse intr-o geometrie nefavorabila.

6. Regularizare. Daca exista o pozitie aproximativa py, propuneti un termen de
penalizare care sa favorizeze solutiile apropiate de py.

7. Pregatire pentru capitolele urmatoare. Identificati ce dificultate suplimentara
apare fata de LS liniar si ce tip de algoritm ar trebui construit ulterior pentru
minimizarea efectiva.
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Test de capitol

Test — Regularizarea problemei celor mai mici patrate

1. Calcul explicit. Pentru

considerati problema Tikhonov
min([| Az = b[3 + Allz[)3), A >0.

Deduceti sistemul liniar satisfacut de minimizator si calculati solutia pentru A = 0.1.
Explicati rolul termenului \||z||3.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.

A) regularizarea introduce un compromis intre potrivirea datelor gi marimea solutiei;
) alegerea lui A nu influenteaza solutia;
) pentru A > 0, matricea AT A + \I este pozitiv definita;
) regularizarea este utila cdnd datele sunt perturbate sau problema este sensibila.

(@)




Capitolul 8

Factorizarea QR

Definitie 8.0.1. O matrice A € R™*" cu m > n, admite o factorizare QR dacd existd o
matrice ortogonala @) € R™*™ si 0o matrice trapezoidala superioara R € R™*™, cu randurt nule
incepand de la al (n + 1)-lea, astfel incit A = QR.

Este de asemenea posibil sa se genereze o versiune redusa a factorizarii Q R, asa cum este afirmat
in rezultatul urmator.

Teorema 8.0.2 (Factorizarea QR redusa). Fie A € R™ " cu m > n, §i presupunem cd
rank A = n. Atunci existd o factorizare

A=QR,
unde @ € R™™ are coloane ortonormale, iar R € R™" este triunghiulara superior. Daca
impunem 7; > 0 pentru i = 1,...,n, aceastd factorizare este unica. In plus,
ATA = R"R,

deci R este factorul Cholesky al lui ATA.

Demonstratie. Existenta va fi construita explicit mai jos prin ortogonalizarea coloanelor lui
A. Pentru unicitate, presupunem ca A = Q1 R; = Q2 R2, cu aceleasi proprietati si diagonalele
lui Ry, Ry pozitive. Deoarece ambele familii de coloane ortonormale genereaza R(A), exista o
matrice ortogonala C' € R™*™ astfel incat Q; = Q»C. Intr-adevir, putem lua C = Q¥ Q, iar
Q2Q7 este proiectia ortogonald pe R(A), deci

CTC = QT QQ;01 = Q1 Q1 = 1.

Din Q:CR; = Q2Ry si QY Qy = I rezulta C = RyR;'. Asadar C este simultan ortogonals si tri-
unghiulara superior. O asemenea matrice este diagonala cu elemente diagonale +1. Pozitivitatea
diagonalelor lui Ry si Ry obliga toate semnele sa fie +1, deci C' =1, Ry = Ry si Q1 = Q.

In final, ATA = RTQ"QR = R"TR. Matricea ATA este SPD deoarece A are rang coloana
complet, iar R este triunghiulara superior cu diagonala pozitiva. Prin unicitatea factorizarii

Cholesky, R este factorul Cholesky al lui AT A. m

Constructia factorizarii reduse prin Gram—Schmidt

Putem demonstra direct existenta factorizarii speciale apoi sa consideram ca multimea vectorilor
liniari independenti dati de coloanele lui () este completata pana la o baza iar R se obtine
adagand linii nule.

136
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Presupunem aplicarea algoritmului Gram—Schmidt asupra coloanelor matricei

A=(ar]---]an).

Proiectia unui vector a pe directia unui vector ¢ se noteaza

q, (v,w) = vlw,

proj,(a) =

unde (-, -) reprezinta produsul scalar standard.

Demonstratie

Procedura incepe cu:
U1

u; = aq, q1 = Huluv

iar vectorii urmatori se obtin prin eliminarea componentelor pe directiile deja determinate:

. Ug
Uy = G2 — pr0Jq1a’2’ QQ = ||’U,2||7
. . Uus
U3 = a3z — proj,, a3 — proj,,as, qs = m,
k—1
. U
U = ag — proj,.ag qr = .
2Pl ]

Demonstratie
Rearanjarea acestor relatii astfel incat vectorii a; sa fie pe partea stanga conduce la:
a1 = qif|ua,

ag = proj,, as + qof|usz||,

a3 = proj,, as + proj,,az + gsllus||,

k-1
ar = ) projg,ax + qllu-
j=1
Demonstratie
Rescriem
a1 = q[usl],

as = (q1, a2)q1 + qa||uz|l,
as = (q1, a3)q1 + (g2, a3)q + gs|us]|,

k-1

ar = > (a5, ar)q; + qrllul.
j=1
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Toate aceste relatii pot fi exprimate matriceal:

||U1|| <q17a2> <Q1,CL3>

0 fuall (g2, a3)
(@] la)| o 0 s

Demonstratie
Produsul matricial reproduce exact matricea originala A, astfel incat:
A= QR,
unde Q = (q1 | ... | ¢.) are coloane ortonormale, iar R este triunghiulard superior.
Cum R = QT A, obtinem explicit:
(@,a1) {q1,a2) (q1,a3)

R o 0 <q27a2> <q27a’3>
o 0 0 <Q37a3>

Observam ca:
(g, a5) = |lu;l, (g5, ar) = 0 pentru j > k,

iar relatia relevanta pentru factorizarea redusa este
o~

In general, daci m > n, matricea Q nu este pitratica si nu are inversa; in schimb, QQT este
proiectia ortogonala pe R(A). Daca completam coloanele lui @) la o baza ortonormala a lui R™,
obtinem matricea patraticd ortogonald @, pentru care Q' = Q7.

Daca A are rangul n (adica, rang complet), atunci vectorii coloana ai lui () formeaza o baza
ortonormala pentru spatiul vectorial

range(A) = {y € R™ : y= Az pentru z € R"}.

Ca o consecinta, construirea factorizarii QR poate fi interpretatd si ca o procedura pentru
)
generarea unei baze ortonormale pentru un set dat de vectori.

Daca A are rangul r < n, factorizarea ()R nu conduce neaparat la o baza ortonormala pentru
range(A). Totusi, se poate obtine o factorizare de forma

T (R Ry

unde @) este ortogonala, P este o matrice de permutare gi Ry, este o matrice triunghiulara
superior nesingulara de ordin r.

In general, cand folosim factorizarea () R, ne vom referi intotdeauna la forma sa redusa, deoarece
are aplicatie 1n rezolvarea sistemelor supradeterminate.

Factorii matriciali Q si R pot fi calculati utilizand ortogonalizarea Gram-Schmidt.

TNn continuare, impunand ca A = @R si folosind faptul ca @ are coloane ortonormale (adica,
QTQ = I,,), elementele lui R pot fi calculate cu usurinta.
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De asemenea, este de remarcat faptul ca, dacd A are rang complet, matricea AT A este simetrica
si pozitiv definitd, si, prin urmare, admite o factorizare Cholesky unica de forma HTH. Pe de

alta parte, deoarece ortogonalitatea lui ) implica
H™H = A"A=R"Q"QR = R"R, (8.1)

concluzionim c& R este, de fapt, factorul Cholesky H al lui AT A.

Astfel, elementele diagonale ale lui R sunt nenule dac# si numai daci A are rang coloana complet.

Metoda Gram-Schmidt modificata

Metoda Gram-Schmidt are o utilitate practica redusa, deoarece vectorii generati igi pierd
independenta liniara din cauza erorilor de rotunjire. Desi este corecta din punct de vedere
matematic, ea prezinta o dificultate majora In practica: este instabild numeric, in special atunci
cand vectorii sunt aproape dependenti liniar sau cand erorile de rotunjire se acumuleaza.

Pentru a imbunatati stabilitatea, se utilizeaza Metoda Gram—Schmidt modificata (Modified
Gram—Schmidt, MGS), o varianta echivalenta teoretic, dar mai stabila numeric.
In forma clasica, vectorul nou

k—1

up = ar — (g5, k)

=1
se obtine prin scaderea dintr-o singura operatie a tuturor proiectiilor pe vectorii ortonormali
anteriori. Aceasta operatie implica scaderi intre valori apropiate, ceea ce conduce la pierderea
de precizie In aritmetica flotanta.

Metoda modificata reorganizeaza calculele astfel incat proiectiile sunt eliminate una cate una,
actualizand vectorul la fiecare pas:

(0)

U~ = ag,
w = — (g M, G=12 k-1,
k)

Aceasta procedura reduce riscul de anulari numerice si limiteaza propagarea erorilor.

In varianta Gram-Schmidt, factorul Q nu poate fi suprascris pur si simplu peste A. In varianta
Householder, n schimb, triunghiul superior al lui A poate fi suprascris cu R, iar vectorii
Householder se stocheaza compact sub diagonala; ) nu trebuie format explicit, ci se aplica prin
produsul reflectorilor.

Extensie didactica: ortogonalizarea ca instrument numeric

Factorizarea QQR scrie o matrice A € R™*", de regula cu m > n si rang coloana complet, sub
forma A = R, unde coloanele lui ) sunt ortonormale gi R este triunghiulara superior. In
forma redusa, @) € R™*" si R € R™"™; in forma completa, () este patratica ortogonala.

De ce este ortogonalitatea atat de valoroasa?

O matrice ortogonala nu schimba norma euclidiana: ||Qz||2 = ||z||2. Aplicarea lui @) sau
QT nu amplificd geometric vectorii, iar transformarile ortogonale sunt, in general, numeric
stabile. Factorizarea QR muta dificultatea intr-un sistem triunghiular Rz = Q7.
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Exemplu Gram—Schmidt

Luam coloanele a; = (1,1,0)7 si ay = (1,0,1)T. Avem ¢, = ai/|a1] = (1,1,0)7/v/2 si
ri2 = ¢ay = 1/4/2. Eliminand proiectia, obtinem uy = ay — roq1 = (1/2,—1/2,1)7, cu
|us|| = v/6/2. Prin urmare g, = (1, —1,2)7/1/6 si

Verificarea Q7'Q = I este la fel de importanta ca verificarea QR = A.

Clasic versus modificat

In aritmetica exactd, Gram-Schmidt clasic si modificat produc aceeasi descompunere, in limitele
semnelor. In aritmetica finita, varianta modificata tinde sa pistreze mai bine ortogonalitatea,
atunci cand coloanele sunt aproape dependente. Pentru robustete si performanta in bibliotecile
numerice, reflectorii Householder sunt de obicei instrumentul standard pentru factorizarea QR
densa.

Un reflector Householder are forma H = I — 2vv” /(vTv) si este ortogonal si simetric. Vectorul
v se alege astfel incat Hx sa anuleze toate componentele lui z sub prima. Aplicind succesiv
reflectori pe coloane, construim R fara a forma neaparat explicit ().

Laborator: pierderea ortogonalitatii

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti o matrice ale carei coloane sunt aproape dependente, de exemplu a; = v + ew;
cu € mic. Implementati Gram—Schmidt clasic si modificat. Pentru fiecare calculati
17— QTQ2 si ||A — QR||2. Comparati cu qr(A,0). Variati € si identificati momentul in
care metoda clasica Incepe sa piarda vizibil ortogonalitatea.

Vs
&

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Refaceti complet exemplul cu cele doua coloane si verificati A = QR.

2. Demonstrati ci reflectorul Householder H = I — 2vvT /(vTv) satisface HT = H si
HTH = 1.

3. Explicati de ce produsul mai multor matrici ortogonale este ortogonal.

4. Daca A = QR are rang coloana complet, aratati ca R este inversabila.

5. Ce informatie despre rang poate fi dedusa din elementele diagonale ale lui R in
aritmetica exacta?

Mini-proiect: implementarea reflectorilor Householder

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile i termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un

Vs
(.
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parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Implementati o factorizare QR bazata pe reflectori. Stocati vectorii Householder compact
sub diagonala lui R si evitati construirea matricilor Hy complete. Scrieti o functie separata
care aplica Q7 unui vector folosind reflectorii stocati. Comparati memoria si timpul cu o
implementare care formeaza explicit toate matricile.

Exemplu rezolvat: Gram—Schmidt pe o matrice dreptunghiulara

Fie
11
A=11 0] = (a1 CLQ).
01

Avem |lai]|s = V2, deci ¢ = (1,1,0)7/y/2. Proiectia celei de-a doua coloane pe ¢ este
r12 = qF'ay = 1/4/2. Eliminand aceasta componenta,

1/2
U = G2 — T12q1 = —1/2 )

iar ||uz|l2 = 4/3/2. Prin urmare

Factorizarea redusa este A = @R, cu
UV2OVE N (ﬁ 1N§)

Q=1{1/v2 -1/V6|, R=
0 2/\/6 0 /3/2

Verificarea didactica trebuie si includa trei relatii distincte: A ~ QR, QTQ ~ I si forma
triunghiulara a lui R.

De ce ortogonalitatea este atat de valoroasa numeric?

Inmultirea cu o matrice ortogonald nu modifica norma euclidiana: [|Qx[|y = ||z[]2. Ca
urmare, transformarile ortogonale nu amplifica eroarea doar prin schimbarea coordonatelor.
Aceasta este una dintre explicatiile pentru robustetea algoritmilor QR bazati pe reflectori
Householder sau rotatii Givens.

Gram—Schmidt clasic, modificat si Householder

Cele trei proceduri pot produce aceeasi factorizare in aritmetica exacta, dar nu au acelasi
comportament in virgula mobila. Gram—Schmidt clasic calculeaza toate proiectiile fata de
vectorul initial al pasului si poate pierde ortogonalitatea cand coloanele sunt aproape dependente.
Varianta modificata actualizeaza succesiv vectorul si este mai robusta. Reflectorii Householder
sunt, in general, alegerea standard pentru o factorizare QR densa stabila.
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Sarcina practica: pierderea ortogonalitatii

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati Gram—Schmidt clasic gi modificat. Construiti o matrice ale carei coloane
sunt aproape dependente, de exemplu coloane de tip (1,%,t2,...) evaluate In puncte foarte
apropiate. Pentru fiecare algoritm calculati [|[I — QT Q|2 si |A — QR||2/||All2. Comparati
cu qr(A,0). Cresteti treptat conditionarea si identificati cand diferentele devin vizibile.

. J

Exercitii suplimentare

Verificati manual ca cei doi vectori ¢q, g2 din exemplu sunt ortonormali.

Completati Q la o matrice ortogonald Q € R3*3.

Aratati ca dacd A = QR si Q este ortogonald, atunci ATA = RTR.

De ce semnele coloanelor lui @) si ale liniilor corespunzatoare din R pot fi schimbate
simultan fara a modifica produsul?

Ll e

5. Formulati criteriul de rang complet in termenii diagonalei lui R.

8.1 Sisteme dreptunghiulare rezolvate cu factorizarea ()R

Sisteme supradeterminate cu factorizarea QR

Teorema 8.1.1. Fie A € R™*"™, cu m > n, o matrice de rang complet. Atunci solutia unicd a
problemei

: o 2
min || Az — b3

=P (x)
este data de

z* = R7'Q"b, (8.2)

unde R € R™" gi Q € R™" sunt matricile obtinute din factorizarea QR a lui A. Mai mult,
minimul lui ® este dat de

m

@) = 3 (QTB) (83)

1=n-+1

Demonstratie. Factorizarea redusa QR a lui A exista si, alegdnd diagonala pozitiva a lui R, este
unica, deoarece A are rang complet. Astfel, exista doua matrici, Q € R™*™ gi R € R™*", astfel
incat A = QR, unde @ este ortogonala.

Deoarece matricile ortogonale pastreaza produsul scalar euclidian, rezulta ca
| Az — b3 = || Rz — Q"b|l5. (8.4)

Aducandu-ne aminte ca R este trapezoidala superioara, avem

|Re— Qo = [ Re — 0703+ 3 [(Q7B)2. (8.5)

i=n-+1
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asa Incat minimul este atins exact atunci cand Rz = QTb. Deoarece R este inversabila, rezulta
x* = R7*QTb, iar valoarea minima este termenul Y1 . [(Q7b);]?. O

Daca A nu are rang complet, tehnicile de rezolvare de mai sus esueaza, deoarece, n acest caz,
daca x* este o solutie a problemei
min || Az — b||3,
TERM e —
=P (x)
atunci vectorul * + z, cu z € ker(A), este de asemenea o solutie. Prin urmare, trebuie introdusa
o constrangere suplimentara pentru a impune unicitatea solutiei.

De obicei, se impune ca x* sa aiba norma euclidiana minima, astfel incat problema celor mai
mici patrate poate fi formulata astfel:

gasiti ¥ € R® cu norma euclidiana minima astfel incat

|Ax* — b||3 = min ||Az — b||3. (8.6)
TER" (o
=P ()

Aceasta problema va fi rezolvata intr-un capitol ulterior, dupa introducerea descompunerii
in valori singulare. Pana atunci, retinem doar ca lipsa rangului coloana complet conduce la
neunicitate si motiveaza selectarea solutiei de norma euclidiana minima.

Reflectori Householder
Definitie 8.1.2. Fie v € R™, |[v||o = 1. Matricea
H=1,—2vw"
se numeste reflector Householder. Ea este simetricd si ortogonald: HY = H si HTH = I,,.

Daca folosim un vector nenormalizat u # 0, aceeagi transformare se scrie

H=1I,——uu" =1I,— —uu’, B =

Alegerea stabila a vectorului Householder

Fiea € RP, a #0, si e; = (1,0,...,0)T. Alegerea
u=a+signa)alser,  sign(0) =1,

evita atit cazul u = 0, cit si anularea catastrofala care poate aparea in formula a — ||al|e; atunci
cand a; ~ ||al|. Pentru reflectorul asociat lui u avem

Ha = —sign(a)|alzer,  [[ull} = 2llall2(J[all2 + |ai]) > 0.

Daca a = 0, nu este nevoie de reflector si pasul se omite.

Alegerea semnului

Formula u = a — ||al|e; d& uw = 0 pentru a = ||a||e; si poate pierde precizie cand a; > 0 este
foarte apropiat de ||a||. Alegerea semnului evita aceste doua situatii.

Factorizarea QR prin reflectori Householder
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Fie A € R™*" m > n. La pasul k consideram subcoloana activa
2 = APk m, k) € RmFL

Daca z;, # 0, definim

ap = —sign((ze))l|zell2, vk = 2 — ey,
si reflectorul redus
—~ vkv,z
Hp=1T-2—7".

Il extindem la R™ prin H, = diag([;_1, ﬁk) Atunci

HkA(k—l)
are zerouri sub diagonala in coloana k, iar elementul diagonal nou este . Daca z; = 0, luam
H, =1.

Dupa n pasi,
R:HnHlAu Q:HlHn) A:QRa

deoarece fiecare Hj este simetric si ortogonal. Semnele elementelor diagonale ale lui R depind
de conventia de mai sus. Daca se doreste o factorizare redusa cu diagonala pozitiva, se schimba
simultan semnul coloanei corespunzatoare din () si al liniei corespunzatoare din R.

Stocare compacta

In implementarea Householder nu este necesars formarea explicita a lui (). Triunghiul
superior al lui A poate fi suprascris cu R, iar vectorii Householder pot fi stocati compact
sub diagonala (de exemplu normalizati astfel incat prima lor componenta activa sa fie 1).
Aplicarea lui Q sau Q7 se face ulterior ca produs de reflectori.

Completare didactica: cele mai mici patrate prin QR

Dacd A = QR este o factorizare redusa cu Q7Q = I si R triunghiulard superior, atunci
|Az — bl|s = ||QRx — b||2. Completdnd @ la o baza ortonormala @ = (Q, Q) si folosind

invarianta normei la transformari ortogonale, obtinem
[ Az — b)) = [|[Rz — Q"b|f3 + | QLI[5.

Al doilea termen nu depinde de x, deci minimizatorul rezolva sistemul triunghiular Rz = Q7.
Acesta este mecanismul prin care QR evita formarea lui AT A.

Exemplu

Pentru matricea din exemplul anterior si un b € R?, calculam mai intai cele doua componente
ale lui QTb, apoi rezolvam sistemul 2 x 2 superior triunghiular. Componenta lui b ortogonals pe
imaginea lui A raméane exact reziduul minim.
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O proiectie fara matricea de proiectie

Proiectia ortogonala a lui b pe R(A) este QQTb. Nu este nevoie si construim matricea densa
QQT; aplicam succesiv Q7 si Q. In algoritmii numerici, evitarea matricilor intermediare
este adesea la fel de importanta ca alegerea formulei corecte.

Pentru sisteme subdeterminate sau matrici cu rang deficient sunt necesare precautii suplimentare.
In acest capitol ne limitdm la cazul cu rang coloana complet, pentru care factorul triunghiular
al factorizarii QR reduse este inversabil. Cazul general si alegerea solutiei de norma minima vor
fi tratate Intr-un capitol ulterior.

Laborator: normal equations versus QR

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti o familie de matrici dreptunghiulare cu doua coloane aproape dependente, de
exemplu as = a; + ev, unde v nu este coliniar cu a; si € scade. Pentru un b construit
dintr-o solutie cunoscuta, rezolvati problema prin ecuatii normale si prin QR. Comparati
eroarea 1n x, reziduul si conditionarea deja definita in capitolele anterioare.

Exercitii si verificarea intelegerii

L. Derivati identitatea de descompunere a normei folosind matricea ortogonala completa
Q.

2. Demonstrati ca reziduul LS este r = (I — QQT)b cand A are rang coloani complet.

3. Aratati cd QQT este simetricd si idempotenta.

4. Comparati costul formarii lui AT A cu costul unei factorizari QR pentru o matrice
densa m X n, m > n, la nivel de ordine de marime.

5. De ce nu este recomandat sa calculati # = R71QTb prin formarea explicita a lui
R™17?

Vs
A

Mini-proiect: ajustare polinomiala stabila

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Reluati proiectul de ajustare a datelor cu polinoame de grade crescatoare. Implementati
doua rezolvari: ecuatii normale i QR. Pentru date pe intervalul [0, 10], repetati dupa resca-
larea variabilei pe [—1, 1]. Comparati conditionarea, coeficientii i predictiile. Identificati
separat efectul algoritmului si efectul alegerii bazei.
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Exemplu rezolvat: cele mai mici patrate prin QR fara ecuatii normale

Folosim matricea
11 1
A=11 0], b=12],
01 0

si factorizarea redusa A = QR calculati anterior. Problema min, || Az —b||, devine min, |Q Rz —
b||2. Completand @ la o matrice ortogonala si folosind invarianta normei, minimizarea se reduce
la sistemul triunghiular

Rz = Q7.

Rezultatul este z = (5/3, —1/3)T. Vectorul ajustat este Ax = (4/3,5/3,—1/3)T, deci reziduul
Az — b= (1,—1,—-1)T/3. Verificam AT (Az —b) = 0.

Avantajul QR nu este ca schimba minimizatorul, ci ca il calculeaza fara a forma AT A. Daca A
este rau conditionata, evitam astfel patratirea numarului de conditionare asociata ecuatiilor
normale.

Sarcina de implementare: leastSquaresQR

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie care primegte A € R™*" m > n, calculeaza QR redus si rezolva sistemul
triunghiular. Intoarceti x, reziduul si o estimare a rangului bazati pe diagonala lui R.
Comparati cu ecuatiile normale pe matrici bine gi rau conditionate. Pentru fiecare test,
raportati si [|A77]2, nu numai ||7||z.

Vs
.

Exercitii suplimentare

1. Calculati explicit QTb pentru exemplul de mai sus si efectuati substitutia fnapoi.

2. Aratati prin descompunerea ortogonala a lui b ca norma minima a reziduului este
norma componentei lui b ortogonale pe R(A).

3. Ce se Intampla 1n algoritm daca o diagonala a lui R este foarte mica?

4. Explicati de ce QR cu pivotare de coloane este utila pentru detectarea rangului
numeric.

5. Comparati numarul de operatii pentru ecuatii normale plus Cholesky si pentru QR
Householder. De ce alegem uneori totusi QR?

,
(.

Fisa de seminar si laborator: factorizarea QR



CAPITOLUL 8. FACTORIZAREA QR 147

Problema rezolvata 1: reflector Householder in doua dimensiuni

Fie z = (3,4)7, cu ||z|| = 5. Dorim un reflector care si transforme z intr-un multiplu de e;.
Alegem, de exemplu, v =z + 5e; = (8,4)T si H = I — 200" /(vTv). Cum vTv = 80, obtinem

1 (64 32 —0.6 —0.8
H_I_40<32 16>_<—0.8 0.6)‘
Atunci Hx = (—5,0)7. Semnul negativ nu este o problems; important este anularea celei de-a

doua componente. Alegerea semnului in constructia lui v este facuta in practica astfel incat sa
evitam scaderea a doua numere apropiate.

Problema rezolvata 2: QR si determinant

Pentru o matrice patratica A = QR, avem |det Q| = 1, iar det R este produsul elementelor
diagonale. Prin urmare |det A| =[], |r:|. Totusi, ca si in cazul LU, determinantul singur nu
este un substitut pentru numarul de conditionare atunci cand vrem sa evaluam sensibilitatea
numerica.

Laborator integrator 8: trei QR-uri

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai ntai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati Gram—Schmidt clasic, Gram—Schmidt modificat si QR Householder sau
folositi o implementare proprie pentru primele doua si rutina standard pentru Householder.
Testati matrici Vandermonde gi matrici cu coloane aproape dependente. Pentru fiecare
raportati doud erori: ||[A — QR||/||A|l si ||[I — QTQ|. Aritati experimental c& un reziduu
de factorizare bun nu garanteaza automat ortogonalitate buna pentru Gram—Schmidt
clasic.

Set de probleme

Verificati ca reflectorul din exemplu este simetric gi ortogonal.

-
.

Aratati ca un reflector Householder are valori proprii 1 gi —1.
Construiti un reflector care transforma (1,2,2)7 in +3e;.

=W D=

Explicati de ce aplicarea succesiva a reflectorilor produce zerouri sub diagonala fara
a reintroduce zerouri deja obtinute.

Ce avantaj au rotatiile Givens pentru matrici rare fata de reflectori globali?
De ce QR este preferata ecuatiilor normale in LS rau conditionat?
Cum poate pivotarea de coloane ajuta la estimarea rangului numeric?

N oo

Formulati rezolvarea LS prin QR redus Intr-un algoritm de maximum sase pagi.

AN J

Proiect de capitol: QR pentru regresie stabila

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
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MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Implementati un algoritm pentru cele mai mici patrate bazat pe QR gi aplicati-1 la
ajustarea polinoamelor in baza monomiala pentru grade crescatoare. Comparati cu
ecuatiile normale. Masurati conditionarea lui A, eroarea de reconstructie si diferenta
dintre coeficienti. Repetati dupa rescalarea absciselor si explicati ce imbunatatire provine
din modelare si ce imbunatatire provine din algoritm.

Sarcini de aprofundare si sinteza pentru factorizarea QR

Probleme de aprofundare: ortogonalitate, stabilitate si LS

1. Pentru doua coloane a1, as € R™, executati manual Gram—Schmidt clasic si modificat.
Aratati ca in aritmetica exacta produc aceeasi descompunere QR, pana la conventia
semnelor.

2. Construiti doua coloane aproape paralele si explicati de ce scaderea unor vectori
apropiati poate produce pierdere de ortogonalitate in Gram—Schmidt clasic.

3. Demonstrati ci un reflector Householder H = I — 2vv” /(vTv) este ortogonal si
simetric. Ce valori proprii poate avea?

4. Pentru o matrice A € R™*" cu rang coloana complet si A = QR, deduceti solutia
LS din minimizarea ||Rz — QTb||.

5. Aratati ca ko(QA) = Kko(A) pentru @) ortogonala. Explicati de ce transformarile
ortogonale sunt atractive numeric.

6. Comparati costul formarii explicite a lui ) cu aplicarea succesiva a reflectorilor
Householder unui vector. In ce situatii nu este nevoie de Q explicit?

7. Pentru o matrice patratica nesingulara, aratati cum QR ofera o metoda de rezolvare
a sistemului Az = b. Comparati costul cu LU si explicati de ce QR nu este metoda
implicita pentru orice sistem patratic.

8. Construiti o matrice dreptunghiulara cu o coloana aproape combinatie liniara a
celorlalte. Urmariti diagonala lui R si explicati ce indica aparitia unui element
diagonal foarte mic despre independenta numerica a coloanelor.

9. Daca A este deja cu coloane ortonormate, ce factorizare QR obtineti direct? Cum
ar trebui sa se comporte un algoritm stabil numeric?

10. Pentru o matrice Vandermonde pe puncte foarte apropiate, anticipati comportamen-
tul defectului de ortogonalitate pentru CGS, MGS si Householder.

11. Explicati de ce ecuatiile normale pot pastra un reziduu LS rezonabil chiar atunci
cand coeficientii sunt mult mai putin precigi decét cei obtinuti prin QR.

12. Formulati trei teste numerice pentru o factorizare calculata: defectul de ortogonali-
tate, reziduul factorizarii si reziduul problemei rezolvate.

AN J

Laborator integrator: ciand se pierde ortogonalitatea?

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Comparati CGS, MGS si Householder pe matrici din ce in ce mai aproape de
deficienta de rang.

1. Construiti o familie A, cu coloane de forma as = a1 + €29, az = a1 + £z3, pentru

e=10"%...,10712

2. Implementati CGS si MGS. Pentru Householder folositi fie o implementare proprie,
fie rutina MATLAB doar ca referinta, in functie de etapa laboratorului.
Pentru fiecare metoda raportati ||[I — QT Q|2 si ||[A — QR||#/|| A #-
Alegeti x,, formati b = A.x, + n si rezolvati problema LS cu cele trei QR-uri.
Comparati eroarea coeficientilor, reziduul si conditionarea lui A..

o Otk W

Repetati dupa scalarea coloanelor la norme comparabile. Se imbunatateste ortogo-
nalitatea? Se schimba problema fizica daca reveniti corect la variabilele initiale?

7. Reprezentati pe scara logaritmica defectul de ortogonalitate in functie de €.

8. Formulati o concluzie despre diferenta dintre echivalenta in aritmetica exacta si
comportamentul In virgula mobila.

& J

Proiect de capitol: regresie polinomiala stabila

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Ajustati aceeasi functie pe un interval prin polinoame de grade crescatoare.
1. Date. Generati date zgomotoase dintr-o functie neteda si separati un set de validare.
2. Matrici. Construiti matricile Vandermonde pentru gradele 3,6, 10, 14 pe variabila

originala si pe o variabila rescalata la [—1,1].

Calcul manual. Pentru un caz mic, executati primul reflector Householder.

Algoritm. Rezolvati LS prin QR si comparati cu ecuatiile normale.

Diagnostic. Raportati conditionarea, defectul de ortogonalitate si diagonala lui R.

o Otk W

Validare. Comparati eroarea de antrenare si validare si identificati semne de
suprainvatare.

7. Interpretare. Discutati separat efectul gradului modelului, al scalarii si al algorit-
mului de rezolvare.
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Test de capitol

Test — Factorizarea QR

1. Calcul explicit si verificare critica. Pentru
11
A=|[1 0
01

construiti factorizarea QR redusa prin procedeul Gram—Schmidt prezentat in capitol.
Verificati explicit relatiile Q7Q =1 si A = QR.

2. Cod MATLAB. Pentru o problema supradeterminata cu coloane liniar independente
se foloseste:

[Q,R] = qr(A,0);
x = R\(Q’*b);

Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati:
A) codul foloseste o factorizare QR redusa;
B

) QTb reprezintd coordonatele relevante pentru problema proiectat;
C) R este triunghiulara inferioara,
)

D) metoda evitd formarea explicita a matricei AT A.




Capitolul 9

Metode de descrestere si metoda gra-
dientului

Scop

Dorim sa construim o solutie aproximativa pentru problema de minim

nrelgrll f(z), unde f:R"™ =R estedeclasa C' pe R".

De ce?

Pentru ca dupa cum am vazut, rezolvarea aproximativa a unui sistem de ecuatii se reduce la o
problema de optimizare, adica gasirea unei valori minime a unei functii patratice.

Corelarea datelor

f RS R f(2) = (Az,2)+2(b2) +c, AeR”? beR?)® ceR

Alte probleme
Alte probleme

m

min Z(Hx — ai|]2 — 7’2)2.

z€R™,reR 4
=1

2.75

2.50

2.25

2.00

175

1.50

125

1.00
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Alte probleme

m

: ) A4 12 2)2
min 3 willle —a* =)

De ce aproximativ?

In majoritatea problemelor, abordirile analitice obignuite nu pot fi aplicate in practici din
urmatoarele motive:

 ar putea fi o sarcina foarte dificila sa se rezolve sistemul de ecuatii (de obicei neliniare)
Vf(z)=0;

o chiar daca este posibila gasirea tuturor punctelor stationare, s-ar putea sa existe un numar
infinit de puncte stationare, iar sarcina de a-1 gasi pe cel care corespunde valorii minime a
functiei este o problema de optimizare care, prin ea insasi, ar putea fi la fel de dificila ca
problema initiala.

Extensie didactica: un sistem SPD ca problema de mini-
mizare

Pentru A = AT = 0, rezolvarea sistemului Az = b este echivalents, cu minimizarea functiei strict

convexe )
flz) = §$TAx — bl

Intr-adevir, Vf(x) = Az — b, deci punctul stationar satisface exact sistemul. Hessiana este
V2f = A = 0, astfel incat punctul stationar este unicul minim global.

De la algebra la geometrie

Curbele de nivel ale lui f sunt elipsoizi centrati in solutia x, = A~'b. Valorile proprii ale
lui A controleaza curburile pe directiile principale. Daca raportul Apax/Amin €ste mare,
elipsoizii sunt foarte alungiti, iar o metoda care urmeaza gradientul poate zigzaga. Astfel,
numarul de conditionare capata o interpretare geometrica directa.

Daca definim reziduul liniar » = b — Az, atunci directia de gradient negativ este —V f(x) = r.
Pentru sisteme SPD, metoda de cea mai rapida descrestere poate fi astfel scrisa doar cu produse
matrice—vector si produse scalare; nu este nevoie de factorizare. Acesta este prototipul unor
metode iterative mai avansate.

Exemplu 2 x 2

Fie A = diag(1,10) si b = (1,10)7, deci solutia este (1,1)7. Curbele de nivel sunt mult mai
inguste pe directia a doua. Pornind din origine, gradientul initial este (—1, —10)7, dominat de
directia cu curbura mare. Dupa un pas optim, urmatorul gradient tinde sa schimbe directia,
producand traiectoria caracteristica de zigzag.
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Laborator: vizualizarea unei metode

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru o functie patratica in doua variabile, reprezentati curbele de nivel i punctele
generate de metoda gradientului. Repetati pentru A = diag(1,2), diag(1,20) si pentru o
matrice rotitd Q7 diag(1,20)Q. Comparati geometria si numarul de pasi necesar pentru
aceeagi reducere a gradientului.

-
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Demonstrati echivalenta dintre Az = b i minimizarea functiei patratice atunci cand

A este SPD.

2. Completati patratul gi ardtati ca f(z) — f(z.) = 3(z — 2,) T A(z — ).

3. Deduceti ci eroarea in norma energetica |le||4 = (e’ Ae)/? misoard direct diferenta
de valoare a functiei obiectiv.

4. Ce se schimba daca A este simetrica, dar are o valoare proprie negativa?

5. Explicati de ce produsul matrice-vector este operatia dominanta intr-o metoda de
gradient pentru sisteme rare.

-
-

Mini-proiect: aceeasi matrice, doua paradigme

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Pentru o familie de matrice SPD rare, rezolvati Az = b cu Cholesky pentru matrice rare
si cu metoda gradientului. Comparati timpul, memoria, reziduul si efectul unei tolerante
diferite. Identificati regimul in care metoda directa este convenabila si regimul in care o
metoda iterativa devine atractiva.

-
-

Exemplu rezolvat: un sistem SPD vazut ca minimizare

(). ()

Sistemul Az = b are solutia x* = (1/11,7/11)7. Asociem functia

Consideram

Gradientul este V f(x) = Az—b, deci punctele stationare sunt exact solutiile sistemului. Deoarece
A este SPD, Hessiana este A > 0, iar functia este strict convexa; prin urmare punctul stationar
este unicul minim global.
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Pornim din zq = 0. Gradientul este gy = —b. Directia celei mai mari descresteri este —gy = b.
Pentru o functie patratica, pasul exact pe aceasta directie este

bTh b} 1

T AT 20 4
Astfel 2, = (1/4,1/2)T. Punctul nu este inci solutia, dar functia a scizut optim de-a lungul
dreptei x¢ + ab.

Nivelurile lui f sunt elipse centrate in z*. Valorile proprii ale lui A determina axele
si excentricitatea acestor elipse. Cénd ro(A) este mare, valea este ingusta si metoda
gradientului poate zigzaga intre laturile ei. Astfel conditionarea sistemului linear reapare
ca geometrie a problemei de optimizare.

-
-

Sarcina practica: traiectoria pe curbe de nivel

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru o matrice SPD 2 x 2, reprezentati curbele de nivel ale lui f si suprapuneti
punctele generate de metoda gradientului cu pas exact. Repetati pentru A = diag(1,2) si
A = diag(1,100). Folositi aceeasi eroare initiala si comparati numarul de iteratii necesar
pentru aceeasi toleranta.

Vs
.

Exercitii suplimentare

1. Verificati solutia exacta a sistemului si valoarea lui f(z*).

2. Derivati formula pasului exact minimizdnd functia unidimensionala ¢(«) = f(zy —
ag).

3. Aratati ca pentru A = I metoda cu pas exact ajunge la solutie intr-o singura iteratie.

4. Explicati ce se pierde daca A nu este simetrica atunci cand Incercam sa folosim
aceeagi functie patratica.

5. Construiti o matrice SPD cu o conditionare prescrisa si observati forma elipselor de
nivel.

Vs
N

9.1 Metoda directiilor de descrestere

Directii de descrestere

Consideram problema de minim

nel%{r% f(r), unde f:R™— R este o functie de clasi C* pe R™.

In loc sa incercam sa gasim expresia analitica a unui punct stationar, vom construi un algoritm
iterativ pentru gasirea punctelor stationare.
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Algoritmii iterativi pe care 1i vom lua in considerare in aceasta sectiune au forma xy,; =
T+ tedg, k=0,1,2,...., unde d; este agsa-numita directie, iar ¢, este marimea pasului.

Definitie [Directia de descrestere]

Fie f : R® — R de clasd C* pe R™. Un vector 0 # d € R™ se numeste directie de descrestere
a lui f in x daca derivata directionala f’(x;d) este negativa, ceea ce inseamna ca

f(w;d) = (Vf(x),d) < 0.

. J

Lema [Proprietatea locala a directiilor de descrestere]

Fie f : R* — R o functie de clasa C! pe R™. Sa presupunem ca d este o directie de descrestere
alui f In z. Atunci exista ¢ > 0 astfel incat

flz+td) < f(x) pentru orice ¢ € (0,¢].

~
A\

Demonstratie. Deoarece f'(x;d) < 0, din definitia derivatei directionale rezulta ca

o fa+td) = f(@)

t—0t t

= f'(x;d) < 0.

Prin urmare, exista € > 0 astfel Incat

flz+td) — f(x)
t

<0 pentru orice t € (0,¢,

U

ceea ce implica cu usurinta rezultatul dorit.

Schema metodei directiilor de descrestere

Algoritmul metodei directiilor de descrestere

o Initializare: Alegem xy € R" arbitrar;
o Etapa generala: Pentru orice k = 0,1, 2, ..., se
— alege o directie de descregtere dy;
— gasegte o marime a pasului ¢ care sa satisfaca f(xg + trdi) < f(xg);
— Se pune g1 = T + tpdy;
— se verifica daca un criteriu de oprire este satisfacut, atunci STOP si xy.; este
iegirea.

- J

Atat de frumos si atat de neclar (doar conceptual)!

Multe detalii lipsesc din descrierea schematica de mai sus a algoritmului :
o Care este punctul de plecare?
o Cum se alege directia de descrestere?

o Ce marime a pasului trebuie sa fie luata?
o Care este criteriul de oprire?

Clarificari

e Punctul de pornire poate fi ales arbitrar, in absenta unei informatii deja stiute despre
solutia optima.
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« Un exemplu de criteriu de oprire popular este ||V f(z41)| < e.
o Principala diferenta intre diferitele metode este alegerea directiei de descrestere .
« Vom presupune ci marimea pasului este aleasa astfel incat f(z 1) < f(z1). Inca nu este
clar!
— marime constanta a pasului: t, = ¢,k =0,1,2,...; Util pentru probleme simple.
x O constanta mare poate face ca algoritmul sa nu fie descrescator;
x O constanta mica poate cauza o convergenta lenta a metodei.

— cautarea exacta pe linie: £, este un minimizator al lui f de-a lungul razei x; + t dy,
adica t, = argmin,q f(zy +t dy).
x Pare mai atractiva la prima vedere;
x Dar, nu este intotdeauna posibil sa gasim minimizatorul exact.

— procedura de reducere succesiva a pasului (backtracking) este un compromis intre
ultimele doua abordari;

Backtracking

Metoda necesita trei parametri: s > 0, @ € (0,1) § € (0,1). Alegerea lui t; se face prin
urmatoarea procedura. In primul rand, ¢; se stabileste ca fiind egal cu presupunerea initiala s.
Apoi, atata timp cat

f(mk) — f(:Ek + tkdk) < —Oétk<Vf<$k), dk>,
se stabilegte t, = B tx.

Marimea pasului se alege sub forma t, = s 8%, unde i;, este cel mai mic numéar intreg nenegativ
pentru care conditia

fla) = flan+ 5 8%de) = —as B4(V f(xx), dy)

este satisfacuta.

Validitatea conditiei suficiente de scadere

Fie f : R — R o functie de clasia C* pe R” si fie x € R™. S& presupunem ca 0 # d € R”
este o directie de descregtere a lui f in z gi fie a € (0,1). Atunci exista € > 0 astfel incat

flz)— flx +td) > —at<Vf(:1:),d> pentru orice t € (0,¢l.

Demonstratie. Deoarece f de clasi C! pe R™ rezultd ci
flx+td) = f(x) + t(Vf(x),d) +ot|d]),
si, prin urmare
f(@) = fz+td) = —at (V(2),d) = (1= )t (Vf(x),d) — o(t]d]),

Deoarece d este o directie de descrestere a lui f la x avem

L (L= a)t (TS (@), d) + oltlldl)

t—0+ t

= (1-0a)(Vf(x),d)<0.

Prin urmare, existda ¢ > 0 astfel incat pentru toate t € (0,¢]| si existe inegalitatea (1 —
a)t <Vf(x), d> + o(t||d||) < 0, ceea ce conduce la rezultatul dorit.

O
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Completare didactica: directia nu este suficienta, trebuie ales si pasul

Pentru o functie diferentiabild, un vector d este directie de descrestere in x daca V f(x)Td < 0.
Aceasta conditie este locala: garanteaza ca pentru pagi suficient de mici avem f(x + td) < f(x).
Nu spune insa cat de mare poate fi t.

Alegerea d = —V f(x) este intotdeauna de descregtere daca gradientul este nenul, deoarece
Vf(z)'d = —||Vf(z)||> < 0. Dar un pas prea mare poate depasi regiunea de descrestere. De
aceea, algoritmul are doua componente distincte: alegerea directiei si alegerea lungimii pasului.

Backtracking si conditia Armijo

Pornim de la un pas initial ¢5 > 0 si 1l reducem succesiv, de exemplu ¢t «— St cu 0 < § < 1,
pana cand f(x +td) < f(z) + atVf(x)Td, unde 0 < a < 1. Partea dreaptd cere o descrestere
proportionala cu panta locala. Pentru o directie de descrestere, un pas suficient de mic va
satisface conditia sub ipoteze uzuale de regularitate.

Laborator: backtracking de la zero

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati o functie care primeste f, gradientul, z, directia d, o, o si 5. Returnati
pasul acceptat gi numarul de reduceri. Testati pe functia Rosenbrock si pe functii patratice.
Reprezentati numarul de backtracking-uri pe parcursul iteratiilor.

Vs
&

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Folosind definitia derivatei directionale, justificati existenta unui interval de pasi
mici care produc descrestere cand V f(x)?d < 0.

2. Pentru f(z) = 2% si x = 1, analizati pasul in directia d = —2 si determinati exact
intervalul de ¢ > 0 pentru care functia scade.

3. De ce conditia d = —V f nu impune o normalizare a directiei? Cum se reflecta
scalarea lui d in alegerea lui t7

4. Explicati rolurile separate ale parametrilor a gi § in backtracking.

5. Dati un exemplu in care pasul fix ¢ = 1 functioneaza prost, dar backtracking-ul
gaseste rapid un pas acceptabil.

-
.

Mini-proiect: harta a pasilor

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.
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Pentru o functie convexa in doua variabile, rulati metoda directiilor de descrestere din mai
multe puncte initiale si salvati pasul acceptat la fiecare iteratie. Vizualizati punctele si
valorile pagilor. Incercati s& explicati zonele in care backtracking-ul reduce frecvent pasul
prin curbura functiei.

Exemplu rezolvat: de ce un pas prea mare poate creste functia

Pentru f(x) = 22, in punctul z = 1 avem V f(1) = 2 si directia de gradient negativ este d = —2.
Pe dreapta z(t) =1 — 2t,
fla(t)) = (1 —2t).

Conditia f(z(t)) < f(1) =1 este echivalenta cu |1 — 2¢| < 1, deci 0 < ¢ < 1. Orice pas suficient
de mic produce descregtere, dar pasul ¢t = 2, de exemplu, duce in x = —3 si creste functia la 9.
Directia corecta nu este suficienta; trebuie controlata si lungimea pasului.

Pentru conditia Armijo, f(x + td) < f(x) + atV f(x)Td, partea dreaptd nu cere doar o scidere
oarecare, ci una proportionala cu panta locala. Parametrul a este de obicei mic, iar factorul g
controleaza cat de agresiv reducem pasul in backtracking.

Sarcina de implementare: backtracking reutilizabil

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti o functie backtracking(f,grad,x,d,t0,alpha,beta) care verifica mai intai daca
¢g"d < 0. Daci nu, returnati un mesaj de eroare. Inregistrati numarul de reduceri si
valoarea functiei la fiecare Incercare. Testati pe o functie patratica si pe Rosenbrock.
Investigati efectul alegerilor § = 0.1,0.5,0.9 asupra numarului de evaluari.

- J

Exercitii suplimentare

1. Pentru exemplul scalar determinati ce pasi satisfac Armijo pentru o = 1074,

2. Demonstrati din derivata directionald ci dacd Vf(z)Td < 0, atunci existd pasi
pozitivi suficient de mici cu descregtere.

3. Ce se intampla daca multiplicam directia cu 1007 Cum trebuie reinterpretat pasul?

4. Explicati de ce backtracking nu cere rezolvarea exacta a unei probleme unidimensio-
nale.

5. Implementati si comparati un pas fix, pas exact pentru o functie patratica si
backtracking.

9.2 Metoda gradientului

Metoda gradientului
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In metoda gradientului, directia de descrestere este aleasi ca fiind
dk = —Vf(xk), k= O, 1,2 .
Aceasta este o alegere buna, deoarece

Paws =V () = (V). VI ()) = ~ |V ()| < 0.

Derivata directionala minima intre toate directiile normalizate

Fie f : R® — R o functie de clasad C! pe R" si fie # € R™ un punct nestationar. Atunci o
solutie optima a

min{f'(z;d) : ||d| =1}

deR™

Vi)
V@I

(& J

este d =

Demonstratie. Din moment ce f'(x;d) = <V f(x), d>, problema este aceeasi ca in cazul in care

min{(Vf(x),d) : |d|| =1}

deRn”

Din inegalitatea Cauchy-Schwarz avem

(VI@),d) = =1V @) ld] = =V f ()l

Astfel, —||V f(z)|| este o limita inferioara a valorii optime a problemei de minimizare. Pe de
alta parte, introducand d = — ngzgx;” in functia obiectiv obtinem ca
V() Vf(z)
=) = (V@) — =) = —IVI@)],
IV f (@)l < I\Vf(iv)|!>
. . e : V(=)
si astfel ajungem la concluzia ca limita inferioara —||V f(z)|| se atinge la d = —m, ceea

ce implica rezultatul dorit.

Metoda gradientului

e Date de intrare: ¢ > 0, toleranta prescrisa.
o Initializare: Se alege zy € R™ in mod arbitrar.
o Etapa generala: Pentru orice k£ = 0,1, 2, ... se executa urmatorii pasi:

— Se alege o marime a pasului ¢; printr-una dintre procedurile mentionate mai sus
pentru

9(t) = fze =tV f(zr)).
— Se pune 11 = xx — 4V f(xp).
— Daca ||V f(xrs1)]| < e, se opreste algoritmul, iar x5, este aproximatia returnata

\ J

Metoda gradientului se poate comporta destul de rau. Ca un exemplu, sa consideram problema

de minimizare 1

T
si sa presupunem ca utilizam metoda gradlentulm cu vectorul initial (72, 1)7.
Pentru aceasta problema, un raspuns partial poate fi obtinut folosind notiunea de numar de
conditionare.

1007
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Completare didactica: metoda gradientului si pasul optim pentru
functii patratice

Metoda gradientului are forma z*+1) = z(*) —+, ¥ f(2®). Pentru functia patratica asociata unui
sistem SPD, Vf(x) = Az — b = —r, astfel incat actualizarea poate fi scrisa ¥+ = z*) 4,0 *),

Daca alegem la fiecare iteratie pasul care minimizeaza exact functia pe dreapta z(®) 4 tr®),

obtinem
(r) Ty (k)

(T Ar®)

Formula rezulta prin minimizarea unei functii patratice scalare in . Ea nu necesita valori proprii,
dar cere un produs suplimentar Ar®*).

ty =

Ortogonalitatea gradientelor succesive

Cu pas exact pe directia gradientului negativ, derivata functiei in directia liniei este zero in noul
punct. Rezulta (r(k+1))Tr(k) = 0. Aceasta ortogonalitate explica in parte zigzagul: noua directie
este perpendiculara pe precedenta in norma euclidiana, nu conjugata fata de A.

Laborator: pas fix versus pas exact

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hértie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinté folosind numai mérimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati metoda pentru functii patratice SPD in doua versiuni: pas fix si pas exact.
Pentru pas fix testati valori sub si peste pragul de stabilitate sugerat de spectrul lui A.
Pentru pas exact, verificati numeric ortogonalitatea reziduurilor succesive. Reprezentati

Irell si f(e) = f ().

A J/
Exercitii si verificarea intelegerii

Derivati formula pasului exact prin diferentierea lui ¢(t) = f(x + tr).

Demonstrati ortogonalitatea T,{Hrk = 0 pentru pasul exact.
Pentru A = I, aratati ca metoda cu pas exact ajunge la solutie Intr-un singur pas.

Ll e

Pentru A = diag(1,100), explicati de ce directiile succesive pot oscila intre axele
elipsei.

ot

Comparati informatia necesara pentru gradient descent cu cea necesara pentru
Cholesky. Care metoda poate lucra doar cu o functie care calculeaza Av?

Vs
&

Mini-proiect: implementare fara construirea explicita a matricei (fara formarea

explicitd a matricei)

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile i termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
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pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Alegeti o discretizare 2D pentru care puteti calcula actiunea Av direct din vecinii fiecarui
nod, fara a forma matricea. Implementati metoda gradientului in aceasta forma fara
construirea explicita a matricei (fara formarea explicita a matricei). Comparati memoria
cu versiunea care construiegte explicit matricea rara (sparse) si verificati ca rezultatele
coincid pana la toleranta numerica.

Calcul suplimentar: ortogonalitatea gradientelor succesive

Pentru functia patratica f(z) = %:L‘TAI —bTz cu A SPD, metoda gradientului cu pas exact
foloseste xrr1 = xp — argr, gr = Az, — b. Pasul exact este ales astfel incat derivata lui
o(a) = f(zr — agy) sa fie zero in ay. Dar

¢ () = —gf (Alzr — agr) —b) = —gi g().

In punctul minim de pe dreapta, gt g1 = 0. Asadar gradientele consecutive sunt ortogonale in
produsul scalar euclidian. Geometric, metoda atinge o curba de nivel Intr-un punct in care noul
gradient este perpendicular pe directia parcursa.

Aceasti proprietate nu implici terminare rapidd. Intr-o vale foarte alungits, ortogonalitatea
poate produce tocmai traiectoria in zigzag caracteristica. Directiile se schimba mult, dar
progresul de-a lungul axei lente poate fi modest.

Sarcina practica: verificati teorema in virgula mobila

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru matrici SPD de dimensiuni 20 si conditionari diferite, rulati metoda cu pas exact si
salvati g7 grs1/(|grll||ge+1])). In aritmetici exacta valoarea este zero; numeric va fi mici,
dar nu exact zero. Observati cum se comporta cand conditionarea creste si iteratiile devin
numeroase.

- J

Exercitii suplimentare

1. Derivati formula ax = (gf gr)/ (9t Agy.)-

2. Calculati doua iteratii pentru A = (le ;}), b= (1,2)T, 2o = 0.

3. Verificati direct ortogonalitatea lui gg si g; In exemplul precedent.

4. De ce proprietatea nu ramane exacta daca folosim un pas aproximativ ales prin
Armijo?

5. Comparati directiile metodei gradientului cu cele ale gradientului conjugat; ce
informatie suplimentara foloseste a doua metoda?
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9.3 Numarul de conditionare pentru functii patratice.
Rescalarea problemei.

Se considera problema de minimizare patratica

min{ f(x) := <A:C,x>}, unde A > 0.

z€eR™

Solutia optima este, evident, 2* = 0. Metoda gradientului cu pas exact are forma

Tht1 = Tk + tdy,

unde dy = —V f(zr) = —2 A xy, este directia antigradient in xy, iar pasul t; este gasit ca fiind
L dl?
2 <A dy, dk>
Deci,

f(fﬂk—&—l) = <A Tht1, .Tk+1> = <A ({Bk + tkdk)7 (-Tlc + tkdk’)>
= <A$k,$k> + 2tk<Axk,dk> + ti<Adk7dk>
::<f1xk,xk> ——tk<dk,dk> +-ti<f1dk,dk>.

Introducand in ultima relatie expresia pentru ¢, data mai sus, obtinem ca

. <dk,dk>2 1 <dk7dk>2
f(@hy) = <Axk’xk> N Zm - <A xk’$k> b Z<A dk,dk><z4$k,$k>
<dk>dk>2

= fm) {1 (Ade, d YAV dy, dy)

Inegalitatea lui Kantorovici

Fie A o matrice n X n pozitiv definita. Atunci pentru orice 0 # x € R" are loc inegalitatea

(22) 4w
<A z, :U><A—1 93, :r> ~ (Mmax 1 Amm)?

(& J

Se noteaza m = Amin 51 M = A\pax. Valorile proprii ale matricei A + M m A~ sunt \; + @,

i =1,...,n. Este ugor de demonstrat ca maximul functiei unidimensionale p(t) =t + @ pe
[m, M| este atins in punctele m gi M cu o valoare corespunzatoare a functiei ¢ de M + m si,
prin urmare, din moment ce m < \;(A) < M, rezulta ca valorile proprii ale lui A + M m A™!

sunt mai mici sau egale cu (M + m). Astfel,

A+ MmA™ < (M+m)l, insensul c&a A+ MmA™ — (M +m)l, <0

Adica:
<Ax,x> +Mm <A_1 x,x> < (M + m)<x,x>,
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care, combinata cu inegalitatea simpla o 8 < i(a + B)? Va, B € R rezultd

—_

<Ax,x> Mm<A’1 x,x> < ZKA :r,a:> + Mm<A’1 x,x>]2

M 4+ m)? 2
< B )’

care, dupa o simpla rearanjare a termenilor, conduce la rezultatul dorit.

Revenind la analiza ratei de convergenta a metodei gradientului, rezulta, folosind inegalitatea
lui Kantorovici, ca

4m M
f(@ry1) < (1 - (M+m)2> flxy) =
unde M = Apax(A), m = Anin(A4).
Rezumand, avem

Analiza ratei de convergenta pentru functii patratice

Fie z; sirul generat de metoda gradientului cu pas exact pentru rezolvarea problemei de
minimizare patratica

(M—m
M+m

>2f(33k)>

min{ f(z) := <Ax,x>}, unde A > 0.

zER™

Atunci, pentru orice k = 0,1, ...

unde M = Apax(A), m = Apin(A).

(& J

Prin iteratie, pentru orice £ =0, 1, ...,

2
flxy) < & f(x0) undec—<M_m)2_<m_l)
S - gl ey I

)\maX(A)
Anﬁn(f4>
Matricele cu un numar mare de conditioare se numesc rau conditionate, iar matricele cu un
numar mic de conditionare (aproape de 1) se numesc bine conditionate.

Numarul k = se numeste numar de conditionare al lui A.

Completare didactica: conditionarea functiei patratice si viteza de
convergenta

Pentru f(z) = %xTAx — bz, cu A = 0, numérul de conditionare spectral k3(A) = Amax/Amin
masoara raportul dintre curburile extreme. Cand k este aproape de 1, curbele de nivel sunt
aproape circulare si gradientul indica eficient catre minim. Cand k este mare, curbele de nivel
sunt foarte alungite si metoda poate progresa lent de-a lungul directiei cu curbura mica.

Pentru un pas fix ¢, eroarea satisface e**1) = (I —tA)e®). Convergenta pentru orice eroare
initiala cere |1 — t)\;| < 1 pentru toate valorile proprii, ceea ce este asigurat de 0 < t < 2/A\jax-
Alegerea unui pas fara informatie despre scala spectrului poate deci conduce la divergenta.
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O alegere echilibrata pentru o problema spectral cunoscuta este t = 2/(Amin + Amax), care
minimizeaza cel mai mare dintre modulele |1 — ¢\;| pe intervalul spectral. Factorul rezultat este
(k —1)/(k + 1). Chiar si aceasta alegere devine lenta cand x este mare.

Laborator: spectru si rata observata

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru matrici diagonale A = diag(1, k) cu k = 2,10, 100, 1000, aplicati gradient descent

cu pasul 2/(1 4+ ). Estimati din date factorul asimptotic de reducere a erorii i comparati
cu (k —1)/(k +1). Reprezentati traiectoriile in plan.

& J

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati conditia 0 < t < 2/A\yax pentru pas fix folosind diagonalizarea spectrala.

2. Determinati pasul optim constant prin egalarea modulelor erorilor la capetele inter-
valului spectral.

3. Ce se Intdmpla cu factorul (k —1)/(k + 1) cand kK — 007

4. Explicati de ce o schimbare de coordonate poate modifica dramatic conditionarea
functiei chiar daca minimizatorul fizic reprezinta aceeasi solutie.

Mini-proiect: estimarea valorilor proprii extreme

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Intr-o problema mare nu doriti si calculati intregul spectru. Implementati metoda puterii
pentru estimarea lui A, al unei matrice SPD si o strategie simpla pentru o estimare a
lui A\, pe exemple mici. Folositi estimarile pentru a alege un pas fix gi comparati cu un
pas ales arbitrar.

Exemplu: conditionare mare si zigzag

Pentru A = diag(1,100) i b = 0, functia este f(z) = 5(2% + 10023). Minimizerul este originea,
iar ka(A) = 100. Din 2o = (1,1)7, gradientul este gy = (1,100)7. Pasul exact este
1+ 10* 10001

1410 1000001 0.0100

%)

Noua components z» devine foarte micd, dar z; riméne aproape de 1. In iteratia urmitoare
gradientul este dominat de cealalta directie si traiectoria traverseaza din nou valea. Cu cat
raportul valorilor proprii este mai mare, cu atat elipsele de nivel sunt mai alungite gi aceasta
alternanta poate fi mai severa.
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Teoria d& un factor de contractie legat de ((x — 1)/(x + 1))* pentru scaderea functiei in cazul
pasului exact. Pentru x apropiat de 1 factorul este mic; pentru x >> 1 se apropie de 1, semnaland
convergenta lenta.

Sarcina practica: experiment pe conditionari controlate

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire gi criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Rulati metoda pe A = QT diag(1, x)Q In dimensiunea 2, pentru x = 2,10, 10% 10* si o
rotatie fixa (). Reprezentati traiectoria peste curbele de nivel gi numarul de iteratii pana
la o toleranta data. Verificati daca rata observata se deterioreaza odata cu k.

- J

Exercitii suplimentare

1. Calculati explicit x; pentru exemplul diagonal si apoi ¢;.

2. Ce se intampla daca A = cI? Care este conditionarea si in cati pasi converge metoda
cu pas exact?

3. Interpretati valorile proprii mici si mari ca curburi ale functiei.

4. Aratati ca o rotatie ortogonala nu schimba valorile proprii si nici numarul de
conditionare spectral.

5. Explicati de ce preconditionarea urmaregte gruparea valorilor proprii.

9.4 Rescalare

Rescalare

Problema matricelor prost conditionate este una majora si au fost dezvoltate multe metode
pentru a o evita. Una dintre cele mai populare abordari consta in “conditionarea” problemei
prin efectuarea unei transformari liniare corespunzatoare a variabilelor.

Mai precis, sa consideram problema de minimizare fara constrangeri

min f(z).

Pentru o matrice nesingulara data S € R"*" efectuam transformarea liniara x = Sy si obtinem
problema echivalenta

min g(y) :== f(Sy).

yER™

Deoarece Vg(y) = STV f(Sy) = STV f(z), rezulta ci metoda gradientului aplicatd problemei
transformate ia forma

Yes1 = Ur — te STV (S yp).

Din moment ce Vg(y) = STV f(Sy) = STV f(z), rezultd ci metoda gradientului aplicata
problemei transformate ia forma

Yerr = Uk — t STV (S yk).
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Inmultind aceastd ultima egalitate cu S la stanga si folosind notatia x;, = S yx, obtinem formula
recursiva

LTpt1 = T — tk SSTVf(.%‘k)
Definind D = S ST, obtinem urméitoarea versiune a metodei gradientului, pe care o numim

metoda gradientului scalat cu matrice de scalare D (pozitiv definita):

Tp4+1 = T — tk DVf(ZL‘k)
Directia —DV f(xy) este o directie de descregtere a lui f in z, atunci cdnd V f(xy) # 0, deoarece
f'(wi; =DV f(wx)) = =(Vf (), DV f(x) ) < 0.

Pentru a rezuma discutia, daca alegem in particular S = D'/?, radicina patratd simetrica
pozitiv definitd a lui D, atunci S = ST si SST = STS = D. Metoda gradientului scalat cu D
coincide astfel cu metoda gradientului obignuit aplicata functiei g(y) = f(D?y).

Analiza convergentei metodei gradientului (Optional)
Vom prezenta o analiza a convergentei metodei gradientului utilizata pentru problema de
minimizare fara restrictii.

min f(z).

Vom presupune ca functia obiectiv f este de clasa O! si ca gradientul siu Vf este Lipschitz
continuu pe R", ceea ce Inseamna ca

IVf(x) =V f(yll <Lz —y| pentruorice z,yeR".

Retineti ca dacd Vf este Lipschitz cu constanta L, atunci este de asemenea Lipschitz cu
constanta I, > L. Prin urmare, exista un numar infinit de constante Lipschitz pentru o functie
cu gradient Lipschitz.

Clasa functiilor cu gradient Lipschitz cu constanta L este notata cu Ci’l(]R”) sau pur si simplu

cht
 Functii liniare: f(x) = <a, x> cu L =0.

o Functii patratice: daca A = AT, atunci pentru f(x) = <A x, x> + 2<b, x> + ¢ putem lua
L = 2||A||, deoarece

Vi(x)=24Ac+2b,  [[Vf(z) =Vl <2[Al [z -yl

Pentru o matrice generala, termenul patratic depinde numai de sym A, iar in estimare
apare ||A+ AT]|.

Propozitie Fie f o functie de clasd C? pe R™. Atunci urméitoarele dous afirmatii sunt
echivalente

(2) fe L R.

(b) ||V2f(x)|] < L pentru orice x € R", unde ||-|| reprezintd norma spectrala.

(b)— (a). Sa presupunem c& ||[V2f(z)|| < L pentru orice z € R". Atunci, prin teorema
fundamentala a calculului integral, avem pentru orice x,y € R"

Vi) = V@) + [ VRt - ) (- 2
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= Vi@ + ([ Ve tly - o)) )
Deci
I4) = V1@ = [ 25+ ty — )it (5= )]
< [V ity — )l Iy~ 2

1
< [ IV2f (@ + tly - ) dt Iy —
<Ly~ |,

care demonstreazi rezultatul dorit, adics f € O}

(a)— (b). Si presupunem acum ci f € Cp'. Atunci, prin teorema fundamentald a calculului
integral, avem pentru toti d € R" si a > 0

Vi(x+ad) =Vf(x) +/Oav2f(x+td)ddt
Astfel,
| [ V2 + td)ded] =V f(a + ad) = f(a)] < a L d].
Impéartind cu « si luAnd a — 07, obtinem
IV2f(z)d]| < L],
ceea ce implica faptul ca ||[V2f(z)| < L.

Lema descresterii

Pentru functiile C’i’l vom folosi faptul ca ele pot fi marginite superior de o functie patratica pe
intregul spatiu.

Propozitie [Lema descresterii]

Fie f € Cp'(R™). Atunci, pentru orice z,y € R®

F) < £(@) + (Vf(@),y ) + 2z — ol

Din teorema fundamentala a calculului integral avem

1
0

F) = f@) = [ (V@ +ty =)y —a)dt
Prin urmare,
Fy) = (@) = (Vf(x),y—x)+ /01<Vf(x +Hy — ) = Vf(z),y — ) dt.
Deci,

1) = 1) = (VI @)y =) =| [(TF+ 1ty =) = T @)y~ )t
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< [ T F+ty = 2) = V(@) y — o)
< [V s+ tly - ) = V@) ly — ]

! 2 L 2
< [ tLly—al?dt = Slly -

Retineti ca demonstratia lemei descresterii arata de fapt atat limitele superioare, cat si cele
inferioare ale functiei:

F@) +(V(@)y — ) = Sy — oI < F(w) < 1) + (VI)y— )+ 5y — o]

Lema scaderii suficiente

Lema sciiderii suficiente Si presupunem ci f € Cp'(R"). Atunci, pentru orice z € R” si
t>0

f@) = -tV i) 2t (1= Z) V@R

Demonstratie. Prin lema descresterii avem

flo — 1) < flx) ~ tIVF@IP + 19 )P
= 7@ -t (1= ) V@I
O

Scopul nostru este acum sa aratam ca exista pagi viabili pentru fiecare dintre strategiile de
selectare a marimii pagilor:

e pas constant;
e cautarea exacta pe linie;
« reducere succesiva a pasului (backtracking).

In cazul unui pas constant, presupunem ca t, = ¢ € (0, 2). Inlocuind = x5, t = 7 in lema de
scadere suficienta rezulta inegalitatea

- Lt )
Flar) = flanen) 2 | 1= IV fz)l.

Retineti ca descresterea functiei obiectiv la fiecare iteratie a metodei gradientului este
_ Lt
(1 5) 19 sl

Daca dorim sa obtinem cea mai mare limita garantata a scaderii, atunci cautam maximul lui
f( — %) in (0, %) Acest maxim este atins pentru ¢ = T si, prin urmare, o alegere potrivita

U . . l
pentru marimea pasului este 7
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In acest caz

1

o = o) > 1 (1= 5F ) IV @I = 57 IVl

= 2L

In cadrul pasului exact, formula iterativa a algoritmului este
Tppr = T — 4V f(21),
unde t, = argmin,, f(zr — t V f(21)).

Prin definitia lui ¢; stim ca

flon = eV H o) < o= VS (@),

si astfel avem

Flon) = Flonsn) 2 Fla) = Fla — 7)) 2 57 [ ()P

Aceeasi estimare ca si In cazul marimii constante a pasilor.

In cazul procedurii de backtracking cautiam pasul t; suficient de mic astfel incét

fum—fuh—§Vﬂm»<agHVﬂmm?

Inlocuind z = z, t = Fk in lema scaderii suficiente obtinem ca

tk tk L tk 2
o)~ Jlon~ 0 s00) 2 ﬁ<1—25>HVﬂmN

care, combinat cu estimarea de mai sus, implica faptul ca

ng—L%>mwmmP<a\Wﬂ 2l

ceea ce este acelagi lucru cu
2(1 — a)p
7 :

In general, obtinem c& in cadrul procedurii de backtracking avem

2(1— )8
S b

t, >

t), > min{s,

ceea ce implica faptul ca

2(1 — a)p

IV S )P

flax) = f(zr — 6V f (1)) = o min{s,

Fie f € Cp'(R™). Fie {x3}xs0 sirul generat de metoda gradientului pentru rezolvarea

mingecge f(2) cu una dintre urmatoarele strategii gasire a pagilor:

« pas constant ¢ € (0, %),
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e pas exact,
 procedura de backtracking cu parametrii s € (0,00), a € (0,1) si 8 € (0,1).
Atunci
Fl@r) = f(@rer) = MYV f(z)|I%,
unde B
f( — %) pas constant,
M=t pas exact,
a min{s, 2(120‘)5 }  backtracking.

Convergenta metodei gradientului

Fie f € Cp'(R™). Fie {x3}xs0 sirul generat de metoda gradientului pentru rezolvarea

mingeg~ f(2) cu una dintre urmatoarele strategii de gasire a pagilor:
2

« pas constant ¢ € (0, ),
e pas exact,
« procedura de backtracking cu parametrii s € (0,00), a« € (0,1) si 8 € (0,1).
Sa presupunem ca f este marginit inferior pe R”, adica exista m € R astfel incat f(z) > m
pentru orice z € R™. Atunci,
a) sirul {f(xx)}r>0 este descrescitor. In plus, pentru orice k > 0, f(zr11) < f(zx), cu
exceptia cazului in care V f(x;) = 0.

b) Vf(xx) — 0 pentru k — oc.

& J

Demonstratie.  a) Din lema anterioara avem ca

f(@e) = f(zpgr) = M|V f(z)|* >0,

pentru o anumita constanta M > 0 si, prin urmare, egalitatea f(zy) = f(zx41) poate avea
loc numai atunci cadnd V f(xy) = 0.

b) Deoarece girul {f(zx) x>0 este descrescator si marginit inferior, deci converge. Astfel, in
particular f(zx) — f(zx+1) — 0 cAnd k — o0, ceea ce, combinat cu inegalitatea de mai
sus, implica faptul ca ||V f(zx)|| — 0 pe masura ce k — oo.

[]

Rata de convergenta a normelor de gradient (Optional)

Propozitie
In conditiile propozitiei anterioare, fie f* limita sirului {f(24)}r>0. Atunci, pentru orice
n=0,1,2,...
. f(xo) = f*
\Y < | =,
unde B
t <1 — %) dimensiunea pasului constant,
_J
M =3z pas exact,
a min{s, 2(120‘)5 } backtracking.
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Demonstratie. Prin adunarea inegalitatilor

Fl@r) = f(@ren) = MYV f ()|,

pentru k = 0, 1, ...,n, obtinem

F(w0) = Flne) = M3V ()]

k=0

Deoarece f(x,11) > f*, putem astfel concluziona ca
flxo) = = M Y|V f(a)]*.
k=0

In final, folosind aceastd ultimi inegalitate impreund cu faptul ci pentru fiecare k = 0,1, ...,n
avem inegalitatea evidentd ||V f(xy)||? > ming—o 1. .||V.f(z)]|?, rezultd ca

slyeeey

Fao) = £ > M(n+1) _min [V f(a)]

=U,1,...,

Completare didactica: rescalarea ca preconditionare elementara

Daca variabilele au scari foarte diferite, curbele de nivel pot fi alungite in coordonatele originale
chiar si atunci cand problema are o structura simpla. Introducand x = Sy, cu S inversabila,
functia patratics devine f(y) = syT(STAS)y — (STb)"y. Alegerea lui S urmireste ca matricea
transformata ST AS sa aiba un spectru mai grupat.

O alegere diagonald simpli poate normaliza aproximativ scarile variabilelor. In termeni de
sisteme liniare, aceastd idee este un caz elementar de preconditionare. In metode avansate,
cautam o matrice M ~ A pentru care aplicarea lui M ~! este ieftind si sistemul preconditionat
are o conditionare mai buna.

Exemplu

Pentru A = diag(1,10°), alegerea S = diag(1,103) produce ST AS = I. In noile coordonate, o
problema extrem de anisotropa devine isotropa. Desigur, in probleme generale nu cunoastem o
transformare perfecta atat de simpla, dar exemplul arata obiectivul.

Laborator: scalare diagonala

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti matrici SPD de forma A = DCD, unde C' are conditionare moderata, iar
elementele lui D variaza pe mai multe ordine de marime. Comparati metoda gradien-
tului Tnainte si dupa schimbarea de variabila sugerata de diagonala lui A. Raportati
conditionarea gi numarul de iteratii.
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Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati gradientul functiei transformate f(y) = f(Sy).

2. Pentru A = diag(ay,...,a,) cu a; > 0, gasiti o matrice diagonala S care transforma
Hessiana 1n identitate.

3. Explicati de ce o rescalare buna pentru algoritm trebuie 1nsotita de transformarea
corecta Tnapoi la variabilele originale.

4. Comparati scalarea pe linii din eliminarea gaussiana cu schimbarea de variabila din
optimizare. Sunt operatii conceptual identice?

-~
.

Mini-proiect: preconditionare diagonala

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Pentru matricea Poisson 2D perturbata prin coeficienti variabili, testati o preconditionare
Jacobi M = diag(A). Comparati o metoda iterativa inainte gi dupa preconditionare.
Masurati nu doar numarul de iteratii, ci si costul total, deoarece un preconditionator util
trebuie sa fie ieftin de aplicat.

-
.

Exemplu rezolvat: o schimbare de scara care elimina anisotropia

Pentru functia cu A = diag(1,100) introducem schimbarea de variabile x = Dy, unde D =

diag(1,0.1). Atunci
1 1
—aTAx = —y" (DT AD)y,
2 2
iar DTAD = diag(1,1) = I. In coordonatele y, curbele de nivel nu mai sunt elipse foarte

alungite, ci cercuri. Conditionarea partii patratice a scazut de la 100 la 1.

In probleme reale nu cunoastem in general transformarea perfecta. Rescalarea pe diagonale,
normalizarea coloanelor sau preconditionarea cu o aproximatie a lui A~ urméresc aceeasi idee:
alegerea unor coordonate in care problema este mai uniforma.

Atentie la interpretare

Schimbarea de variabile modifica coordonatele, nu problema fizica. Dupa rezolvarea in v,
trebuie revenit la x = Dy. De asemenea, scalarea poate Tmbunatati algoritmul fara a elimina
complet sensibilitatea intrinseca fata de perturbatiile modelului initial.

Vs
(&

Sarcina practica

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.
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Pentru o matrice SPD cu elemente dia;;onale foarte diferite, comparati metoda gradientului
inainte si dupa scalarea D = diag(afll 2, cee a;;/ ?). Masurati conditionarea matricei trans-
formate gi numarul de iteratii. Construiti si un exemplu in care aceasta scalare diagonala
ajuta putin, aratdnd ca nu toate problemele pot fi rezolvate numai prin normalizarea
diagonalei.

- J

Exercitii suplimentare

1. Verificati calculul DT AD = I din exemplu.

2. Pentru A = diag(1074,1,10°) gasiti o scalare diagonald care transformi diagonala
in unitati.

3. Formulati sistemul transformat atunci cand Az = b si x = Dy.
4. Ce diferenta conceptuala exista Intre scalarea necunoscutelor si scalarea ecuatiilor?

5. Dati un exemplu de matrice cu diagonala unitara, dar conditionare mare. Ce arata
acesta despre limitele scalarii diagonale?

Fisa de seminar: metode de descrestere si gradient

Problema rezolvata 1: pas fix versus pas exact

Pentru f(z) = 127 Az cu A = diag(1, 10), metoda gradientului cu pas fix este 241 = (I —ad)zy.
Convergenta pentru orice punct initial cere |1 — a);| < 1 pentru toate valorile proprii, deci
0 < a < 2/Apax = 0.2. Daca alegem o = 0.1, componentele se multiplica cu 0.9 si 0, deci a
doua componenta dispare intr-un pas, iar prima scade lent. Daca alegem a = 0.25, componenta
asociata lui A = 10 se multiplica cu —1.5 gi metoda diverge.

Pasul exact se adapteaza punctului curent gi evita alegerea manuala a unei valori globale, dar
cere produse suplimentare cu A. Backtracking-ul este o alternativa robusta pentru functii
generale cand pasul exact nu este disponibil in forma simpla.

Problema rezolvata 2: preconditionarea ca schimbare de metrica

In loc de directia —gi, putem folosi —M g, cu M SPD. Aceasta este directia de gradient
in produsul scalar (u,v)y = u? Mv. Dacd M ~ A, curburile problemei sunt echilibrate si
convergenta poate fi accelerata. Rescalarea diagonala studiata in capitol este cel mai simplu
exemplu de aceasta idee.

Laborator integrator 9: trei strategii de pas

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru aceeasi functie patratica si acelasi punct initial, comparati: pas fix ales conservativ,
pas exact gi backtracking Armijo. Raportati iteratiile, evaluarile functiei, produsele
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matrice-vector si timpul. Repetati pentru conditionari 10, 102, 10*. Nu declarati o metoda
,mai buna” fara a preciza costul masurat.

Set de probleme

1. Derivati intervalul de convergenta al pasului fix pentru o matrice SPD.

2. Gasiti valoarea de pas fix care minimizeaza max; |l — a)\;| cdnd spectrul este in
[m, M].

3. De ce directia —g este directia de scadere maxima numai relativ la norma euclidiana?

4. Ardtati cd —M1g este directie de descrestere daca M este SPD si g # 0.

5. Construiti un exemplu in care backtracking porneste cu ¢y = 1 si accepta imediat
aproape de solutie.

6. De ce un criteriu ||gx|| < e depinde de scalarea functiei?
7. Comparati eroarea in energie ||e]|4 cu eroarea euclidiana.
8. Explicati legatura dintre conditionarea lui A si forma elipselor de nivel.

Proiect de capitol: optimizare vizuala

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un program MATLAB care permite alegerea valorilor proprii si a rotatiei unei
functii patratice in doua variabile. Afigati curbele de nivel si traseele pentru pas fix, pas
exact si gradient preconditionat. Utilizatorul trebuie sa poata modifica conditionarea si
sa observe imediat efectul asupra zigzagului si numarului de iteratii.

Extensie: metoda gradientului conjugat pentru sisteme

SPD

Pentru A = AT = 0, sistemul Az = b poate fi rezolvat prin minimizarea functiei
1

o(x) = §.CETA.T — bz, Vo(x) = Ax —b.

Metoda gradientului foloseste directia ry, = b — Azj. In metoda gradientului conjugat (CG),
directiile py sunt alese astfel incat

p?/h% ::0> i7éj'

Algoritmul CG

Alegem xg si punem ro = b — Axg, pg = ro. Pentru k =0,1,... calculam
T%Tk
Qp = —% Tpt1 = Tk + QxPk,
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T
T T
k41" k+1
Tkl = Tk — QpApy, B = — T Pkt1 = Tkt1 + Bibr-
k'k

Iteratia se opreste cand reziduul relativ satisface criteriul ales.

In aritmetici exactd, CG giseste solutia in cel mult n pasi. Pentru analiza convergentei se
foloseste norma [|z[|4 = (27 A2)/2. Daci k = ky(A), atunci

k
VE—1
fow = ol <2 (V1) o =

Fata de estimarea corespunzatoare metodei gradientului, dependenta este de v/k gi nu de k.
Pentru sisteme SPD mari si rare, acest fapt face metoda CG mult mai eficienta In multe situatii.

Preconditionare

Fie M o matrice SPD pentru care sistemele Mz = r se rezolva ugor. Preconditionarea
urmareste ca valorile proprii relevante sa fie mai bine grupate pentru problema transformata.
In calcule nu se formeaza M ~1; la fiecare pas se rezolva un sistem cu matricea M.

Gradient si gradient conjugat

Pentru o matrice diagonala SPD cu doua valori proprii foarte diferite, comparati metoda
gradientului cu pas exact si metoda CG. Urmariti eroarea si reziduul la fiecare pas si
explicati diferenta dintre cele doua metode.

Sarcini de aprofundare: metode de descrestere si gradient

Probleme de aprofundare: geometrie, pas si conditionare

1. Pentru f(z) = 327Az — b"2z cu A SPD, demonstrati cd minimizatorul unic este
solutia lui Az = b si ca Vf(x) = Az — b este opusul reziduului liniar.

2. Pentru aceeasi functie, deduceti pasul exact al metodei gradientului op =
(rfry)/(rf Ary), cu o conventie coerentd pentru reziduu.

3. Demonstrati ca directia —V f(z) este directie de descregtere atunci cand gradientul
este nenul. Ce ipoteza de regularitate este folosita?

4. Pentru A = diag(1, k), reprezentati geometric curbele de nivel gi explicati de ce
traiectoria gradientului devine in zig-zag cand k este mare.

5. Comparati un pas fix «, pasul exact si backtracking pe o functie patratica. Ce
informatie suplimentara necesita fiecare varianta?

6. Determinati intervalul de valori ale pasului fix pentru care metoda converge pe o
functie patratica SPD in functie de Apax(A).

7. Aratati ca pentru pasul optim constant o = 2/(Amin + Amax ), factorul spectral este
(k —1)/(k + 1). Interpretati dependenta de conditionare.

8. Explicati cum o schimbare de variabile x = Dy poate fi vazuta ca o preconditionare
a geometriei problemei.

9. Pentru o functie neliniara convexa, formulati conditia Armijo si explicati de ce ea
asigura o descregtere suficienta, nu neaparat minimizarea pe directie.

10. Construiti o functie simpla pentru care un pas fix prea mare produce oscilatii sau
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divergenta. Verificati analitic si numeric.
11. Discutati diferenta dintre criteriile de oprire ||V f(zx)||, |[zk+1 — z&|| si reducerea
relativa a lui f. De ce este utila combinarea lor?

12. Pentru f(z) = 5||Az — b||3, scrieti gradientul fard a forma A7 A. De ce este aceastd

forma potrivita pentru implementari in care nu formam explicit matricea?

- /

Laborator integrator: aceeasi problema cu conditionari controlate

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Observati legatura dintre forma curbelor de nivel, spectru si numarul de
iteratii.
1. Construiti in R? matrici SPD cu valori proprii (1,2), (1, 10), (1,100), (1,1000) si
aceiasi vectori proprii rotiti.
2. Pentru fiecare matrice reprezentati curbele de nivel si traiectoriile metodei gradien-
tului cu pas exact din aceeagi stare initiala.
3. Salvati f(x) — f(xy), ||V f(xr)| si eroarea ||z, — x|
4. Comparati pasul exact cu un pas fix bazat pe A\pL.x $i cu backtracking Armijo.
5. Estimati experimental rata asimptotica si comparati-o cu factorii teoretici disponibili
pentru cazul patratic.
6. Aplicati o scalare diagonala care reduce conditionarea si repetati. Reprezentati
traiectoria in variabilele originale.
7. Pentru o problema mai mare si rara, implementati produsul AT (Axz —b) fard a forma
AT A si comparati memoria.
8. Formulati o concluzie despre ce parte a performantei vine din alegerea pasului si ce
parte din geometria problemei.

Proiect de capitol: least squares fara formarea explicita a matricei prin gradient

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Tnainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Considerati o matrice rara A € R™*™ cu m > n sau cu dimensiune
suficient de mare incat formarea lui AT A sa fie nefavorabila.

1. Modelare. Definiti f(z) = i||Az — b||3 si deduceti gradientul.

2. Calcul manual. Pentru un exemplu 4 x 2, executati doua iteratii complete.

3. Algoritm. Implementati gradient cu pas fix si backtracking folosind doar produse
cu Asi AT,

4. Experiment. Construiti cazuri cu conditionari diferite si comparati numarul de
iteratii.




178 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

5. Scalare. Normalizati coloanele lui A si studiati efectul asupra convergentei.

6. Validare. Comparati solutia finala cu QR sau A\b pe dimensiuni moderate.

7. Cost. Raportati memoria si timpul per iteratie si explicati de ce metoda poate
deveni atractiva pentru probleme mari.
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Test de capitol

Test — Metode de descrestere si metoda gradientului

1. Calcul explicit. Se considera functia patratica

f(z) = %fou — vz, A= (11 ;) , b= G) :

a) Calculati V f(z).

b) Pornind din #(® = (0,0)7, calculati o iteratie a metodei gradientului cu pasul
a=1/4.

c) Verificati daca valoarea functiei a scazut.

2. Analiza codului.

A’ x(A*xx-b) ;
x-alphax*g;

g
X

Pentru ce functie f reprezinta g gradientul? Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
corecte?

A) codul realizeaza un pas de gradient pentru problema celor mai mici patrate;
B)
C) pentru orice o > 0 functia scade la fiecare pas;
D)

alegerea pasului poate influenta convergenta;

un criteriu de oprire poate folosi marimea gradientului sau variatia iteratiilor.
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Metoda Gauss—Newton pentru cele mai
mici patrate neliniare

Metoda Gauss—Newton: cele mai mici patrate neliniare

Exista numeroase situatii in care datele conduc la un sistem de ecuatii neliniare f;(x) = ¢,
i=1,...,m,unde f; : R" = R si ¢; € R sunt cunoscute, iar vectorul = trebuie determinat. In
prezenta zgomotului sau atunci cand m > n, nu ne agteptam in general ca toate ecuatiile sa
poata fi satisficute exact. In loc si cerem fi(z) = ¢; pentru fiecare 4, misuram abaterea totala
prin suma patratelor reziduurilor.

Problema celor mai mici patrate pentru modele neliniare (NLS)

Definim -
9(@) =Y (file) — i)

i=1
Problema NLS consta in determinarea unui minimizator al lui g, adica in rezolvarea problemei

mingegrn ().

(& J

Spre deosebire de cazul liniar, nu exista o formula universala care sa rezolve problema intr-un
numar finit de pagi. Metoda Gauss—Newton construieste, la fiecare iteratie, o problema liniara
de tip cele mai mici patrate obtinuta prin liniarizarea reziduurilor. Vom presupune ca functiile
fi sunt cel putin continuu diferentiabile.

Introducem vectorul reziduurilor

filz) —a
F(z) = fQ(I): % erm,
fm(T) = m

astfel incat problema devine mingegn ||F(2)]|3. Daci x;, este aproximatia curent, liniarizarea
de ordinul intéi este F'(z) ~ F(xy) + J(zx)(x — x}), unde

Vfi (iﬂk)T

T = | V| gmn

me(xk)T

este matricea Jacobiana.

180
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Pasul Gauss—Newton alege urmatoarea aproximatie minimizand suma patratelor liniarizate:

m

Ty = argmin > _ [fi(zy) + (Vfi(zy), z — zp) — ¢l

zeR™ ;4

Aceasta este problema celor mai mici patrate pentru modelul liniarizat. Daca o scriem sub
forma min, |Agz — bi||3, atunci Ay = J(zy) si

Daca J(xy) are rang coloana complet, ecuatiile normale dau

-1

trn = (J(@) T (@) Tan) b = 2 — (J@e) I (aw)) T (@) ).

In implementare nu vom forma explicit inversa; rezolvam sistemul normal sau, preferabil atunci
cand precizia este importanta, subproblema cele mai mici patrate prin QR.

Daca definim .
d = ()" I (i) T ()" F (),

atunci zy,1 = z — di. Deoarece Vg(z) = 2J(z)T F(x), rezultd

dk = ;(J(xk)TJ(xk)>_1Vg(:Bk)

Asadar, atunci cand J(zy) are rang coloana complet, Gauss—Newton poate fi privita ca o metoda
de gradient scalat, matricea de scalare fiind pozitiv definita. Aceasta observatie explica si
caracterul de directie de descregtere al pasului, atata timp cat gradientul este nenul.

Metoda Gauss—Newton amortizata

Varianta pura foloseste direct pasul z,,1 = x; — dj. Departe de solutie, liniarizarea poate fi
insa insuficient de precisa si pasul complet poate mari functia obiectiv. Introducem de aceea un
factor ¢t > 0, ales printr-o procedura de cautare liniara, si folosim xy, 1 = z — tpdk.

Algoritm: Gauss—Newton amortizat

o Date de intrare: o toleranta ¢ > 0 si un punct initial zo € R".
e Pentruk=0,1,2,...
— calculati F(zg) si J(zg);
— determinati dj, din problema miny ||J(xy)d — F(x})||3, echivalent, in cazul rangului
complet, cu (JTJ)dy, = JTF;
— alegeti 1) printr-o cautare liniara aplicata functiei h(t) = g(xy — tdy);
— puneti 41 = T — trdy;
— opriti dacd |[Vg(xki1)|l2 < € sau daca un alt criteriu de oprire justificat este
satisfacut.

S J

Ce aproximam de fapt?

Metoda Newton liniarizeaza conditia de stationaritate si foloseste Hessiana exacta. Gauss—
Newton exploateaza structura speciald g = ||F||? si pastreazd in Hessiand termenul
dominant 2J7.J, neglijand termenii care contin reziduurile. Cand reziduurile la solutie
sunt mici, aceasta aproximatie este adesea foarte buna; cand ele sunt mari sau Jacobianul
este aproape deficient de rang, metoda poate necesita amortizare ori regularizare.
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Extensie didactica: Gauss—Newton ca secventa de pro-
bleme LS liniare

Consideram o functie de reziduuri r : R — R™ si problema f(z) = £||r(z)||3. Gradientul este
Vf(z) = J(z)"r(x), unde J este Jacobianul reziduurilor. Hessiana exactd este

V2 f() = T I@) + D@ Vri(a),

Metoda Gauss-Newton neglijeazi al doilea termen si foloseste aproximatia J¥J. Aceasta
aproximatie este potrivita in apropierea unei solutii pentru care reziduurile sunt mici sau
problema este aproape liniara.

Derivarea prin liniarizarea reziduurilor

In jurul lui o, avem r(zy + p) ~ 7% + Jpp. In loc s& minimizam problema neliniara complets,
alegem p;, ca solutie a problemei liniare LS

mpin||Jkp—i—rk||§.

Ecuatiile normale sunt JI Jyp = —JFry, dar numeric putem rezolva subproblema prin QR.
Actualizarea neamortizata este ryy1 = T + pr; o varianta cu control al pasului foloseste
Tpy1 = T + tgpy si 0 cautare a pasului (line search).

Legatura cu Newton

Newton foloseste Hessiana exacta a lui f. Gauss—Newton exploateaza structura speciala
“suma de patrate” si inlocuieste Hessiana cu J7.J, care este pozitiv semidefinita. Astfel,
problema neliniara este atacata printr-o succesiune de probleme de algebra liniara numerica
— exact tema manualului.

Exemplu: ajustare exponentiala

Pentru date (¢;,y;) si modelul y & ae®, reziduul este r;(a, b) = ae®’i —y;. Jacobianul are coloanele
Or;/0a = €bi gi Or;/Ob = at;e™i. La fiecare iteratie evaluim aceste cantititi in parametrii curenti
si rezolvam o problema LS cu doua necunoscute.

Laborator: Gauss—Newton cu QR

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati date din y = 2e %" cu zgomot. Implementati Gauss-Newton astfel incat

subproblema liniara sa fie rezolvata prin J\ (-r) sau prin QR, nu prin formarea explicita
a inversei lui J7.J. Testati mai multe initializari. Addugati o procedura de backtracking
pe functia f daca pasul complet creste costul.
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Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati formula gradientului J7r componentd cu componenta.

2. Derivati Hessiana exacta si identificati termenul neglijat de Gauss—-Newton.

3. Cand reziduul la solutie este exact zero, ce se intampla cu termenul suplimentar din
Hessiana 1n acel punct?

4. Pentru modelul exponential de mai sus, scrieti explicit Jacobianul pentru trei
observatii.

5. Explicati de ce rangul deficient al lui J;, poate face pasul Gauss—Newton neunic sau
foarte sensibil.

6. Comparati conceptual Gauss—Newton amortizat cu metoda gradientului cu backtra-
cking.

Mini-proiect: circle fitting geometric

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Folositi problema cercului din capitolul anterior. Implementati Gauss—Newton pentru
reziduurile geometrice gi comparati: (i) initializare din media punctelor, (ii) initializare
dintr-o ajustare algebrica, (iii) initializare deliberat slaba. Studiati convergenta, reziduul
final gi sensibilitatea la puncte aberante.

-
N

Exemplu scalar cu doua reziduuri incompatibile

Considerdm ri(z) = 2 — 1 §i ro(z) = 2? — 4, deci f(z) = 3[(2? — 1)® 4 (2® — 4)?]. Nu existd x

care sa anuleze simultan ambele reziduuri. Pentru x # 0, punctele stationare nenule satisfac
222 — 5 = 0, iar minimizatorul pozitiv este z* = /5/2 ~ 1.5811.

Pornim din zy = 1.5. Avem r(xg) = (1.25,—1.75)7 si Jacobianul J(z,) = (3,3)7. Pasul
Gauss—Newton p rezolva min,, ||(3p 4+ 1.25,3p — 1.75)7||3. Ecuatia normald scalard este 18p =
—3(1.25 — 1.75) = 1.5, deci p = 1/12 ~ 0.08333. Rezulta z; ~ 1.5833, foarte aproape de
minimizatorul exact.

Exemplul este mic, dar arata mecanismul complet: liniarizam vectorul reziduurilor, rezolvam pro-
blema celor mai mici patrate pentru modelul liniarizat si actualizam parametrul. In dimensiuni
mari exact aceleasi trei etape raman valabile.

Rang deficient si amortizare

Dacd J;, nu are rang coloana complet, matricea J! J; este singulara si formula bazata pe inversa
nu este disponibila. Chiar Tnainte de singularitate, o conditionare mare poate produce pasi foarte
mari. O remediere uzuala este rezolvarea subproblemei printr-o factorizare QR cu pivotare; o
altd idee este Levenberg-Marquardt, care adauga un termen A/ la J7J. In acest fel, metoda
Gauss—Newton se leaga de regularizarea studiata anterior.
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Sarcina de programare: Gauss—Newton fara inverse

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Implementati metoda astfel incat pasul sa fie calculat din p = -J\r sau din QR, nu din
inv(J’*J). Addugati optional un parametru de amortizare si backtracking. In istoric
pastrati ||7x ||, [|J 7], ||lpx]l si pasul acceptat. Testati problema scalari de mai sus, circle
fitting si o problema cu Jacobian aproape deficient de rang.

Vs
&

Exercitii suplimentare

1. Derivati minimizatorul exact pozitiv al exemplului si comparati cu ;.
2. Calculati inca o iteratie Gauss—Newton pentru problema scalara.

3. Scrieti Hessiana exactd a lui 3||r(x)||? si identificati termenul neglijat de Gauss—
Newton.

4. In ce situatie termenul neglijat este exact zero?

5. Explicati de ce o cautare a pasului (line search) poate salva o iteratie pentru care
liniarizarea locala este prea optimista.

-
A\

Fisa de seminar si laborator: Gauss—Newton

Problema rezolvata 1: derivarea Hessienei exacte

Pentru g(z) = § 32, 7:()?, gradientul este Vg = >, r;Vr; = Jr. Derivand incd o daté,
Vig=J"T+> rVir.

Gauss—Newton pastreaza primul termen. Daca reziduurile la solutie sunt zero, al doilea termen
dispare exact in solutie. Daca reziduurile sunt mici, termenul este de ordinul lor gi aproximatia
poate fi buna. Daca reziduurile sunt mari, metoda nu mai seamana atat de bine cu Newton si
poate avea convergenta mai lenta.

Problema rezolvata 2: model liniar ca caz particular

Daca r(z) = Az — b, Jacobianul este constant J = A, iar Hessienele individuale ale reziduurilor
sunt zero. Gauss—Newton rezolva atunci intr-un singur pas problema celor mai mici patrate,
independent de punctul initial, daca folosim pas complet si rangul este adecvat. Acesta este un
test excelent pentru implementare: algoritmul neliniar trebuie sa reduca exact la algoritmul
liniar pentru cele mai mici patrate.

Laborator integrator 10: trei probleme NLS

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
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este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Testati aceeagi implementare Gauss—Newton pe: (i) o problema liniara LS, unde trebuie sa
termine practic intr-un pas; (ii) circle fitting cu zgomot mic; (iii) o problema cu reziduuri
nenule la solutie. Pentru fiecare comparati pas pur si pas cu Armijo. Raportati norma
reziduului, norma gradientului si numarul de evaluari ale functiei.

(& J

Set de probleme

Derivati gradientul si Hessiana pentru g = ||r[|%.

Identificati exact conditia in care Gauss—Newton si Newton au aceeasi Hessiana.
Pentru un model liniar, demonstrati terminarea intr-un pas in aritmetica exacta.
Ce problema apare daca J, are coloane aproape dependente?

Formulati pasul Levenberg—Marquardt (J7J + M )p = —JTr si interpretati \.

De ce rezolvarea subproblemei prin QR este preferabila construirii inversei lui J7J?
Ce criterii de oprire ati folosi daca reziduul minim nu este zero?

X NS Ot WD

Construiti o initializare pentru circle fitting care produce o problema in Jacobian si
explicati de ce.

- /

Proiect de capitol: localizare din distante

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Simulati 6 repere in plan si un punct necunoscut. Generati distante cu zgomot, apoi
estimati pozitia prin Gauss—Newton. Comparati repere bine distribuite cu repere aproape
coliniare si porniti algoritmul din mai multe initializari. Raportati conditionarea Jaco-
bianului la solutie si eroarea pozitiei. Adaugati ponderi daca zgomotul senzorilor este
diferit.

Vs
.

10.1 Problema celor mai mici patrate pentru modele ne-
liniare: ajustarea cercurilor si problema localizarii

Problema celor mai mici patrate pentru un model neliniar: ajustarea
unui cerc

Exista situatii in care ni se da un sistem de ecuatii neliniare
filz) = ¢, i=1,2,....m,

unde f; : R” — R, ¢; € R sunt date si « trebuie determinat.
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a ® 4
)

&

In acest caz, problema de aproximare este problema celor mai mici patrate pentru un model
neliniar (NLS), formulata astfel

min Z fi(z) — cl

mGR"

Nu exista o modalitate usoara de a rezolva problemele NLS. Metoda Gauss-Newton este o
modalitate, dar aceasta converge numai catre un punct stationar.

Circle fitting

Sa presupunem ca ne sunt date m puncte aq,ao,...,a,, € R™. Problema adaptarii cercului
urmareste sa gaseasca un cerc

Cla,r)={yeR": ly—z|=r}
care se potrivegte cel mai bine punctelor m.
Aplicatie?

Ecuatiile neliniare asociate cu aceasta problema sunt

|lx — a;|]| =, i=1,2,....m.

Deoarece dorim sa avem de-a face cu functii diferentiabile, iar functia norma nu este diferentiabila,
vom considera versiunea patratica a acesteia:

lz—ai|*> =7% i=1,2,..,m.

Problema locatiei egal departate

min Z ||x—al||2 )

zGR”rER

Problema locatiei egal departate cu ponderi de importanta

min sz lz — a;||* — r*)%

xER"TER
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Problema NLS pentru ajustarea unui cerc

Problema NLS asociata cu aceste ecuatii este

m

min_ > (||z — a;|* — %)

n
zeR™ reRy i—1

Observatie: In aceasta forma nu avem o problema de optimizare fara constrangeri!

Dar, de fapt, problema este echivalenta cu

min Z 2ai,x) + ||z]? + il - 2)*.

z€R™, TER

Efectuand schimbarea de variabile R = ||z||* — 2, problema de mai sus se reduce la

i = 3 —2(a; |12 2~
T

De fapt, orice solutie optima (Z, é) a problemei

m

min _ f(x, R) := Z(—2<ai71¢> + R+ lai]?)?

2R, ReR gt
satisface in mod automat ||Z||2 > R, deoarece altfel
~2(a;, &) + R+ llas|® > =2(as, 2) + |21 + | = 17 - ail|> 20, i = 1,2,..., m.

Prin ridicarea la patrat a ambelor parti ale primei inegalitati din ecuatia de mai sus si adunarea
la ¢ rezulta

f(@,R) = i(-z@i,f} + R+ [la; )
>i<—2< )+ (1207 + flas]*) Zux—azu‘* @ 121%),

aratand ca (Z, ||Z]|*) conduce la o valoare a functiei mai mica decat (Z, R), In contradictie cu
optimalitatea lui (Z, R).

In concluzie, problema NLS

P, R) = Y (=20, ) + B+ [|as]?)?

min
Tz€R™ [|z|2>R

este de fapt echivalenta cu problema LS

min  f(z,R) = ||A (;) —b|?,

(z,R)€Rn+1
2a§ —1 Ha1|\22
nde A 20 —1 " |az|l

[N}
Q
~
[
—
B
3
s
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Daca A este de rang maxim, atunci solutia unica a problemei celor mai mici patrate pentru

sistemul liniar este
(2) = (ATA)" AT,

Optimul z este dat de primele n componente, iar raza r este data de

r= /el = R

Completare didactica: de ce circle fitting este neliniar?

In ajustarea unei drepte, necunoscutele apar liniar. Pentru un cerc cu centru ¢ = (a,b) si
raza R, distanta unui punct p; = (z;,y;) la centru este ||p; — c||2, iar conditia ideald este

|lpi — c||l2 = R. Reziduul geometric r;(a,b, R) = \/(xl —a)?+ (y; — b)?> — R depinde neliniar de
centru. Minimizarea lui 3,72 conduce deci la problema celor mai mici pitrate, In varianta
neliniara.

Existd si o “liniarizare algebricd” pornind de la (z; — a)? + (y; — b)? = R?, prin introducerea
unor parametri combinati. Ea poate oferi o initializare buna, dar nu minimizeaza in general
aceeagi eroare geometrica. Distinctia dintre distanta algebrica si cea geometrica este importanta
in aplicatii.

Localizare prin distante

Aceeasi structura apare cand vrem s& gasim pozitia necunoscuts ¢ € R? din distante méasurate
d; fatd de puncte de referinta s;: ||c — s;|| & d;. Cu mai mult de trei repere i date zgomotoase,
obtinem o problema redundanta neliniara. Daca unele masuratori sunt mai precise, folosim
ponderi w; si minimizam Y, w;(||c — s;]| — d;)?.

Jacobianul reziduurilor

Pentru r;(c) = ||c — s;|| — d; si ¢ # s;, gradientul reziduului este (¢ — s;)7/||c — s;||. Punand
aceste linii intr-o matrice Jacobian J(c) obtinem exact obiectul de care va avea nevoie metoda
Gauss—Newton. Astfel, aceasta sectiune pregateste natural algoritmul neliniar studiat mai
tarziu.

Laborator: localizare 2D

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Alegeti patru puncte de reper in plan si o pozitie adevarata c,. Calculati distantele
exacte, adaugati zgomot si reprezentati cercurile corespunzatoare. Implementati functia
reziduurilor si functia cost. Folositi mai multe puncte initiale si o rutina de optimizare
disponibild pentru a observa daci solutia depinde de initializare. Inregistrati norma
reziduului final.
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Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati componentele Jacobianului pentru reziduul 7;(a, b, R) al problemei de circle
fitting.

2. Ce singularitate apare daca centrul curent coincide cu unul dintre punctele observate
in modelul bazat pe distanta?

3. Formulati problema de localizare ponderata atunci cand varianta erorii senzorului ¢
este aproximativ o2. Ce alegere naturald au ponderile?

4. Construiti o configuratie de repere care produce o localizare slab conditionata
geometric.

5. Explicati de ce mai multe masuratori nu garanteaza automat o localizare buna daca
toate reperele sunt aproape coliniare.

A J/
Mini-proiect: GPS in miniatura

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Simulati localizarea unui punct Intr-un patrat folosind distante fata de 3, 4, 6 si 10 repere.
Pentru fiecare numar de repere, repetati experimentul cu zgomot gi calculati eroarea
pozitiei. Comparati o configuratie de repere bine distribuita cu una aproape coliniara.
Discutati efectul geometriei asupra sensibilitatii problemei.

-
.

Exemplu rezolvat: primul pas Gauss—Newton pentru un cerc

Luam patru puncte situate pe cercul cu centrul (1,2) si raza 2: (3,2), (—1,2), (1,4), (1,0).
Pornim intentionat din aproximatia xo = (ag, by, Ry) = (0.5,1.5,1.5). Pentru fiecare punct

definim r;(a, b, R) = \/ (x; —a)?>+ (y; — b)? — R. La x¢, vectorul reziduurilor este aproximativ

r(zo) = (1.0495,0.0811,1.0495,0.0811)".

Linia ¢ a Jacobianului este

a—2; b—yi _ )2 P2
( dz Y dz Y 1>7 d’b_\/(xz CL) +(y’b b)

Rezolvand subproblema
min [|./ (zo)p +7(xo)]l2,

obtinem aproximativ p = (0.5353,0.5353,0.4197)7. Noua aproximatie este z; = zg + p ~
(1.0353,2.0353,1.9197). Norma reziduului scade de la aproximativ 1.489 la 0.176. O singura
liniarizare ne-a adus deja aproape de cercul exact.

Exemplul arata si de ce initializarea conteaza. Formula Jacobianului contine distantele d; la
numitor; daca centrul curent coincide cu un punct observat, derivata nu este definita. Mai
general, departe de solutie, modelul liniar local poate fi o aproximatie slaba si este utila o
amortizare a pasului.
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Sarcina de programare: circle fitting complet

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Scrieti functii separate pentru reziduuri si Jacobian. Implementati Gauss—Newton folosind
QR pentru subproblema celor mai mici patrate, nu formula explicita (J7.J)~'JT. Adiugati
o procedura de backtracking daca pasul complet nu micgoreaza suma patratelor. Testati
pe puncte exacte, apoi pe puncte cu zgomot. Porniti din cel putin zece initializari si
reprezentati centrul final, raza si istoricul functiei obiectiv.

Vs
.

Exercitii suplimentare

1. Derivati cu atentie cele trei derivate partiale ale lui r;(a, b, R).

2. Verificati numeric pasul indicat in exemplu si recalculati reziduul in z;.

3. Comparati ajustarea geometrica cu linearizarea algebrica a ecuatiei cercului. De ce
functiile obiectiv nu sunt identice?

4. Introduceti ponderi diferite pentru puncte. Cum se modifica subproblema Gauss—
Newton?

5. Construiti un set de puncte aproape coliniare si observati instabilitatea estimarii
cercului.

Vs
.

Sarcini de aprofundare si sinteza pentru Gauss—Newton

Probleme de aprofundare: linearizare, Jacobian si robustete

1. Pentru ®(z) = ||r(x)||3, demonstrati formula V®(z) = J(z)"r(z).

2. Pornind de la dezvoltarea r(z + s) ~ r(z) + J(z)s, deduceti subproblema LS a
metodei Gauss-Newton si ecuatiile normale J7Js = —J7r.

3. Explicati de ce rezolvarea subproblemei prin QR este preferabila formarii explicite a

lui J7'J cand Jacobianul este slab conditionat.

4. Aratati ca pentru un reziduu liniar r(z) = Az — b, Gauss—Newton se reduce la
rezolvarea problemei LS liniare.

5. Comparati matricea Hessiana exactd a lui @ cu aproximatia J.J. Ce termen este
neglijat si cand este el mic?

6. Pentru ajustarea unui cerc, scrieti reziduurile geometrice si derivatele lor fata de
centru gi raza. Identificati un caz in care derivata poate deveni problematica.

7. Pentru localizarea din distante, discutati efectul unei configuratii de repere aproape
coliniare asupra rangului si conditionarii lui J.

8. Formulati o variantd amortizata: (J7J + A )s = —J7r. Addugarea termenului A/,
cu A > 0, sta la baza metodei Levenberg—Marquardt; explicati rolul parametrului A
in regularizarea subproblemei locale.

9. Construiti un exemplu scalar neliniar in care pasul Gauss—Newton complet creste
functia obiectiv. Aratati cum un line search poate corecta pasul.
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10. Discutati trei criterii de oprire: norma gradient, norma pas si reducere relativa
a reziduului. De ce “reziduu mic” nu este intotdeauna posibil intr-un model cu
zgomot?

11. Explicati efectul scaldrii parametrilor dacd un parametru este de ordin 1072 si altul
de ordin 10%. Cum poate fi modificata geometria subproblemei?

12. Distingeti intre convergenta locala rapida si robustete globala. Ce mecanisme din
curs pot imbunatati a doua proprietate?

Laborator integrator: localizare 2D cu initializari si zgomot

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Analizati Gauss—Newton ca algoritm complet, nu doar ca formula de pas.
1. Alegeti cel putin cinci repere in plan si o pozitie adevarata z,. Generati distante
exacte si apoi distante zgomotoase.
2. Derivati si implementati vectorul rezidual si Jacobianul. Verificati Jacobianul prin
diferente finite pe un punct de test.
3. Implementati Gauss—Newton cu subproblema rezolvata prin QR, fara inverse si fara
J’*J 1n versiunea principala.
4. Testati cel putin sase initializari, inclusiv unele departe de solutie. Salvati istoricul
functiei obiectiv, normei gradientului si pasului.
5. Adaugati backtracking Armijo si comparati cazurile in care pasul complet este
acceptat sau redus.
6. Comparati o geometrie buna a reperelor cu una aproape coliniara. Raportati cond (J)
la iteratii reprezentative.
7. Introduceti un outlier intr-o singura distanta si observati deplasarea solutiei. Expli-
cati efectul prin natura LS.
8. Comparati rezultatul final cu o rutina MATLAB de referinta, daca este disponibila,
doar pentru verificare.
De explicat la predare. Care este diferenta dintre o subproblema liniara bine rezolvata
si o linearizare locala care nu descrie inca bine functia neliniara?

Proiect de capitol: identificarea parametrilor unui model neliniar

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Alegeti un model cu doi-trei parametri, de exemplu y(t) = ae™" + ¢, si
generati sau folositi date experimentale.

1. Modelare. Definiti vectorul rezidual gi parametrii fizici.
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Derivare. Calculati Jacobianul analitic si verificati-1 numeric.
Initializare. Propuneti o strategie rezonabila pentru alegerea parametrilor initiali.
Algoritm. Implementati Gauss—Newton cu QR si backtracking.

U D

Experimente. Variati zgomotul si initializarea; raportati rata de succes gi numarul

de iteratii.

6. Sensibilitate. Studiati conditionarea Jacobianului la solutie si variatia parametrilor
la perturbarea datelor.

7. Validare. Reprezentati datele si curba ajustata si raportati reziduurile, nu doar

parametrii finali.

8. Interpretare. Separati erorile datorate modelului, datelor si algoritmului.
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Test de capitol

Test — Metoda Gauss—Newton

1. Calcul explicit. Se considera problema celor mai mici patrate in varianta neliniara

!
min 5(1"1(37)2 + TQ(I)Q), ri(z) =21, rylzx)=2—1.

Pornind din z(®) = 2, calculati matricea Jacobiana J(2(?)), vectorul reziduurilor si pasul

Gauss-Newton p(® obtinut din ecuatiile normale ale problemei liniarizate. Determinati
1)
x.

2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.

A) Gauss—Newton inlocuiegte local problema neliniara prin problema celor mai mici
patrate pentru modelul liniarizat;

B) Jacobiana reziduurilor trebuie recalculata in general la fiecare iteratie;

C) metoda coincide intotdeauna cu metoda Newton;

D) alegerea punctului initial poate influenta comportarea metodei.




Capitolul 11

Descompunerea 1n valori singulare si pse-
udoinversa

Descompunerea in valori singulare (SVD)

Descompunerea in valori singulare (SVD) este una dintre factorizarile centrale ale calculului
stiintific. Ea descrie simultan geometria aplicatiei liniare x — Az, rangul numeric al matricei,
amplificarea erorilor, problema celor mai mici patrate si aproximatiile de rang mic.

Teorema 11.0.1 (Existenta descompunerii in valori singulare). Fie A € R™*" gi ¢ = min(m,n).
Atunci exista matrice ortogonale U € R™™ gi V€ R™"™ si 0o matrice diagonald dreptunghiulara
Y € R™", cu elemente diagonale oy > 09 > -+ > 0, > 0, astfel incat

A=UxV".
Numerele o; se numesc valorile singulare ale lui A.

Demonstratie. Consideram B = AT A € R™"™. Matricea B este simetrica si pozitiv semidefinita,
deoarece, pentru orice x € R",

2" Br = 2T AT Ax = || Ax||3 > 0.

Prin teorema spectrala exista o baza ortonormala v, ..., v, de vectori proprii ai lui B, cu valori

proprii ordonate
AL > A > 2 A, 20

Dac& n > m, cel putin n—m dintre aceste valori sunt zero, deoarece rank(A” A) = rank(A4) < m.
Punem o; = /\; pentru i = 1,...,¢ si notam cu r = rank A numarul valorilor strict pozitive.
Astfel o7 > -+ > o, > 0, iar celelalte valori singulare sunt zero.

Pentru i =1,...,r definim w; = Av;/o;. Atunci
]2 = vi AT Av _ Milluillz _
1112 0'1'2 0_12 )

iar pentru ¢ # j, - .
v; AV Av;  Aju; v, 0
U; = = = .
J 0,05 0,05

T
U;

Prin urmare w4, ..., u, sunt ortonormali in R™. Ii completam la o baza ortonormala wu., ..., u,,

si definim

U=(wl-|um),  V=(v]-va).

195
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Ambele matrice sunt ortogonale.

Pentru ¢ < r, prin definitie, Av; = oyu,;. Pentru ¢ > r, valoarea proprie corespunzatoare lui A7 A
este zero si
2 T AT
| Av;||5 = v; A Av; = 0,

deci Av; = 0. Daca X € R™*™ are pe diagonala dreptunghiulara valorile o1, ..., o, si zero in rest,
relatiile precedente se scriu simultan AV = UX. Inmultind la dreapta cu VT = V=1 obtinem
A=UxVT. O

Neunicitatea vectorilor singulari

Valorile singulare ¢; sunt determinate in mod unic de A, dar matricile U gi V' nu sunt in
general unice. Chiar pentru o valoare singulara simpla, perechea (u;,v;) poate fi inlocuita
cu (—u;, —v;). Pentru valori singulare multiple, orice schimbare ortogonala de baza in
subspatiul singular corespunzator produce o alta SVD valida. De aceea MATLAB si un
calcul manual pot furniza vectori singulari diferiti, desi descompunerile sunt echivalente.

G J
Definitie 11.0.2. Coloanele uq, ..., u,, ale lui U se numesc vectori singulari stangi, iar coloanele
U1, . .., U, ale lui V' se numesc vectori singulari drepti. Pentru ¢ < r avem Av; = ozu; §i

T —
A U; = O;0;.

Propozitie 11.0.3 (Proprietiti fundamentale ale SVD). Fie A = UXV7T sir = rank A. Atunci:

1. pentrui=1,...,r, Av; = oyu,; si ATu; = ov;;
2. AT Av; = o?v; pentrui=1,...,n, unde convenim o; = 0 pentru indicii suplimentari cand
n > q; analog, AATu; = o?u; pentrui=1,...,m, cu aceeasi conventie;

8. A=Y"_ ouv!;

70

4. pentru orice x € R™, ||Ax||s < o1]|z|la; dacd m > n si A are rang coloand complet, atunci
onllzllz < |[Azlls < ou|zl2;

5. ker A = span{v,41,...,v,} si range A = span{uy, ..., u,}.

Demonstratie. Prima relatie de la punctul 1 a fost obtinuta in demonstratia teoremei. Pentru a

doua,
2

ATUZ' = l14T‘AU@‘ = Q’UZ‘ = 0;V;.

0; 0i
Pentru i < r, aplicarea succesiva a lui AT si A da relatiile de la punctul 2. Pentru i > r, avem
deja Av; = 0, deci AT Av; = 0. In plus, vectorii uy, ..., u, sunt r vectori ortonormali din R(A);
deoarece dim R(A) = r, ei formeaza o baza ortonormala a imaginii. Prin constructie, vectorii
Uyt - - - Up sSunt ortogonali pe R(A), deci apartin lui ker A”. Astfel AATu; = 0 pentru i > 7,
ceea ce completeaza demonstratia punctului 2 pentru toti indicii. Din A = UX V7 si din faptul
ca numai primele r elemente diagonale ale lui > sunt nenule rezulta direct dezvoltarea de la
punctul 3.

Pentru punctul 4 scriem x = Vy, astfel incat [|z|]2 = ||y||2. Atunci

q n
|AZ]5 = 2yl = D o7yl < oi > yi = oilz]l3.
i=1 i=1

Daca m > n si A are rang coloana complet, atunci r = n si o, > 0, deci

n
1Az = ofy? > apllyllz-
=1
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In fine, Az = 0 este echivalent cu XV7z = 0, deci V7z poate avea componente numai pe
directiile corespunzatoare lui v, 1, ..., v,; aceasta da formula pentru nucleu. Formula pentru
imagine rezulta din dezvoltarea de rang r de la punctul 3. [

Interpretarea geometrica

Matricea V7T schimba baza in directiile singulare drepte, ¥ intinde sau contracta fiecare
directie cu factorul o;, iar U roteste sau reflecta rezultatul in spatiul de sosire. Valorile
singulare mici indica directii pe care A le comprima puternic si care devin sensibile la
perturbatii.

Doua exemple numerice de matrici dreptunghiulare

Pastram exemplele numerice ale cursului pentru a vedea forma factorilor in cele doua orientari
ale aceleiagi matrici.

Fie
1 3
A= |5 7| e R**2
9 1

O descompunere SVD, rotunjita la sase zecimale, este

0.207621  0.370412  0.905366 11.6522 0
A= (0679634 0.611049 —0405854) ( 0 5.4979) (0'852871 0'522122) )
0

0.703556  —0.699581 0.124878 0 —0.522122  0.852871

UeRr3X3 SER3X2 vT er2x2

Valorile singulare sunt o; ~ 11.6522 si 05 &~ 5.4979, deci rangul este 2.

AT (1 5 9) c R2X

Pentru transpusa sa,

3 71

rolurile vectorilor singulari stangi si drepti se inverseaza. O SVD compatibila este

T 0.852871  —0.522122 11.6522 0 0 0.207621 0370412 0.905366
AT = 0.522122 0.852871 0 54979 0 0.679634 0.611049 —0.405854 | .
’ i ) 0.703556  —0.699581 0.124878
UER2X2 SER2X3 VT cr3x3

Aceste dous exemple arata si faptul ci matricile A si AT au aceleasi valori singulare nenule.

Exemplul 1: matrice cu mai multe linii decit coloane (m > n)

Luam
10
A=10 2| e R*>*2
00
Calculam

N

10
(1 00 r. (1 00 (10
A_<020>’ AA_<020>02_<0 4)'
0 0
In ordinea descrescitoare, valorile proprii ale lui ATA sunt Ay = 4 si Ay = 1, deci valorile

singulare sunt
o1 = 2, 09 = 1.
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Pentru A\; = 4 ludm v; = (0,1)7, iar pentru Ay = 1 ludm vy = (1,0)7. Astfel

- (0.

Vectorii singulari stangi sunt

1 0 1
Uy = 5141)1 =11 s Uo = AUQ =10
0 0
Completam cu uz = (0,0,1)T, deci
010 2 0
U=11 0 0], =101
0 01 00
Verificarea este imediata:
10
Usvi =10 2| = A
0 0

Observati ca ordonarea descrescatoare a valorilor singulare determina si ordinea coloanelor lui

UsiV.

Exemplul 2: matrice cu mai putine linii decat coloane (m < n)

(1 0 0 9%3
A_<O 9 O>ER )

Consideram

Atunci ATA = diag(1,4,0). In ordinea descrescitoare avem A\ = 4, Ay = 1, A3 = 0 si, cum
g = min(2, 3) = 2, valorile singulare sunt o1 = 2, g5 = 1.

Putem lua vy = ey, v5 = €1, v3 = e3, deci
010
V=1]100
0 01

Mai departe,

1
uy = 5141)1 = €2, uy = Avy = ey,

0 1 2 0 0
U:Q(J’ E:@ 1&'

Se verifica, direct cd A = UXVT. Vectorul v3 = e3 genereazi nucleul lui A si corespunde
valorii proprii zero a lui AT A; el nu produce o valoare singulara suplimentara in diagonala
dreptunghiulara, deoarece g = 2.

si prin urmare

Aceste doua exemple simple arata explicit cum dimensiunile factorilor depind de raportul dintre
m sin.

Pentru MATLAB. Comanda

[U,S,V] = svd(A);
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calculeaza SVD completa. Pentru forma economica se recomanda

[U,S,V] = svd(A,’econ’);

(forma mai veche svd(A,0) are acelasi rol in situatiile uzuale). Daca ro = min(m,n), forma
economica are U € R™*"; dimensiunile lui S si V depind de cazul m > n sau m < n si sunt
alese astfel incat USVT = A In laborator este preferabil s& verificim dimensiunile cu size (U),
size(8), size (V) In loc sa memoram o formula unica, incorecta pentru unul dintre cazurile
dreptunghiulare.

In ceea ce priveste rangul, daca ¢ = min(m,n) si
0-12...20—T>0-r+1:...:0'q:()’
atunci rank A = r, ker A = span{v,1,...,v,}, iar range A = span{uy, ..., u,}.

Definitie 11.0.4. Fie A € R™*" de rangr si A = UXVT 0 SVD. Pseudoinversa Moore—Penrose
este
At =vxiuT,

unde 1 € R™™ se obtine transpundand forma diagonald dreptunghiulard si inlocwind fiecare
valoare singulara nenuld o; cu 1/0;; toate celelalte elemente sunt zero.

Matricea AT este numité si inversa generalizatd a lui A. Daca rank A = n < m, atunci
At = (AT A)71 AT iar in cazul patratic si inversabil AT = A~1.
Revenind la sisteme

Daca A nu are rang complet, tehnicile de solutionare prin descompunerea QR de mai sus nu
functioneaza si avem nevoie de o alta tehnica

Teorem3i 11.0.5. Sd consideram A € R™" cu SVD dat de A =UXVT. Atunci solutia unicd
a problemei de minimizare

gaseste x* € R™ cu norma euclidiand minimd printre toti minimizatorii lui ®,

unde ®(x) = ||Azx — b||3, O(z*) = ng]%% d(x) (11.1)
este
z* = A'b, (11.2)

unde Al este pseudoinversa lui A.

Demonstratie. Folosind SVD-ul lui A, introducem schimbarea de variabila w = V7x. Deoarece

V este ortogonala, avem ||wl||s = ||z||2. Problema devine astfel determinarea unui vector w cu
norma euclidiana minima pentru care
|Sw — UTb|3 < |2y —Ub|l3  VYyeR™ (11.3)

Daca r este numarul de valori singulare nenule o; ale lui A, atunci

ISw — UTb|)3 =3 (ow; — (UD) ) + Z (") ) : (11.4)
=1 i=r+1
ceea ce este minim dacd w; = (U'b);/o; pentrui=1,...,r

In plus, este clar ci printre vectorii w ai lui R” care au primele r componente fixe, vectorul cu
norma euclidiana minima are celelalte n — r componente egale cu zero.

Asadar, vectorul solutie este w* = XTUTD, adica * = VETUTH = A'b, unde X' este matricea
diagonala definita in definitia pseudo-inversei. O




200 INTRODUCERE IN CALCUL STIINTIFIC

Extensie didactica: geometria si puterea descompunerii
SVD

Pentru orice matrice A € R™*" existé o descompunere A = UX V7 unde U si V sunt ortogonale,
iar 3 contine valorile singulare o1 > g9 > --- > 0. Spre deosebire de descompunerea spectrala,
SVD exista pentru orice matrice dreptunghiulara si nu cere simetrie.

Imagine geometrica

Transformarea z — Ax poate fi privitd in trei etape: V7 roteste sau reflectd domeniul, ¥
intinde sau contracta pe directii ortogonale, iar U roteste sau reflecta rezultatul. Sfera
unitate este transformata intr-un elipsoid ale carui semiaxe au lungimile o;. Valorile
singulare mici identifica directii aproape pierdute de transformare.

Rangul este numarul valorilor singulare nenule. Pentru o matrice cu rang complet relevant,
conditionarea spectrala este ka(A) = Opax/Omin- O valoare singulara foarte mica inseamna
ca exista o directie v de norma unu pentru care Av este foarte mic; de aceea recuperarea
componentei lui x In acea directie din date zgomotoase este sensibila.

Pseudoinversa

Daca A = UXVT, pseudoinversa Moore-Penrose este AT = VEFTU?T | unde fiecare valoare
singulard nenuld este inlocuitd cu inversa sa. Pentru un sistem incompatibil, 2T = A*b este o
solutie LS; dintre toate solutiile LS, este cea de norma euclidiana minima. Pentru un sistem
compatibil subdeterminat, selecteaza solutia exacta de norma minima.

Aceasta formula trebuie citita gi ca avertisment: componentele datelor pe directiile u; sunt impar-
tite la 0;. Daca o; este foarte mic, zgomotul pe acea componenta este amplificat. Regularizarea
poate fi interpretata spectral tocmai ca o limitare a acestei amplificari.

Exemplu diagonal

Pentru A = diag(3,107%), SVD este deja vizibila: valorile singulare sunt 3 si 107*. Daca
b= (3,107H7 solutia este (1,1)7. O perturbare de numai 10~* pe a doua componenta a lui b
poate modifica a doua componenta a solutiei cu ordinul unu. Geometria elipsei si sensibilitatea
algebrica spun acelasi lucru.

Cea mai buna aproximatie de rang mic

SVD ofera si o aproximare optima. Daca A, = 27’;1 ou vl , atunci A este cea mai buna

17

aproximatie de rang cel mult k£ atat in norma spectrala, cat si in norma Frobenius. Erorile sunt
A= Agll2 = ops st
2 2
A= ApllE =07
i>k

Acesta este fundamentul matematic al compresiei imaginilor discutate in capitolul urmator.
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Laborator: SVD ca instrument de diagnostic

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru matrici cu rang complet, aproape deficient si exact deficient, reprezentati valorile
singulare pe scara semilogaritmica. Calculati rank cu tolerante diferite si observati ca
“rangul numeric” depinde de scara valorilor singulare i de precizia aritmetica. Comparati
pinv(A) *b cu o solutie obtinuta prin ecuatii normale.

~
.

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Aritati ca valorile singulare patrate sunt valorile proprii ale lui AT A.
2. Demonstrati ca || Alls = o07.

0 0)’
alegeri ale lui b.

3. Pentru A = <2 0) calculati pseudoinversa si solutiile lui Ax = b pentru mai multe

4. Aratati cad ATb este ortogonald pe nucleul lui A.

5. Explicati de ce SVD este mai costisitoare decat unele factorizari specializate, dar
ofera mai multa informatie despre rang si sensibilitate.

6. Derivati formula numarului de parametri necesari pentru stocarea unei aproximatii
de rang k: aproximativ k(m +n + 1) in loc de mn.

-
\

Mini-proiect: rang numeric si zgomot

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti o matrice de rang exact r ca produs BCT, apoi adaugati zgomot de nivel .
Reprezentati spectrul singular pentru mai multe valori ale lui € gi propuneti o regula de
separare intre semnal gi zgomot. Reconstruiti matricea prin truncarea SVD gi comparati
cu matricea exacta initiala.

-~
A\

Exemplu rezolvat: SVD, pseudoinversa si truncare

Counsideram

3 0
A=1(0 1
00
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Coloanele sunt deja ortogonale, astfel incat o SVD este A = UXVT cu V = I, primele doua
coloane ale lui U egale cu ey, e si valori singulare oy = 3, 05 = 1. Pseudoinversa este

1/3 0 0
=
A < 0 1 O) )
Pentru b = (6,2,5)7, solutia LS de norma minima este # = Afb = (2,2)T. Componenta 5e; a
lui b este ortogonala pe imaginea lui A si nu poate fi reprodusa; ea devine exact reziduul.

Daca pastram numai prima valoare singulara, cea mai buna aproximatie de rang 1 este A; =
3 2 . o e . . . v . . . . .. Y] v v
365 )(eg ))T, unde indicii superiori precizeaza dimensiunile vectorilor canonici; adica pastram
numai prima coloana efectiva. Eroarea spectrala este oo = 1, iar eroarea Frobenius este de

asemenea 1 in acest exemplu. Aceasta ilustreaza teorema Eckart—Young.

SVD separa geometria problemei

Vectorii v; sunt directii in spatiul necunoscutelor, valorile ; masoara cat sunt intinse acele
directii de A, iar u; indica directiile rezultate in spatiul datelor. O valoare singulara foarte
mica Tnseamna o directie a necunoscutelor aproape invizibila in date; inversarea ei este
tocmai sursa sensibilitatii.

Sarcina practica: spectru singular prescris

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati dous matrici ortogonale U,V si alegeti valori singulare o; = 1072, Formati
A =UXVT. Verificati ca svd (A) recupereaza spectrul si studiati solutia Ab cAnd adaugati
zgomot pe directiile u; asociate valorilor singulare mici. Repetati dupa truncarea valorilor

sub un prag si comparati bias-ul cu reducerea zgomotului.

\ J

Exercitii suplimentare

Calculati proiectia lui b = (6,2,5)” pe R(A) si reziduul.
Verificati una dintre conditiile Moore-Penrose, AATA = A, pentru exemplu.

Aritati ci ||A|ls = o1 si, pentru rang complet, ||Af||y; = 1/0,.

Deduceti r2(A) = 01/0,.

Pentru o matrice cu rang deficient, explicati de ce pseudoinversa selecteaza solutia
de norma minima.

AR

e
A

Fisa de seminar: SVD si pseudoinversa

Problema rezolvata 1: solutia de norma minima intr-un sistem subde-
terminat

Considerdam A = (1 1) € R'? i ecuatia z; + zo = 2. Exista infinit de multe solutii (¢,2 — t).
Norma pétratica este t? + (2 — )% = 2(t — 1)? + 2, minim& pentru ¢ = 1. Solutia de norma
minima este deci (1,1)7.
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SVD ofersi acelasi rezultat sistematic. Valoarea singulard este /2, vectorul singular drept
asociat este (1,1)7/1/2, iar pseudoinversa este A" = (1/2,1/2)7. Prin urmare A2 = (1,1)7.
Componenta unei solutii din nucleul lui A, generat de (1, —1)7, mireste norma fira a schimba
datele.

Problema rezolvata 2: rang numeric

In aritmetica exactd, o valoare singulara este fie zero, fie nenuld. In date masurate si calcule
finite, valori precum 107* 1anga o valoare dominanta 1 pot fi indistincte de zgomot. Rangul
numeric depinde de scara, precizie si toleranta relevanta pentru aplicatie. De aceea rutinele
folosesc praguri de forma 7 ~ max(m, n)um,q.,01 sau praguri definite de utilizator.

Laborator integrator 11: pseudoinversa si rang

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti matrici cu spectru singular 1,1072,107%, ... si addugati perturbari de nivel
controlat. Comparati rank (A) pentru tolerante diferite, solutia pseudoinversa completa si
solutia cu truncare. Reprezentati norma solutiei si reziduul in functie de prag. Identificati
zona n care pastrarea valorilor foarte mici cregte puternic norma fara a reduce semnificativ
reziduul.

-
N

Set de probleme

1. Calculati pseudoinversa matricei A = (1 1) si verificati cele patru conditii Moore—
Penrose.

Pentru A = diag(3,1,0) calculati pseudoinversa si proiectiile AAT, ATA.
Demonstrati ca AAT este proiectia ortogonala pe imaginea lui A.
Demonstrati ca AT A este proiectia ortogonald pe R(AT).

Cum se citeste rangul din SVD?

SRSl o

De ce conditionarea unei matrici dreptunghiulare cu rang complet poate fi definita
prin raportul valorilor singulare extreme?

7. Formulati truncated SVD ca filtru spectral.

8. Comparati conceptual pseudoinversa, Tikhonov si QR cu pivotare pentru o problema
aproape deficienta de rang.

Proiect de capitol: identificarea rangului latent

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLARB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

-
-
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Generati date Ay = UVT de rang r si addugati zgomot de amplitudini diferite. Calculati
spectrul singular si incercati sa recuperati r printr-un prag. Repetati pentru mai multe
raporturi semnal/zgomot. Prezentati grafic cind ruptura spectrala este clara si cand
notiunea de rang devine ambigua.

Sarcini de aprofundare si sinteza pentru SVD si pseudoin-
versa

Probleme de aprofundare: rang numeric, aproximare si sensibilitate

1. Calculati manual o SVD pentru o matrice 2 x 2 simpla si verificati relatiile AT Av; =
O'Z-QUZ' si u; = Av;/o; pentru valorile singulare nenule.

2. Demonstrati cd ||Al|s = oy si, dacd A este inversabila, [|[A~!||; = 1/0,. Deduceti
Ko(A) = o1 /0.

3. Aratati ca multiplicarea lui A la stanga sau la dreapta cu o matrice ortogonala nu
modifica valorile singulare.

4. Pentru o matrice simetrica reala, demonstrati ca valorile singulare sunt modulele
valorilor proprii. Construiti un exemplu nesimetric unde aceasta relatie esueaza.

5. Demonstrati ca solutia de norma minima a unei probleme LS se obtine prin pseudo-
inversa. Explicati ce se iIntdmpla pe nucleul lui A.

6. Pentru o matrice de rang r perturbata cu zgomot mic, explicati de ce rangul algebric
devine adesea complet, dar rangul numeric poate ramane r. Propuneti un criteriu
bazat pe spectrul singular.

7. Folosind teorema Eckart—Young-Mirsky, calculati eroarea optima Frobenius a apro-
ximatiei de rang k si explicati de ce nu este necesar sa cautam printre toate matricile
de rang k.

8. Construiti doua matrici cu acelagi rang, dar spectre singulare foarte diferite. Care
este mai sensibila la perturbari si de ce?
9. Pentru A = UXVT, descrieti geometric efectul asupra sferei unitate. Ce rol au V, &
si U?
10. Analizati efectul unui prag 7 in pseudoinversa trunchiata: ce se cagtiga si ce bias se
introduce cand valorile singulare sub 7 sunt eliminate?

11. Demonstrati relatia AT = VX+UT si verificati doua dintre conditiile Penrose pe un
exemplu numeric.

12. Explicati diferenta dintre compresie, denoising si regularizare atunci cand toate sunt
implementate prin eliminarea sau atenuarea directiilor singulare mici.

& J

Laborator integrator: rang latent sub zgomot

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.
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Obiectiv. Reconstruiti o matrice de rang mic din observatii zgomotoase si decideti rangul
numeric din date.

1. Construiti Ay = BCT cu B € R™*" gi C' € R™" pentru r < min(m,n).

2. Adaugati zgomot gaussian cu mai multe amplitudini si calculati spectrul singular al
lui A = A() + F.

3. Reprezentati valorile singulare pe scara logaritmica si identificati vizual tranzitia
dintre semnal si zgomot.

4. Pentru k = 1,...,2r+5, construiti aproximatia trunchiata Ay si calculati [|A— Ax||r
st [[Ao — Agllp-

5. Comparati rangul care minimizeaza eroarea fata de Ay cu rangul sugerat de spectrul
singular. Explicati de ce in date reale prima marime nu este disponibila.

6. Verificati numeric formula teoretica a erorii Frobenius prin suma patratelor valorilor
singulare eliminate.

7. Introduceti un prag pentru pseudoinversa si rezolvati o problema LS construita cu
aceeagi matrice. Studiati compromisul dintre reziduu si norma solutiei.
8. Formulati o regula practica de alegere a rangului sau pragului si precizati limitele ei.

- /

Proiect de capitol: descoperirea unei structuri de rang mic

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Construiti sau alegeti un set de date matricial in care este plauzibila
existenta catorva factori latenti: masuratori repetate, preferinte sintetice, semnale sau
cadre de imagine.

1. Modelare. Explicati de ce o aproximare de rang mic este rezonabila in contextul
ales.

2. Preprocesare. Decideti daca datele trebuie centrate sau scalate si justificati
alegerea.

3. SVD. Calculati spectrul singular si procentul de energie captat de primele & compo-
nente.

4. Alegerea rangului. Comparati cel putin doua criterii: prag relativ si energie
cumulata.

5. Reconstructie. Comparati erorile pentru mai multe valori ale lui k si vizualizati
sau interpretati reconstructia.

6. Zgomot. Perturbati datele si studiati stabilitatea subspatiilor dominante sau a
reconstructiei.

7. Cost. Comparati numarul de valori necesare pentru stocarea matricei complete cu
stocarea factorilor trunchiati.

8. Interpretare. Explicati ce par sa reprezinte primele directii singulare in aplicatia
aleasa.
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Test de capitol

Test — SVD si pseudoinversa

1. Calcul explicit. Pentru
30
A=10 1
00

construiti o descompunere SVD redusa. Determinati rangul, valorile singulare si pseudoin-
versa AT. Folositi AT pentru a determina solutia de norma minima a problemei celor mai
mici patrate pentru b = (3,2,1)7.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.

A) valorile singulare sunt nenegative;

B

)
C) A™b furnizeaza solutia de norma minima dintre solutiile de cele mai mici patrate;
)

D

pseudoinversa este definita i pentru matrici dreptunghiulare sau de rang redus;

valorile singulare ale unei matrice sunt intotdeauna identice cu valorile sale proprii.




Capitolul 12

Aplicatii SVD In compresia imaginilor

12.1 Descompunerea in valori singulare (SVD) si tensorii
de ordinul al doilea

Descompunerea in valori singulare (SVD)

Descompunerea in valori singulare (SVD) a unei matrice A nu este utila doar pentru problema
celor mai mici patrate, ci are numeroase aplicatii practice.

In continuare vom indica cateva metode simple si directe de aplicare in comprimarea imaginilor.

Ne aducem aminte.

Reamintire: descompunerea in valori singulare

Pentru orice A € R™*" cu ¢ = min(m,n), exista matrice ortogonale U,V si o matrice
diagonala dreptunghiulara X cu valori singulare oy > --- > g, > 0 astfel incat A =U P
Demonstratia completa a fost data in capitolul precedent.

A=UsVT
Definitie 12.1.1. Vectorii coloand ai lui U = [uy, . .., U] sunt numiti vectori singulari stangi
st, similar, V = [vy, ..., v,] sunt vectorii singulari drepti. Valorile o; = \/\;(ATA) sunt numite

valorile singulare ale lui A (unde \;(AT A) sunt valorile proprii ale lui AT A).
In ceea ce privegte rangul, daci g = min(m,n) si
0—12"'20—7">0r+1:"':0-q:0;

atunci rank A = r, ker A = span{v,1,...,v,} si range A = span{uy, ..., u,}.

Matricea A se poate scrie ca o suma de matrice

A:ZaiuiviT:alulvf+02uQvg+...+UTUTUTT+O+O+...+O.
i=1

Tensor de ordin 2

Vom folosi in continuare notiunea de tensor de ordin 2.

207
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Prin produsul tensorial al doi vectori £ € R", 7 € R™, notat £ @ 7 € R™™, intelegem un
operator liniar

@7:R" >R, ((@7).0=07)¢. (12.1)
Fiind un operator liniar, un tensor este un obiect matematic care poate fi caracterizat prin
elementele unei baze din domeniu si a unei baze din codomeniu.
Prin urmare in baze diferite, vom avea caracterizari diferite.

Fie (€;)i_, o bazi ortonormati a lui R” i (f;)7-; o baza ortonormata a lui R™. Pentru vectorii
E=30 &e i =0, 1;f; avem

E@N=).Y &nie® f;
=1 j=1

Prin urmare familia
{fe;@f;: 1<i<n, 1<j<m}

este o baza a spatiului tensorial R” ® R™, pe care in dimensiune finita 1l identificam cu spatiul
operatorilor liniari £(R™,R"™) gi, dupa alegerea bazelor, cu R"*™.

O distinctie utila

Multimea produselor tensoriale simple {{ ® n} nu este, in general, un subspatiu vectorial:
suma a doua matrice de rang unu poate avea rang doi. Spatiul tensorial este format din
combinatii liniare finite de astfel de produse. Aceasta distinctie va fi folosita cand interpretam
SVD ca suma de termeni de rang unu.

Tensor de ordin 2

Fie 0 baza ortonormati (e;)7_; in R" si o bazd ortonormaté (f;)7; in R™.

Pentru cele necesare noua, prin tensor de ordin 2 vom intelege un obiect matematic I definit
prin

D WACEYH!

i=1j=1

iar [;; se vor numi componentele tensorului I relativ la bazele €; si fj.

Tensorul de ordin 2 se poate identifica cu matricea sa intr-o pereche de baze. ATENTIE! Daca
schimbam una dintre baze, atunci matricea cu care se identifica tensorul se SCHIMBA dupa
regulile pentru operatori liniari!

Considerand doi vectori £ = 31, &6, € R?, 7 = 2, f € R™ produsul tensorial al lor este
complet definit de matricea operatorului liniar.

Deoarece 0 m
ERm=Y > &niei® [
i=1j=1
si

fomTi= LY e o T) T = 23 enl, Tom = S

matricea operatorului in bazele considerate are componentele

(@7 = &ny.
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Dar &; n; sunt chiar componentele matricei produs &-nt.
Avem

(E®@M)ij = &nj-
Dar &; n; sunt chiar componentele matricei produs &-nt.

Sa ne Intoarcem acum la descompunerea in valori singulare gi la scrierea matricei A ca
T
T T T T
A= foﬂbwi = 01U vy + oua vy + ... +ouv, +04+04 ..+ 0.
i=1

Folosind terminologia de la tensori, putem scrie

Scrierea matricei ca suma de tensori

Prin urmare, identificand produsul tensorial cu matricea sa n baza canonica, avem

r
A= ZO’iUi R v; = o1u] K V1 + 02Uy K Vg + ... + 0,U K V.
=1

Mai mult, deoarece u; i v; sunt vectori ortonormati in R™, respectiv R"™, putem spune ca scriere
T
A= Z o;U; @ ;
i=1
ne ofera o descompunere a matricei A in spatiul tensorilor de ordin 2.

Daca £ # 0 si 7 # 0, matricea asociatd produsului tensorial £ ® 7 are rangul 1; daca unul dintre
vectori este zero, rangul este 0.

Deci, in scrierea
r
A= Zaiui XRv; = o1u] K U1 + 02ug K Vg + ... + 0,U R VU,
i=1

avem o descompunere a lui A ca suma de termeni de rang unu, adaptati matricii prin vectorii
sai singulari.

Mai mult, pentru orice 1 < k < r avem

rank (o1 ® vy + 02Uy @ Vg + ... + opuE @ vy) = k.

Ne intrebam daca nu putem COMPRIMA matricea A folosind doar o parte din termenii
sumei. POATE DOAR PANA CAND o, incepe sa nu mai conteze. Ce inseamni oare asta?

Deoarece am scris valorile singulare ordonate descrescator, aceasta ar insemna ca se aproximeaza
matricea A cu o matrice de rang k.

Dar care o fi cea mai buna aproximare a sa?

Teorema 12.1.2 (Eckart—Young—Mirsky). Fie A € R™*" de rang r, cu SVD
A:ZJiuinT, o> >0, >0.
i=1
Pentru 0 < k < r definim

k
T
Ak = ZO’iUi’UZ- .

i=1
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Atunci rank Ay, = k si, pentru orice matrice B cu rank B < k,
|A=Bll2 = [[A = Agll2 = ops1,
iar pentru norma Frobenius
|A=BlE > A=Az = > ot
i=k+1

Prin urmare Ay este o cea mai bund aproximatie de rang cel mult k atat in norma spectrala, cat
st in norma Frobenius.

Demonstratie. Deoarece u; si v; sunt familii ortonormale, A, are exact valorile singulare
o1,...,0k, deci are rangul k. In plus,

T
_ T
A— Ak = Z o u;v;
i=k+1
de unde ||A — Ag||a = o1 si, prin ortogonalitatea termenilor in produsul scalar Frobenius,

IA— Al = > ot

i=k+1
Demonstram mai intai optimalitatea in norma spectrala. Fie B de rang cel mult k. Atunci
dimker B > n — k. Subspatiul E = span{vy, ..., vy} are dimensiunea k + 1, deci
dim(ker B) + dim E > n + 1,
si exista un vector unitar h € ker BN E. Scriem h = ijll C;V;, CU Yy, \CiP = 1. Deoarece Bh = 0,
IA = BJj3 > (A = B)hlf; = [|Ahl]3

k+1 k+1
= Z 01'2|Ci|2 > ‘71%+1 Z |Ci|2 = ‘713+1'
i=1 i=1

Pentru norma Frobenius, notam cu S = range B si cu Ps proiectia ortogonala pe S. Deoarece
coloanele lui B apartin lui S,
(I — Ps)B =0,

iar contractivitatea proiectiei ortogonale da
IA = Bl > [|(I = Ps)(A— B[z = ||(I — Ps) Al

Putem presupune dim S = k, completand subspatiul daca este necesar. Fie wy,...,w, o baza
ortonormala a lui S. Atunci

k k r
I1PsAll7 =Y I[AT w13 = > of|uf w;]?
j=1 j=1li=1
r k
= Zafpm pi = Z |Uiij|2~
i=1 j=1

Avem 0 < p; <1 3, p; < k. Deoarece o2 sunt ordonate descrescitor, suma ponderata este cel
mult 3°F | ¢2. Prin urmare

I(7 = Ps)All7 = [IAIIF — 1PsAll: > > o
i=k+1

Aceasta limita este atinsa pentru S = span{us, ..., u;} si B = Ay, ceea ce incheie demonstratia.
O
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Pentru a stoca reprezentarea trunchiata A sub forma valorilor si vectorilor singulari sunt
necesari idealizat k(m + n + 1) coeficienti, in loc de mn. Reconstructia Ay are in continuare
dimensiunea m X n; ceea ce se comprima este reprezentarea, nu dimensiunea imaginii reconstruite.
Cand k < m,n, economia de stocare poate fi substantiala.

Figura 12.1: Consideram aceasta fotografie si dorim sa o comprimam.

Salvarea acestei fotografii in MATLAB se face sub forma unei matrice.

A comprima imaginea In acest model inseamna a stoca o reprezentare de rang mic, din care
reconstruim ulterior o matrice de aceeasi dimensiune cu imaginea initiala.

Completare didactica: o imagine in tonuri de gri ca matrice

O imagine in tonuri de gri cu m linii si n coloane poate fi reprezentata printr-o matrice A € R™*"™,
fiecare element codificand intensitatea unui pixel. Din perspectiva algebrei liniare, o imagine
este deci un tensor de ordin doi, iar SVD poate identifica directii dominante ale variatiei globale.

Aproximatia de rang k este A;, = U, XV, In loc s& stocam mn valori, stocidm mk valori pentru
Uk, k valori singulare si nk pentru Vj, adica k(m + n + 1). Compresia are sens numai daca
aceasta cantitate este semnificativ mai mica decat mn si daca spectrul singular scade suficient
de repede.

Energie si eroare

Norma Frobenius satisface ||A||% = ¥, 02. De aceea raportul B, = S5 02/, 0% poate fi
interpretat ca fractiune de “energie” matriciala retinuta. Este insa o masura algebrica, nu
o masura completa a calitatii perceptuale; doua imagini cu aceeagi eroare Frobenius pot fi
percepute diferit.

Laborator: primul spectru singular al unei imagini

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.
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Incircati o imagine in tonuri de gri si calculati svd(A, ’econ’). Reprezentati valorile
singulare si energia cumulativa. Reconstruiti pentru & = 1,5, 10, 20, 50,100 si puneti
imaginile alaturi de raportul de stocare k(m + n + 1)/(mn) si eroarea relativa Frobenius.

- J

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Daca m =n = 1000 si k = 40, estimati raportul dintre numarul de valori stocate in
SVD trunchiata si numarul de pixeli originali.

2. Ardtati cd Ey =1 — |4 — Ag|%/]|A]|%

3. Ce imagine produce o matrice de rang 1 de forma uv?? Descrieti dependenta liniilor
si coloanelor.

4. De ce o imagine complet aleatoare tinde sa fie mai greu de comprimat prin rang mic
decat una cu regiuni netede si structura repetitiva?
5. Explicati diferenta dintre “rang matematic” si “rang util pentru compresie”.

(& J

Mini-proiect: alegerea automata a rangului

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile i termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Implementati trei reguli de alegere a lui k: prag pe energia cumulativa (de exemplu 95%,
99%), prag pe eroarea relativa Frobenius si buget maxim de stocare. Aplicati-le pe imagini
foarte diferite si comparati rangurile rezultate si calitatea vizuala.

-
N

Exemplu matricial: o imagine cu rang exact 1

Matricea

poate fi scrisi ca produs exterior A = uv?, cu u = (1,1,0)T si v = (1,1,0)T. Prin urmare are
rang 1. Singura valoare singulara nenuld este ||u||[|v]| = 2. In limbaj de imagine, toate liniile
nenule sunt multipli ale aceleiasi forme; exista o redundanta perfecta si reprezentarea de rang 1
este exacta.

Imaginile reale nu au de obicei rang mic exact, dar valorile singulare pot scadea repede. Atunci o
aproximatie de rang k pastreaza structurile dominante si elimina componentele asociate valorilor
singulare mici. Din punct de vedere numeric, compresia se bazeaza pe rang aproximativ, nu pe
rang exact.

Sarcina practica: de la matrice sintetica la imagine

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iesire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
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studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Construiti matrici ca sume de r produse exterioare aleatoare si verificati ca rangul lor este
cel mult r. Adaugati zgomot gaussian si observati ca rangul numeric devine complet, dar
spectrul singular pastreaza o ruptura intre primele valori gi nivelul zgomotului. Folositi
aceasta ruptura pentru a propune un rang de reconstructie.

& J

Exercitii suplimentare

Calculati SVD pentru matricea de mai sus folosind normalizarea lui u si v.

Ce rang are o imagine in care toate coloanele sunt identice?
Dati un exemplu de matrice vizual simpla, dar cu rang mare.
Explicati diferenta dintre rang algebric si rang numeric.

AR

Daca o imagine m x n este pastrata la rang k, cate numere sunt necesare pentru
factorii SVD truncati?

12.2 Compresia imaginilor in tonuri de gri

A = im2double(imread(’cameraman.tif’)); % exemplu grayscale
[U,S,V] = svd(A,’econ’);

size(A)

figure(1)

imshow(A), title(sprintf(’Initial’));

k = 20;

Ak = U(:,1:k) * S(1:k,1:k) * V(:,1:k)’;

Ak = min(max(Ak,0),1);

figure(2)

imshow(Ak), title(sprintf(’SVD rank-%d’, k));

k = 40;

Ak = U(:,1:k) * S(1:k,1:k) * V(:,1:k)’;

Ak = min(max(Ak,0),1);

figure(3)

imshow(Ak), title(sprintf(’SVD rank-%d’, k));
k = 100;

Ak = U(:,1:k) * S(1:k,1:k) * V(:,1:k)’;

Ak = min(max(Ak,0),1);

figure(4)

imshow(Ak), title(sprintf (’SVD rank-%d’, k));
k = 200;

Ak = U(:,1:k) * S(1:k,1:k) * V(:,1:k)’;

Ak = min(max(Ak,0),1);
figure(5)
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imshow(Ak), title(sprintf (’SVD rank-%d’, k));

s = svd(A);

cs = cumsum(s.”2) / sum(s.”2);
figure

plot(cs, "LineWidth", 2)
xlabel ("k")

ylabel ("Energie cumulativa")
title("Energie cumulativa")

Initial

Figura 12.2: Fotografie initiala.

Initial

Figura 12.4: Fotografie initiala.

Initial

Figura 12.6: Fotografie initiala.

SVD rank-20

Figura 12.3: Fotografie reconstruita

SVD rank-40

Figura 12.5: Fotografie reconstruita

SVD rank-200

Figura 12.7: Fotografie reconstruita
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Initial Suma cumulativa normalizata

Suma cumulativa normalizata

0 50 100 150 200 250 300
k

Figura 12.9: Se observa ca in jur de valoarea
200 valoarea stagneaza, ceea ce Insemna ca nu
mali exista informatie spectrala semnificativa

Figura 12.8: Fotografie initiala. la care sd merite sa renuntam.

Completare didactica: compresia imaginilor in tonuri de gri pas cu
pas

Intr-o implementare corecta, compresia SVD are patru etape distincte: citirea si conversia
datelor Intr-un tip numeric potrivit, calculul descompunerii, alegerea rangului si reconstructia.
Este util sa separam aceste etape pentru a nu confunda erorile de reprezentare a imaginii cu
eroarea aproximarii de rang mic.

Alegerea lui £

Un k fix este simplu, dar nu se adapteaza imaginii. O alegere bazata pe energia cumulativa
selecteaza cel mai mic k pentru care E, > 7, cu n de exemplu 0.95 sau 0.99. O alta alegere
porneste de la un buget de memorie. Pentru o imagine m X n, compresia stricta cere aproximativ
k(m 4+ n+ 1) < mn; de aici putem deduce limita utila pentru k.

Metrici

Pe langa eroarea Frobenius, putem calcula MSE, eroarea medie patratica pe pixeli, si PSNR.
Aceste metrici sunt utile pentru comparatii reproducibile, dar nu Tnlocuiesc inspectia vizuala.
In special, degradarile concentrate pe contururi pot fi perceptual importante chiar daci eroarea
globala este moderata.

Laborator: curba calitate—cost

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru imaginea cameraman. png sau alta in tonuri de gri, calculati pentru o gama de valori
k: raportul de stocare, eroarea Frobenius, MSE si timpul de reconstructie. Reprezentati
calitatea In functie de cost. Identificati un “cot” al curbei unde cresgterea lui k£ produce
imbunatatiri vizuale tot mai mici.
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Exercitii si verificarea intelegerii

1. Derivati cel mai mare k pentru care stocarea factorilor trunchiati este mai mica
decat stocarea bruta a unei matrice m X n.

2. Pentru valori singulare 10,5, 2, 1, calculati energia cumulativa pentru k£ = 1,2, 3.

3. Daca Inmultim toate intensitatile cu 2, cum se modifica valorile singulare si energia
cumulativa normalizata?

4. De ce truncarea SVD este globala? Explicati de ce o modificare locala a imaginii
poate influenta mai multi vectori singulari.
5. Comparati conceptual SVD globala cu o metoda pe blocuri.

- J

Mini-proiect: compresie pe blocuri

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Impartiti imaginea in blocuri, de exemplu 32 x 32 sau 64 x 64, si aplicati SVD cu acelasi
prag energetic 1n fiecare bloc. Comparati cu SVD globala la un buget total de stocare
asemanator. Analizati artefactele locale, timpul si avantajele/dezavantajele celor doua
strategii.

-
k

Calcul de stocare: ce inseamna concret rangul k7?7

O imagine in tonuri de gri 512 x 512 contine 262144 valori. O reprezentare SVD trunchiata la
rang k pastreaza U, € R%12%F cele k valori singulare si Vj, € R>'2%F deci aproximativ

k(512 4 512 4 1) = 1025k

numere. Pentru k& = 40 sunt 41000 numere, adicd aproximativ 15.6% din numaérul initial, un
factor idealizat de compresie de circa 6.4. Calculul ignora formatele de fisier, cuantizarea si
metadatele, dar este util pentru intelegerea structurii.

Alegerea lui k poate fi facuta si energetic. Daca vrem sa pastram cel putin 99% din energia
Frobenius, alegem cel mai mic k cu

Aceasta regula este obiectiva, dar nu garanteaza automat aceeasi calitate perceptuala pentru
imagini diferite.

Sarcina practica: curba rata—distorsiune

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
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imaginile la acelagi k: de ce unele sunt mai bine aproximabile prin rang mic?

&

cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru imaginea cameraman.png si inca doua imagini, calculati reconstructiile pentru
k = 5,10, 20,40, 80, 160. Pentru fiecare, raportati numarul de coeficienti, eroarea Frobenius
relativa si PSNR. Reprezentati eroarea in functie de raportul de stocare. Comparati

J

Exercitii suplimentare

eliminate.
3. Ce se Intampla daca k = min(m,n)?

salvarea imaginii?

PSNR.

1. Calculati numarul de coeficienti pentru k£ = 10, 50, 100 intr-o imagine 1000 x 1500.
2. Derivati eroarea Frobenius a aproximarii de rang k in termenii valorilor singulare

4. De ce pixelii reconstruiti pot iesi in afara intervalului admis si cum 1i tratati la

5. Comparati alegerea lui k£ prin energie cu alegerea printr-o eroare perceptuala sau

12.3 Compresia imaginilor color in spatiul RGB

Fotografii color

O imagine color nu este o matrice, c¢i un tensor de ordin 3:

T c Rmxnx3

o dimensiunea 1=m: inaltime
e dimensiunea 2=n: latime
« dimensiunea 3=3: canal de culoare (R, G, B) (rosu, verde, albastru)

N{:ur Channels

Height: 4 Units
(Pixels)

Width: 4 Units
(Pixels)

Figura 12.10: Fiecare “felie” este o Figura 12.11: Avem “un vector de ma-
imagine in tonuri de gri. trice', adica un tensor de ordin 3.

Putem sa aplicam SVD pentru fiecare canal

I = im2double(imread("peppers.png")); 7% imagine RGB
size(I) % mxnx 3

figure(1)

imshow(I)

k = 100; % rangul de aproximare

Ic = zeros(size(I));
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Figura 12.12: Fiecare “felie" este o imagine in tonuri de gri.

for ¢ = 1:3

A=1C,:,¢);

[U,S,V] = svd(A, "econ");

Ic(:,:,c) =U(:,1:k) = S(1:k,1:k) * V(:,1:k)’;

Ic(:,:,c) = min(max(Ic(:,:,c),0),1);

end

figure(2)

imshow(Ic); title(sprintf("SVD RGB -- rank %d", k))
for ¢ = 1:3

s = svd(I(:,:,c)); cs = cumsum(s.”2) / sum(s.”2);

figure(c+2); plot(cs, "LineWidth", 2); xlabel("k");

ylabel("Energie cumulativa"); title(sprintf("Canal %d (R=1, G=2, B=3)", c))
end

SVD RGB -rank 10

Figura 12.13: Fotografie initiala. Figura 12.14: Fotografie reconstruita

O abordare care sa nu separe canalele

O alta strategie este concatenarea matricelor asociate celor trei canale, urmata de aplicarea
SVD asupra matricei rezultate. In acest fel, reducerea se realizeaza in mod corelat pe cele trei
canale, iar aproximatia tine seama de structura intregului tensor.

I = im2double(imread("peppers.png"));
[m,n,~] = size(I);
A= [IC,:,1), IC¢,:,2), I(:,:,3)]; » m x (3n)
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Canal 2 (R=1, G=2, B=3) Canal 1 (R=1, G=2, B=3)
1 1
0.98 0.95
2 2
T 096 k|
E g 09
3 094 3
2 S 085
@ 092 [
= c
w w
0.9 08
0.88 0.75
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
k k
Figura 12.15: Suma cumulativa canal 1. Figura 12.16: Suma cumulativa canal 2.

SVD RGB -rank 100

Figura 12.17: Fotografie initiala. Figura 12.18: Fotografie reconstruita

[U,s,V] = svd(A,"econ");
figure(1); imshow(I); title(sprintf("Initial"))

k = 60;
Ak = U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’;
Ak = min(max(Ak,0),1);
R = Ak(:, 1:n);
G = Ak(:, n+1:2%n);
B = Ak(:, 2#%n+1:3%n);

Ic = cat(3, R, G, B);

imshow(Ic)

figure(2); imshow(Ic); title(sprintf("SVD RGB -rank 7%d", k))

s = svd(A);

cs = cumsum(s.”2) / sum(s.”2);

figure(3); clf; plot(cs, "LineWidth", 2); xlabel("k")
ylabel ("Energie cumulativa");
title(sprintf("Suma cumulativ-canale reunite"))

Completare didactica: imagini RGB si trei moduri de a folosi SVD

O imagine RGB este un tablou m x n x 3. Fiecare canal R, G, B este o matrice, dar cele trei
canale nu sunt independente: muchiile gi structurile geometrice apar adesea simultan in toate.
Aplicarea SVD separat pe fiecare canal este simpla si pastreaza exact modelul matricial, insa
poate folosi ranguri diferite sau poate pierde corelatii intre culori.
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Strategia 1: SVD pe fiecare canal

Calculam Ry, Gy, By separat si reconstruim tensorul color. Putem alege acelasi k sau praguri
energetice separate. Avantajul este simplitatea; dezavantajul este ca tratam trei probleme
independente.

Strategia 2: concatenarea canalelor

Putem forma A = [R G B] € R™*3" gi aplica o singurd SVD. Vectorii singulari din stanga
sunt comuni tuturor canalelor, iar factorul din dreapta poate codifica relatii intre ele. Dupa
aproximare, matricea se desparte in cele trei blocuri. Aceasta este o modalitate elementara de a
introduce corelatia intre canale fara a folosi inca o descompunere tensoriala propriu-zisa.

Cost si evaluare

Pentru SVD separata, costul si stocarea sunt suma celor trei probleme. Pentru matricea
concatenata, una dintre dimensiuni devine 3n, ceea ce poate creste costul descompunerii. Nu
exista o strategie universal superioara: rezultatul depinde de dimensiuni, continut si criteriul de
calitate.

Laborator: canal separat versus concatenat

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai ntai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Folositi peppers.png. Pentru un buget de stocare aproximativ comparabil, reconstruiti
imaginea prin cele doua strategii. Calculati eroarea Frobenius pe tensor si pe fiecare canal,
energia cumulativa si timpul. Examinati zone cu culori saturate si muchii fine pentru
artefacte.

-~
A\

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Scrieti dimensiunile factorilor SVD pentru fiecare canal gi pentru matricea concate-
nata.

2. Daca toate cele trei canale sunt identice, ce structura suplimentara are tensorul? De
ce o metoda corelata ar trebui sa profite de ea?

3. Daca un canal este zgomot aleator independent de celelalte, cum va asteptati sa se
schimbe spectrul singular al concatenarii?

4. Formulati un criteriu de alegere a rangurilor kg, kg, kg sub un buget total fix.

5. De ce cliparea valorilor reconstruite in intervalul valid al imaginii poate fi necesara
dupa aproximare?

Mini-proiect: alocarea adaptiva a rangului pe canale

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si

e
\
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executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Alegeti un buget total K = kr + kg + kp. Cautati automat combinatia de ranguri care
maximizeaza energia totala retinuta sau minimizeaza eroarea Frobenius. Comparati cu
alegerea simpla kg = kg = kp. Discutati daca imbunatatirea numerica este si perceptual
vizibila.

Exemplu de buget de stocare pe canale

Pentru o imagine RGB 512 x 512, reprezentarea brutd are trei matrici, deci 3-5122 = 786432 valori.
Daca folosim acelasi rang k = 40 pe toate canalele, reprezentarea SVD necesita aproximativ
3-40-1025 = 123000 valori, adica aproape acelasi raport procentual ca in cazul in tonuri de gri.

Nu este obligatoriu nsa ca cele trei canale sa aiba aceeasi complexitate. Daca alegem rangurile
(50, 30, 30), numarul idealizat de coeficienti este (504304 30) - 1025 = 112750, adica aproximativ
14.3% din reprezentarea bruta. Alegerea diferentiata trebuie justificata prin spectrele singulare
si prin efectul vizual, nu doar printr-o preferinta arbitrara.

De ce tratarea separata a canalelor este simpla, dar nu exploateaza totul?

SVD pe fiecare canal exploateaza corelatiile spatiale din interiorul canalului, dar nu
modeleaza explicit corelatia dintre rosu, verde si albastru. Spatii de culoare precum
YCbCr separa mai bine luminanta de crominanta si permit alocarea unui buget diferit
informatiei la care perceptia este mai sensibila.

Sarcina practica: ranguri adaptive

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Calculati spectrele singulare pentru fiecare canal RGB. Alegeti pentru fiecare canal cel
mai mic rang care pastreaza 99% din energia sa si comparati cu folosirea unui singur rang
comun ales dupa cel mai dificil canal. Raportati stocarea si calitatea. Reprezentati si
erorile pe canale, nu doar eroarea imaginii concatenate.

&

Exercitii suplimentare

1. Derivati formula de stocare pentru ranguri kg, kg, k.

.

2. Daca un canal este aproape constant, ce va asteptati sa observati in spectrul sau
singular?

3. Explicati de ce o eroare numerica egala pe cele trei canale nu produce neaparat
acelasi efect perceptual.

4. Propuneti o regula de alocare a unui buget total K = ki + kg + kg intre canale.
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5. Comparati SVD pe canale cu concatenarea matricelor canalelor. Ce structura diferita
exploateaza fiecare varianta?

12.4 Compresia imaginilor color in spatiul YCbCr

YCbCr 1n loc de RGB

YCbCr este folosit in loc de RGB pentru ca permite o comprimare mult mai eficienta perceptual,
adica se pierde mai putin din informatia perceputa de ochiul uman, chiar daca, din punct de
vedere numeric, pierderile sunt mai mari.

Limitarile spatiului de culoare RGB

In spatiul de culoare RGB:
o canalele R, GG, B sunt puternic corelate;
« fiecare canal amesteca informatia de:

— luminanta (luminozitate);

— culoare.
Daca se aplica metode de comprimare direct in RGB:
e se pierd simultan luminanta si culoarea;
o degradarea imaginii devine rapid vizibila.
Componentele spatiului de culoare YCbCr

Y, Cb si C'r sunt cele trei componente ale spatiului de culoare YCbCr, fiecare avand un rol
distinct in reprezentarea si comprimarea imaginilor.

Componenta Y — Luminanta (brightness). Componenta Y reprezinta luminozitatea
imaginii:
« indica cat de deschis sau inchis este un pixel;

e contine structura, contururile si detaliile imaginii;

e este componenta la care ochiul uman este cel mai sensibil.

Daca se pastreaza doar componenta Y, se obtine o imagine in tonuri de gri, foarte apropiata de
original.

Componentele spatiului de culoare YCbCr
Componenta Cb — Crominanta albastra (blue-difference).

Componenta Cb masoara diferenta dintre componenta albastra si luminanta:

Cb=B—-Y (scalat)

Accasta:

o indica cat de albastru este pixelul fata de luminozitatea sa;
« contine informatie de culoare, nu de structura;

o este mai putin importanta din punct de vedere perceptual.



CAPITOLUL 12. APLICATH SVD IN COMPRESIA IMAGINILOR 223

Componentele spatiului de culoare YCbCr
Componenta Cr — Crominanta rosie (red-difference).

Componenta C'r masoara diferenta dintre componenta rogie si luminanta:

Cr=R-Y (scalat)

Aceasta:

« indica cat de rosu este pixelul fata de luminozitatea sa;
« contine informatie de culoare;
o este, la fel ca C'b, mai putin importanta perceptual.

Relatia dintre RGB si YCbCr

Componenta Y poate fi aproximata ca o combinatie ponderata a canalelor RGB, iar Cb si Cr
reprezinta deviatii de culoare fata de Y. Conversia standard (simplificata ) este:

Y =0.299R 4+ 0.587G + 0.114B,
Cb=B-Y,
Cr=R-Y.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 12.19: Valori pentru Cb si Cr.

Figura 12.20: Ce extrage Y, Cb, Cr?

Conventia MATLAB pentru YCbCr

Formulele Y = 0.299R + 0.587G + 0.114B, Cb = B—-Y, Cr = R — Y explica ideea
transformarii, dar rutina MATLAB rgb2ycbcr foloseste conventia video I'TU-R BT.601,
cu scalari gi deplasari ale crominantelor. Pentru imagini de tip double in [0, 1], luminanta
este mapata aproximativ in [16/255,235/255], iar crominantele sunt centrate in jurul lui
128/255. De aceea valorile produse de rutina nu trebuie comparate direct cu formulele
simplificate fara a tine seama de aceste scalari.

(S J

Implementare cu YCbCr
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I = im2double(imread("peppers.png")); mxnzx3
YCC = rgb2ycbcr(I);

kY = 80; kC = 25;

J = zeros(size(YCC));

for ¢ = 1:3

A = YCC(:,:,c);

[U,S,V] = svd(A,"econ");

k = (c==1)*kY + (c~=1)%*kC;

J(:y:,c) = UC:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)7;
end

Ic = ycber2rgb(J);

Ic = min(max(Ic,0),1);

figure(1)

imshow(Ic)

Alte abordari

« In loc si se aplice SVD pentru toatd imaginea, se aplicd pe blocuri, incit ce se pierde si
fie local.

o Se generalizeaza descompunerea SVD pentru tensori de ordin superior.
» Se poate lucra cu optimizare pe spatii de tensori.

Intermezzo: utilizarea critica a instrumentelor de calcul si
Al

Observatia 1: sunt necesare cunostinte de algebra numerica si calcul
stiintific

YR g

Formule bazate pe SVD
*X=UxzvT
* aproximatie rank-k: X = U, XVi

Figura 12.21: Imagine de sinteza folosita ca punct de plecare pentru discutia critica asupra
metodelor numerice.

Observatia 2: o imagine generata de Al poate contine greseli. Le
puteti identifica?
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Formule bazate Pe SVD
*X=UxzvT
* aproximatie rank-k: X = U, XVi
® trunchiere: Uj = primele k coloane
B © <roare Frobenius: [[X - Uzzvy]|,

® Covarianta: X = UTXU

1
e PCA: X =WEVT W= Uy

Pseudoif

Figura 12.22: Exercitiu de analiza critica: identificati eventualele erori matematice sau de
reprezentare.

Solutiile pot fi sugerate de AI, dar noi trebuie sa avem
capacitatea de a le analiza critic!

Completare didactica: separarea luminantei de crominanta

Spatiul YCbCr este util deoarece separa aproximativ informatia de luminanta, la care sistemul
vizual uman este foarte sensibil, de doua componente de crominanta. In consecinta, pastram
mai multa informatie in canalul Y si putem comprima mai agresiv Cb si C'r.

Formulele prezentate in curs exprima ideea structurala a transformarii. Implementarile standard
folosesc conventii precise de scalare si offset, dependente de standard si de intervalul numeric. De
aceea, in MATLAB este preferabil sa folosim rgb2ycbcr si ycbecr2rgb, in loc sa reimplementam
conversia fara a fixa explicit standardul.

Ranguri diferite pe canale

Daca alegem ky > k¢, unde acelasi rang k¢ este folosit pentru Cb si C'r, stocarea aproximativa
este (m +n + 1)(ky + 2k¢). Pentru acelagi buget ca in RGB, putem distribui rangurile in acord
cu importanta perceptuala. Aceasta este o prima intalnire cu ideea de compresie perceptualad:
eroarea matematica nu este ponderata uniform dupa ceea ce percepe utilizatorul.

Exemplu de experiment

Pastrati, de exemplu, 99% din energia canalului Y, dar numai 90%-95% din energia crominantei.
Comparati cu o strategie RGB care pastreaza aceeasi energie 1n fiecare canal. Este posibil ca
eroarea Frobenius totala sa fie mai mare in YCbCr, dar imaginea sa para la fel de buna sau
chiar mai buna.

Laborator: harta buget—calitate

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile i cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
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cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Pentru mai multe perechi (ky, k¢ ), salvati eroarea totala, eroarea pe luminanta, raportul de
stocare gi o imagine reconstruita. Construiti o grila de rezultate si identificati configuratii in
care reducerea puternica a crominantei este aproape invizibila. Evitati concluzii universale
bazate pe o singura fotografie.

-
A\

Exercitii si verificarea intelegerii

1. Explicati conceptual de ce luminanta contine o mare parte din informatia de contur.

2. Pentru dimensiuni m,n date, comparati stocarea unei strategii RGB cu rang k pe
fiecare canal i YCbCr cu ranguri ky, k¢, ke

3. De ce o transformare liniara invertibila intre spatii de culoare nu pierde informatie
inainte de truncarea SVD?

4. Unde apare de fapt pierderea de informatie in algoritmul YCbCr+SVD?

5. Propuneti un criteriu de calitate care sa acorde o pondere mai mare erorii pe Y
decat erorilor pe crominanta.

& J

Mini-proiect final: compresor SVD comparativ

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile si termenii specifici aplicatiei
fnainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un mic program care primeste o imagine si un buget de stocare si ofera trei
optiuni: tonuri de gri/SVD, RGB pe canale si YCbCr cu ranguri diferentiate. Programul
trebuie sa raporteze rangurile alese, raportul estimat de compresie, eroarea si timpul.
Testati pe cel putin cinci imagini cu continut diferit si redactati o concluzie despre limitele
SVD ca metoda de compresie a imaginilor.

~
A\

Exemplu de alocare a rangului in YCbCr

Pentru aceeasi imagine 512 x 512, sa presupunem ca alegem rangurile ky = 60, kg, = 20,
ko, = 20. Reprezentarea SVD foloseste aproximativ

(60 + 20 + 20)(512 + 512 + 1) = 102500

coeficienti, adica circa 13.0% din cele 786432 valori RGB brute. Bugetul mai mare pentru
luminanta reflecta faptul ca detaliile geometrice fine sunt in mare masura codificate in Y, in
timp ce variatiile de crominanta pot fi adesea aproximate mai agresiv.

Transformarea RGB-YCbCr, in forma sa liniara idealizata, nu produce singura compresie si
este invertibila atunci cand nu cuantizam sau trunchiem. Pierderea de informatie apare atunci
cand reducem rangurile, subsamplam crominanta ori cuantizam coeficientii. Trebuie precizata
etapa la care este introdusa eroarea.
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Sarcina practica: aceeasi rata, doua strategii

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cdteva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Alegeti un buget total de coeficienti si construiti doua reconstructii: una cu ranguri egale
in RGB si una cu ranguri diferentiate in YCbCr. Ajustati rangurile astfel Incat numarul
total de coeficienti sa fie aproximativ egal. Comparati PSNR, eroarea pe luminanta si
inspectia vizuala. Repetati pe fotografii si pe imagini sintetice cu culori saturate.

Vs
&

Exercitii suplimentare

1. Calculati raportul idealizat de stocare pentru rangurile (60, 20, 20).

2. Explicati de ce pastrarea numai a canalului Y produce o imagine monocroma, dar
cu structura vizuala recognoscibila.

3. Ce etapa trebuie aplicata Inainte de salvarea unei imagini reconstruite daca valorile
ies din intervalul admis?

4. Propuneti un criteriu de alegere automata a rangurilor folosind energia singulara pe
fiecare canal.

5. Discutati limitele comparatiei cu JPEG: SVD global si transformarile blocurilor
folosite in codecuri urmaresc structuri diferite.
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Test de capitol

Test — Aplicatii SVD in compresia imaginilor

1. Compresie de rang mic. O imagine in tonuri de gri este reprezentata de o matrice
A € RY09%80 ¢y valori singulare

o1 =40, o09=15, o03=05, o04=2,

iar restul valorilor singulare au suma patratelor egala cu 1.
a) Scrieti aproximatia SVD de rang 2 in forma Ay = Uy X, VL.
b) Folosind rezultatul de aproximatie optima din capitol, determinati [|[A — As||p.

¢) Comparati numarul de valori care trebuie stocate pentru matricea originala cu
numarul necesar reprezentarii de rang 2 si interpretati raportul.

2. Analiza unui fragment MATLAB.

[U,S,V] = svd(A,’econ’);
k = 20;
Ak = U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’;

Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati:

A) Ay are rang cel mult k;

B) cresterea lui k pastreaza mai multa informatie din imagine;
C) eroarea Frobenius a aproximatiei cregte obligatoriu cand k creste;
D) pentru o imagine color, aceeasi idee poate fi aplicata separat canalelor sau dupa o

transformare de culoare descrisa in capitol.




Capitolul 13

Analiza componentelor principale (PCA)

13.1 Motivatie: cum descriem date de dimensiune mare
prin putine directii?

In multe aplicatii, fiecare observatie este descrisd printr-un numar mare de caracteristici. O
imagine de 28 x 28 pixeli poate fi privita ca un vector din R™*; un experiment poate produce
simultan zeci sau sute de masuratori; un utilizator poate fi descris printr-un vector de interactiuni
cu foarte multe obiecte. Dimensiunea spatiului ambiant poate fi mare, desi datele se concentreaza
adesea n apropierea unui subspatiu de dimensiune mult mai mica.

Analiza componentelor principale (Principal Component Analysis, PCA) cauta tocmai aceste
directii dominante. In forma sa clasica, PCA raspunde simultan la doua intrebari:

o care este subspatiul afin de dimensiune k care aproximeaza cel mai bine un nor de puncte
in sensul celor mai mici patrate?

o pe ce directii ortogonale variaza cel mai mult datele?

Cele doua probleme conduc la acelasi raspuns si, dupa capitolul precedent, nu este surprinzator
ca acest raspuns poate fi calculat prin SVD.

Ideea geometrica

Dacé un nor de puncte din R? este foarte apropiat de un plan, atunci trei coordonate
sunt in mare parte redundante: doua coordonate alese n acel plan descriu aproape toata
variatia datelor. PCA gaseste planul, masoara cata informatie se pierde la proiectie si
furnizeaza coordonatele reduse ale fiecarui punct.

Fie m > 2 si 21,..., 2, € R? observatiile, scrise ca vectori coloans. In implementare vom folosi
matricea de date X € R™*? in care linia i este 7. Numirul m reprezintd numarul observatiilor,
iar d numarul caracteristicilor.

13.2 Centrare, varianta si covarianta

Definitie 13.2.1 (Centroidul si datele centrate). Centroidul datelor este

LR o R
M—m;%ER-
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Matricea datelor centrate este
X, =X —1,u7,

unde 1,, = (1,...,1)T € R™. Linia i a lui X, este (x; — u)T.

Centrarea nu este un artificiu cosmetic. Ea muta originea in centrul norului de date. Intr-adevar,
suma liniilor matricei centrate este zero, adica 11 X, = 0.

Definitie 13.2.2 (Varianta, covarianta si matrice de covarianta). Pentru doud caracteristici
centrate a,b € R™, definim covarianta esantionului prin cov(a,b) = a’b/(m — 1). In particular,
var(a) = [lal[3/(m — 1).
Matricea de covarianta a datelor este
C = #XCTXC € R4,
m—1

Matricea M = XTI X, = (m — 1)C wva fi numitd, in acest capitol, matricea de dispersie. Factorul
1/(m — 1) modifica valorile proprii printr-un factor constant, dar nu modifica vectorii proprii si,
deci, nici directiile PCA.

Propozitie 13.2.3. Matricea de covarianta C este simetrica $i pozitiv semidefinita. Mai mult,
pentru orice directie unitard v € R?, varianta coordonatelor datelor centrate proiectate pe directia
v este vT Cv.

Demonstratie. Simetria rezulta imediat din C7 = C'. Pentru orice v € RY,
1 1
T T 3T 2
v Cv=— TV X, Xov = p— 1”XCUH2 >0,
deci C este pozitiv semidefinita.

Vectorul z = X.v € R™ contine coordonatele scalare ale punctelor centrate pe directia v:
zi = (x; — ,u)Tv. Deoarece 1%)(c = 0, media componentelor lui z este zero. Prin urmare
1

1
var(z) = mllxll% = mHXcU“g =" Cu.

Exemplu scurt: de ce covarianta masoara variatia comuna

Consideram doud caracteristici centrate a = (1,0, —1)7 si b = (2,0, —2)T. Atunci cov(a,b) =
(1-2404 (=1)(=2))/2 = 2 > 0: cele doua caracteristici cresc si descresc impreuna.
Daca inlocuim b cu —b, covarianta devine —2. Daca produsul scalar este zero, cele doua
caracteristici sunt necorelate in sens liniar.

13.3 Cel mai bun subspatiu afin in sensul celor mai mici
patrate

Dorim sa aproximam punctele x; printr-un subspatiu afin A = x¢ + L, unde L C R? este un
subspatiu liniar de dimensiune k. Masuram eroarea totala prin

E(Io, L) = ZdlSt((L’” xg + L)2

=1

Daci Pp, este proiectia ortogonald pe L si P = I — Py, atunci dist(x;, 20+ L) = || P (2; — 20) |2
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Teorema 13.3.1 (Subspatiul afin optim trece prin centroid). Pentru un subspatiu liniar fix L,
multimea afind care minimizeaza F(xo, L) poate fi aleasd sub forma p+ L. Mai precis, toate
translatiile optime xq satisfac Pi-xg = Pip, iar ele definesc aceeasi multime afind p + L.

Demonstratie. Punem P = Pi. Deoarece P este o proiectie ortogonala, PT = P i P2 = P.
Avem

E(xo, L Z |1 P(x; — x0)|5 = Z | Pa; — Polf3-

Variabila xy apare numai prin y = Pxy € L. Pentru vectorii y; = Px; folosim identitatea
standard a centrarii:

m m B B 1
Sllyi =yl =Y llyi — vl +mlly—9l3, 5= -
=1 =1

:1
O demonstram prin scrierea y; —y = (y; — y) + (¥ — y) si observarea faptului ca >-,;(y; —y) =0,
deci termenii incrucigati se anuleaza. Rezulta ca minimul se obtine exact pentru y = y. Dar

1 m
a;sz = Ppu.

Prin urmare Pzy = Py, adica P(xg — p) = 0 si, deci, g — p € L. Cum 29 + L = p + L atunci
cand xg — pu € L, toate alegerile optime descriu aceeasgi multime afina. In particular putem lua
o = [ O

Teorema arata ca problema afina se reduce la o problema liniara pentru datele centrate y; = x; — .
De acum inainte notam

:ZH%—PL%H%? Yi = T; — [b.

Lema 13.3.2 (Forma spectrala a erorii). Fie vy,...,vx 0 bazd ortonormald a lui L gi Vj, =
(1] Jv). Pentru M = XTI X, avem

k
E(L) = tr(M) =Y v] Muj.
j=1
Demonstratie. Deoarece Pr, = V,,V,I' este proiectie ortogonald, teorema lui Pitagora da
lyi = Pryillz = lwalls — 1 Pryills.
Mai mult, || Pry; |3 = Z] 1 (v]y;)?. Prin urmare

m kK m
=D llyallz = 22> _(vj )
i=1

j=11i=1
m k m
Sl = S (zyiy?) ;
i=1 j=1 i=1

Dar ), yiyiT = )(?XC = M. In plus,

m

tr(M) = tr(yy; ) Zyzyz > il
i=1

=1

Inlocuirea acestor doua identitati in formula precedenta incheie demonstratia. O
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13.4 Principiul Rayleigh—Ritz si alegerea directiilor prin-
cipale

Rezultatul urmator este elementul spectral de baza al PCA.

Teorema 13.4.1 (Rayleigh-Ritz). Fie A € R™? simetricd, cu valori proprii Ay > Xg > -+ > A
st 0 baza ortonormald de vectori proprii p1,...,pq. Atunci

max v Av = )\,
llvll2=1

tar mazimul este atins pentru v = p;. Mai general, pentru 1 < k < d,

max vl Av = A1,
llvllz=1
vlpi,...,pk

iar maximul este atins pentru v = pPiy1.

Demonstratie. Orice vector v € R? poate fi scris unic in baza ortonormals a vectorilor proprii,

v = ?:1 a;p;. Dacd ||v]|s = 1, atunci 3°; a? = 1. Cum Ap; = \ip;,

d d
vl Av = Z)\i()é? <\ Za? =)\

i=1 i=1
Pentru v = p; avem egalitate, deci primul maxim este A;.

Daca in plus v L py,...,pg, atunci ag = -+ = ap = 0. Astfel

d d
T 2 2
v Av = E )\iOéi S )\k+1 E Q; = )\k+17
i=k+1 i=k+1

iar egalitatea se obtine pentru v = pgy;. O

Pentru a determina simultan cel mai bun subspatiu de dimensiune k£ avem nevoie de o observatie
elementara.

Lema 13.4.2 (Selectarea celor mai mari valori proprii). Fie Ay > -+ > Ay si fie a; € [0,1]
astfel incit Y%, a; = k, unde k € {1,...,d}. Atunci

d k
> Nai <0
i=1 i—1

Demonstratie. Pentru k = d afirmatia este evidenta. Presupunem k < d. Deoarece

k

Z(l—ai):k—;ai: > ai,

i=1 i=k+1
si A\; > Mg pentru ¢ < k, in timp ce \; < A\, pentru ¢ > k, obtinem

k d k

d
i=1 =1

i=1 i=k+1

k d
Z)\kZ(l—CLl)—)\k Z CLZ':O.

=1 i=k+1
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Teorema 13.4.3 (PCA ca cea mai buna aproximatie afind). Fie C' matricea de covariantd a
datelor centrate si fie
A= X > 2020

valorile sale proprii, cu vectori proprii ortonormali py,...,pq. Pentru 1 < k < d, subspatiul
Ly, = span{py, ..., px}

minimizeazd suma patratelor distantelor datelor la un subspatiu afin de dimensiune k. Un
subspatiu afin optim este y+ Ly, iar eroarea minima este

d
Emin = (m - 1) Z )\]
j=k+1
Echivalent, dacd v; = (m — 1)X\; sunt valorile proprii ale lui M = XX, atunci Eny, =

d
Z]’:k+1 -

Demonstratie. Prin teorema despre centroid este suficient sa minimizam E(L) pentru datele
centrate. Conform lemei precedente despre eroare,

E(L) = tr(M) — zkjvvaj,

Jj=1
unde vy, ..., v; este o baza ortonormald a lui L. Asadar trebuie sd maximizam suma >-; vaM ;.
Fie q1,...,qq 0 baza ortonormala de vectori proprii ai lui M, in aceeasi ordine descrescatoare a
valorilor proprii v; = (m — 1)\;. Scriem

k
a; = | Prgill = (g7 v;)>

j=1
Atunci 0 < a; <1, iar
d k d o k ,
Yoai= > (G v) =" lvilz =k
— et

=1 Jj=1li=1

In plus,

k kod d
ZUfMUj = ZZ%’(%‘T%‘)Q = Z%’ai
i=1

j=1 j=1i=1
k

S Zﬁ)/za
=1

ultima inegalitate fiind exact lema de selectare a celor mai mari valori proprii. Egalitatea se
obtine pentru L = L = span{qi, ..., qx}, adicad pentru primele k directii proprii.

In acest caz,
k

Epin = tr(M) — Z%.

i=1
Cum M este simetrica, tr(M) = X%, 7;, deci

d d
1=k+1 i=k+1
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Unicitate si valori proprii multiple

Daca k < d si A\, > A\iy1, subspatiul principal Ly este determinat unic. Daca \y = A\py1,
directiile proprii individuale din spatiul propriu multiplu nu sunt unice; pot exista mai multe
subspatii optime. PCA determina atunci un spatiu invariant, nu neaparat o baza unica a
acestuia. In plus, semnul fiecirui vector propriu este arbitrar: p; si —p; reprezinti aceeasi
directie.

. J

13.5 PCA ca maximizare a variantei

Interpretarea anterioara este echivalenta cu formularea statistica obignuita. Prima directie
principala este directia unitara pe care proiectiile au varianta maxima. A doua directie principala
maximizeaza varianta printre directiile ortogonale pe prima, si asa mai departe.

Definitie 13.5.1 (Directii principale si scoruri). Vectorii proprii py,...,pq ai lui C, ordonati
dupa valori proprii descrescatoare, se numesc directii principale. Pentru Py = (p1|- - |px),

matricea
Zp = X P, € R™*F

contine scorurile PCA: linia i este reprezentarea redusd a observatiei x;, iar coloana j contine
coordonatele tuturor observatiilor pe directia principald p;.

Propozitie 13.5.2. Coloanele lui Z4 = X.P; sunt necorelate. Mai exact,

1 :
mZgZd == dlag()\]_7 Ce 7)\d).

In particular, varianta celei de-a j-a componente principale este Aj.

Demonstratie. Daca Py = (p1|- - |pa) este ortogonala si CP; = PyA, cu A = diag(Aq, ..., \g),
atunci

1 1
ﬁszZd =P/ (1 CTXC> Py = P]CP;= P} P;A = A.
m — m —

Elementele nediagonale sunt covariantele dintre componente si sunt zero. O

Doua formulari, aceeasi geometrie

Formularea “minimizam distanta la un subspatiu” si formularea “maximizam varianta
pastrata” sunt echivalente deoarece energia totala a datelor centrate este fixa. Ce nu este
explicat de subspatiul ales devine eroare de reconstructie; ce este explicat apare ca variatie
pe directiile pastrate.

13.6 Legatura exacta dintre PCA si SVD

Dupa capitolul precedent, PCA poate fi calculata direct prin SVD a matricei centrate.

Teorema 13.6.1 (SVD furnizeaza PCA). Fie X. € R™* matricea datelor centrate si fie
X.=UxvT

o descompunere SVD, cu valori singulare o1 > g9 > -+ > 0. Atunci:
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1. wvectorii singulari drepti vj (coloanele lui V') sunt directiile principale PCA;
2. walorile proprii ale matricei de covarianta sunt
o2

A =
Toom =1

3. matricea scorurilor complete este
Z =XV =U%;
4. componentele distincte sunt necorelate, iar varianta coloanei 5 a lui Z este 032-/(m —1).

Demonstratie. Din SVD obtinem
XI'x.=wzvHrwosvh) =vTvtusv? =veTsy?t,
Prin urmare

1

C = : vyIyyT,

m —
Matricea XTY este diagonald, cu elementele 0']2 urmate eventual de zerouri. Astfel coloanele
lui V' sunt vectori proprii ai lui C, iar valorile proprii corespunzatoare sunt \; = 0]2- /(m —1).
Deoarece valorile singulare sunt ordonate descrescator, si valorile proprii sunt in ordinea ceruta
de PCA. Rezulta punctele 1 si 2.

Pentru scoruri,
Z=XV=UxV'V =U%,
ceea ce demonstreaza punctul 3. In fine,
1 1 1
— 77 = — _¥y"uTuy = —-3'y,
m—1 m—1 m—1

care este diagonala. Aceasta dovedeste lipsa corelatiei intre coloane si formula variantelor. [

De ce calculam PCA prin SVD si nu formand explicit X! X,.?

Matematic, diagonalizarea lui C' = (m — 1)7' X7 X, si descompunerea SVD a lui X, sunt
echivalente. Numeric, formarea explicitd a lui X7 X, poate fi mai putin favorabili, deoarece
numérul de conditionare spectral se patrateste pe subspatiul de rang complet: (X! X,) =
ka(X.)?. Algoritmii SVD bine implementati evitd formarea explicitd a produsului normal si
sunt de regula alegerea recomandata pentru PCA densa de dimensiune moderata.

13.7 Reducerea dimensiunii si reconstructia

Fie Vi, = (vy]---|vx). Reprezentarea redusa este
Z = XV € R™E,

Observatia z; € R? este astfel inlocuita printr-un vector de numai k coordonate. Pentru a reveni
in spatiul initial folosim

X\k = ZkaT + lmMT = XC‘/k‘/kT + 1m,U,T.

Linia i a lui Xj este proiectia ortogonala a lui x; pe subspatiul afin pu + Ly.
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Propozitie 13.7.1 (Eroarea de reconstructie). Dacd oy > -+ > o, > 0 sunt valorile singulare
nenule ale lui X., atunci

r d
1X = Xil7 = [ Xe = XViVil R = D0 of=(m—1) > A
j=k+1 j=k+1

Demonstratie. Din SVD economica X, = UTETV,,T rezulta

k
T _ T
X ViV = E TjUGV; -

=1
Prin urmare
-
T _ T
XC —XCVka = Z O'j’LLjUj.
i=kt1

T

Matricele ujv; sunt ortonormale in produsul scalar Frobenius, deoarece

(uivg , u;v; ) p = tr(viug uyv) ) = (u] ug) (0] v;) = 6.

Teorema lui Pitagora in spatiul matricelor da

T
[ Xe — XchVkTH%“ = Z Ug2“
j=k+1
Cum \; = 07/(m — 1), rezultd ultima egalitate. Addugarea si scdderea centroidului nu modifica
reziduul dintre X si reconstructia sa, deci prima egalitate este evidenta. O]

Acest rezultat este aceeagi geometrie ca teorema Eckart—Young—Mirsky, dar interpretata pe
linii ca observatii si dupa centrare. PCA nu este o procedura independenta de SVD; ea ofera o
interpretare a SVD pentru date centrate.

13.8 Cate componente pastram? Varianta explicata

Daca Ay > --- > A\g > 0, variatia totala este tr(C') = 30, A;. Proportia de varianta explicata de
primele k directii este
R, = 5:1 Aj _ ;::1 U]z‘
Yim1 A 2j=10]
O regula practica este alegerea celui mai mic k pentru care Ry > «, de exemplu a = 0.90 sau
0.95. Pragul nu este insa o lege universala: un k potrivit depinde de obiectivul aplicatiei.

Varianta explicata versus utilitate

PCA pastreaza directiile cu variatie mare, nu neaparat directiile cele mai utile pentru o
sarcina ulterioara. O caracteristica cu variatie mica poate fi foarte importanta pentru
clasificare. De aceea procentul de varianta explicata este un criteriu geometric, nu o
garantie privind performanta intr-o alta problema.

Graficul valorilor proprii / valorilor singulare

In practicit se reprezinti adesea Aj sau 032 in functie de j (un scree plot) si, separat, suma
cumulativa Rg. O schimbare pronuntata de panta sugereaza o separare intre directiile dominante
si cele secundare. Pentru date fara o astfel de separare, alegerea lui k£ trebuie justificata prin
obiectivul aplicatiei si prin eroarea de reconstructie.
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13.9 Exemplu complet calculat

Consideram patru observatii in R2:
1= (2,007, 2=1(0,2)", z3=3, 1", x,=(1,3)".
Centroidul este p = (3/2,3/2)T. Datele centrate sunt

1/2 —3/2 3/2 -1/2
1= (—3/2)’ Y2 = ( 1/2)’ < (—1/2)’ y4:<3/2>'
Matricea de dispersie este
M= XIX, = ény = (_53 _53> ,
iar matricea de covarianta este C' = M/3.
Polinomul caracteristic al lui M este
det(M — 1) = (5—7)" =9 = (v - 8)(y - 2),

deci valorile proprii sunt v, = 8 gi 75 = 2. Putem alege

(1) el

Valorile proprii ale matricei de covarianta sunt A\; = 8/3 si Ay = 2/3.
Pentru k = 1, dreapta PCA este p + span{p; }. Ecuatia ei este x; + 25 = 3. Scorurile sunt
w=piyn, (21,2, 4) = (V2,-V2,V2,—V2).
Reconstructiile sunt &; = u + 2z;pq; astfel
=23 =(5/2,1/2)", Ty =124 =(1/2,5/2)".

Pentru fiecare punct eroarea patratica este 1/2, deci eroarea totala este 2. Teorema PCA prezice
exact
Emin =72 = 2= (m — ].)AQ

Prima componenta explica

A1 8
R, = =—=038
T+ 10 ’
adica 80% din variatia totala.
3 ® date |
—dreapta PCA
u centroid
21 8
)
1} *
O L | | ’ | |
0 1 3

€
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Ce trebuie observat in exemplu

1. Refaceti manual calculul lui M si diagonalizarea sa.

2. Verificati direct ca p? C'py = 0 si c& variantele scorurilor sunt 8/3 si 2/3.
3. Calculati proiectia fiecarui punct pe dreapta x; + x5 = 3 fara a folosi formula PCA,
doar formula proiectiei ortogonale, si comparati rezultatele.

4. Explicati de ce schimbarea lui p; cu —p; modifica semnul scorurilor, dar nu recon-
structia.

13.10 Centrare sau standardizare?

Centrarea face parte din formularea PCA pentru o aproximatie afina. Standardizarea este
o decizie suplimentard. Daca variabila j are abaterea standard s; > 0, putem inlocui z;
cu (x;; — pj)/s;. PCA aplicata datelor standardizate este echivalenta cu o analiza bazata pe
matricea de corelatie, nu pe covarianta in unitatile originale.

Scara caracteristicilor conteaza

Daca o coloana este masurata in metri si alta in milimetri, a doua poate avea numeric
o varianta mult mai mare numai din cauza unitatii de masura si poate domina PCA.
Standardizarea este potrivita cand caracteristicile trebuie tratate comparabil. Nu trebuie Tnsa
aplicata automat: daca marimea absoluta a variatiei are semnificatie fizica, standardizarea
poate elimina tocmai informatia relevanta.

& J

13.11 Algoritmul PCA in MATLAB

Pentru un set de date X € R™*? si un numar k£ de componente, algoritmul recomandat pentru
acest curs este:

1. calculati centroidul p pe coloane;

2. centrati: X, = X — 1,,u’;

3. calculati SVD economicd X, = UXVT;

4. pastrati Vi, =V (:,1: k);

5. calculati scorurile Z, = X .Vj;

6. reconstruiti, dacd este necesar, X, = Z, VT + 1,17
7

. calculati proportiile de varianta explicata din 0]2-.

O implementare elementara, fara apel la functia MATLAB pca, este:

function model = myPCA(X,k)
[m,d] = size(X);
if k <1 || k > min(m-1,d)
error(’k trebuie sa fie intre 1 si min(m-1,d).°);
end

mu = mean(X,1);
Xc = X - mu; % implicit ezpansion
[U,S,V] = svd(Xc,’econ’);
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s = diag(8);
Vk = V(:,1:k);
Z = XcxVk;

Xhat = Z*xVk’ + mu;

energy = s.”2;
totalEnergy = sum(energy);
if totalEnergy > O

explained = energy/totalEnergy;
else

explained = zeros(size(energy));
end

model.mu = mu;
model.V = V;
model.singularValues
model.Vk = Vk;
model.scores = Z;
model.reconstruction = Xhat;
model .explained = explained;
model.cumulativeExplained = cumsum(explained);
end

1]
n

Observati ca U nu este necesara pentru codarea directa Z = X_.Vj, dar SVD o produce si
permite verificarea identitatii Z = U(:,1: k)S(1: k,1: k).

Laborator PCA: de la calcul manual la reducerea dimensiunii

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Obiectiv. Implementati PCA si verificati atat geometria, cat si relatiile spectrale.

1. Calcul manual. Folositi cele patru puncte din exemplul precedent. Determinati pu,
X., C, valorile proprii, directiile principale, scorurile pentru k& = 1 si reconstructiile.
Aceste valori vor fi datele de referinta.

2. Pseudocod. Scrieti algoritmul fara sintaxa MATLAB. Precizati dimensiunile
tuturor matricelor la fiecare pas.

3. Implementare proprie. Scrieti functia myPCA. Nu folositi pca 1n aceasta etapa;
este permis svd, deoarece SVD este algoritmul numeric studiat in capitolul precedent.

4. Verificari. Pentru exemplul manual verificati norm(V’*V-eye(size(V,2))) si
norm(X-Xhat, ’fro’). Comparati eroarea patratica cu suma valorilor singulare
eliminate la patrat.

5. Nor sintetic. Generati t = linspace(—2,2,200)7 si date de forma

X =(t 2t)+u,

unde 7 este zgomot gaussian mic. Rotiti apoi norul cu o matrice ortogonala 2 x 2.
Estimati prima directie principala si reprezentati grafic datele, centroidul si directia

PCA.
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6. Varianta explicata. Pentru un set de date cu cel putin cinci caracteristici, repre-
zentati cumsum(explained) si determinati cel mai mic & pentru pragurile 90%, 95%
si 99%.

7. Control MATLAB. Daca este disponibila functia pca, folositi-o numai la final
pentru verificare. Tineti seama ca semnele vectorilor principali pot fi opuse fara ca
rezultatul sa fie diferit.

De explicat la predare. De ce se centreaza datele? De ce vectorii singulari drepti, si nu

cei stangi, sunt directiile din spatiul caracteristicilor? De ce 0]2- masoara variatia? De ce
formarea explicitd a lui X7 X, poate fi numeric mai putin avantajoasa?

13.12 Aplicatie: o colectie de imagini ca nor de puncte

In capitolul precedent am comprimat o singurd imagine prin aproximatie de rang mic. PCA
devine diferita si mai interesanta atunci cand avem o colectie de imagini similare. Daca fiecare
imagine are p x ¢ pixeli, o vectorizam intr-un punct din RP?. Pentru m imagini obtinem o
matrice X € R"™*P9,

Centroidul i este imaginea medie. Directiile principale v; € RP? pot fi remodelate in matrici p x ¢
si vizualizate ca imagini principale. Scorurile arata cat din fiecare imagine principala este necesar
pentru reconstruirea unei observatii. Ideea apare, in variante consacrate, in recunoasterea fetelor
(eigenfaces) si in recunoasterea cifrelor scrise de méana.

Pentru o imagine noua z, aproximarea cu k componente este
T =pu+ ViV (x — )
T = Vi (T — H).

In loc sa stocam cei pqg pixeli ai fiecarei imagini, putem stoca k scoruri, impreuna cu modelul
comun (u, Vj).

Mini-proiect: PCA pe o colectie de imagini

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Nivel: mediu. Folositi un set de cel putin 30 de imagini in tonuri de gri cu aceeasi
dimensiune. Imaginile pot proveni dintr-un set furnizat la curs sau pot fi construite din
fotografii proprii, redimensionate in prealabil la o rezolutie modesta.

1. Modelare. Daca imaginile au p x ¢ pixeli, definiti matricea X € R"™*P? prin
vectorizarea fiecarei imagini. Explicati ce reprezinta o linie si o coloana a lui X.

2. Calcul manual redus. Luati mai intai trei “imagini” 2 x 2 alese de voi, vectorizati-le
si executati manual centrarea si cel putin un pas al calculului matricei de covarianta.
Nu incepeti proiectul direct cu date mari.

3. Algoritm. Scrieti pseudocodul pentru antrenarea modelului PCA i pentru recon-
structia unei imagini noi. Precizati separat etapa de antrenare si etapa de utilizare
a modelului.
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Extensie optionala. Daca imaginile sunt impartite in cateva clase, construiti cate un
subspatiu PCA pentru fiecare clasa. Pentru o imagine noua x, calculati reziduul

si atribuiti imaginea clasei cu reziduul minim. Explicati de ce acesta este un clasificator
prin distanta la subspatii afine, nu o consecinta automata a PCA.

4. MATLAB. Implementati PCA cu svd(...,’econ’), fara pca. Afisati imaginea
medie gi primele 6 directii principale remodelate la dimensiunea p x ¢; pentru afigsare
puteti rescala valorile unei directii la intervalul [0, 1], fara a modifica vectorul folosit
in calcule.

5. Alegerea lui k. Determinati cel mai mic k& care explica cel putin 90% si apoi 95%
din variatie. Comparati vizual reconstructiile pentru k € {2, 5, 10, koo, ko5 }, ajustand
lista daca dimensiunile sunt mai mici.

6. Validare. Pentru fiecare k raportati eroarea relativii Frobenius | X — X||z/|| Xl
si verificati relatia cu valorile singulare eliminate.

7. Compresie. Comparati numarul de valori necesare pentru stocarea bruta a setului
X cu numarul necesar pentru (u, Vi, Zx). Discutati in ce regim apare un castig real.

8. Interpretare. Alegeti doua directii principale si explicati ce tip de variatie vizuala
par sa codifice. Nu este suficienta afisarea imaginilor: formulati o interpretare
argumentata.

de(w) = |(x = pre) = Vea V(o — pc) |2

13.13 Limitari si situatii in care PCA trebuie folosita cu

atentie

PCA este simpla, exacta pentru criteriul patratic si foarte eficienta, dar tocmai criteriul sau
explica limitele metodei.

1.

Sensibilitate la outlieri. Distantele sunt ridicate la patrat, astfel incat un punct foarte
indepartat poate roti semnificativ directiile principale.

Dependenta de scara. Fara standardizare, caracteristicile cu varianta numerica mare
domina rezultatul.

Structura liniara. PCA cauta subspatii afine. Un nor situat aproape de o curba neliniara
poate necesita multe componente, chiar daca geometric are putine grade de libertate.

. Directiile nu sunt neaparat interpretabile. O componenta principala este o combinatie

liniara a caracteristicilor originale. Ea poate fi matematic optima si totusi dificil de
interpretat fizic.

Valori proprii multiple. In prezenta simetriilor, directiile principale individuale pot fi
neidentificabile; numai subspatiul asociat este determinat.

Despre PCA robusta

O strategie pentru reducerea sensibilitatii la outlieri este inlocuirea sumei patratelor
distantelor cu o penalizare care cregte mai lent. Aceasta modificare rupe insa legatura
simpli cu valorile proprii si SVD si conduce la probleme de optimizare iterative. Intr-un
curs introductiv ne limitam la Intelegerea acestei cauze, fara a trata toate variantele
robuste.
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13.14 Exercitii

Exercitii teoretice si de calcul

1. Demonstrati direct c& 17 X, = 0 i explicati de ce fiecare coloand a lui X, are medie
ZEro.

2. Demonstrati ca rank(C) = rank(X,) si deduceti ca, daca m < d, matricea de
covarianta are cel putin d — m + 1 valori proprii nule.

3. Fie v un vector unitar. Aratati ca suma patratelor distantelor datelor centrate la
dreapta span{v} este tr(M) — v Mv. Deduceti teorema PCA pentru k = 1 direct
din Rayleigh-Ritz.

4. Refaceti demonstratia caracterizarii PCA folosind teorema Eckart—Young—Mirsky
pentru X, si explicati de ce cele doua demonstratii sunt echivalente.

5. Daca X, = UXVT, demonstrati ci scorurile Z = X,V au coloane ortogonale in R™
si calculati norma coloanei j.

6. Aratati ca schimbarea semnului unei coloane v; din V' schimba semnul componentei
corespunzitoare din Z, dar lasa neschimbata reconstructia Z;V,!.

7. Presupuneti ca toate datele se afla exact intr-un subspatiu afin de dimensiune k.

Demonstrati ca A\py; = -+ = Ay = 0 gi ca PCA cu k£ componente reconstruiegte
exact datele.
8. Pentru
0 0
11
X = 2 2|
3 3

calculati manual centroidul, matricea de covarianta, directiile principale, scorurile si
procentul de varianta explicata de prima componenta.

9. Construiti un exemplu in R? pentru care cele dous valori proprii ale lui C' sunt egale.
Explicati geometric de ce prima directie principala nu este unica.

10. Considerati o matrice de date cu doua coloane, una exprimata in metri si cealalta
in milimetri. Aratati printr-un exemplu numeric cum schimbarea unitatii poate
modifica drastic PCA pe covarianta, desi datele fizice sunt aceleasi. Repetati dupa
standardizare.

11. Demonstrati ca alegerea celui mai mic k£ cu Ry > « este echivalenta cu impunerea
IX = Xill7 < (1= ) [IXc]7-

12. Exercitiu avansat. Pentru ponderi w; > 0, nu toate nule, considerati energia
Eu(L) = ¥, willys — Prys||3. Arétati cd subspatiul optim este generat de vectorii
proprii dominanti ai matricei M,, = 3°; wyy;yL . Daci se optimizeaza si translatia,
determinati centroidul ponderat.

. J

Exercitiu MATLAB: efectul unui outlier

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai Intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
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cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi gi criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Generati un nor de 100 de puncte aproape de dreapta y = 2z, cu zgomot gaussian mic.
Calculati prima directie PCA. Adaugati apoi un singur punct la distanta mare de nor si
recalculati directia. Reprezentati cele doua drepte principale i masurati unghiul dintre
ele. Repetati pentru distante crescatoare ale outlierului. Explicati rezultatul prin faptul
ca PCA minimizeaza o suma de patrate si nu doar printr-o observatie vizuala.

13.15 Rezumatul capitolului

PCA este o aplicatie directa si profunda a ideilor dezvoltate anterior in curs. Datele sunt
centrate in jurul centroidului, iar matricea de covariantd C' = (m — 1)7*X? X, descrie variatia
lor liniara. Directiile principale sunt vectorii proprii corespunzatori celor mai mari valori proprii
ale lui C'. Aceleasi directii sunt vectorii singulari drepti ai lui X, iar valorile singulare determina
varianta explicata.

Geometric, primele k directii definesc cel mai bun subspatiu afin de dimensiune k£ in sensul sumei
patratelor distantelor. Algoritmic, PCA reduce observatiile de la d coordonate la k scoruri prin
Z = X .V} si reconstruieste prin X, v = Z1VE + 1,,u7. Numeric, SVD este preferabild formarii
explicite a matricei normale X X.. In aplicatii, alegerea lui k, scara caracteristicilor, outlierii si
interpretarea directiilor trebuie analizate, nu tratate automat.

Intrebari de autoevaluare

1. Care este diferenta dintre o directie principala v; si scorurile componentei principale
Xeov;?

2. De ce PCA pe date necentrate rezolva, in general, o alta problema geometrica decat
aproximarea printr-un subspatiu afin?

3. Cum se citegte numeric o valoare singulara mica a lui X, in contextul PCA?

4. In ce situatie are sens standardizarea caracteristicilor inainte de PCA si cand poate
fi ea nedorita?

5. Ce relatie trebuie verificata pentru a confirma ca implementarea reconstructiei este
coerenta cu teoria?

- J

Nota bibliografica

Expunerea din acest capitol urmareste doua perspective complementare din materialele con-
sultate: formularea PCA ca problema de aproximare printr-un subspatiu afin si reducere de
dimensiune, prezenta in notele lui Jeff Calder, si formularea prin varianta, covarianta, principiul
Rayleigh-Ritz si SVD, dezvoltati de Jean Gallier si Jocelyn Quaintance. In manual am folosit
o notatie unificata si am completat demonstratiile astfel incat rezultatele sa poata fi urmarite
fara apel la fapte nedemonstrate din teoria PCA.
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Test de capitol

Test — Analiza componentelor principale (PCA)

1. Calcul si interpretare. Se considera patru observatii bidimensionale
1 = (]_, ].), T2 = (2,2), T3 = (3,3), Ty = (4,4)

a) Calculati centroidul gi matricea datelor centrate X..
b) Determinati prima directie principala si explicati geometric rezultatul.
c) Aratati ca o singura componenta principala reconstruieste exact aceste date.
2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.
A) PCA trebuie, in formularea afina din capitol, aplicata datelor centrate;
B) primele k directii principale maximizeaza variatia explicata dintre toate subspatiile
de dimensiune k;
C) valorile singulare ale lui X, sunt legate de variantele explicate;
D) schimbarea unitatilor unei caracteristici nu poate influenta niciodata directiile PCA.

- J

Dac# matricea centratd X, € R™*? are m < d (de exemplu, citeva zeci de imagini
descrise prin mii de pixeli), formarea matricei d x d, XI X, poate fi costisitoare. Putem
diagonaliza matricea mai mica X X7 € R™". Daca X X u; = o7u; si 0; > 0, atunci

. ]
j o
j
este un vector singular drept si o directie principald. In calcule numerice, se poate folosi
direct SVD-ul lui X, fara formarea explicita a matricilor normale.




Capitolul 14

Aplicatii integratoare:
PageRank si sisteme de recomandare

14.1 De ce introducem aceste aplicatii abia acum?

In capitolele precedente am construit separat mai multe instrumente: matrici rare, norme induse,
raza spectrala, metode iterative, sisteme liniare, problema celor mai mici patrate, regularizare,
factorizari QR si Cholesky, metode de optimizare si SVD. In aceasts parte le folosim iImpreuns.
Scopul nu este descrierea completa a unor sisteme comerciale actuale, ci intelegerea unor modele
matematice reprezentative in care notiunile cursului apar impreuna si pot fi analizate riguros.

14.2 PageRank ca problema de calcul stiintific

14.2.1 De la un graf orientat la o matrice stocastica

Consideram n pagini si o matrice de adiacenta W € R™", unde w;; = 1 daca pagina ¢ contine
o legdturd cdtre pagina j si w;; = 0 In caz contrar. Notam cu d; = 3°7_; w;; numdrul legaturilor
care pleaca din pagina ¢. Atunci cand d; > 0, definim

w ..
Py =2
d;

Prin aceasta conventie, coloana j contine probabilitatile de trecere din pagina j catre celelalte
pagini si, prin urmare, »; Pj; = 1.

O pagina fara legaturi de iegire are d; = 0 si se numeste nod suspendat. Pentru a pastra
interpretarea probabilistica, coloana corespunzatoare trebuie inlocuita conceptual printr-un
vector de probabilitati v; alegerea uniforma v = e/n este cea mai simpli. In aplicatii mari
nu efectuam nsa aceasta inlocuire In matricea stocata, deoarece am putea distruge raritatea.
Notam cu Py matricea rara in care coloanele nodurilor suspendate raman nule gi cu D multimea
indicilor acestor noduri. Atunci aplicarea matricei stocastice corectate P se face fara a o forma
explicit:

Pxr = Pyx + ij .
jED
Astfel costul unei aplicari raméne proportional cu nnz(Fp) + n, iar structura rara este pastrata.
In continuare, prin P intelegem aceasta matrice stocastica corectata.

245
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Propozitie 14.2.1. Daca P € R™"™ are elemente nenegative si sumele pe coloane sunt egale cu
1, atunci ||P||y = 1 si, pentru orice z € R™, |Pz|l1 < ||z||1-

Demonstratie. Norma matriciala indusa de norma 1 este maximul sumelor pe coloane. Deoarece
P;; > 0 si fiecare coloana are suma 1, rezultd imediat || P|; = 1. Compatibilitatea normei induse
da ||Pz|ly < ||P|l1]|z]l1 = ||2]|1. Putem verifica si direct:

HPZH1:Z ; SZZR‘HM:Z|Zj|zpij:||z|!1-
7 2 7 J ?

ij

14.2.2 Modelul surferului aleator si teleportarea

Daca un utilizator urmeaza la fiecare pas o legatura aleasa aleator, distributia probabilitatilor
evolueaza prin z*+t1) = Pz Aceastd schema poate avea dificultiti structurale: pot exista
clase inchise, periodicitate sau noduri suspendate. Introducem de aceea un parametru 0 < o < 1
si un vector de probabilitati v > 0, efv = 1. Cu probabilitatea o urmam o legitura, iar cu
probabilitatea 1 — a efectuam o teleportare conform lui v. Iteratia devine

2D = (1 — a)v 4+ aPz®, (14.1)

In implementarea rara, aceeasi relatie se evalueaza sub forma

o (57)]

fara construirea coloanelor dense asociate nodurilor suspendate. Un punct fix x* satisface

2 D) = (1 —a)v 4«

(I —aP)z* = (1— a)v. (14.2)
Asadar PageRank este simultan o problema de punct fix, un sistem liniar si o problema spectrala.

Teorema 14.2.2 (Existenta si unicitatea vectorului PageRank). Fie P o matrice stocastica pe
coloane, 0 < a < 1 gi v € R™. Atunci ecuatia (14.2) are o solutie unica. Dacd v este un vector
de probabilitati, solutia x* este de asemenea un vector de probabilitatu.

Demonstratie. Pentru unicitate este suficient sa aratam ca I — aP este inversabila. Daca
(I —aP)z =0, atunci z = aPz si, folosind propozitia precedenta,

2]l = al|Pz][y <[]

Cum a < 1, rezulta [|z||; = 0, deci z = 0. Nucleul este trivial, iar in dimensiune finita matricea
patratica este inversabila. Existenta si unicitatea rezulta.

Presupunem acum ci v > 0 si e’v = 1. Din ||aP]|; = a < 1 rezultd convergenta seriei Neumann,
(I —aP)” Z o P*.
Toate matricile din suma au elemente nenegative, deci z* = (1 — a)(I — aP)'v > 0. Mai mult,
deoarece e P = T inmultind (14.2) la stanga cu el obtinem
(1—-a)e’z"=(1—-a)fv=1-a,

deci eT'z* = 1. O
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Teorema 14.2.3 (Convergenta iteratiei PageRank). In ipotezele precedente, pentru orice
(0 € R iteratia (14.1) converge la solutia unicd x* si verificd estimarea

12 — 2%y < a*[|2® — 27|,

Demonstratie. Scadem ecuatia punctului fix * = (1 — a)v + aPz* din iteratie. Pentru eroarea
e®) = z(*)) — 2* obtinem exact

e* D) — o pe® e®) = (aP)*el0),
Aplicand norma 1 gi propozitia anterioara,
eV < alle®];.

Prin inductie, |[e®]|; < o*|[e@||;. Cum of — 0, rezulta 2 — z*. O

Legatura cu raza spectrala

Deoarece p(aP) < ||aP||; = a < 1, criteriul general pentru metode iterative garanteaza
convergenta. PageRank nu introduce o teorie noua; este o aplicatie directa a rezultatelor
despre norme induse, raza spectrala si iteratii stationare. Parametrul a controleaza
simultan modelul gi o limita pentru rata de convergenta.

14.2.3 Forma spectrala

Definim matricea Google
G =aP +(1—a)ve’.

Daca x este vector de probabilitati, e’z = 1, iar Gx = aPx + (1 — a)v. Prin urmare iteratia
PageRank poate fi scrisd 2*+t1) = Gz® iar vectorul PageRank satisface Gz* = z*. Am ajuns
astfel la calculul unui vector propriu pentru valoarea proprie 1. In implementare nu este necesar
sa formam matricea densa ve’: termenul de teleportare se calculeaza separat, ceea ce pastreazi
avantajul structurii rare a lui P.

14.2.4 Exemplu complet cu patru pagini

Consideram legaturile: pagina 1 trimite catre 2 i 3, pagina 2 trimite catre 3, pagina 3 trimite
catre 1, iar pagina 4 trimite catre 1 si 3. Cu conventia pe coloane,

0 0 1 1/2
1/2 0 0 0
pP—=
1/2 1 0 1/2
0 00 0

Fie o = 0.8, v = (1/4,1/4,1/4,1/4)" si (¥) = v. Studentul trebuie s poat# executa primele
iteratii fara calculator. Calculam

3/8 0.35
1/8 0.15

0 — n — 0) —
Px /2] T 0.2v 4+ 0.8Pzx 0.45

0 0.05
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In continuare,

0.475 0.43
0.175 0.19

(1) _ @ _
P 035 | * 0.33
0 0.05

Solutia sistemului (14.2) este aproximativ
o+ 2 (0.37264, 0.19906, 0.37830, 0.05)".

Observati ca pagina 4 nu are legaturi de intrare, astfel Incat scorul ei provine numai din
teleportare.

Laborator MATLAB: PageRank de la matrice la algoritm

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile si cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod si precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai mérimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati in cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Folositi exemplul cu patru pagini Tnainte de a trece la grafuri mai mari.

1. Calculati manual 2 si 2® gi verificati c& suma componentelor raméne 1.

2. Scrieti pseudocodul iteratiei, precizand explicit unde apare inmultirea rars Pz gi
unde apare teleportarea.

3. Implementati functia MATLAB

function [x,k,hist] = pagerank_iter(P,alpha,v,tol,maxit)
n = length(v);
x = ones(n,1)/n;
hist = zeros(maxit,1);
for k = 1:maxit
xnew = alphax*(P*x) + (1-alpha)*v;
hist(k) = norm(xnew-x,1);
X = Xnew;
if hist(k) <= tol
hist = hist(1:k);
return
end
end
hist = hist(1l:maxit);
end

4. Verificati rezultatul cu solutia directa, calculata separat prin operatorul MATLAB
de rezolvare a unui sistem liniar:

xdir = (speye(n)-alpha*P) \ ((1-alpha)*v);

5. Raportati || — 4|1, reziduul ||(I — aP)z — (1 — a)v||; si numarul de iteratii.
6. Repetati pentru a = 0.5,0.8,0.9,0.95 si reprezentati semilogaritmic istoricul diferen-
telor. Explicati legatura cu factorul a din estimarea teoretica.
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Exercitii PageRank

1. Demonstrati direct c&, dacd (¥ si v sunt vectori de probabilititi, toate iteratele
™) sunt vectori de probabilitati.

2. Aratati ca eTG = e, deci G este stocastica pe coloane.
3. Pentru exemplul cu patru pagini calculati manual z® si comparati cu x*.

4. Adaugati un nod suspendat si explicati de ce coloana nula distruge interpretarea
probabilistica inainte de corectie.

5. Aratati ca k(I — aP) poate cregte atunci cdnd « se apropie de 1; interpretati
consecinta asupra rezolvarii directe.

6. De ce nu este indicat sa formam explicit G pentru un graf foarte mare, chiar daca

formula este simpla?

k1) _

7. Explicati diferenta dintre criteriul de oprire ||z ™|} < tol si eroarea necu-

noscutd [|z® — z*||;.
8. Formulati o versiune personalizata alegand un vector v concentrat pe doua pagini si
anticipati inainte de calcul cum se va modifica ordinea de relevanta.

- J

Proiect de nivel mediu: PageRank pe un graf construit de student

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
inainte de a-i folosi gi formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un graf orientat cu 10-20 de noduri, suficient de mic pentru a fi inspectat, dar
suficient de mare pentru ca iteratia sa nu fie triviala.
1. Desenati graful si selectati un subgraf de patru noduri pe care efectuati manual o
iteratie completa.
2. Construiti matricea de adiacenta si apoi matricea stocastica P in format sparse.
Tratati explicit nodurile suspendate.
3. Implementati PageRank fara a forma matricea densa G.
4. Comparati iteratia cu rezolvarea directa a sistemului pentru dimensiunea aleasa si
explicati de ce aceasta comparatie nu ar ramane realista la scara foarte mare.
5. Studiati cel putin patru valori ale lui a si doua alegeri pentru v, dintre care una
personalizata.
6. Modificati o singura legatura a grafului si masurati schimbarea vectorului PageRank.
Identificati nodurile cele mai sensibile.
7. Raportul final trebuie sa contina matricea sau graful, pseudocodul, codul MATLAB,
un tabel cu numarul de iteratii si reziduul, doua grafice si o explicatie matematica a
rezultatelor.
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14.3 Un model de recomandare prin factorizare de rang

mic

Intr-un model simplificat, liniile unei matrice R € R™*" corespund utilizatorilor, coloanele
corespund unor obiecte (filme, melodii, produse), iar numai o parte dintre valorile R;; sunt
observate. Presupunem ca preferintele pot fi descrise prin & factori latenti, cu k& < min(m,n),
sica

Rij ~ U,zT’Uj,

unde u;, v; € R¥. Pentru mulfimea © a intrarilor observate consideram functia regularizat

1 A
F(U,V) = 5 > (R —ujv)* + 5 (Z w3+ H%‘Hg) ; A > 0. (14.3)
i j

(3,7)€

Problema nu este liniara simultan in U si V, dar se reduce la problema celor mai mici patrate
cu regularizare daca una dintre cele doua familii de vectori este fixata.

Propozitie 14.3.1 (Un pas ALS). Fizam vectorii v;. Pentru un utilizator i, fie Q; multimea
obiectelor observate, V; matricea ale carei linii sunt UjT, 7 € )y, sir; vectorul scorurilor observate.
Minimizatorul unic in raport cu u; satisface

(VIVi + M) = Vr,.
Matricea sistemului este simetricd pozitiv definitad.

Demonstratie. Termenii din (14.3) care depind de wu; sunt

1 A
Ou(u) = S IViu = il + Sl
Derivand,
Voi(u) = Vit (Viu — ;) + Au.
Conditia de stationaritate da sistemul din enunt. Pentru orice z # 0,
(ViVi+ Mz = |[Vizlls + All=[3 > 0,

deci matricea este SPD. Functia ¢; este strict convexa, iar punctul stationar este minimizatorul
unic. =

Propozitie 14.3.2. Daca intr-un algoritm ALS minimizam exact succesiv functia F in raport
cu U pentru V' fixat si apoi in raport cu V pentru U fizat, valorile functiei obiectiv nu cresc de
la un semi-pas la urmatorul.

Demonstratie. La primul semi-pas alegem U**! ca minimizator al functiei U + F (U, V*). Prin
definitia minimului,

FUMY VR < F(U" VP,
La al doilea semi-pas alegem V**! ca minimizator al lui V + F(U**1 V), deci
F(Uk+1, Vk‘-i-l) < F(Uk+1, Vk‘)

Combinand cele doua inegalitati obtinem monotonia valorilor obiectiv. Aceasta nu afirma, de
una singura, ca problema globala neconvexa are un minimizator unic sau ca ALS converge la
minimul global. O]



CAPITOLUL 14. APLICATII INTEGRATOARE: PAGERANK SI SISTEME DE RECOMANDARE 251

Un pas calculat cu pixul pe hértie

Presupunem k = 2, iar pentru un utilizator avem dou observatii r = (5,3)7 si vectorii
obiectelor vy = (1,0)7, vy = (1,1)T. Pentru A = 1,

(1 0 T/ (31 v (8

Rezolvand sistemul obtinem u = (13/5,1/5)T. Acest calcul mic contine exact operatiile
repetate iIn ALS: construirea problemei celor mai mici patrate cu regularizare si rezolvarea
unui sistem SPD, pentru care Cholesky este o alegere naturala.

- J

Laborator MATLAB: factorizare matriciala prin ALS

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai intai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul Tn pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire si criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati iIn MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai marimi si criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Folositi o matrice mica de scoruri, cu valori lipsa marcate prin NaN.

1. Pentru un singur utilizator si factori V' fixati, construiti manual V;, r; si sistemul
normal regularizat.

2. Scrieti doua functii MATLAB, una care actualizeaza toti vectorii u; si una care
actualizeaza toti vectorii v;. Pentru sistemele SPD folositi propria rutina Cholesky
sau operatorul \ numai dupa ce ati justificat forma sistemului.

3. Initializati U,V cu valori mici aleatoare si efectuati 20-50 de iteratii ALS.

4. Calculati dupa fiecare semi-pas functia F' numai pe intrarile observate si verificati
monotonia demonstrata mai sus.

5. Separati cateva observatii inainte de antrenare si folositi-le ca set de test. Raportati
eroarea pe datele observate si eroarea de test.

6. Repetati pentru doua valori ale rangului k& si trei valori ale lui A\. Explicati compro-
misul dintre potrivirea datelor si regularizare.

. J

Proiect de nivel mediu: recomandare pe date sintetice

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul si analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Generati factori “adevirati” Uy € R3%*3 gi V; € R?%%3, formati Ry = UpVj si addugati
zgomot moderat. Ascundeti aleator 30% dintre intrari.

1. Explicati de ce matricea fara zgomot are rang cel mult 3 si verificati aceasta afirmatie
prin SVD.

2. Implementati ALS folosind numai intrarile de antrenare.
3. Comparati rangurile k = 1,2,3,5 si cel putin trei valori ale lui A.
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4. Reprezentati eroarea de antrenare si eroarea pe intrarile ascunse. Identificati un caz
in care o potrivire mai buna pe datele observate nu produce o predictie mai buna.

5. Comparati cu o aproximatie SVD de rang mic in cazul in care toate intrarile sunt
cunoscute si explicati de ce problema cu date lipsa este diferita.

6. Raportul trebuie sa contina derivarea pasului ALS, pseudocod, cod MATLAB,
rezultatele numerice si o discutie despre rolul rangului gi al regularizarii.

14.4 Ce notiuni din curs au fost folosite?

In PageRank am folosit matrice rare, norme induse, raza spectrali, convergenta puterilor unei
matrice, sisteme liniare si metode iterative. In modelul de recomandare am folosit aproximari
de rang mic, cele mai mici patrate, regularizare, sisteme SPD, Cholesky si optimizare alternanta.
Acesta este motivul pentru care cele doua aplicatii sunt plasate la final: ele nu reprezinta
exemple izolate, ci puncte in care ideile dezvoltate in curs se intalnesc.

Probleme de sinteza

1. Comparati conceptual rolul lui a in PageRank cu rolul lui A in regularizarea Tikhonov.
In ce sens ambii parametri schimb# simultan modelul si comportamentul numeric?

2. Identificati in proiectul ALS locurile in care ar putea fi folosite Cholesky, QR sau
SVD si explicati avantajul fiecarei alegeri.

3. In PageRank, ce informatie ofers reziduul sistemului liniar si ce informatie ofers
diferenta dintre doua iterate consecutive?

4. In recomandare, de ce problema este convexi in U cu V fixat, dar nu este convexa
simultan in (U, V)?

5. Formulati o regula generala pentru alegerea dintre o metoda directa si una iterativa
pe baza structurii, dimensiunii si numarului de rezolvari necesare.
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Test de capitol

Test — PageRank si sisteme de recomandare

1. PageRank pe o retea mica. Se considera trei pagini. Pagina 1 indica spre paginile
2 gi 3, pagina 2 indica numai spre pagina 3, iar pagina 3 indica numai spre pagina 1.
Construiti matricea de tranzitie coloana-stochastica P conform conventiei din capitol.
Pentru a = 0.8 si vector de teleportare uniform v = (1/3,1/3,1/3)7, scrieti sistemul liniar
satisfacut de vectorul PageRank p si efectuati o iteratie pornind din p® = v.

2. Selectati afirmatia/afirmatiile corecte si justificati.

A) parametrul o < 1 contribuie la contractivitatea iteratiei PageRank;
B) o implementare pentru grafuri mari ar trebui sa exploateze caracterul rar al matricei;

C) in factorizarea de recomandare R ~ UVT, fixarea lui V conduce, pentru fiecare
factor din U, la problema celor mai mici patrate;

D) in ALS, problema este simultan liniara in toate elementele lui U si V' luate impreuna.

. J

Noduri suspendate

Fie D multimea paginilor fara legaturi de iesire si v vectorul de teleportare. Nu este
necesar sa inlocuim explicit fiecare coloana nula prin vectorul dens v, deoarece matricea
ar deveni mai putin rara. Daca P contine numai tranzitiile efective, produsul corectat se
aplica sub forma

Pz + (Z xj) V.

JED
Termenul suplimentar are rang unu si se calculeaza fara a forma coloane dense in matricea
de tranzitie.

~
A\




In loc de incheiere

Sinteza finala si proiect integrator

Manualul a urmarit aceeasi idee in contexte aparent diferite: exploatarea structurii. Pentru o
matrice triunghiulara folosim substitutia; pentru o matrice generala, LU cu pivotare; pentru SPD,
Cholesky; pentru structura tridiagonala, Thomas; pentru probleme mari gi rare, metode iterative;
pentru cele mai mici patrate, Q) R; pentru rang si sensibilitate, SVD; pentru probleme neliniare
de tip suma de patrate, Gauss—Newton; iar in aplicatiile integratoare, aceste instrumente se
reunesc in PageRank si in modele simple de recomandare.

Tabel de referinta: costuri dominante

Costurile de mai jos sunt ordine de marime sau termeni dominanti; constantele inferioare depind
de implementare gi de modul de numarare a operatiilor.

Metoda Ipoteze / structura Cost dominant
Substitutie triunghiulara diagonala nenula n?

LU cu pivotare partiala A nesingulara 2p3

LDL” A simetrica in‘{3

Cholesky A SPD %n?’

Thomas tridiagonala O(n)

Banda, semildtimi p, g matrice de banda O(npq)

QR Householder (m > n) dreptunghiulara 2mn? — %ng
Ecuatii normale + Cholesky rang coloans complet — mn? + %n?’
SVD densa fara structura specialda  O(mnmin{m,n})
Jacobi / Gauss—Seidel pe iteratie O(nnz(A))

Pentru m > n, ecuatiile normale sunt mai ieftine decit QR, dar verificd k(AT A) = ky(A)>.
Din acest motiv, QR este adesea preferata atunci cand conditionarea are un rol important.

Intrebirile pe care trebuie si le puneti inainte de a alege metoda

1. Care sunt dimensiunile gi structura lui A? Este densa, rara, simetrica, SPD, de
banda, dreptunghiulara?

Am nevoie de o singura rezolvare sau de multi termeni liberi?
Problema este bine conditionata? Datele contin zgomot?

Este suficienta o solutie aproximativa la o toleranta prescrisa?
Pot aplica matricea unui vector fara a o stoca explicit?

& &> 09

Ce masura de eroare are sens in aplicatie?

254
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Alegerea metodei numerice incepe cu aceste intrebari, nu cu numele unui algoritm.

(S J

Probleme de sinteza

1. Aveti o matrice SPD densa de ordin 5000 si 100 de termeni liberi. Ce metoda alegeti
si ce reutilizati?

2. Aveti o matrice rard (sparse) de ordin 107 disponibild doar prin produsul v — Av.
Ce metode din manual raman conceptual posibile gi care nu?

3. Aveti o problema LS cu m = 10°, n = 20, dar coloane aproape dependente. Compa-
rati ecuatiile normale, QR si SVD.

4. Un algoritm produce reziduu relativ 10713, dar solutia pare gresitd. Enumerati cel
putin trei diagnostice pe care le-ati face.

5. Pentru o problema de localizare neliniara, explicati cum se combina modelarea,
Jacobianul, QR si cautarea pasului (line search) intr-un singur algoritm Gauss—
Newton robust.

. J

Proiect integrator de semestru

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Alegeti o aplicatie care produce fie un sistem liniar mare, fie problema celor mai mici patrate,
eventual cu regularizare. Proiectul trebuie sa contina: derivarea modelului matematic;
identificarea structurii matricei; cel putin doua metode numerice comparate; analiza de
cost; reziduu gi eroare atunci cand aceasta poate fi estimata; studiu de conditionare; cod
reproductibil; un experiment in care una dintre metode se comporta slab si explicatia
matematica a esecului. Exemple potrivite sunt discretizarea unei EDP, calibrarea unui
model, denoising, localizare, compresie de imagine, un graf PageRank de dimensiune
moderata sau o problema sintetica de recomandare.

-
-

Fisa finala: compresia imaginilor ca proiect de calcul stiin-
tific

Problema rezolvata 1: eroarea optima la rang fix

Daca valorile singulare ale unei imagini-matrice sunt o1 > --- > 0,, teorema Eckart—Young
spune ca aproximatia trunchiata A, = Zle o;uvl minimizeazd atat eroarea spectrald, cat si
eroarea Frobenius Intre toate matricile de rang cel mult k. Mai precis,

|A — Agll2 = o%s1, A= A7 =D ol
By

Asadar, odata ce rangul k este fixat, nu exista o alta matrice de rang k care sa aiba eroare
Frobenius mai mica. Dificultatea practica nu este gasirea celei mai bune aproximatii pentru k
fix, ci alegerea lui k si relatia dintre eroarea matriciala, stocare si calitatea vizuala.
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Problema rezolvata 2: prag energetic comun

Presupunem ca pentru canalul de luminanta primele 50 de valori singulare pastreaza 99.5%
din energia Frobenius, iar pentru crominante primele 15 pastreaza 99%. O strategie justificata
este (ky,kcw, kor) = (50,15,15), nu ranguri egale. Daca imaginea are dimensiunea m X n,
costul idealizat este (50 + 15 + 15)(m + n + 1) coeficienti. Aceasta alegere adapteaza bugetul la
structura.

Laborator integrator 12: flux complet de compresie

Pasi obligatorii de lucru. 1. Refaceti mai ntai pe hartie relatiile gi cel putin un pas numeric.
2. Scrieti algoritmul in pseudocod gi precizati datele de intrare, iegire i criteriul de oprire, daca
este cazul. 3. Implementati in MATLAB fara a apela direct rutina care rezolva exact sarcina
studiata, exceptand etapa de verificare. 4. Testati pe un caz cu rezultat cunoscut. 5. Comparati
cu o rutind MATLAB de referinta folosind numai méarimi i criterii definite pana in acel punct al
cursului. 6. Formulati In cateva propozitii ce a facut algoritmul si de ce rezultatul este credibil.

Realizati o functie care primeste o imagine si un buget sau un prag energetic. Implementati
trei moduri: tonuri de gri, RGB pe canale si YCbCr. Programul trebuie sa raporteze
rangurile, stocarea idealizata, eroarea Frobenius, PSNR si timpul SVD. Salvati reconstruc-
tiile si spectrele singulare. Testati minimum cinci imagini: portret, peisaj, text/grafica,
imagine cu zgomot si imagine cu zone uniforme.

& J

Set final de probleme

1. Demonstrati formula erorii Frobenius pentru A;, folosind ortogonalitatea termenilor
singulari.

2. Calculati stocarea pentru o imagine 1920 x 1080 la rang k£ = 100 in tonuri de gri.

3. Pentru RGB cu ranguri diferite, formulati problema alocarii unui buget total pentru
minimizarea erorii Frobenius totale.

4. De ce o imagine cu zgomot alb poate avea valori singulare care scad mai lent?

5. Ce diferenta este intre ,compresie matematica” prin numarul de coeficienti si
dimensiunea reala a unui figsier comprimat?

6. De ce SVD global nu este in mod necesar competitiv cu codecurile specializate
pentru imagini?
7. Explicati ce informatie structurala ofera totusi experimentul SVD despre imagine.

8. Propuneti o extensie catre video sau catre un tensor de ordin superior si discutati ce
dificultati noi apar.

- /

Proiect final de curs

Etapele proiectului. 1. Modelare: definiti toate marimile gi termenii specifici aplicatiei
Inainte de a-i folosi si formulati problema matematica. 2. Derivare: justificati metoda si
executati manual un exemplu mic. 3. Algoritm: prezentati pseudocodul gi analizati costul. 4.
MATLAB: scrieti o implementare proprie, modulara. 5. Experimente: variati cel putin un
parametru si comparati cu o metoda de referinta. 6. Validare: folositi numai criterii definite
pana in acel punct al cursului. 7. Explicatie: includeti o concluzie matematica, nu doar grafice
sau tabele.

Construiti un raport reproductibil care compara cel putin doua strategii SVD de compresie
pe minimum zece imagini. Includeti criteriu de alegere a rangului, rata de stocare, eroare,
timp si observatii vizuale. Introduceti o sectiune obligatorie ,,cand metoda nu functioneaza
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bine”, cu exemple si explicatii. Bonus: comparati cu JPEG la dimensiuni de figier apropiate,
subliniind ca obiectivele gi reprezentarile algoritmilor sunt diferite.
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