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Prefata si mod de utilizare

Organizarea cursului. Suportul este organizat in 14 capitole. Fiecare capitol foloseste
rezultatele introduse anterior, iar trimiterile la acestea sunt indicate in text. Exemplele
clasice (extensie, torsiune, incovoiere, cilindri, unde etc.) sunt plasate in capitolul in care
instrumentele necesare rezolvarii lor devin disponibile. La sfargitul fiecarui capitol se afla
zece exercitii cu rezolvari: primele cinci verifica notiunile de baza, iar ultimele cinci sunt
mai complexe. Fiecare set foloseste exclusiv rezultate introduse in capitolul curent sau in
capitolele precedente. Dupa acestea este inclus un set complementar de noua exercitii propuse,
gradate pe trei niveluri: A (verificare directa), B (aplicare) si C (sinteza). Si aceste exercitii
folosesc numai materia deja introdusa pana la capitolul respectiv.

Acest suport este conceput pentru un curs de un semestru destinat studentilor de la
matematica. Presupunem cunostinte de calcul diferential si integral in mai multe variabile,
algebra liniara gi geometria curbelor si suprafetelor. Notiunile de analiza functionala, spatii
Sobolev si calcul variational sunt introduse inainte de prima lor utilizare. Cursul este astfel
conceput ncat lectura sa fie continua: rezultatele auxiliare sunt enuntate, explicate si, atunci
cand demonstratia este accesibila la nivelul cursului, demonstrate inainte de utilizare, fara a
trimite studentul la un apendice separat.

Ordinea capitolelor este urmatoarea: descrierea deformarii, masurile geometrice, fortele si
tensiunile, legile de bilant si ecuatiile constitutive; urmeaza liniarizarea, formularea slaba si
existenta in teoria liniara; ultimele capitole trateaza problema neliniara, rank-one convexitatea,
quasiconvexitatea, policonvexitatea gi metoda directa.

Exemplele mecanice sunt introduse acolo unde ajuta la interpretarea notiunilor matematice.
Extensia unui cilindru ilustreaza o deformare omogena, forfecarea simpla separa efectele de
rotatie si intindere, iar torsiunea si incovoierea conduc la caAmpuri de deplasari care pot fi
calculate explicit. Undele elastice sunt folosite cand apare conditia Legendre-Hadamard, iar

problemele de minimizare sunt reluate in capitolele despre policonvexitate si existenta.

Conventii de notatie

Pentru a evita ambiguitatile, folosim pe tot parcursul cartii aceeasi conventie. Simbolul |||
desemneaza o norma: norma euclidiana pentru vectori, norma Frobenius pentru matrice
si, atunci cand este indicat prin indice, norma unui spatiu functional, de exemplu [|ul| ;1 -
Pentru un scalar folosim |a|, iar pentru masura Lebesgue tridimensionala a unei multimi
folosim £3(A). In particular, nu vom folosi alternativ bare simple si duble pentru aceeasi
norma matriciala.

Pentru operatorii matriciali pastram notatiile

1 1
tr A, symA = —(A+ AT), skew A = i(A—AT), deVA:A—gtr(A)I,

1
2

In mod particular, dacd A = (A;;) € R¥3, atunci ||A||” = (A, A) = 37| A2, este intotdeauna

norma Frobenius. Nu vom nota aceasta norma prin bare simple. Barele simple sunt rezervate

vi
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valorii absolute a unui scalar gi sunt scrise prin |-|; pentru vectori folosim aceeagi comanda de
norma ||-|| ca pentru matrice.

Cofactorul este notat Intotdeauna prin Cof A. Punctele materiale sunt notate cu X, iar
punctele spatiale cu x = p(X,t); aceasta conventie nu va fi inversata ulterior. Gradientul
unei deformari este F' = Vg, jacobianul este J = det F', iar tensorii de intindere din
descompunerea polara sunt U si V. Pentru modulul lui Young folosim sistematic simbolul
By, pentru a nu-l confunda cu tensorul Green—Saint Venant £ = $(F7F — I). Modulul de
forfecare este notat cu p; pentru valorile proprii ale lui C' vom folosi ¢; = A\?, tocmai pentru a
evita coliziunea cu p. In capitolele de bilant, B va desemna forta de volum pe unitatea de
masa, iar fy = poB densitatea de forta pe unitatea de volum de referinta. Pentru o tractiune
t = on, tensiunea normala scalara este o, = (t,n), vectorul normal este o,n, iar partea
tangentiala este t, =t — o,n.

Pentru operatorii de divergenta pastram de asemenea o singura conventie:

(le O')i = ijaij, (DIV P),L = 8XJP¢J.

In capitolul 4 vom introduce L = V,v, D = sym L si 7 = Jo; pe unitatea de volum de

referinti perechile energetic conjugate sunt (7, D), (P, F) si (S, E).

Simbol Semnificatie fixata in intregul curs

X, x punct material, respectiv punct spatial x = ¢(X,t)

F,J F=Vxp, J=detF

div, Div divergenta pe al doilea indice, in coordonate spatiale, res-
pectiv materiale

B, fo forta specifica materiala si densitate de forta de referinta,
Jo=poB

t, to tractiune Cauchy t = on gi tractiune nominala ty = PN

Ey, pu, A modulul Young, modulul de forfecare si prima constanta
Lamé

c; = N\ valorile proprii ale lui C, pentru a nu coliziona cu u

-l |+ norma pentru vectori/matrice/spatii functionale, respectiv
valoare absoluta pentru scalari

Structura semestrului

Sapt. Tema principala Continut si aplicatii

1 Corp continuu si deformare configuratii, descriere lagrangiana/euleriana,
F', J, masa, exemple elementare

2 Geometria deformarii lungimi, arii, volume, C', B, descompunere po-
lara, valori singulare, distanta la SO(3)
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Capitolul 1

Corpul continuu, configuratii si deformari

Surse si orientare. Pentru fundamentele cinematicii, formulele de transport si organizarea
clasicd a mecanicii mediilor continue ne bazam in principal pe Gurtin [7], Ciarlet [3], Morro—
Giorgi [11] si notele lui Neukamm [13]. Expunerea de aici este insa adaptata nivelului cursului

si dezvolta explicit calculele matriciale inainte de utilizarea lor.

1.1 De la corp material la domeniu de referinta

In mecanica mediilor continue nu urméirim un numér finit de particule, ¢i un corp format
idealizat dintr-un continuum de puncte materiale. Alegerea unei configuratii de referinta
identifici aceste puncte cu pozitii X € Q, unde Q C R® este un domeniu marginit. In
primele capitole presupunem, pentru a putea face toate calculele clasice fara dificultati
tehnice, ca € are frontiera suficient de regulata, de exemplu de clasd C!. Cand vom trece la
formularea variationala vom preciza o ipoteza mai slaba asupra frontierei i vom introduce
atunci instrumentele analitice corespunzatoare.

La momentul ¢, pozitia particulei care avea eticheta materiala X este
x=p(X,1).

Pentru fiecare ¢ fix, aplicatia ¢, = ¢(-, t) se numesgte deformare, iar €, = ¢;(£2) este configuratia
actuala. Vom lucra cu deformari suficient de regulate pentru calculele clasice, apoi vom slabi

regularitatea in partea variationala.

Definitia 1.1.1. O deformare clasici este o aplicatie ¢ € C1(Q;R?), injectiva pe Q, cu
J(X):=det Vxe(X) >0  pentru X € Q.

Nu impunem aici injectivitatea pe intreaga frontiera: aceasta alegere permite, la nivel
geometric, auto-contactul unor portiuni ale frontierei. Cand o problema cere excluderea
auto-contactului, ipoteza de injectivitate se intaregte explicit. Matricea F' = V¢ se numeste
gradientul deformdrii, iar J = det F' este jacobianul deformdrii. In Sectiunea dedicata

transformarii volumelor vom demonstra ca J reprezinta factorul local de variatie a volumului.

Conditia J > 0 exprima local pastrarea orientarii. Ea nu este, singura, o conditie globala
de injectivitate. Desigur, pentru ¢ € C*(;R3) si X, € Q, daca

J(Xo) = det Vip(Xo) # 0,
teorema functiei inverse furnizeaza vecinatati U ale lui X, i V' ale lui p(X) astfel incat

p:U—YV
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este un difeomorfism C!. Conditia J > 0 adaugs informatia c& orientarea este pastrata. Nici
una dintre aceste afirmatii nu este globala: din J > 0 nu rezulta injectivitatea pe intregul
domeniu.

De exemplu, in plan,

o(r,0) = (rcosf,rsinb)

pe (1,2) x (0,47) are jacobian pozitiv, dar punctele cu unghiuri care difera cu 27 au aceeasi
imagine. Vom pastra pe tot parcursul cursului distinctia dintre inversabilitatea locala,

controlata de determinant, si injectivitatea globala.

1.2 Elemente de calcul diferential si algebra liniara
Fixam de la Inceput notatia pentru produsele scalare. Pentru vectori a,b € R? folosim
(a,b) = a”b,

iar pentru matrice A, B € R3*3 folosim produsul Frobenius
3
(A, B) =tr(A"B) = Y AiBy, | All = /(4 A).
ij=1

“won W,

Pe parcursul cursului nu vom folosi sau “:” pentru aceste produse scalare. Pentru a,b € R?,

produsul tensorial a ® b este aplicatia liniara
(a®b)z = a(ba),

de unde (a ® b);; = a;b;.

Vom folosi multimile
GL*(3) :={F € R¥? . det I # 0}, GL*(3) :={F € GL*(3) : det F > 0},

03):={Q e R**.QTQ =1}, SO@3) :={Q € O(3) : det Q = 1},

precum si

Sym(3) := {S e R*3 . 5T = S},
Sym™(3) := {S € Sym(3) : (x, Sz) > 0 pentru orice z # 0}.

Descompunerea
1 . 1 ’
A =sym A + skew A, symA:§(A—|—A ), skewAzi(A—A )
este ortogonald in produsul Frobenius. Intr-adevir,

(sym A, skew A) = 0,
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deoarece produsul scalar al unei matrice simetrice cu una antisimetrica este zero. Prin urmare
1A* = [lsym AJ|* + [|skew A[|*

Pentru S € Sym(3) folosim si

1
S:deVS+§tr(S)[, devS:S—;tr(S)I,

iar ortogonalitatea dintre partea deviatorica gi partea sferica da

1
S| = [|dev S||* + g(tr S)2.

1.2.1 Derivata Fréchet pentru functii matriceale cu valori reale

Lucram aici in spatiul finit-dimensional R3*3, echipat cu norma Frobenius. O functie
d: R — R
este Fréchet-diferentiabila in F' daca exista o aplicatie liniara continua
D®(F): R¥3 — R

astfel Tncat

TF(H)
1]

®(F + H) = ®(F) + DO(F)[H] + rp(H), —0 cand H — 0.

Termenul D®(F')[H] este partea de ordin intai a variatiei lui ¢ atunci cand F' este perturbat
cu H.
Pentru a lega aceasta definitie de derivata directionala, fixam H si consideram functia de
o variabila
gu(t) = ®(F +tH).

Daca ® este Fréchet-diferentiabila in F', atunci
O(F+tH) = ®(F) +tD®(F)[H] +rr(tH).

Pentru t # 0 impartim prin ¢:

B(F + tl? L rF(:H).
cum e (tH)| e (tH)|
rezulta

jt B(F + tH) = DO(F)[H].
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Asadar diferentiabilitatea Fréchet implica existenta tuturor derivatelor directionale, iar derivata
in directia H se obtine evaludnd derivata Fréchet pe H. Reciproca nu este adevarata fara
ipoteze suplimentare: simpla existenta a tuturor derivatelor directionale nu garanteaza
existenta unei aproximatii liniare uniforme in toate directiile.

Orice functional liniar pe R3*? are un reprezentant unic in produsul Frobenius. Prin
urmare exista o unica matrice Dp®(F) astfel incat

D®(F)[H] = (Dp®(F),H)  VH € R¥®,

Aceasta matrice este gradientul lui ® fata de variabila matriciala F.

Ca exemplu, pentru

1
o(F) = 5 ||FI?

avem 1 1
O(F + H) = 5 |FI + (F,H) + - | H|.

Cum [|H||* = o||H|]), obtinem

D®(F)[H] = (F,H),  Dp®(F)=F.

1.2.2 Matricea cofactor si identitati algebrice
Pentru F' = (Fj;) € R**? definim
(Cof F)y; = (—1)" det F@),

unde F() se obtine eliminand linia 7 si coloana j.
Identitatile urmatoare vor fi folosite la derivarea determinantului, la transformarea ariilor

si, mai tarziu, la identitatea lui Piola.
Propozitia 1.2.1. Pentru A, B € R**3 au loc
AT Cof A = (Cof A)TA = (det A)I,

A(Cof A)T = (Cof A)AT = (det A)I,
Cof (AT) = (Cof A)T, Cof(AB) = Cof A Cof B.

Daca A € GL*(3), atunci
Cof A = (det A)A™T.

Demonstratie. Scriem A = (a;;) si reamintim ca
(COf A),LJ = (—1)i+jMij,

unde M;; este minorul obtinut din A prin eliminarea liniei ¢ si a coloanei j.
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Mai intai demonstram identitatea
(Cof A)T'A = (det A)I.

Elementul (i, k) al produsului (Cof A)T A este

(Cof A)TA] = f:(COf A) itk

Daca i = k, atunci

3

[(Cof A)"A] Z (Cof A)jia:.

Aceasta este exact dezvoltarea lui det A dupa coloana i, deci
[(Cof A)TA] = det A,

Sa presupunem acum ca ¢ # k. Consideram matricea A obtinuta din A prin inlocuirea
coloanei ¢ cu coloana k, toate celelalte coloane ramanand neschimbate. Cu alte cuvinte, daca

Ay si Ay noteaza coloana ¢ a matricilor A, respectiv A, atunci

~ Ak, g - Z-,
A=
Ay, (41

Dezvoltdm determinantul lui A dupd coloana i. Elementul de pe linia j a acestei coloane
este a;,. Mai mult, minorul asociat pozitiei (7, 1) este acelasi ca pentru matricea A. Intr-adevir,
la formarea acestui minor se elimina tocmai coloana 7, adica exact coloana care a fost Inlocuita.
Prin urmare,

3
det A = Z ajk(Cof A)ﬂ
j=1

Pe de alta parte, deoarece i # k, matricea A are doud coloane egale: coloana i si coloana
k sunt ambele egale cu coloana k a lui A. Agadar,

det A = 0.
Rezulta ,
Z(COf A)jiajk = O, 1 7£ k.
j=1
Am obtinut astfel
det A, 1=k,
[(Cof AyTa] =477
ik 0, i #k,

adica

(Cof A)T'A = (det A)I.
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Transpunand aceasta relatie rezulta
AT Cof A = (det A)I.

Demonstram acum relatia

Cof (AT) = (Cof A)T.

Minorul de pe pozitia (i,7) al lui AT este determinantul transpusei matricei obtinute din A

prin eliminarea liniei j si a coloanei . Cum determinantul nu se modifica prin transpunere,
M;ij(AT) = Mji(A).

Prin urmare,

(Cof(AT))yj = (=1)" My (AT)
= (=1)""7 M;i(A)
= (COf A)ji;

de unde

Cof (AT) = (Cof A)T.
Aplicam acum identitatea
(Cof CY'C = (det C)I
matricei C' = AT. Obtinem
(Cof (AT))T AT = (det A) 1.
Folosind
Cof (AT) = (Cof A)7,

rezulta
(Cof A)AT = (det A)I.
Prin transpunere,
A(Cof A)T = (det A)I.
Daca A € GL*(3), din
AT Cof A = (det A)I

inmultim la stanga cu A~7 si obtinem
Cof A = (det A)A™T.

Réméne sa demonstram formula pentru produs. Presupunem mai intai cd A, B € GL™(3).

Atunci
Cof(AB) = det(AB)(AB)™ T

= (det A)(det BYA™'B~"
= ((det A)A_T> ((det B)B_T>
= Cof A Cof B.
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Am folosit aici relatia
(AB) T =ATB™".

Pentru matrici arbitrare A, B € R3*3 alegem siruri de matrici inversabile

An — A, B,, — B.

Acest lucru este posibil deoarece multimea matricilor inversabile este densa in R3*3. Pentru
fiecare m avem

Cof(A,, B;,) = Cof A,,, Cof By,.

Fiecare componenta a lui Cof A este un polinom 1n componentele lui A, deci aplicatia
Ar— Cof A
este continua. Trecand la limita pentru m — oo, obtinem

Cof(AB) = Cof A Cof B.

Formula cu simbolul Levi—Civita. Introducem

1, (1,7, k) este o permutare para a lui (1,2, 3),
gk = —1, (i,],k) este o permutare impara a lui (1,2, 3),

0, cel putin doi indici coincid.
Cu conventia de sumare a lui Einstein,
(Cof A);; = igmniequampanq»

iar 1
det A = 65ijk€pqraipajqam.

Nu vom folosi aceste formule pentru calcule elementare cu matrice 3 x 3; ele devin utile atunci

cand derivam identitati de divergenta in capitolele urmatoare.

1.2.3 Derivata determinantului

Propozitia 1.2.2 (derivata determinantului). Pentru orice F, H € R3*3,
D(det)(F)[H] = (Cof F, H).

Daca F € GL*(3), atunci

D(det)(F)[H] = (det F) tr(F~ H).
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Demonstratie. Scriem coloanele lui F' gi H sub forma

F:(f1|f2|f3)7 H:(h1|h2|h3)

Multilinearitatea determinantului da dezvoltarea exacta

det(F + H) = det F
+ det(hy, fa, f3) + det(f1, ha, f3) + det(f1, fo, h3)
+ det(hy, ho, f3) + det(hy, fo, hs) + det(f1, ho, h3)
+ det(hy, ho, hs).

Primul rand dupa det F este liniar in H. Celelalte doua randuri contin cel putin doua coloane
provenite din H. Deoarece determinantul este o forma trilineara continua, exista o constanta

CF astfel incat suma acestor termeni este marginita in modul de
2 3
Cr(IlH 1>+ 1 H]*) = o(lIH])).
Prin urmare termenul liniar este chiar derivata Fréchet.
Pentru fiecare coloana j, dezvoltarea Laplace dupa acea coloana arata ca
3
i=1
Suméand dupa j,
3
ij=1

Daca F' este inversabila, identitatea

Cof F = (det F)F~*

(Cof F, H) = (det F)(F~', H) = (det F) tr(F~'H).

1.2.4 Derivata Fréchet pentru aplicatii vectoriale

Definitia 1.2.3 (Derivata Fréchet pentru aplicatii vectoriale). Fie U C R™ o multime deschisa
si
f:U—R™

Spunem ca f este diferentiabila Fréchet in x € U daca exista o aplicatie liniara

L:R" —R™
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astfel Tncat
|f(x +h) — f(z) — Lh|

7]

Aplicatia liniara L este unica si se numegte derivata Fréchet a lui f in . O notam prin

—0 pentru Ilh|| — O.

Df(z) : R" — R™.

Pentru o directie h € R™ scriem

Df(x)[n].
Echivalent,
f(x+h) = f(x)+Df(x)h] +r(h),
unde
HT\(}Z\)H —50  pentru 1Al — 0.

Observatia 1.2.4. Aceeasi definitie se aplica fara nicio modificare aplicatiilor intre spatii de
matrici. IdentificAind R3*? cu R? si folosind norma Frobenius, pentru

¢ U C R — R
derivata in F este o aplicatie liniara

D®(F) : R?? — R
care satisface

|P(F + H) — ®(F) — DO(F)[H]|

— 0
| H ||

pentru ||H| — 0.

Propozitia 1.2.5 (Derivata inversei). Dacd F' € GL*(3), atunci aplicatia
Fr—s F!

este diferentiabila in F, iar

D(FYH]|=—-F'HF™"

De asemenea,
D(FNH)=-FTH'FT.

Demonstratie. Notam cu ||-]| norma Frobenius. Pentru o matrice A € R3*3 introducem si

norma operatoriala, definita prin

[Allgp = sup [[Az],

llzll=1

unde pentru vectori ||-|| desemneaza norma euclidiana. Echivalent,

[Az]| < |All,p llll pentru orice x € R®.
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Vom folosi relatia
[Allgp < 1Al

Pentru a o demonstra, fie x € R? cu ||z|| = 1. Dacd A = (a;;), atunci

3
(AI)Z = Z QiLj.
j=1

Prin inegalitatea Cauchy—Schwarz,
2 N >\ N
|(Az);|” < Zl%' 2| =2 ap
]:

Adunand dupa 7, obtinem

3 3
1Az ])” = > 1(Ax)i* < 37 af = || A"
i=1

ij=1

Prin urmare,
|Az|| < [|A]l pentru orice z cu ||z|| =1,

iar ludnd supremul dupa astfel de = rezulta
[Allop < 1A
Mai intai aratam ca, pentru || H|| suficient de mic, matricea F'+ H este inversabila. Scriem
F+H=F(I+FH).

Deoarece

‘F*H

<|F
op

o H o < [F7H|NH

putem alege || H || suficient de mic astfel incat

]M*H <;.

op

Punem
A=F"'H.

Pentru orice x € R? avem
1
(I + A)z| > |lz]| - [[Az| > (1 - HAHop) ]| > 3 (Eal

Prin urmare,
I+A)zr=0 = z=0.

Asadar T + A este injectiva; fiind o aplicatie liniara din R? in R3, este si inversabila. Rezulta
ca '+ H este inversabila.
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Aceeasi estimare permite si controlul inversei. Daca

y= I+ Az,

atunci
1

Iyl = 5 [l
de unde

=] < 2|yl -
Cum x = (I + A)y, rezulta

lr+4)7 <2
op

Prin urmare, )
(F+H) " =(I+F'H) F,

iar
|(F+ )7 <2|F .
op op
Din
(F+H) ' (F+H)=1
si
F'F=1
rezulta

(F+H)" = F'|F+(F+H)"H=0.
Inmultind la dreapta cu F~', obtinem
(F+H) ' —F'=—(F+H) 'HF .
Vom folosi in continuare estimarea

[ABC| < [[Allop [1BI] 1€l

op’

unde |[|-|| este norma Frobenius, iar |-, este norma operatoriala.

Pentru a o justifica, observam mai intai ca
IAB| < [[All,, 181

Daca by, be, b3 sunt coloanele matricei B, atunci coloanele matricei AB sunt Aby, Aby, Abs.
Prin urmare,

3 3
IABI® = 3 11AbI1* < S 1IAllG, 15,17 = AllG, 18I
j=1 Jj=1

Rezulta
IAB| < [[All,, [I1BIl-
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Pentru produsul in ordine inversa, folosim faptul ca norma Frobenius nu se modifica prin

transpunere:

|MT| = (M)
Astfel,

B¢l = By = o5 < [l

T\ _
. 1Bl = 1, 181
Am folosit aici si relatiile

e

L=lel |BT| =B8]

op’

Aplicand succesiv cele doua estimari, obtinem
[ABC| < [|A]lo, IBCI < [[Allg, 1Bl ICqp -

Folosind inegalitatea

[ABC| < [|All, IBIHIC]

op’

aveli

&+ 7 = 2 < [+ 2 e, < 2

2
L]

Asadar
|(F+ B —F| <C|H]|

pentru || H|| suficient de mic.

Revenim acum la identitatea precedenta si scriem
(F+H) ' —F'=—(F+H)'HF ' =-F'HF ' = [(F+ H)' = F'|HF".
Pentru ultimul termen obtinem

|[((F+ B =P HFY < |[(F+ H) = | ||1H],,

P, <clmp.
op

Prin urmare,
(F+H)'=F'-F'HF '+ R(H),

unde

IR(E)| < C|lH]|*.

In particular,
| R(H)]|
IH |

Prin definitia derivatei Fréchet rezulta

— 0 pentru |H|| — 0.

D(FYH]=-F'HF
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In final, deoarece

si transpunerea este liniara, avem

1.2.5 Regula lantului

Regula lantului are aceeasi forma ca in cazul functiilor de o variabila, dar trebuie tinut cont

de faptul ca derivatele Fréchet sunt aplicatii liniare intre spatiile corespunzatoare.

Propozitia 1.2.6 (Regula lantului). Fie U C R™" V C RP*? multimi deschise si fie
S :U -V, U .V — R, Daca ® este diferentiabila Fréchet in F' € U, iar U este
diferentiabila Fréchet in ®(F), atunci compunerea Wo® : U — R™* este diferentiabild Fréchet
in F si

D(V o ®)(F) = DY(P(F)) o DP(F).

Mai precis, pentru orice H € R™*™,
D(W o ®)(F)[H] = D¥(®(F))[D(F)[H]|.

Aceeast formula ramane valabila daca V ia valori in R.

Demonstratie. Din diferentiabilitatea lui ® in ' avem

O(F+ H)=®(F)+ DO(F)[H] + Re(H),

unde
M 50 pentru |H| — 0.
IH ||
Punem
K(H) = 0 + 1) - 9(F)
Atunci

K(H) = D®(F)[H] + Ro(H),
iar, deoarece D®(F') este liniara si continua,
1K (H)|| = Ol H]])-
Din diferentiabilitatea lui ¥ in ®(F') avem
V(Q(F) + K) = U(P(F)) + DU(S(F))[K] + Ru(K),

unde

[ R (K|

—0 pentru | K| — 0.
K]
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Aplicand aceasta relatie pentru K = K(H) rezulta
V(Q(F + H)) = W(O(F)) = DU(B(F))[DO(F)[H]]
+ DY(R(F))[Re(H)| + Ry (K(H)).
Primul termen de rest este o(||H||), deoarece
[Re(H)|| = o([[H]),
iar al doilea este tot o(||H||), deoarece
1K (H)[| = O([H])

si
[ R (K)| = o[l K1)

Prin urmare,
W(Q(F + H)) = W(D(F)) + DU (S(F))|[ DB(F)[H]| + o(||H])),
ceea ce demonstreaza formula. O

Exemplul 1.2.7 (Derivata lui F~7). Consideram aplicatiile

Atunci

Transpunerea este liniara, deci

DU(A)K] = K.

Cum

DO®(F)[H) = —F 'HF !,

regula lantului da
D(F")[H] = D¥(F~")[D®(F)[H]|

— (-Fur)’
= THTFT,

Exemplul 1.2.8 (Compunerea unei functii scalare cu determinantul). Fie & : R — R o
functie diferentiabila si consideram

W (F) = ®(det F).

Scriem

W = ® odet.
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Cum
D(det F)[H] = (Cof F, H),

regula lantului da
DW (F)[H] = ®'(det F) (Cof F, H).

Prin urmare, gradientul lui W fata de F este

DpW (F) = & (det F) Cof F.

1.3 Deplasare, viteza si cele doua descrieri

Fata de configuratia de referinta definim deplasarea
w(X,t) = (X, t) — X, F =1+ Vxu.

Descrierea lagrangiana foloseste punctul material X ca variabila independenta. Descrierea
euleriana folosegte pozitia actuala x. Daca ¢; = ¢(+,t) este inversabila, cAmpul eulerian al
vitezei este definit prin

U(SD(X’ t)? t) = at@(Xv t)»

sau, echivalent,

U(:C,t) = 8t(p((p;1(£€),t).

Aceasta relatie trebuie citita cu atentie: in membrul stang viteza este o functie de pozitia

actuala z, iar in membrul drept derivata se calculeaza la punctul material X fix.

Propozitia 1.3.1 (evolutia gradientului si a jacobianului). Pentru o miscare suficient de
requlata,

F = (V,0)F, Vev=FF,

ar

J = J div, v.

Demonstratie. Pornim de la
U<90<X7 t)v t) = at(p(Xa t)

Derivam fata de X ;. Pentru componenta i, regula lantului da

O, [0 (X, 1), )] = 37 000X 1), 1) O, o0 (X, ).

Membrul drept este componenta (i, J) a matricei (V,v)F. Pe de alta parte,

Ox,0p; = 00x,p; = Fi.

Rezulta
F = (Vw)F,
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iar inmultirea la dreapta cu F'~! d&a a doua formuls.
Aplicam formula pentru derivata determinantului din Propozitia 1.2.2 curbei t — F(t):

J = D(det)(F)[F] = J tr(F~'F).
Ciclicitatea urmei si relatia FF~! = V,v dau
tr(F7F) = tr(FF7Y) = tr(V,o) = div, v.

Prin urmare J = J div, v. O

1.4 Derivata materiala si acceleratia

Fie ¢ = q(x,t) un cAmp scalar eulerian. Pentru particula etichetata prin X, valoarea observata
de-a lungul traiectoriei este

Q(Xv t) = Q<90<X7 t)v t)'

Derivand in timp la X fix,

LR = Da(e(X,0),0) + (Vaa(o(X,0),0),0p(X, 1)
= atQ<90<X7 t)? t) + <VxQ(90(X7 t)? t)v U(@(‘X? t)v t>> :

Aceasta motiveaza notatia

D
F:f] = 0iq + (Vaq, v).

Formula nu introduce o derivata noua independenta; ea este derivata obignuita in timp a lui ¢
atunci cand ¢ este evaluat pe traiectoria unei particule.
Pentru un camp vectorial regula se aplica pe componente. Alegand ¢ = v; pentru fiecare

componenta a vitezei,
D’UZ‘ 3
E = at’Ui + Z ’Ujaxj’l]i.

j=1

In forma matriciala,

Dv
a=7 = O + (V).

A doua forma evita notatia cu produs scalar intre v si operatorul V. Ea arata de asemenea
ca termenul convectiv provine din regula lantului.

De exemplu, pentru rotatia stationara
v(r) =w Xz,
avem dyv = 0, dar (Vv)v # 0. Calculul conduce la

a=wx (wxx),
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adica la acceleratia centripeta. Prin urmare un camp de viteza independent explicit de timp
poate produce o acceleratie nenula.

1.5 Deformari elementare si calculul explicit al gradien-

tului deformarii

Inainte de a dezvolta aparatul tensorial, este util sa calculam in detaliu cateva deformari care
vor reaparea pe tot parcursul cursului. Scopul nu este doar de a obtine matrici, ci de a invata
sa citim geometric informatia continuta in gradientul deformarii.

1.5.1 Extensie uniaxiala omogena

Consideram
@(Xl,X27X3) = (/\Xl,XQ,Xg), A > 0.

Atunci

F=Vyp=

R
S = O

0
01, J=det F =\
1

Un segment material paralel cu ey, de lungime initiala L, devine un segment de lungime AL.
Segmentele paralele cu eg, e3 nu isi schimba lungimea. Un paralelipiped elementar de volum
dV capata volumul dv = AdV. Daca materialul este incompresibil, aceasta deformare nu
poate aparea singura, deoarece ar trebui sa avem J = 1. O extensie uniaxiala incompresibila

are, de exemplu, forma
F = diag(\, A7V2 A7), det FF = 1.

Pentru materiale aproape incompresibile, aceeasi relatie produce contractia transversala
observata la intindere.

1.5.2 Dilatare sferica

Pentru
(X)) = aX,

avem F = ol si J = a3. Toate lungimile se multiplicd prin «, ariile prin o, iar volumele prin

a?; cele trei marimi geometrice au deci factori de scars diferit.

1.5.3 Forfecare simpla

Consideram
o(X1, Xo, X3) = (X1 +7X2, X, X3),
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unde v € R este amplitudinea forfecarii. Atunci

F=1+~ve ®e = , det F' = 1.

oS O =
S = 2
_ o O

Asadar forfecarea simpla este izocora. Totusi ea nu este o rotatie, deoarece

1 ol 0
F'F =~y 149> 0| #1
0 0 1

pentru v # 0. Conservarea volumului nu implica rigiditate. Mai tarziu vom separa partea de

rotatie de partea de intindere prin descompunerea polara.

X X2

configuratia de referinta forfecare simpla

X1 T1

Figura 1.1: Forfecarea simpla pastreaza aria in plan, dar modifica lungimi gi unghiuri.

1.5.4 Deformare de tip torsiune a unui cilindru

Consideram axa cilindrului paralela cu es si notam cu ¢ rata de rasucire, adica unghiul de
rotatie pe unitatea de lungime. Punem

V(X3) = 9X;
si consideram deformarea exacta
o(X) = (Xl cost) — Xosin, Xjsiny + Xscosp, Xg).
Pentru a evita orice pas implicit, derivam cele trei coloane ale lui F' = Vxp. Avem
O = (costp, sinp, 0)7 Dy = (—sina, cosp,0)7,
iar, deoarece ¥'(X3) = 9,
—9( Xy siny + Xo cos )

O3p = | ¥(Xycosyp — Xosin)
1
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Prin urmare

cos®y —siny —I(X;siny + Xy cosv)
F=|siny costy  9(Xjcosy — Xysine))
0 0 1

Matricea este bloc-triunghiulara. Daca notam cu

_ [cosyp —siny
QW) = (sinw cos Y ) ’

atunci blocul din stanga sus este (7)), iar ultima linie a lui F' este (0,0, 1). Determinantul

unei matrice bloc-triunghiulare este produsul determinantelor blocurilor diagonale, astfel
det F = det Q(¢) - 1 = (cos® ¢ +sin*¢) - 1 = 1.

Prin urmare

| J=detF =1.]

Agadar aceasta torsiune cinematica exacta este local izocora. Primele doua coloane reprezinta
rotatia sectiunii transversale, iar termenii proportionali cu ¥ din coloana a treia masoara
variatia rotatiei de-a lungul axei.

Pentru [9X3| < 1, folosim sin ) = ¢ + O(¥?) si cosp = 1+ O(x?). Deplasarea u = p — X
are atunci, la primul ordin,

U(X) ~ 19X3(—X2, Xl, O),

forma pe care o vom utiliza in capitolul de elasticitate liniarizata. In coordonate cilindrice

aceeasi deformare se scrie compact
r=R, 0=0+vZ7, z= /.

Pentru moment retinem numai informatia cinematica; relatia dintre aceasta deformare si

tensiunile de torsiune va fi dedusa dupa introducerea legii constitutive.

Exemplul 1.5.1 (citirea coloanelor lui F'). Coloana j a lui F' este imaginea infinitesimala a
directiei materiale e;:

Fej = anQO.

In forfecarea simpla,
Fe, =eq, Fey = ey + e, Fes = ej.

Prin urmare, familia de segmente initial paralela cu e; este inclinata, in timp ce familia

paralela cu e; raméane neschimbata.



Elasticitate matematica 20

1.6 Transformarea lungimilor, volumelor si ariilor

Fie
0:QCR* =R

o deformare diferentiabila si fixam un punct X, € €2. Notam
zo = p(Xo), F =Vp(Xy) € GLT(3).
Prin definitia diferentiabilitatii Fréchet,
e(Xo+ H) = p(Xo) + FH +rx,(H),

unde

[I7x, (H) |
I1H]]

Prin urmare, intr-o vecinatate a punctului Xy, deformarea este descrisa la primul ordin de

— 0 pentru |H|| — 0.

aplicatia afina
Xo+ Hv+— 29+ FH.

Acesta este sensul geometric al gradientului deformarii: matricea F' descrie transformarea

locala a directiilor, lungimilor, volumelor si ariilor.
1.6.1 Transformarea vectorilor tangenti si a lungimilor
Consideram o curba materiala regulata

vl —Q s +— X(s),

care trece prin Xy, adica

Imaginea curbei prin deformare este

Vectorul tangent la curba materiala in X, este
T = X'(s0),
iar vectorul tangent la curba deformata in zq este
t=7(s0)-

Prin regula lantului,
t=Vp(Xo)T = FT.
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Prin urmare, F' transforma vectorii tangenti din configuratia de referinta in vectorii tangenti

corespunzatori din configuratia actuala.

t=1F
L e, -
ﬂ—(f/ .
curba materiala curba deformata

Pentru a descrie modificarea lungimii, observam ca
|t|* = |FT|* = (FT, FT) = (T, FTF T).

Propozitia 1.6.1 (Caracterizarea izometriilor liniare pastratoare a orientarrii). Pentru
F € GL*(3) sunt echivalente:

(i) ||[Fn|| = ||n|| pentru orice n € R3;
(ii) FTF = 1I;
(iii) F € SO(3).
Demonstratie. Demonstram implicatiile
(i) = (71) = (i13) = (7).

Presupunem mai intai (i). Atunci

| Fn|” = ||n|? pentru orice n € R,
Dar
|Fnlf* = (o, FTFn),
deci
(n,(FTF —I)n) =0 pentru orice n € R,
Notam

A=FTF —1.

Matricea A este simetrica. Alegdnd n = e;, obtinem

Apoi, pentru i # j, alegem
n =e; + e;.

Rezulta
O = <€i + ej, A(ez + 6j)> = A” + Ajj + 214” = QAU

Prin urmare toate componentele lui A sunt nule si

FT'F=1.
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Presupunem acum (ii). Atunci £’ € O(3). Luand determinantul,
(det F)?* = 1.
Deoarece F' € GL*(3),
det F > 0,
de unde
det I' = 1.
Prin urmare
F e SO(3).
In sfarsit, dacd F € SO(3), atunci
FTF =1,
lar
|Fn)* = (n, FTFn) = ||n|”
pentru orice n € R3. Rezulta (i). O

1.6.2 Transformarea volumelor

Consideram trei vectori liniar independenti
a,b,c e R
Ei genereaza un paralelipiped orientat, al carui volum orientat este
(a,bx c).

Daca
A= (alblc),

atunci

(a,b x c¢) = det A.

Prin aplicatia liniara F', vectorii devin
Fa, Fb, Fe.
Volumul orientat al paralelipipedului transformat este
(Fa,Fb x Fc).
Matricea ale carei coloane sunt acesti vectori este

(Fa|Fb| Fc)=FA,
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de unde

(Fa,Fbx Fcy = det(FA)
= (det F')(det A)
= (det F){a,b x c).

Aceasta identitate explica rolul determinantului. Pentru a lega formula de deformarea

neliniara ¢, consideram pentru h > 0 paralelipipedul
P, ={Xo+h(laa+ b+~c): 0 < a, B,y < 1}.

Volumul sau este

|Pul = h? [{a,b x c)].

Din diferentiabilitatea lui ¢ avem, uniform la primul ordin pe acest paralelipiped,
©o(Xo+ H) =x0+ FH + o(||H||).

Prin urmare, cand h este mic, imaginea lui P, este aproximata la primul ordin de paralelipi-
pedul generat de
hFa, hFD, hFc.

Volumul acestuia este
h? |(Fa, Fb x Fc)| = h* |det F| |{a,b x c)|.
Rezulta ca raportul local al volumelor tinde la
|det F|.
Pentru deformarile admisibile consideram
F e GL*(3),

deci
J:=det F > 0.

Factorul local de variatie a volumului este astfel

Mai precis, pentru orice familie de paralelipipede P, de forma de mai sus,

[o(Py)|
| P

— J pentru h — 0,

1n sensul local descris de liniarizarea deformarii.
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Conditia
J >0

arata si ca orientarea locala este pastrata.

1.6.3 Transformarea ariilor si formula lui Nanson

Transformarea ariilor este mai subtila, deoarece deformarea modifica simultan aria unei
portiuni de suprafata si directia normalei sale.

Fie o suprafata materiala regulata, parametrizata local prin

X = X(£17§2)-
Vectorii L 87X e 37X
Log] TS

sunt liniar independenti si formeaza o baza a planului tangent la suprafata.
Vectorul

A1XA2

este perpendicular pe planul tangent. Definim normala unitara orientata prin

A1XA2

N= Srxfe
[ A1 x As]

Factorul

| A1 x Aq|

reprezinta raportul dintre aria unei portiuni mici de suprafata si aria portiunii corespunzatoare
din planul parametrilor.

Imaginea suprafetei prin deformare este

90(51,52) = QO(X<£1>€2))-

Vectorii bazei tangente in configuratia actuala sunt

Prin regula lantului,

Prin urmare,

aleAl, CLQZFAQ-

Normala unitara la suprafata deformata este

a; X ag
n =

a1 % as]|’
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Pentru a compara aria in cele doua configuratii, avem nevoie de identitatea

(Fa) x (Fb) = Cof F (a x b).

Presupunem mai Intii ci F este inversabild. Pentru un vector arbitrar ¢ € R3,

(¢, (Fa) x (Fb)) = det(c, Fa, Fb)
= det (F(F—lc), Fa, Fb)
= (det F)det(F'c,a,b)
= (det F)(F~'c,a x b)
= <c, (det F)F~"(a x b)> :

Cum relatia este valabila pentru orice ¢, rezulta
(Fa) x (Fb) = (det F)F~"(a x b).
Folosind
Cof F = (det F)F~ 71,

obtinem

(Fa) x (Fb) = Cof F (a x b).

Identitatea ramane valabila si pentru matrici singulare, prin continuitate, deoarece ambii
membri depind polinomial de componentele lui F'.

Aplicand formula pentru
a = Al, b= AQ,

obtinem

a; X g = COfF(Al X Ag)
Cum

Al X AQ = ||A1 X AQH N,
rezulta

a; X Qg = HAl X A2H Cof F' N.

Pe de alta parte,
a; X ag = ||la; X asl| n.

Prin urmare,

llar x as]| n =1|A; x As|| Cof F'N.

Aceasta este forma geometrica a formulei lui Nanson.

Cum

Cof F=JF T,

ea poate fi scrisa

lar x as|| n = J || Ay x As|| F~TN.
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Luand norma in aceasta relatie si folosind
Inll =[N =1,

obtinem

lax x aaf| = J | F=7N| [ A1 x A .

Prin urmare factorul local de schimbare a ariei este

a1 X as|

T = 17

Formula are o interpretare geometrica directa. Pentru un dreptunghi mic

(61,8 + A& x [€, & + AL

din planul parametrilor, aria portiunii corespunzatoare din configuratia de referinta este, la

primul ordin,

| A1 x Aq|| AEIAE,,

iar aria portiunii deformate este
||CL1 X CL2|| A€1A§2

Raportul dintre aceste doua arii tinde astfel la
J||F" N
Pentru directia normalei, folosim
a; X ay = J ||A; x Ay|| F7TN.

Dupa normalizare rezulta

FTN

n = ———7—.
[T N

Prin urmare, F~7 N determina directia normalei deformate, iar factorul
J|FrN
determina variatia locala a ariei.

Exemplul 1.6.2 (Extensie diagonala). Fie
F= diag()\l, )\2, )\3), )\1 > 0.

Consideram o suprafata al carei plan tangent este generat de ey, e3. Normala materiala este

atunci
N = €1.
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Avem
F7T€1 = )\flel,
iar
J = )\1/\2/\3.

Factorul local de schimbare a ariei este
_7 1
J HF GlH = )\1/\2>\3>\7 = /\2)\3.
1

Acest rezultat coincide cu interpretarea geometrica directa: cele doua directii tangente sunt
multiplicate cu factorii Ay si A3.

Exemplul 1.6.3 (Normala oblicd). Exemplul precedent nu modifica directia normalei,
deoarece e; este o directie principala a matricei diagonale.

Consideram acum
e1 + e

F = diag(2,1,1/2), N = 7

Avem

J =1, F~T = diag(1/2,1,2).

Prin urmare,

1 /1
F‘TN:( 1 0).
\/§ 27 M

Norma acestui vector este

FN]| = /2 1+1 :ﬁ.
|7 = 3

V5
55

Factorul local de schimbare a ariei este deci

Pentru normala deformata,

S FN O (1/21,00 _ (1,2.0)

“FTNT T /22 11 V5

Prin urmare, o suprafata cu normala materiala

61+€2

V2

nu are dup# deformare aceeasi directie normala. Transformarea F'~7 determina noua directie,

iar normalizarea produce versorul normal n.

1.7 Deformari radiale

Exemplele afine, dilatarea si forfecarea simpla au fost deja calculate. Consideram acum doua

clase de deformari radiale, pentru care gradientul nu mai este constant.
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1.7.1 Deformarea radiala a unei sfere

Fie

R =|X] >0,

si notam ep = X/R. Atunci ¢(X) = r(R)eg. Pentru a calcula gradientul fara a apela la o

formula memorata, folosim

1
VR:€R, VER:

E([ —er X GR).

Regula produsului da

F=Vo=r(R)er ®er +r(R)Veg
r(R
=r'(Rer @ er + (R U1~ en o en).
Astfel eg este directie proprie cu factor de intindere 7/(R), iar orice directie tangenta la sfera

R = const. este intinsa cu factorul r(R)/R. Intinderile locale sunt deci

)\R = T,(R), /\9 = )\¢ = s

iar jacobianul este produsul lor:

J=7(R) (“}?)2.

Conditiile locale '(R) > 0 si (R) > 0 asigura J > 0. Aceleagi formule vor fi folosite mai

tarziu pentru deformari sferic simetrice.

1.7.2 Deformarea radiala a unui cilindru

Consideram, pentru R = \/X? + X3 > 0,

r(R)

(Xl,X2,0)+)\ZX3€3, /\z > 0.
In baza cilindrici ortonormata
ER = (Xl/R7X2/R70)7 o = (_XQ/RaXl/R7O)7 €3,

avem ¢ = r(R)er + A\, X3e3. Pentru a nu ascunde calculul in expresia “perturbam pe directjii”,

calculam mai intai derivatele directionale ale lui R si eg. Pentru un increment arbitrar

H = hger + hgeg + hses
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aveln

DR(X)[H] = (VR,H) = (eg, H) = hg.

Deoarece eg = X /R, unde X, = (X3, X»,0), regula catului da

De(X)[H] = * ~ “ DROX)[H]
_ hrer +heeo Ry
B R R
= fe@.

Acum aplicam regula lantului i regula produsului lui ¢(X) = r(R)eg + A, X3es:
Dp(X)[H] =r'(R)DR(X)[H]er + r(R)Der(X)[H] + A hses
=1'(R)hgrer + T(g)h@e@ + A hses.

Cum aceasta formula este valabila pentru orice H, citim direct actiunea gradientului pe baza
(egr, €o,€3). Prin urmare

R
T(R)e@ ® eg + ez ® es,

F= T,(R)GR X er +

si, deoarece matricea este diagonala in aceasta baza,

Pentru pastrarea orientarii este suficient sa avem r'(R) > 0, r(R) > 0 si A, > 0.
Daca deformarea este incompresibila, J = 1, iar r trebuie sa satisfaca

R
r(R)r'(R) = —.
Az
Cum -£r(R)? = 2r(R)r'(R),
1d R
2ar™ =%
si integrarea conduce la
2 R
R =C+ —.
r(R) + N
De exemplu, conditia r(R;) = r; determina
R2
— 2 _ T
C=r; o

Aceasta deductie ilustreaza cum o restrictie geometrica asupra volumului se transforma intr-o
ecuatie diferentiala pentru deformare.
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1.8 Probleme pentru seminar

1. Pentru ¢(X) = (2X1, X5/2, X3) calculati F, J si variatia densitatii.
2. Aratati ca o migcare rigida p(X) =c+ QX, Q € SO(3), are J = 1.

3. Pentru forfecarea simpla calculati imaginea unui patrat din planul X3 = 0 si unghiul

dintre imaginile vectorilor ey, es.
4. Pentru p(X,t) = e**X determinati v(z,t), Vyv si verificati J = J divo.

5. Un cub de aluminiu cu densitatea initiald 2700kg/m? suferd deformarea diagonald
F = diag(1.02,0.99,0.98). Determinati densitatea finala.

6. Formulati o deformare omogena care pastreaza volumul si alungeste directia e; cu
factorul A.

1.9 Exercitii rezolvate
Problema 1.9.1 (deformare afina si gradientul deformarii). Fie ¢(X) = FX + b, unde

20 0
F=101 0|, beR3.
00 1/2

Calculati gradientul deformarii, determinantul sau si interpretati geometric deformarea.

Rezolvare. Deoarece ¢;(X) = > ; F;; X + b;, avem

dp;

aXJ — L%J,

deci Vi = F' in orice punct. Determinantul este produsul elementelor diagonale,
1
J:detF:2~1~§:1.

Un segment paralel cu e; isi dubleaza lungimea, unul paralel cu e, isi pastreaza lungimea, iar
unul paralel cu es se injumatiteste. In ciuda acestor modificiri de formi, volumul local este
pastrat deoarece J = 1.

Problema 1.9.2 (aproximatia afind locald). Pentru ¢ € C'(Q;R?) si X, € Q, explicati de ce
p(Xo+ H) = o(Xo) + F(Xo)H +o(| H])),  F=Ve.

Ce semnificatie mecanica are aceasta formula?
Rezolvare. Aceasta este chiar definitia diferentiabilitatii Fréchet a lui ¢ in X,. Exista o

aplicatie liniara Dy(Xy) astfel incat

[p(Xo + H) — o(Xo) — Dp(Xo) H || 0
| H |l '
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In coordonate, matricea Iui Dip(X,) este F(Xo) = Vip(X,). Prin urmare, la scars foarte mica,
deformarea este aproximata de aplicatia afina H — F(Xy)H. Astfel coloanele lui F' descriu
imaginile locale ale directiilor coordonate.

Problema 1.9.3 (orientare locald). Considerati (X, Xo, X3) = (—X71, Xo, X3). Calculati
F si J. De ce aceasta aplicatie nu este admisibila ca deformare pastratoare a orientarrii

Rezolvare. Avem
F = diag(—1,1,1), J=det F'=—1.

Aplicatia este o reflexie fata de planul X; = 0. Ea pastreaza lungimile gi volumele ca marime,

dar inverseaza orientarea. Conditia mecanica J > 0 exclude asemenea reflexii.

Problema 1.9.4 (derivata determinantului in identitate). Aratati direct ca, pentru orice
H ¢ R3X3,
D(det)(I)[H] = tr H.

Rezolvare. Din formula demonstrata in capitol,
D(det)(F)[H] = (Cof F, H).
Pentru F' = I avem Cof [ = I, deci
D(det)(I)[H] = (I,H) => 6;;H;; =Y Hy = tr H.
irj i
Echivalent, dezvoltarea det(I +cH) = 1+ etr H 4 o(¢) arata ca urma este variatia de ordin
intai a volumului.

Problema 1.9.5 (viteza si acceleratia unei migcari omogene). Fie ¢(X,t) = «a(t)X, cu
a(t) > 0. Determinati F', J, apoi calculati direct 0, si Oy (viteza gi acceleratia materiale).

Rezolvare. Derivand dupa X,
F(X,t) = a(t)], J(t) = a(t)’.
La X fix,
Ohp(X 1) = a(t) X,
iar
dup(X, 1) = a(t) X.

Daca scriem pozitia actuala x = «(t) X, atunci X = z/a(t) si cdmpul eulerian al vitezei este

v(x,t) = @x.

a(t)

Problema 1.9.6 (forfecare simpla). Fie

o(X1, X, X3) = (X1 + 17X, Xy, X3), v €R.
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Calculati F', J, imaginile vectorilor bazei si imaginea cubului unitate la nivel local.

Rezolvare. Derivam fiecare componenta:

F=Vyp=

o O
O =D
_ o O

Prin urmare

Fe, = ey, Fey = ~ey + e, Fes = e3.

Determinantul unei matrice triunghiulare este produsul diagonalei,
J=1.

Un cub infinitesimal este transformat intr-un paralelipiped cu acelasi volum, dar cu fetele
initial dreptunghiulare inclinate. Asadar J = 1 exprima numai pastrarea volumului, nu
absenta deformarii.

Problema 1.9.7 (dilatare omogena transversala a unui cilindru). In coordonate carteziene
considerati
(X1, Xz, X3) = (AX1, AXy, pX3), A p > 0.

Determinati conditia pentru pastrarea volumului si interpretati-o pentru un cilindru circular.

Rezolvare. Avem

F = diag(\, \, ), J = \p.
Pastrarea volumului cere J = 1, adica
=72

Daca raza cilindrului se multiplica cu )\, aria sectiunii se multiplica cu A?. Pentru ca volumul

arie x lungime sa ramana constant, lungimea axiald trebuie s& se multiplice cu A~2.
Problema 1.9.8 (relatia dintre F si gradientul spatial al vitezei). Pornind de la identitatea
U<90<X7 t)v t) = atQO(X, t>>

demonstrati pas cu pas ca

[ = (V)F.
Rezolvare. Pentru componente,
at@i(*xv? t) = ,Uz((p<X7 t)v t)

Derivam dupia X ;. In membrul sting,

aXJﬁt%‘ = 3@)@%’ = F;;.
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In membrul drept folosim regula lantului:

81}1 aspk
aX.I[U’L( Z axk )8XJ(X t)

Aceasta este exact relatia componenta
Fiy = (Vav)iFhs,

deci, matricial, F' = (V,v)F

Problema 1.9.9 (evolutia jacobianului). Folosind exercitiul precedent i formula pentru

derivata determinantului, demonstrati
J=J divo.

Apoi verificati formula pentru migcarea p(X,t) = a(t)X.

Rezolvare. Din formula Jacobi,
J=Jtr(F'F).

Cum F = (V,0)F,
F'F =F YVw)F.

Folosind ciclicitatea urmei,
tr(F~HV,0)F) = tr((V) FF) = tr(V,) = divo.

Deci J = Jdive. Pentru ¢ = aX, J = a?, deci J = 302@. Pe de altd parte, v = (&/a)z,
astfel

dive = 3g, Jdive = o? 3g = 30’
Q@ o

Cele doua expresii coincid.

Problema 1.9.10 (local versus global: un exemplu de neinjectivitate). Pe domeniul de
parametri

D = (1,2) x (0,4m) x (0,1)

considerati aplicatia
O(r,0,2) = (rcosf,rsind, z).

Aratati ca determinantul jacobianului este pozitiv n orice punct, dar aplicatia nu este injectiva
global. Explicati de ce acest exemplu separa inversabilitatea locala de injectivitatea globala.

Rezolvare. Pentru r > 0, vectorii tangenti sunt
0p® = (cosf,sinh,0), 0y = (—rsinfd,rcosd,0), 09,9 =1(0,0,1).

Produsul mixt are valoarea

(0,8 x 9p®,0.D) =r > 0.
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Asadar parametrizarea este local pastratoare a orientarrii si local inversabila. Totusi
O(r,0,2) = O(r,0 + 27, 2),

iar intervalul 0 < 6 < 47 contine ambele valori. Prin urmare aplicatia nu este injectiva global.
Exemplul separa clar conditia locala J > 0 de conditia globala de neinterpenetrare.

1.10 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

1.A.1 (deformare afind: gradient, cofactor, densitate) Fie b € R? fixat si deformarea afini
P(X) = (X1 +2X5,3Xs, X3— X1)+b, X €QCR?,

cu €2 deschis, marginit gi conex. Calculati F' = V¢, J = det F, verificati admisibilitatea
(J > 0), calculati Cof F'gi determinati densitatea in configuratia deformata, stiind ca densitatea
de referintd este constanti, py = 6000 kg/m?.

Indicatie. Pentru o aplicatie afind ¢(X) = FX + b avem Vo = F 1n orice punct (ca in
Problema 1.15.1). Folositi identitatea lui Cramer Cof F' = (det F)F'~T din § 1.3 si formula
conservarii masei pJ = py din § 1.10.

Raspuns.
1 20 3 0 3

F=|0 30|, J=3>0 CofF=|-21 -2, p:p—;:2000kg/m3.
10 1 0 0 3

1.A.2 (cele doua descrieri gi evolutia jacobianului) Pentru migcarea
@(Xa t) = (Xl + tXQa X27 (1 + t)X3)> t 2> 07

calculati F(t), J(t), deplasarea u(X,t), viteza materiala V(X t) si cAmpul eulerian al vitezei
v(z,t). Verificati apoi direct identitatea J = J div, v.

Indicatie. Inversati z = ¢(X,t) pentru a exprima X in functie de z si t, apoi aplicati
Propozitia 1.4.1.

Raspuns.
1t 0
F=lo1 o |, J=1+¢
0 0 1+t
W= (1X2,0,6Xy),  V=(X0,0,Xy),  v(e,t)= (xz,o, l"ft) ,
) 1 - .
div,v = —— J=1=J div,v.

1+t
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1.A.3 (elemente de volum si de arie) Fie deformarea omogena cu
_ 1
F = diag <2, 3, 2)

aplicatd cubului unitate [0, 1]>. Determinati: (i) volumul imaginii cubului; (ii) pentru fiecare
dintre fetele cu normale materiale N = ey, N = ey, N = e3, vectorul-arie deformat Cof F' N
si aria imaginii fetei.

Indicatie. Folositi dv = JdV sinda = Cof FNdA = JF~TNdA din § 1.9; pentru F diagonal,
Cof F este diagonala cu elementele date de produsele perechilor de factori.

Raspuns. J = 3, deci volumul imaginii este 3. Mai mult,

Cof F = diag <2, 1,6) ,

N =e: 561, arie 5; N =e5: ey, arie 1; N =e3: 6es, arie 6.

Normalele nu se rotesc (deformare diagonala), dar ariile se modifica diferit de volum.

Nivelul B

1.B.1 (derivata lui logdet si interpretarea ei cinematica) Fie ® : GLT(3) — R, ®(F) =
logdet F'. (a) Aratati ca @ este Fréchet-diferentiabila si ca

DO®(F)[H] =tr(F'H) VH e R¥?,

deci Dp®(F) = F~T. (b) Deduceti cii, pentru o miscare neteda cu J > 0,

d
o log J = div, v,

si interpretati mecanic: divwv este viteza relativa de variatie a volumului.
Indicatie. (a) Aplicati regula lantului pornind de la Propozitia 1.2.1, D(det)(F)[H]| =
det F tr(F~'H). (b) Luati H = F si folositi L = V,v = FF~! (Propozitia 1.4.1).
Raspuns.
DO(F)[H] = te(F'H) = (F~", H),
prin urmare
d .
pm log J = tr(F'F) = tr L = div, v.
O miscare este izocora (J = 1) daca si numai daca dive = 0.
1.B.2 (torsiunea unui cilindru: factorizarea gradientului) Fie ¥ > 0 gi deformarea de tip
torsiune

o(X) = (Xjcos0 — Xysinf, X;sinf + Xy cos6, X3), 0 =9X;.

(a) Calculati F' = Vi si aratati cad J = 1 in orice punct. (b) Notand R(6) rotatia de unghi 6
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in jurul axei ez, aratati ca

F = R(0) [T +0(X1e2 — Xae1) ® e3).

(c) Deduceti ca ||F — R(0)| = YR, unde R = /X7 + X7 este distanta la axa, si interpretati
mecanic.

Indicatie. Derivati dupa X3 tindnd cont ca 6 depinde de X3 (§ 1.6.4); pentru (b) inmultiti la
stanga cu R(A)T si simplificati folosind cos? § + sin? § = 1.

Raspuns.
cosf) —sinf —9(X;sinfd+ X, cosb)
F=]sinf cosf  9J(Xjcosf — Xysinf) |, J=1.
0 0 1

Factorizarea din (b) este valida, iar

IF — R(0)|| =9/ X2+ X2 = 0R.

Abaterea locala de la o rotatie rigida creste liniar cu distanta la axa; de aici forfecarea

proportionala cu raza, care conduce in teoria liniara la 7y, = uxR.

1.B.3 (derivata cofactorului in identitate §i variatia ariilor) (a) Pornind de la Cof F' =
(det F)F~T, demonstrati ci

D(Cof)(I)[H] = (tr H)I — H*,  H € R¥3,

(b) Deduceti ca, pentru F. = [ + €H si o normala materiala unitara N, variatia relativa de

arie este

da — dA
dA

(c) Verificati pe cazul H = e; ® ey ca ariile fetelor cu N = e; nu se modifica la ordinul intai,

= 5(trH— (N,HN)) + O(?).

in timp ce ariile cu N = e; cresc cu €.

Indicatie. Folositi Propozitiile 1.2.1 ¢i 1.2.2 (sau formula din § 1.9.4 pentru D(Cof)) si
Cof I = I. La (b) dezvoltati ||Cof F.N|| si retineti (N, H'N) = (N, HN)).

Raspuns. (a) D(Cof)(I)[H] = (tr H)I — H”. (b) Formula indicatd. (c) Pentru H = ¢; ® ey,
tr H =1; cu N =e; avem (N, HN) = 1, deci variatia este nula la ordinul intéi; cu N = ey
avem (N, HN) = 0, deci variatia relativa este .

Nivelul C

1.C.1 (forfecare simpla dependentd de timp: cele douda descrieri, acceleratie, jacobian) Se
considera migcarea

SD(Xv t) = (Xl + /Y(t)X% XZ: X3)7 ’Y(t) = t27 t Z 07

pe un domeniu 2 deschis, marginit i conex, cu densitate de referinta constanta py. (a)
Calculati F'(t), J(t), deplasarea u(X,t), viteza materiala V (X, ¢) si cAmpul eulerian v(x,t).
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(b) Calculati acceleratia in ambele moduri: A(X,t) = dyp si a = O + (V,v)v, si verificati
cd A(X,t) = a(p(X,1t),t). (c) Verificati J = J div, v si deduceti densitatea p(x,t). Este
miscarea izocora? Dar rigida?

Indicatie. (a) X9 = x9, deci inversarea este imediata. (b) Observati ca v depinde numai de z,
iar vy = 0, deci termenul convectiv se simplifica (§ 1.5, § 1.9.5). (c¢) Propozitia 1.4.1 i § 1.10;
pentru rigiditate, comparati /' cu SO(3) (Propozitia 1.8.1).

Raspuns. (a)

F=141t% ®e, J=1, u = (1*X,,0,0), V = (2tX,,0,0),

v(z,t) = (2tae,0,0).
(b) A = (2X3,0,0), 0w = (222,0,0) si (Vv)v = 0, deci a = (222,0,0) si cele doua expresii
coincid. (c) divy,v =0 si J = 0; miscarea este izocord, p = po, dar nu este rigida, deoarece

C:FTF:I+t2(€1®€2+62®61)+t462®627&]

pentru ¢t > 0.

1.C.2 (deformare radiald cilindricd izocord si aparitia unei cavitati) Pentru R = / X? + X7 >
0 se considera deformarea

r(R)
R

p(X) = (X1, X5,0) + A\, Xzes, reC, r>0 1>0 X\ >0.

(a) Aratati ca, in baza ortonormata cilindrica (eg, eg, €3),

r(R

R)6@®6@+)\263®63, J=71"(R)

F=r'(R)eg ® er +

(b) Impuneti izocoria J = 1 gi integrati ecuatia diferentiala rezultata; aratati ca solutia

generala este

(c) Luati A\, = 4 ¢i a = 1. Calculati r(0), 7(3) si volumul imaginii cilindrului material
{R <3, 0 < X3 < 2}; comparati-l cu volumul initial si explicati rolul constantei a.

Indicatie. (a) Perturbati punctul material separat pe cele trei directii cilindrice, ca in § 1.12.5.
(b) J =1 se scrie (r?) = 2R/\,. (c) Imaginea este un tub: raza interioara este r(0) = a, iar
volumul se calculeaza ca m(r(3)% — a?)\, - 2; comparati cu § 1.10.

Rdaspuns. (b) r? = R?/)\, + a*. (c)

9 13
r0)=a=1 @)=/ +1= \/2_ ~ 1.8028.

Volumul imaginii este
9
(r(3)* —a*)\, -2 = Ly 4.2 =18,

egal cu volumul initial 7 - 3% - 2 = 187. Deformarea conserva volumul si p = py. Constanta
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a > 0 descrie o cavitate: axa materiala B = 0 devine un cilindru de raza a. Volumul total se

conserva numai daca cavitatea este luata in calcul.

1.C.3 (deformare neafind: admisibilitate, injectivitate, arii, masd) Fie Q = (0,1)? si
p(X) = (X1 + X3, Xy, X;).

(a) Calculati F, J si Cof F; verificati ci ¢ este o deformare admisibild (clasd Ct, J > 0) si
aratati ca ¢ este global injectiva pe Q. (b) Calculati aria imaginii fetei {X; = 0} N Q, cu
normala materiala N = e;. (c) Aratati ca densitatea nu se modifica gi verificati direct, prin
schimbare de variabila, ca vol p(£2) = vol Q2.

Indicatie. (a) J se citegte imediat din structura triunghiulara a lui F’; pentru injectivitate
observati ca xq,x3 determina Xs, X3, apoi X;. (b) Aria deformata este [ |Cof F'N| dA
(§ 1.9); apare integrala [y v/1 + 4t2dt. (c) § 1.10.

Raspuns. (a)

1 2X, 0 1 00
F=10 1 0], J=1, Cof F=FT=]-2X, 1 0
0 0 1 0 01

Aplicatia este injectiva; inversa este X = (z; — 23, 12, 23). (b) Cof Fe; = (1,—2X5,0), deci

‘ 1 1 \/3 1
aria = /0 /0 VI+4X3dXodX; = %7 + (2 + V5) ~ 14780,
(¢) J =1 implica p = py si
volgo(Q):/ JdX = 1.
Q

Volumul se conserva, dar ariile nu: izocoria este o conditie asupra determinantului, nu asupra

cofactorului.



Capitolul 2

Masuri de deformare, descompunerea polara si distanta

la rotatii

Surse si orientare. Pentru descompunerea polara, intinderile principale si masurile finite de
deformare folosim [3, 14]. Proprietatea de minim a factorului polar gi interpretarea distantei
la rotatii sunt prezentate si in [12].

2.1 Tensorii Cauchy—Green si intinderile principale

Fie
F e GL*(3)

gradientul local al unei deforméri. Daca T € R3 este un vector material, atunci vectorul

corespunzator in configuratia actuala este
t=FT.
Lungimea sa satisface
It)* = |FT|* = (FT,FT) = (T, FTF T).
Aceasta relatie motiveaza introducerea tensorului Cauchy—Green drept

Astfel,
IFT||* = (T, CT).

Daca M este o directie materiala unitara,
[M]| =1,
definim factorul local de Intindere in directia M prin
AM) :=||[FM]||.

Prin urmare,

AM)? = (M,CM).

Tensorul C' descrie astfel modificarea locala a lungimilor in functie de directia materiala.

39
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Matricea C' este simetrica, deoarece
CT=(FTFY' =F"F =C.
Mai mult, pentru orice x # 0,
(x,Cx) = (x, FTFz) = ||Fz|*.
Cum F este inversabila, din x # 0 rezulta Fz # 0, deci
(x,Cx) > 0.

Prin urmare,

C € Sym™(3).

Introducem si tensorul Cauchy-Green stang

Acesta este de asemenea simetric, deoarece
BT = (FF" = FFT = B.

Pentru orice y # 0, ,

(v, By) = (y, FFy) = | FTy[".

Cum F7T este inversabila,
HFTyH2 >0 pentru y # 0,

deci

B € Sym™(3).

Cei doi tensori apar in configuratii diferite. Tensorul C' actioneaza asupra directiilor
materiale, deoarece

AM)? = (M, CM)

este exprimata in functie de directia M din configuratia de referinta. Tensorul B este asociat
configuratiei actuale. Aceasta diferenta va deveni mai clara odata cu descompunerea polara a
lui F'.

Tensorul C' permite compararea lungimii unui vector material cu lungimea vectorului

corespunzator dupa deformare. Pentru orice 7' € R?,

IFT||* = |T||* = (T,CT) - (T,T)
= (T, (C — DT).
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Aceasta relatie motiveaza introducerea tensorului Green—Saint Venant

oy ;<c _ .

Rezulta

IFT|* — |IT||* = 2(T, ET).

Tensorul F masoara astfel variatia patratului lungimilor.
Daca

atunci

Prin urmare,
2 2
|FT|)" = (T,CT) = ||T||

pentru orice 7 € R3. Cum F' € GL*(3), aceasta este echivalent cu
F € S0(3).

Asadar tensorul E se anuleaza exact pentru transformarile liniare orientare-pastratoare care
conserva lungimile.

Interpretarea locala a tensorului C' se extinde direct la lungimea curbelor.
Propozitia 2.1.1 (Lungimea unei curbe si a imaginii sale). Fie [a,b] C R gi

c:la,b] = Q

o curbd de clasd C*. Atunci )
L) = [ @] d.
Pentru curba deformata ¢ o c,

Lpoe) = [ IR0 dr

Echivalent,

Lpoc)= [ i), Cleld)e®) it

Demonstratie. Prima formuld este definitia lungimii unei curbe de clasid C'. Pentru curba

deformata, regula lantului da

(poc)(t) = Vo(c(t))d(t) = F(c(t)d ().

Prin urmare,

Lpod) = [ IF(en)e )] d
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Cum
Cle(t)) = Fe(t)" F(c(?)),
IF(c(8))e (D) = (F(e(t))e (), Fe(t)d (1))
= (c(1),C(c(t))d (1))
Luand radacina patrata si integrand, obtinem formula dorita. [

Tensorul C este tensorul Cauchy-Green drept si este asociat configuratiei de referinta, in
timp ce B este tensorul Cauchy—Green stang si este asociat configuratiei actuale. Ambii sunt
tensori de deformare. Ei nu trebuie confundati cu tensorul de tensiune Cauchy o, care va fi
introdus ulterior.

2.2 Radacina patrata si calculul spectral

Fie S = ST € R3*3. Teorema spectrald furnizeazd o matrice ortogonala ) si valori proprii

reale s1, so, s3 astfel incat

S = @ diag(sy, s, 33)QT.

Daca S € Sym™(3), atunci toate valorile proprii sunt strict pozitive. Vom folosi aceasta
descompunere pentru a defini functii de matrice. Mai Intai tratam cazul de care avem nevoie

pentru descompunerea polara: radacina patrata pozitiva.

2.2.1 Radacina patrata pozitiva
Lema 2.2.1. Pentru orice S € Sym™(3) existd o unicd matrice U € Sym™(3) astfel incat
U*=S8.
Demonstratie. Ezistenta. Scriem
S = Q diag(sy, s2,53)Q", s; >0,

si definim
U:= Q dlag(\/s_la \/S_Qa \/S_3>QT

Matricea U este simetrica. Pentru o # 0, daca y = Q”'z, atunci
3
(x,Ux) = /597 >0,
i=1

deci U € Sym™(3). In plus,

U® = Q diag(y/5:)Q" Q diag(y/s;)Q"
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= Q diag(s,)Q" = 5.

Unicitatea. Fie V € Sym™(3) o altd matrice cu V2 = S. Primul pas este si vedem ci V

lasd invariante subspatiile proprii ale lui S. Din S = V? avem
VS=VV2=V3=V?V =SV.
Fie s > 0 o valoare proprie a lui S si
E,:={r € R®: Sz = sz}.

Daca = € E,, atunci

S(Vz) =V (Sz) =V(sz) = sV,

deci Vx € E,. Asadar restrictia
Vi:=Vlg, : Es — E

este bine definita.
Deoarece V este simetrica, si V; este simetrica pe spatiul euclidian E,;. Putem alege o

baza ortonormata (yi,...,yn) a lui Ey formata din vectori proprii ai lui V:
Vyi = 1iy;-
Pozitivitatea definita a lui V implica, pentru ||y;|| = 1,

15 = (y;, Vy;) > 0.
Pe de alta parte, y; € Ej, deci

V2y; = Sy, = sy;.
Dar din Vy; = p;y; rezulta

V2y; = uy;.
Comparand cele doua relatii obtinem
2 _
W = s.

Exista doud radacini scalare, +4/s, dar conditia p; > 0 elimina radacina negativa. Prin
urmare

p; =+/s  pentru fiecare j.

Asta arata ca pe intregul subspatiu propriu F, avem

Repetam argumentul pentru fiecare valoare proprie distincta a lui S. Pe suma ortogonala a
subspatiilor proprii, care este R?, matricea V coincide astfel cu matricea construita la pasul
de existenta. Deci V = U. [
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Vom nota aceasta unica radacina prin

81/2 =Q dlag(ﬁv \/57 \/g)QT

Definitia nu depinde de alegerea bazei ortonormate intr-un subspatiu propriu multiplu: pe un
asemenea subspatiu S/? este pur si simplu /s ori identitatea.
Aceeasi idee permite definirea altor functii spectrale. Daca f : (0,00) — R, punem

f(8) := Q diag(f(s1), f(s2), f(53))Q" .

In particular,
log S = @ diag(log s1, log 52, log 53)Q7 .

Pentru C = FTF € Sym™(3) vom nota
U=C'2

Daca Cq; = ¢;q;, ¢; > 0, atunci
Ugi = \/C_z ;-
Numerele
Ai = \/C_z
se numesc intinderi principale; ele sunt valorile singulare ale lui F'. Astfel

3
U= Z/\z‘%@)%’-

=1

2.3 Descompunerea polara

Radacina patrata pozitiva introdusa mai sus permite construirea factorului de intindere din
descompunerea polara. Constructia lui U, verificarea faptului ca R este rotatie si unicitatea

sunt facute in demonstratia urmatoare.

Teorema 2.3.1 (descompunerea polara). Pentru orice F' € GLT(3) existd in mod unic

R € SO(3) $i U,V € Sym™(3) astfel incat
F=RU=VR, U=F"F)Y?  v=FF)Y2 vV =RUR"

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe teorema spectrala pentru matrice simetrice pozitiv
definite si pe unicitatea radacinii patrate pozitive.

1. Constructia lui U. Deoarece F' € GL*(3), pentru orice z # 0 avem Fz # 0. Prin urmare

(x, FTFz) = |Fz|® > 0.
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Asadar C := FTF este simetrica pozitiv definitd. Teorema spectrala furnizeaza
C = Q diag(cl, Co, Cg)QT, c; > 0.

Definim
U= V2 = Q diag(y/r, /e, /&)Q".
Atunci U € Sym™(3), U% = C si U este inversabila.

2. Constructia rotatiei. Punem R := FU~!. Atunci
R'R=(FU Y (FU Y =UTF'FU!
=U'UU ! =1,
unde am folosit simetria lui U. Deci R € O(3). Din U? = FTF rezultd
(det U)* = (det )2,

Valorile proprii ale lui U sunt ,/c; > 0, deci

det U = /c1cac3 > 0.
Cum det F' > 0 prin ipoteza si (det U)? = (det F')?, rezultd det U = det F, iar

det F B

det R — _
i =T

1.

Prin urmare R € SO(3) si F' = RU.
3. Unicitatea. Daci F = RU cu R € SO(3) si U € Sym™(3), atunci
F'F =U"R"RU = U*.

Dar FTF = U2. Unicitatea raddcinii pitrate pozitive di U = U, iar apoi R = FU ! =
FU'=R.

4. Forma polara stangid. Definim V := RUR?. Atunci V € Sym™(3) si
VR=RUR"R=RU =F.

In plus,
V? = RU*R" = R(FTF)R" = FFT,

deci V este o raddcind pitratd simetricd pozitiv definitd a lui FFT. Dacd V € Sym™(3)
ar satisface si V2 = FFT atunci V2 = V? = FFT; unicitatea radicinii patrate pozitive,
demonstrata in Subsectiunea 2.2.1, impune V' = V. Agadar

V= (FF")'?

este unic. O
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Factorul R reprezinta rotatia locala, iar U intinderea pura in configuratia de referinta.
Valorile proprii A1, Ao, A3 > 0 ale lui U se numesc intinder: principale sau valori singulare ale
lui F'. Avem

J=det FF=det R detU =detU = A1 A3 )s.

Observatia 2.3.2. Aceeagi demonstratie este valabila in R™: pentru F € GL*(n) exista unic
F=RU,cuRc SO(n)si U € Sym™(n). In particular putem folosi fird o noud demonstratie

versiunea bidimensionala in exemplele de forfecare simpla.

2.3.1 Descompunerea in valori singulare

Diagonalizam U:
U= Q diag(/\l, /\2, /\3)62T7 )\Z > 0.

Atunci
F=(RQ) diag()\l,)\Q,)\;g)QT.

Numerele \; sunt valorile singulare ale lui F' gi reprezinta intinderile principale. Daca ¢; sunt

vectorii proprii ai lui U, atunci
Fq; = \iry, ri = Rgi,

cu (¢;) si (r;) baze ortonormate. Agadar deformarea afina se descompune intr-o rotatie a

sistemului de axe, trei intinderi pure si o rotatie finala.

2.3.2 Forfecarea simpla: valori singulare si rotatia polara

(1)

|
C=F'F= T ), w0 =2+442% detC=1.
¥ 1—1—72

In plan consideram

Atunci

Valorile proprii ¢; o ale lui C' sunt radacinile ecuatiei
A —(2+9*)c+1=0,

deci 2 )
Y AN,
0172:14—?:]:7 ’}/24‘4

Intinderile principale sunt \; = V/Ci st satisfac A Ay = 1, deoarece det F' = 1.

Pentru rotatia polara cautdam R(6) astfel incat U = R(0)TF sa fie simetric. Scriem

R(9) = (COSQ —sin@) ‘

sinf cos6
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Atunci

—sinf —vsinf + cosd

ROYTF = (cos@ ’ycos@—i—sm&).

Simetria impune
vycosf +sinf = —sin b,

adica
tanfd = ——.
an 5

Ecuatia pentru tangenta determina unghiul numai modulo 7. Factorul polar trebuie insa
sa satisfaca U = R(0)TF € Sym™(2). Alegem astfel ramura continua cu 6(0) = 0, adica
0 e (—n/2,7/2) si

0 = — arctan(~y/2).

Pentru aceasta ramura, elementele diagonale relevante ale lui U sunt pozitive; cealalta ramura
difera cu 7 gi ar schimba semnul lui U, incalcand pozitivitatea definita. Prin unicitatea
descompunerii polare, aceasta este rotatia polara. Asadar rotatia polara nu este zero, desi

deformarea este numita “forfecare simpla”. Ea contine simultan o rotatie si o Intindere pura.

2.4 Invarianti si valori singulare

Pentru un material izotrop, directiile principale nu trebuie sa apara explicit in legea constitutiva.

Folosim de aceea invariantii principali ai lui C:
L(C)=1trC, L(C) = ;[(tr C)? — tr(C?)], L(C) = det C = J>.
Sa vedem cum se citesc aceste cantitati din valorile proprii. Daca
Cgi=Ng, i=123,
cu (q1, q2, q3) baza ortonormata, atunci, in aceasta baza,
C = diag(A\], A3, \3).

Prin urmare
L=trC =)\ + )3+ A\

si
tr(C?) = A\ + A5 + 3.

Introducand aceste doua formule in definitia lui I,

_ 1
2
= M5+ AIAZ + A3

I A+ A2 4+ 22— (M + 25+ )3)
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De asemenea,

I3 = det C = AAJA;.
Aceleasi trei expresii apar cand dezvoltam polinomul caracteristic. In baza proprie,

det(C — ul) = (A = w)(A3 — ) (A3 — )
= —,u3 + ]1,&2 — Ly + Is.

Asadar (I, I3, I3) determind polinomul caracteristic al lui C' gi, prin urmare, multimea
neordonatd a valorilor proprii A?. Din acest motiv, o functie spectrald simetrica poate fi
descrisa, local gi sub ipotezele de regularitate necesare, fie prin (Iy, I, I3), fie ca functie
simetrica de (A1, A, A3).

2.5 Masuri finite de deformare

Tensorul U permite definirea mai multor masuri ale deformarii. Ele contin aceeasi informatie

spectrala, dar transforma diferit intinderile principale la deformari finite.

Masura definitie valori proprii
Biot Ep=U-1 A —1
Green-Saint Venant Eq =1(U*—-1) 1(\—1)
Hencky Ey =logU log \;
Almansi ea=3I—B") 1(1-X7?

Toate se anuleaza pentru U = [I. Diferenta dintre ele se vede deja pe o intindere principala
scalard: pentru aceeasi valoare A, numerele A — 1, (A\*> — 1)/2 si log A nu coincid in general.
O familie care le include pe primele trei este familia Seth—Hill:

U —J
Em — 5 m # 0.
In baza principali,
SN -1
Em — Z i N; ® N;
- 2
Pentru m = % obtinem
EYD = U -1,
iar pentru m =1,
7O _ U2 -1 C-1
o2 2

Ramane de explicat cazul m = 0. Pentru un scalar A\ > 0,
AT = ?MlogX — 1 4 9mlog A + O(m?) (m —0).
Prin urmare

)\Qm o
2m

=log A + O(m),
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si

m—0 om

Aplicand acest calcul pe fiecare valoare proprie a lui U,
lim E™ = logU.
m—0
Putem deci completa familia prin
EO® = logU.

Astfel masura Hencky apare ca limita familiei Seth—Hill, nu ca o formula separata fara legatura
cu celelalte masuri.
Mai notam aici identitatea spectrala pe care o vom folosi ulterior:

3
tr(logU) = Z log A; = log(A1A2\3) = logdet U = log J.
i=1

Ea rezulta direct din definitia spectrala a lui logU si din detU = det FF = J > 0. Des-
compunerea deviatorica a lui log U va fi folosita atunci cand introducem energia Hencky, in
Capitolul 5.

2.6 Liniarizarea comuna a masurilor de deformare

Consideram o familie de gradienti
F.=1+¢H, e — 0.
Calculam mai intai tensorul Cauchy—Green:

C.=FI'F,
= (I +ecH")(I+eH)
=1 +e(H+H")+2H'H
=TI+ 2symH+c*HTH.

Dorim acum dezvoltarea lui

U. = CM2

Scriem
U.=1+cK +0(%)

si folosim identitatea U2 = C.. Membrul stang devine

U2 =T1+2eK + 0(g?).
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Comparand termenii de ordin € cu dezvoltarea lui C.,
2K =2sym H,

deci

U.=1+esym H 4+ O(£?).

Partea antisimetrica a lui H nu apare deci in deformarea de ordin intai.

Pentru Green—Saint Venant,
1 e -
Eq(F.) = 5(6’5 —I)=¢esymH + ?H H.

Pentru Biot,
Ep(F.) =U. — I =csym H + O(£?).

Pentru Hencky folosim dezvoltarea scalara log(1+s) = s+O(s?) pe spectrul matricei simetrice
U, — I
logU. = (U. — I) + O(||U. — I||*) = esym H + O(£?).

Mai general, pentru fiecare m fix,
E™(F.) = esym H + O(?).

Prin urmare toate aceste masuri au aceeasi parte liniara:

‘Ehn = symH.‘

Daca H = Vu, obtinem tensorul deformatiei infinitezimale
e(u) = sym Vu.

Diferentele dintre Biot, Green—Saint Venant, Hencky si celelalte masuri apar de la ordinul al

doilea 1n sus.

2.7 Distanta euclidiana la rotatii: teorema lui Grioli

Proprietatea de minim a factorului polar este clasica; pentru formulari matriciale moderne si

extensii vezi [12].
Teorema 2.7.1. Pentru F € GL"(3) cu descompunerea polara F = RU,
3

in |[F-=Q|I’=|U-1I"=Y (N —1)
Qé%g}g)” Q" =l I ;( )%

tar minimizatorul este Q) = R.

Demonstratie. Demonstratia foloseste numai proprietati elementare ale normei Frobenius si
ale descompunerii spectrale; proprietatea este forma clasica a teoremei lui Grioli, pentru care
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vezi si [12].
Pasul 1: eliminarea rotatiei polare. Pentru orice matrice ortogonala P si orice matrice A,

|PA||* = (PA, PA) = tr(ATPTPA) = tr(ATA) = | A|”.

Asadar inmultirea la stanga cu o rotatie nu schimba norma Frobenius. Aplicand aceasta cu
P=RT,
IF - Qll = |R"(F - Q)|| = |R"RU — R"Q|
=|v-#"q].
Punem S = RTQ. Deoarece produsul a doud rotatii apartine din nou lui SO(3), problema

initiala este echivalenta cu

min ||U — S|*.
S€S0(3)

Pasul 2: dezvoltarea patratului normei. Folosind produsul Frobenius,

lU— 5| =(U~5.U~5)
= UI*+ S| = 2tx(UTS).

Tensorul U este simetric, deci UT = U. Pentru S € SO(3),
I1S]? = tr(STS) = tr I = 3.

Prin urmare

U= S||* = ||U||* +3 —2tr(US).

Primele doua termene nu depind de S; minimizarea normei este deci echivalenta cu maximizarea
lui tr(US).

Pasul 3: trecerea in baza principald. Teorema spectrala furnizeaza o rotatie Qg € SO(3) si
valori proprii pozitive Ai, Ao, A3 astfel incat

U = Qo diag(A1, \a, X3)Qp -
Prin invarianta ciclica a urmei,

tr(US) = tr(@o diag(\;) OTS>
= tr(diag()\i) QOTSQO) :

Notdm S = QFSQ, € SO(3). Atunci
tl"(US) = /\1§11 + )\2522 + >\3§33.

Pasul j: estimarea diagonalelor unei rotatii. Fiecare coloana a lui S este un vector unitate.
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In particular, pentru fiecare i,

|5:] <1, deci 56 < 1.
Cum toate \; sunt strict pozitive,

tr(US) < A+ A+ A3 =trU.

Valoarea din dreapta este atinsa pentru S=1 , adica pentru S = I. Mai mult, daca avem
egalitate, atunci fiecare termen pozitiv \;(1 — 5;;) trebuie sa fie zero; rezulta $; = 1 pentru toti
7. O matrice ortogonala ale carei trei elemente diagonale sunt toate egale cu 1 este identitatea.
Minimizatorul este deci unic.

Pasul 5: valoarea minima. Pentru S = I,

. 2 2
S uin \U -S| =||U-1I|.
€50(3)

In baza principali,
3

U= 111" = 3-(n = )2

i=1

In variabilele initiale, conditia S = RTQ = I inseamni Q = R. Prin urmare

3

in |[F=0Q|>=|U<1I|>=S"(\ —1)?
leglon(g)ﬂ Q" = | ;( )%

iar rotatia polara R este unica rotatie cea mai apropiata de F' in norma Frobenius. [

Legatura cu regimul de deformatii mici va fi reluata dupa teorema de rigiditate. Acolo
dezvoltam U, la ordinul necesar si folosim formula de mai sus pentru a obtine comportarea
lui dist(I +eH, SO(3)).

2.8 Distanta geodezica si deformarea Hencky

Distanta euclidiana depinde de geometria liniara a spatiului matricelor. Pe grupul GL*(3)
se poate introduce o metrica riemanniana stang-invarianta gi dreapta-O(3)-invarianta, pen-
tru care distanta la SO(3) se exprima prin logU; vezi [12] si referintele de acolo. Nu
dezvoltam aici teoria geodezicelor pe grupuri Lie; folosim numai formula de distanta si
identitatile spectrale. Pentru acestea este suficienta diagonalizarea ortogonala a lui U: daca
U = Q diag(\1, Ao, A3)QT, atunci log U = Q diag(log A\, log Ay, log A\3)Q7, iar urma si partea
deviatorica se calculeazi pe valorile proprii. In forma izotropé utilizats aici,

dist?, 4 (F, SO(3)) = a ||devlog U||* + g

geod

[tr(log U)]?, a, B> 0.
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Cele doua contributii au interpretari separate. Deoarece
tr(logU) = logdet U = log J,
termenul sferic méisoara modificarea de volum. In schimb
1 1
devlogU =logU — gtr(log U)I =logU — g(log J)I.
Deoarece matricea scalars J~/31 comuta cu U, calculul spectral permite adunarea logaritmilor:
-1/3 _ -1/37\ _ 1
log (J 73U ) = log U + log(J~/I) = log U — 5(log /)1

Prin urmare

devlog U =log (J/*U) .

masoara numai distorsiunea izocora.

2.8.1 Simetria intindere—compresiune

Daca intinderea principala A este inlocuita cu 1/, atunci
log(1/A) = —log A.

Prin urmare energia patratica in log U trateaza simetric extensia si compresia multiplicativ

inversa, proprietate pe care masura Biot A — 1 nu o are.

Forfecarea simpla si distanta la rotatii. Pentru forfecarea simpla, valorile singulare
si rotatia polara au fost calculate In Subsectiunea 2.3.2. Teorema lui Grioli se aplica direct

valorilor singulare calculate acolo gi da
dist?(F, SO(2)) = (A — 1)2 + (\y — 1)%

Exemplul arata ca partea de rotatie dintr-o forfecare simpla este eliminata de minimizarea
fata de SO(2), iar distanta masoara numai partea de intindere.

2.9 Rigiditate: cind absenta deformarii implica o mis-
care rigida

Deoarece SO(3) este inchis, conditia dist(V, SO(3)) = 0 este echivalenta cu Vi € SO(3).
Prin formula lui Grioli aceasta este, la randul ei, echivalenta cu U = I. Daca aceasta
proprietate este valabila in toate punctele unui domeniu conex, compatibilitatea gradientului

nu permite ca rotatia sa varieze arbitrar de la punct la punct.

Teorema 2.9.1 (Liouville pentru deformiri fara intindere). Fie @ C R? deschis si conex si
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fie o € C*(Q;R3). Dacd
(Vo(2))'Vo(z) =1 pentru orice x € ),
si det Vo > 0, atunci existd o rotatie constantd Q € SO(3) si un vector constant b € R? astfel
incat
o) =Qr+b in S

Demonstratie. Notam R(x) = Vp(x). Ipoteza spune ca R(z) € SO(3). Derivind identitatea
RTR = I in directia z;, obtinem

(OLR)'R+ RTOLR = 0.

Prin urmare

Ay = RTOLR € 50(3), OLR = RA,,

unde s0(3) este spatiul matricelor antisimetrice.
Coloana j a lui R este 0;¢. Egalitatea derivatelor mixte da

8k(R€j) = 8k8j<p = 8j8k(,0 = 8j (Rek),
deci, dupa inmultire la stanga cu RT,
Agej = Ajey, (7,k=1,2,3). (2.R1)

Reamintim aici corespondenta dintre matricile antisimetrice si vectorii axiali. Pentru

0 —as (05}
A= as 0 —a3
—as aq 0
avem, pentru orice v € R?
Y p )
Av=axv a = (a1, ay,a3)’
- 9 - 1,w2,Ww3) -
Reciproc, orice AT = —A are In mod unic aceastd forma, cu a = (Asg, A3, A91)T. Prin

urmare, pentru fiecare k, exista un unic a; € R? astfel incat Ayv = a; X v.
Relatia (2.R1) devine
a X €; = a;j X e. (2.R2)

Scriem ay, = (ax, ask, agk). Alegand succesiv perechile (j, k) = (1,2), (1,3), (2, 3) si comparand
componentele in (2.R2), se obtine

a1 = ag1 = 13 = a31 = ag3 = agz = 0,
iar componentele diagonale satisfac simultan

a11 = —Qa2, @11 = —ass, Q22 = —A33.



Elasticitate matematica 55

Rezulta a1 = age = azz = 0, deci a;, = 0 si astfel A, = 0 pentru fiecare k. Prin urmare
OrR = 0, adica R este constant pe domeniul conex §2. Notam aceasta constanta cu @ € SO(3).
Atunci V(¢ — Qz) = 0, iar conexitatea lui Q implica p(z) — Qx = b, cu b constant. ]

Observatia 2.9.2. Rezultatul explica de ce tensorii C' — I, U — I, log U si distanta la SO(3)
sunt masuri de deformare: anularea lor peste tot nu descrie o stare noua de deformare, ci

numai o translatie si o rotatie globala a corpului.

Teorema 2.9.3 (rigiditatea infinitezimala, versiunea clasica). Fie Q C R? un domeniu deschis
si conex si fie u € C*(Q;R3). Dacd

e(u) =symVu =0 in Q,
atunci existd a € R® si o matrice constantda W € R¥>3, WT = —W, astfel incat

u(z) =a+ Wz Vo € Q.
Demonstratie. Pentru i, j, k € {1,2,3} verificam identitatea

Oijur = Oieji(u) + 0jei(u) — Okess(u).
Intr-adevar,
Oiejr + 0j€i, — Okeij
= ;(aikuj + Oygur + Dy + O, — Onitty — Opgu )

= aijuka

unde am folosit egalitatea derivatelor mixte, permisa de regularitatea C?. Daca e(u) = 0,
membrul drept este zero, deci toate derivatele de ordin doi ale lui u se anuleaza. Prin urmare
fiecare componenta a lui Vu este constanta pe domeniul conex €2; notam aceasta matrice
constantd cu W. Conditia sym Vu = 0 dd W7 = —W. In sfarsit,

V(u—Wz) =0,

iar pe un domeniu conex o functie C* cu gradient nul este constantd. Rezultd u(x) =
a+ Wua. ]

Observatia 2.9.4. Rezultatul identificd nucleul deformatiei infinitezimale: e(u) = sym Vu
nu detecteazi translatiile si rotatiile infinitezimale. In Capitolul 7, inegalitatea lui Korn va

transforma aceasta observatie geometrica Intr-o estimare cantitativa.
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2.10 De la distanta neliniara la deformatia infinitezi-

mala

In Sectiunea 2.6 am obtinut dezvoltarea la primul ordin U, = I + esym H + O(£?). Pentru
distanta la SO(3) avem nevoie de un pas suplimentar: calculam aici gi termenul de ordinul al

doilea. Consideram o familie de deformari mici
e (x) = x + eu(x), F.=I+¢eH, H=Vu.
Punem S =sym H si A =skew H. Atunci
C.=F'F.=1+2S+c*H"H.

Aplicatia U +— U? este netedd pe Sym(3), iar diferentiala sa in I este X + 2X izomorfism pe
Sym(3). Teorema functjiei inverse arata ca radacina patrata pozitiva depinde neted de matrice
in vecinatatea lui I. Prin urmare ¢ — U, = /(. admite o dezvoltare Taylor i putem scrie

U.=1+eS+eK +0(e?).

Ridicand la patrat,
U2 =1+2eS+£*(S? +2K) + O(?).

Comparand cu C., rezulta

K = ;(HTH—SQ>.

Aceasta dezvoltare rafineaza formula de ordinul intai din Sectiunea 2.6. Prin teorema lui
Grioli,

dist?(I + eH,SO(3)) = ||U. — I||* = €2 ||sym H|)* + O(£®). (2.R3)
Formula (2.R3) leaga direct teoria neliniara de elasticitatea liniara. Partea antisimetrica

skew H reprezinta, la ordinul Intai, o rotatie infinitesimala gi nu contribuie la deformatia
elastica. Partea simetrica sym H este tensorul de deformatie liniarizata.

Exemplu: rotatie infinitesimala. Daca H = A este antisimetrica, atunci sym H = 0.
Mai precis,

2
C.=T—¢24%  U.=1- %/ﬁ +0(eY),
si astfel
2
dist(I + A, SO(3)) = % |42 + o).
In particular distanta este O(c?), desi ||[I +eA —I|| = O(g). Norma deplasirii fata de

identitate confunda rotatia cu deformarea; distanta la grupul rotatiilor nu face aceasta
confuzie.
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Exemplu: intindere infinitesimala. Pentru H = diag(hq, ho, h3), avem H = S, iar
dist*(1 +eH, SO(3)) = e2(h? + h3 + h3) + O(*).

In acest caz nu exista rotatie la ordinul intai; intreaga perturbatie este deformanta.

2.11 O inegalitate punctuala utila si legatura cu rigidi-

tatea geometrica
Pentru orice F' € GL*(3), daca F' = RU este descompunerea polara, atunci
dist(F, SO(3)) = | U — || .

Cum valorile singulare ale lui F' sunt \; > 0, rezulta

dist*(F, SO(3)) = i(xi — 1)

=1

In particular, dacid F raméane intr-o vecinitate fixa a lui SO(3), atunci HFTF— IH si
dist(F, SO(3)) controleaza reciproc aceeasi mirime, cu constante locale. Intr-adevar,

|F7F -1 = i(Af 2= i(Ai 1200+ 1)

i= i=1

Daca Apin < A < Amax, atunci
(1+ Amin)* dist™(F, SO(3)) < |[FTF — IH2 < (1 + Amax) 2 dist?(F, SO(3)). (2.R4)

Daca F ramane intr-o vecinatate suficient de mica a lui SO(3), valorile singulare raman

intr-un interval compact din jurul lui 1, deci constantele de mai sus pot fi alese uniform.

Teorema 2.11.1 (rigiditatea geometrica Friesecke—James—Miiller, consecinta clasica a rezul-
tatului admis). Fie Q C R3 mdrginit, conex si cu frontierd Lipschitz. Existd C(2) > 0 astfel
incdt pentru orice v € C1(Q;R3) existd o rotatie constantd Q € SO(3) pentru care

1/2

1/2
</Q Ve — Q| dX> < Q) (/Q distQ(Vv,SO(3))dX)
Constanta poate fi aleasa invarianta la dilatari uniforme ale domeniului.

Nu afirmam unicitatea rotatiei (); teorema garanteaza existenta unei rotatii constante cu
estimarea de mai sus. Rezultatul general este formulat in spatiul Sobolev W12: am scris aici
numai consecinta pentru functii C*, astfel incat si nu folosim spatii functionale inainte de
introducerea lor in Capitolul 7. Demonstratia generala este profunda si depaseste obiectivele

cursului; vezi [18].
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2.12 Masurile de deformare pentru o deformare radiala

Gradientul unei deformari sferic simetrice a fost calculat in Subsectiunea 1.7.1. Pentru

X, R:HXH?

stim ca, in baza sferica (eg, ey, €y),

F = diag (r’(R),
Daca
r'(R) > 0, r(R) > 0,

atunci I este deja simetrica pozitiv definita. Prin unicitatea descompunerii polare,
Ry =1, U=F.

Prin urmare intinderile principale sunt

r(R)

/\R:’I"/(R), )\19:)%,2 R .

Acum putem calcula fara a reface cinematica din Capitolul 1. Masura Biot este

Ep = diag (ﬂ(R) 1, r(g’) 1, TS? - 1> ,

masura Green—Saint Venant este

L s, M) r(R)?
Eg = §d1ag (T’(R) -1, 72 -1, -1,

iar deformatia Hencky este

log U = diag (log ' (R),log T(g) ,log T<R)> .

Urma ultimei matrice este

tr(logU) = log =log J.

r(R) (T(]f))z

Astfel exemplul radial verifica direct relatia generala tr(log U) = log J.
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2.13 Probleme pentru seminar

1. Pentru U = diag(2,1,1/2) calculati E™ pentru m = 1/2, 1 si limita m — 0.

2. Calculati U, R pentru o matrice diagonalda F' = diag(\1, A2, A\3), A; > 0, si pentru o

rotatie pura.
3. Verificati formula distantei la SO(3) pentru F' = diag(2, 1,1/2).

4. Dezvoltati log U pana la ordinul intai in H = F' — I, folosind dezvoltarea spectrala din

sectiunea de liniarizare a masurilor de deformare.
5. Pentru forfecarea simpla calculati exact I, I», I3 si verificati ca I} = I, = 3+ 2, Is = 1.

6. Aritati ci doud matrice F, F € GL*(3) verifics FTF = FTF daci si numai daci
F = QF pentru un Q € SO(3).

7. Aratati ca det U = det V' = det F.

8. Pentru F' = diag(A, \™%, A7), calculati variatia de volum sgi discutati limita A — 1.

2.14 Exercitii rezolvate

Problema 2.14.1 (tensorul Cauchy—Green pentru o intindere diagonala). Pentru F =
diag(Ai, Ao, A3), A; > 0, calculati C' = FT'F gi B= FFT.

Rezolvare. Deoarece FT = F,
C = FT'F = diag(\2, A3, \2),

si identic B = FFT = (. Valorile proprii ale lui C' sunt A\?, deci intinderile principale sunt \;.

Problema 2.14.2 (lungimea unui segment material). Fie dX un vector material infinitesimal.

Aratati ca lungimea sa dupa deformare satisface
|dz||® = (dX,C dX).
Rezolvare. La ordinul intai, dv = F dX. Atunci
|dz||* = (FdX, FdX) = (dX, FTF dX) = (dX,C dX).

De aceea C' contine exact informatia privind modificarea lungimilor in descriere materiala.

Problema 2.14.3 (deformare rigida). Daca F' = @ € SO(3), calculati C, U si tensorul
Green—Saint Venant £ = (C' —I)/2.

Rezolvare. Din QTQ = I rezulta, C' = I. Radacina patrata pozitiva a lui I este U = I, iar

1
E=-(I—-1)=0.
s —1)

Prin urmare o rotatie pura nu produce deformatie, desi F' poate fi foarte diferit de I.
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Problema 2.14.4 (matrice diagonala). Pentru F' = diag(2,1,1/2) determinati R ¢i U in
F = RU.

Rezolvare. Avem
FTF = diag(4,1,1/4),

deci
U= (FTF)/? = diag(2,1,1/2) = F.

Prin urmare R = FU~! = I. Deformarea este o intindere pura, fara rotatie polara.

Problema 2.14.5 (masuri clasice de deformare). Pentru intinderea uniaxiala F' = diag(\, 1,1)
calculati mésurile Biot U — I, Green 3(C' — I) si Hencky log U

Rezolvare. Aici U = F si C' = F?. Prin urmare
U — I = diag(\ — 1,0,0),

1
E = 3 diag(A\? — 1,0,0),

si, prin calcul functional spectral,
log U = diag(log A, 0, 0).

Cele trei masuri coincid numai la ordinul intai in jurul lui A = 1.

Problema 2.14.6 (descompunerea polara a forfecarii simple). Pentru

()

in plan, calculati C' si valorile sale proprii. Deduceti intinderile principale.

1
C=F"F= T
v 1+«

=2+ +1=0,

Rezolvare. Avem

Polinomul caracteristic este

deoarece trC' = 2 + 42 si det C' = (det F')? = 1. Astfel

. 242V 4
1,2 — .
’ 2

Intinderile principale sunt

iar produsul lor este 1, in acord cu det F' = 1.

Problema 2.14.7 (teorema lui Grioli pentru o matrice diagonala). Pentru F' = diag(A1, A2, A3)
cu \; > 0, calculati explicit

dist*(F, SO(3)).
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Rezolvare. Factorul polar este R = I, iar U = F. Teorema lui Grioli demonstrata in
capitol da
dist?(F, SO(3)) = ||U — I||*.

Cum patratul normei Frobenius a unei matrice diagonale este suma patratelor elementelor
diagonale,

dist*(F, SO(3)) = (A — 1)* + (A2 — 1) + (A3 — 1)2.

Problema 2.14.8 (liniarizarea masurilor de deformare). Fie F. = I + ¢H. Aratati pana la
ordinul Intai ca

C. =1+ 2esym H + O(?), E. =esym H + O(&?).
Rezolvare. Calculam
C.=(I+ecH)'I+eH)=IT+c(H"+ H)+*HTH.
Dar HT + H = 2sym H, deci
C.=1+2symH+e*HTH.

Prin definitie,

1 2
E.=(C.—I)=esymH + %HTH.

Aceasta explica aparitia lui sym Vu in teoria liniarizata.

Problema 2.14.9 (distanta la rotatii in regim de deformatii mici). Folosind dezvoltarea lui
U., aratati ca
dist?>(I + eH, SO(3)) = & ||sym H||* + O(c®).

Rezolvare. Din rezultatul demonstrat in capitol,
U. = (FTF)Y? = I + esym H + O(?).

Teorema lui Grioli da
dist?(F., SO(3)) = ||U. — I||”.

Inlocuind dezvoltarea,
2
Hg sym H + 0(82)H =2 ||sym H|* + O(%).
Partea antisimetrica nu apare la ordinul principal deoarece ea reprezinta rotatia infinitezimala.

Problema 2.14.10 (separarea volumetrica—izocora). Pentru F € G L™ (3) definiti
Fy = JY°F, J =det F.

Aratati ca det Fig, = 1 si explicati cum se descompune log U in parte sferica gi deviatorica.
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Rezolvare. Folosind omogenitatea determinantului in dimensiunea trei,
det(J"Y3F) = Jldet F = 1.

Pentru U pozitiv definit, tr(log U) = logdet U = log J. Orice matrice simetrica se descompune
in 1 1
logU = devlogU + gtr(log U)l =devlogU + g(log I

Prima parte descrie schimbarea de forma la volum constant, iar a doua schimbarea pur

volumetrica.

2.15 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

2.A.1 (tensorii de deformare pentru o intindere diagonald) Fie

F = diag (4, 1, 1) :
2
Calculati J, C, B, U, V, tensorul Green—Saint Venant E, deformarea Hencky log U, invariantii
I, I, I3 ai lui C si distanta euclidiana dist*(F, SO(3)).
Indicatie. Pentru F' diagonal cu elemente pozitive, descompunerea polara este R = I,
U =V = F (Teorema 2.3.1); folositi teorema lui Grioli pentru distanta si definitia spectrala a

lui log U.
Raspuns.
1
J =2, C’:B:diag<16,1,4>7
i 1
U:V:dlag(4,1,2>, R=1,
. 15 3 .
E = diag (2,0,—8>, logU = diag(2In2,0, —In2), trlogU =In2 =1nJ,
69 81
]1:Z7 12:Z7 13:4:‘]27

dist?(F, SO(3)) = 3" (i — 1) = 347 — 995,

)

2.A.2 (descompunere polard cu rotatie nebanala) Fie

Verificati ca F € GL*(3), calculati C, B,U,V, R si verificati relatiile F = RU = VR si
V = RURT. Care sunt intinderile principale si directiile principale materiale si spatiale?
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Indicatie. Calculati mai intdi C' = FTF (care este diagonal), extrageti U = +/C' (Lema 2.2.1)
si apoi R = FU™!; verificati RTR =1, det R = 1.

Raspuns.
det FF =6 > 0, C = diag(9,4,1), B = diag(4,9,1),
0 -1 0
U = diag(3,2,1), V = diag(2,3,1), R=11 0 0| €SO(3).
0 0 1

Intinderile principale sunt A = (3,2, 1); directiile principale materiale sunt ey, ey, 3, iar cele
spatiale sunt Re; = ey, Res = —ey, Res = e3. Matricea R este rotatia de 90° in jurul lui es.

2.A.3 (descompunerea volumetric—izocora a deformarii logaritmice) Fie F' = diag(4,2,1/2).
Calculati J, log U, log J, partea deviatorica devlog U si verificati identitatea de ortogonalitate

1
||llog U||2 = ||devlog U||2 + g(log J)2.

Indicagie. Folositi trlogU =log J si dev A = A — 3(tr A)I; calculele se fac pe valorile proprii
ale lui U.
Raspuns.

J =4, logU = In2 diag(2,1, —1), log J =21In2,

In2
devlogU = 1quiag(ZI, 1,-5),

14
llog U||*> = 6(In 2)?, |devlog U||* = g(ln 2)2.

Astfel ¥ (In2)? 4 £ 4(In2)? = 6(In 2)*.

Nivelul B

2.B.1 (descompunere polara, Grioli si Hencky pentru o matrice nediagonala) Fie

-1 -2 0
F=12 1 0
0 0 1

(a) Verificati det F' > 0, calculati C si aratati ca

210 0 -1 0
U=11 2 0f, R={1 0 0
0 01 0 0 1

(b) Determinati intinderile principale si calculati dist®(F, SO(3)) folosind teorema lui Grioli;
verificati rezultatul calculand direct ||[F — R||*. (c) Calculati log U.

Indicatie. (a) C = U?; cautati U in forma ol + B(e; ® ez + e3 @ e1) si folositi unicitatea
radacinii patrate pozitive (Lema 2.2.1). (b) Teorema 2.11.1. (c) Diagonalizati U in baza
271/2(1,1,0), 27Y2(1, —1,0), es.
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Raspuns.
5 4 0
det F = 3, C=14 5 0|=U?
001
Valorile proprii ale lui U sunt (3,1, 1), deci
dist?>(F,SO(3)) = (3—1)?=4, |F—R|*=4.
Mai mult,
11
In3 0
0 00

2.B.2 (trei identitali spectrale utile) Fie F' € GL1(3) cu descompunerea polara F = RU si
intinderile principale A, Ay, A3 > 0. Demonstrat;i:

() NFIP= U1 =2+ 2+ = L(C),
(b) | Cof FII* = N{A3 + A3A5 + A3AT = I2(C),

(c) dist?>(F,SO(3)) = ||F|*+3 —2tr U.

Deduceti din (¢) c& minimizarea lui ||[F — Q||> pe SO(3) este echivalents cu maximizarea
termenului corespunzator de urma si regasiti enuntul teoremei lui Grioli.

Indicatie. Folositi invarianta normei Frobenius la inmultirea cu matrice ortogonale, ||QA| =
|| Al|, relatia Cof(RU) = R Cof U i diagonalizarea lui U (§ 2.4, Teorema 2.11.1).

Raspuns. Toate cele trei identitati sunt adevarate. Pentru @ € SO(3),

IF = QI° = FIF+3 - 2tx(URTQ),
iar tr(URTQ) < tr U, cu egalitate pentru Q = R. Rezulta

in ||[F—0Q|*=|U-1I|*.
Qerrslgl(3)|! Q"= 1

2.B.3 (contraexemplu: deformarea Hencky nu este aditiva) Fie

1 0 -1 0
F1 = dlag (2, 5, 1) s FQ =11 0 0f € SO(S)
0 0 1

(a) Calculati log U(F}) si logU(Fy). (b) Calculati log U(F1F) si log U(FyFy). (c¢) Concluzio-
nati ca, in general,

log U(F1F2) # log U(F) + log U(F2),
lOg U(FlFQ) % lOg U(FQFl),

desi ||log U|| este invarianta la compunerea cu rotatii la stdnga. Explicati diferenta dintre
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rotatia configuratiei deformate si rotatia configuratiei de referinta.
Indicatie. C(FyFy) = FjC(Fy)F, dacd F», € SO(3); o rotatie la dreapta roteste directiile
principale materiale, iar una la stanga nu schimba U.
Raspuns.
log U(F}) = diag(In2, —1n2,0), logU(F3) =0,

log U(F\Fy) = diag(—1In2,In2,0),
log U(FyFy) = diag(ln 2, —In 2, 0).

Prin urmare aditivitatea este falsa. Rotatia la stanga lasa U neschimbat, pe cand rotatia la
dreapta schimb# directiile materiale principale. Normele raman egale: |[logU|| = v/2 In2 in

cazurile nebanale de mai sus.

Nivelul C

2.C.1 (intindere uniaxiald izocord: toate masurile de deformare i linearizarea lor) Fie A > 0
si

F = diag(\, A7V A7),
(a) Calculati J,C, U, R si invariantii Iy, I, I3 ai lui C. Ce interpretare mecanica are J7 (b)
Calculati mésurile din familia Seth-Hill E(V) = U — I (Biot), E® = (C' — I) (Green-Saint
Venant) si E(¥) =log U (Hencky). Care dintre ele are urma nula pentru orice A > 0 si de ce?
(c) Puneti A = 1 + € si dezvoltati cele trei masuri pana la ordinul intéi in €; aratati ca toate
coincid cu € = sym Vu si identificati coeficientul lui Poisson al acestei familii de deformari in
regim infinitezimal.
Indicatie. (a) F este diagonal pozitiv, deci R = I, U = F (Teorema 2.3.1). (b) Folositi
liniarizarea comuna a masurilor de deformare i identitatea trlogU = log J. (c) Folositi
aceeasi dezvoltare pentru U..
Raspuns.

J=1, C=diag\ X"\, U=F R=1I,
I =2 +227h I, = A2 4 2), I;=1.
EW =diag(A — 1, A\"Y2 -1, A7V2 1),

1
E® = 5 diag(\> — 1L,A" 1= 1,271 —1),

11
E® —1n ) diag (1, L —) .
22

Numai log U are urma nula pentru orice A\, deoarece trloglU = log J = 0. Pentru A = 1 + ¢,

toate trei devin )

1
. 1 - = 2
Edlag(, 5 2)+O(€),
deci v =1/2.

2.C.2 (rigiditate: rolul conexitatii si echivalenta masurilor langa SO(3)) (a) Fie Q C R?
deschis si conex si ¢ € C*(Q;R3) cu Vol Vo = I si det Vo > 0 1n . Enuntati concluzia
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si explicati unde intervine, in demonstratie, egalitatea derivatelor mixte. (b) Construiti un
contraexemplu care arata ca ipoteza de conexitate este necesara: gasiti €2 deschis, neconex,
si o € C°(;R3) cu Vi € SO(3) peste tot, dar care nu este restrictia unei singure miscari
rigide. (c) Pentru F' = diag(4, 1, 1/2) verificati numeric inegalitatea din § 2.17,

(1+m)*dist*(F,SO(3)) < |[FTF — 1| < (1 + M) dist*(F. 5O(3),

cu m = min; \;, M = max; \;, si comentati ce se iIntampla cu constantele cand F' se apropie
de SO(3).

Indicatie. (a) Teorema 2.15.1 (Liouville). (b) Luati reuniunea a doua bile disjuncte. (c)
1€ = I = S — 1200 + 12

Rdspuns. (a) p(x) = Qz +b, cu Q € SO(3), b € R? constante. Egalitatea 0,0;¢0 = 0,0k
conduce la relatiile Age; = Ajey, care forteaza Ay = RTOLR = 0, deci R este constant. (b)
De exemplu,

x, x € B(0,1),

Q= DB(0,1)UB(5e,1),  plz) =
Qox + by, x € B(5ey, 1),

cu Qo € SO3), Qo # 1. (c)

37
dist?(F, SO(3)) = T =92 - I = 225.5625,

1
m= —, M =4,
2

20.8125 < 225.5625 < 231.25.
Cand X\; — 1, ambele constante tind la 4, deci |C' — I]| = 2dist(F, SO(3)).

2.C.3 (distanta euclidiand vs. distanta geodezicd: simetria tensiune—compresiune) Fie Qo €
SO(3) oarecare, Uy = diag(4,1,1) si F' = QoUy. (a) Calculati descompunerea polara a lui F,
intinderile principale, J si logU. (b) Calculati

eucl

dist?,o(F, SO(3)) = S (A — 1)?

(2

si

L2
distgeoq

(F,SO(3)) = pt||devilog U|* + g(log )2,

(c) Repetati calculul pentru F~! si comparati. Ce proprietate de simetrie tensiune—compresiune
are masura geodezica si pe care o pierde cea euclidiana?
Indicatie. § 2.11 pentru distanta euclidiana, § 2.12 pentru cea geodezica; folositi faptul ca
valorile singulare ale lui F~! sunt 1/);(F).
Raspuns. (a) R=Qo, U =Uy, A= (4,1,1), J =4, logU = diag(2In2,0,0). (b)

dist? 9,

eucl —
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2In2
devloglU = Tn diag(2, —1, —1), |devlog U||* = i(ln 2)?,

(log J)? = 4(In2)?,
prin urmare
8
distzeod = gu(ln 2)? + 2k(In 2)%.

(c) Pentru F~!, valorile singulare sunt (1/4,1,1), deci

1

2
dist? ., = (4 — 1) = #£9,

in timp ce ||devlog U ||2 si (log J)? rdman neschimbate. Masura logaritmica trateaza simetric

o intindere A gi compresia inversa 1/\; masura euclidiand nu are aceasta proprietate.



Capitolul 3

Axiome din teoria elasticitatii, principiul lui Cauchy si

ecuatiile de miscare in configuratia actuala

Surse si orientare. Principiul lui Cauchy, bilanturile si localizarea lor sunt prezentate in

spiritul tratarilor clasice [7, 3] si al expunerii sistematice din [11].

3.1 Conservarea masei

Fie P C €2 o parte materiala fixata In configuratia de referinta. La timpul ¢, aceeasi colectie

de puncte materiale ocupa regiunea P, = ¢,(P). Conservarea masei inseamna

[ o(x)dx = [ plat)do,
P Py

unde py este densitatea in punctul X din confirguratia initiala iar p(x,t) este densitatea in
configuratia actuald in punctul z = ¢(X,t).
Aplicam teorema schimbarii de variabila z = ¢(X). Deoarece dz = J(X,t) dX, membrul

drept devine
[ ple(X,8).0)J(X. 1) dX.

Cum egalitatea este adevarata pentru orice subdomeniu material P si integranzii sunt continui,

rezulta relatia punctuala

p(@(th)7t)J(X’t) ZPO(X)' (31)

Deducem acum ecuatia locala de continuitate fara a omite pagii. Membrul drept din (3.1)

nu depinde de timp, deci
d

0= g[p(gp(X, t>7t)J(X> t)}

Prin regula produsului,

d
0= —p((X,1).8) ] + plp(X,1), 1) J.
Regula lantului furnizeaza

X, 0,0) = ol 1) + (Vapli, 1),018) = Do (0.0),

iar Propozitia despre evolutia jacobianului dd J = J div, v. Inlocuind,

D
0= J(lji—i-pdivv) o .

68
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Cum J > 0 si ¢ este local inversabila,

D
Ff + pdive = 0.

In sfarsit,
Dp
Dt
agadar forma euleriana conservativa este

O + (v, Vp), div(pv) = (v, Vp) + pdivw,

Op + div(pv) = 0.

Cele doua forme sunt echivalente; prima urmareste o particula materiala, iar a doua exprima

conservarea masei intr-un punct spatial fix.

Exemplul 3.1.1 (dilatare omogeni). Pentru p(X) = AX, A > 0, avem F = A\, J = \3.
Dac# densitatea initiald este constantd py, atunci p = po/A3. O dilatare liniara de 10%
produce o variatie de volum de aproximativ 33.1%, nu de 30% exact, ceea ce arata de ce

determinantul este cantitatea corecta la deformari finite.

Exemplul 3.1.2 (intindere uniaxiala incompresibila). Consideram
(X1, Xo, X3) = (AX1, A7V200, A7H2XG).

Atunci J = 1. Intr-un material incompresibil, contractia transversala nu este o alegere

independenta: ea este impusa de conservarea volumului.

3.2 Forte de volum si forte de contact

Asupra unei parti actuale P, C §2; actioneaza forte de volum si forte de contact. Scriem
rezultanta sub forma

F(P) = /P pbdx+/(9p t(z,n)da,

unde b este forta specifica de masa, iar t(z,n) este vectorul tractiune pe suprafata de normala
n.

Teorema lui Cauchy arata ca dependenta tractiunii de normala este liniara.

3.3 Rezultate auxiliare pentru localizare

Inainte de teorema lui Cauchy fixdm instrumentele folosite apoi in bilanturi: teorema diver-

gentei, localizarea si transportul unui volum material.
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3.3.1 Teorema divergentei

Vom transforma integrale de suprafatd in integrale de volum. Dacd P C R? este marginit, cu

frontiera Lipschitz, n este normala exterioara si ¢ € C'(P;R?), atunci

/ <q,n>da:/diqux.
aP P

Pentru un camp matricial T" aplicam formula fiecarei linii. Componenta ¢ a integralei de
suprafata este

3
Tn), da = / T, da.
/ap( n)ida apjz:l ity ea

Considerand vectorul ¢ = (T}1, Tia, Tj3), teorema divergentei da

3

Prin urmare

Tnda:/ divTde|,  (divT); = 9;T}.
oP P

Aceasta este forma pe care o vom folosi la localizarea bilantului impulsului. In acest capitol
lucram cu campuri clasice; forma slaba va fi introdusa separat in Capitolul 7.

3.3.2 Lema de localizare

Lema 3.3.1 (localizare). Daca f € C(2;R™) si

Lo, Ty =0

pentru orice bila B,(x) C Q, atunci f =0 in Q.

Demonstratie. Presupunem prin contradictie ca exista xg € Q cu f(zg) # 0 gi punem
e = f(xo)/ ||f(xo)||. Atunci (e, f(xo)) = ||f(z0)|| > 0. Prin continuitate exista » > 0, cu
B, () C Q, astfel incat

(e f@) > S 1@l Ve € Bula)

Prin urmare

1 3
<€’ /Br(xo) fl@) dx> - /BT(zo)<€’f(x)> de > 5 [l (@o)ll £5(B(z0)) > 0,

contradictie cu ipoteza. Deci f = 0. [
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3.3.3 Teorema transportului Reynolds pentru un volum material

Fie P, = ¢(Fy,t) un subcorp material si ¢ = ¢(x,t) un cAmp scalar neted. Schimbarea de
variabile z = p(X,t) da

| at@tyde = [ ale(X,0),07(X, 1) dx.
P Py
Derivam membrul drept. Regula lantului produce

Dq(

;Zt (p(X,1),1) = (e, 1) + (Vaa(p,t), D) = 5 (1),

iar formula lui Jacobi din Capitolul 1 di J = J dive. Asadar

d Dq
d /(J J)dX
dt Jn 14~ Dl T

D
(D(t] +qdivv> JdX
4q

D
(Dt + qdiv v) dx.
d

— | qdr = /P (&gq + div(qv))da:.

Jr
Jr

Echivalent,

dt Jp

3.3.4 Consecinta a conservarii masei pentru volume materiale

Conservarea masei a fost dedusa in Capitolul 1, atat in forma materiala

p((P(Xv t)>t)J(X7 t) = pO(X>7

cat gi in forma euleriana
Op + div(pv) = 0.

Din aceasta relatie si din teorema Reynolds obtinem consecinta necesara aici. Pentru un

d
dt/sz/de:/P[ g;b)—l—pwdlvv]dx

_/ l (+pdwv)+p%ﬂdm

Dy

camp scalar 1,

Aceasta identitate va fi folosita imediat pentru impuls si moment cinetic.

Teorema 3.3.2 (Cauchy; cf. [7, 11]). Fie Q; C R?® deschis si fizam momentul t. Presupunem
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ca p, b i acceleratia a sunt local marginite in €y, iar tractiunea
(x,n) — t(x,n), e, nes?

este continud in x, uniform in raport cu n € S?, si local uniform mdrginitd in normald: pentru
orice compact K € € exista Ci cu

sup |[t(z,n)|| < Ck.
2K, neS?

Nu cerem continuitate sau diferentiabilitate in variabila n. Presupunem in plus cd principiul

/ t(a:,n)da+/pbdx:/padx
opP P P

este valabil pentru orice subcorp P € ) cu frontiera Lipschitz. Atunci existd un unic camp

tensorial o : € — R3*3 astfel incat

impulsului

t(x,n) =o(x)n Vo €, VnecSh

Observatia 3.3.3. Nu presupunem linearitatea tractiunii in normala; aceasta este concluzia
teoremei. Nicio ipoteza de continuitate sau diferentiabilitate in variabila n nu este necesara in
argumentul tetraedrului. Marginirea local uniforma in n este Insa necesara pentru a controla
contributia suprafetelor laterale ale corpurilor subtiri. Ipotezele de marginire dau estimarea
de scara necesard: termenii volumici sunt O(h?), iar termenii de suprafatd sunt de ordinul

ariei lor.

Demonstratie. Fixam un punct x si o normald unitara arbitrara n = (ny, ng, ng). Argumentul
este local, astfel incat putem lucra cu un tetraedru foarte mic in jurul lui . Pentru fiecare
indice cu n; # 0 punem s; = sign(n;) € {—1,1}. Alegem un tetraedru 7}, cu diametrul
proportional cu h, avand o fata oblica Sj, cu normala exterioara n si fete coordonate .S; 5, cu
normale exterioare —s;e;. Daca n; = 0, fata corespunzatoare are arie nula si termenul poate fi

omis. Notam cu A, aria fetei oblice si cu A, aria fetei S; .

Pasul 1: relatia geometrica dintre arii. Proiectia ortogonala a fetei oblice pe planul

perpendicular pe e; are aria |n;| Aj,. Aceasta este aria fetei coordonate corespunzatoare, deci
Ai,h = \nz\ Ah-

Echivalent, relatia dintre vectorii de arie orientata ai poliedrului inchis este
3
Ahn — ZAi,hsiei = 0,
i=1
care, componenta cu componenta, da A; ,s; = n;Ap.

Pasul 2: principiul impulsului. Aplicam principiul impulsului pe Tj:

/BTh t(y,n(y)) da + /Th p(y)bly) dy = /Th p(y)a(y) dy.
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Separand fetele,
3
[ tmyda+ Y [ty —sieyda= [ pla—b)dy.
Sh i—17/Sin Th

Pasul 3: estimarea ordinelor in h. Cum diametrul tetraedrului este O(h), avem
A, = O(h?), Aip = O(h?), L3(Ty,) = O(R?).

Presupunand continuitatea caAmpurilor in z, media valorii tractiunii pe o fata converge la

valoarea sa in punctul z. Astfel
[ .0 da = At(a.n) + ofn?),
h

si
/ t(y, —sie;) da = A pt(w, —sie;) + o(h?).
Sin

In schimb, termenul volumic este O(h?), deoarece integrandul este local marginit.
Impértim relatia de bilant la A;. Deoarece Aj, = O(h?), termenul volumic devine O(h) si
tinde la zero. Folosind A; /A = |n;|, obtinem

3
t(z,n) + Y |ng| t(z, —se;) = 0.
i=1

Pasul 4: actiune si reactiune. Consideram acum un cilindru foarte subtire, de grosime h,
care traverseaza o suprafata interna cu normalele opuse n si —n. Ariile celor doua fete mari
sunt A 4 o(1), iar aria laterala si volumul sunt O(h). Aplicdnd principiul impulsului si lasdnd
h — 0, obtinem

t(z,n) +t(z,—n) =0.

Asadar
t(x,—n) = —t(z,n).

Revenind la tetraedru si folosind actiunea-reactiunea,

3
t(z,n) = Z |n;| t(z, sie;)
i=1

3

> il sit(z,e;)

=1

nit(z,e;).

Il
.Mw

@
Il
—

Asadar argumentul acopera simultan toate tiparele de semne ale componentelor lui n. Definim

matricea o(x) prin actiunea asupra bazei canonice,

o(x)e; = t(x,e;), i=1,2,3.
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Atunci, deoarece n = Y; n;e; si actiunea unei matrice este liniara,
T)n = Z”ia(ﬁ)@i = an‘t($, e;) = t(z,n).
i i

Prin urmare

t(z,n) = o(z)n.

Unicitatea lui o este imediata: daca o;n = ogon pentru orice n, atunci, alegand n = ¢;, cele

doua matrice au aceleasi coloane si deci coincid. O

tetraedru de dimensiune h

In mecanica mediilor continue legile de bilant; sunt formulate mai intéi pe orice subcorp
material sau spatial suficient de regulat. Ecuatiile diferentiale apar numai dupa aplicarea
teoremei divergentei si a unui argument de localizare. Cele doua etape trebuie distinse in

argument.

3.4 Bilantul impulsului si ecuatia locala de miscare

Pentru orice subcorp material P;,

d

7 pvdas—/ pbd:v+/ onda.

Aplicam Reynolds componenta cu componenta lui ¢ = pv;. Folosind ecuatia de continuitate,

O (pv;) + div(pv;v) = poyv; + v;0ip + v; div(pv) + plv, Vu;)

— p(@tvi + (U,Vvi>) = pll);:

Deci
d

7 pvd:)s—/ p—dx.

Pe de alta parte, teorema divergentei da

/ onda = divo dzx.
AP, P

Dv
/H <,0Dt—dlva—pb>d =0.

Rezulta
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Cum P, este arbitrar, Lema 3.3.1 furnizeaza

Dv )
pD—t = div o + pb.

In componente, cu conventia (div o); = 0;0,

P (8,52]1‘ + ’Ujaj’l}i) = 8]-01-]- + pbl

3.5 Bilantul momentului cinetic si simetria tensiunii

In absenta cuplurilor independente de volum si de suprafata,

:cxpvd:c:/ x X pbdx + x x (on)da.
P

% Py oP;

Calculam mai intai fara a sari pasul delicat din membrul stang. Formula Reynolds pentru o

d Dq
e d :/ “4 .
dt/Ptpqx » Dt "

Cu ¢ =x x v avem Dz/Dt = v, deci

densitate de masa spune

D( " ) ‘ot XDU XDU
—(rXV)=vXV+T X — =1 X —.
Dt Dt Dt

Prin urmare
d X pvd / X Dv d
— T vdr = T X — dz.
dt Jp, "t "7 » "7 D

Pentru termenul de suprafata, componenta ¢ este €;;,x;05m¢. Teorema divergentei da
/8P EijkLjOkeTly da = /P Eijk ((Sng'kg + Ij@g@'kg) dx.
t t

Inlocuind ecuatia impulsului, termenii cu X diveo si x X pb se anuleaza. Ramane

/ EitkOky dr = 0.
P,

t

Localizarea conduce la ;.01 = 0. Pentru ¢ = 1,2, 3 obtinem succesiv g93 = 032, 031 = 013 si
019 = 091. Asadar

O =0 .

Simetria este o consecinta a principiului momentului pentru un continuum Cauchy clasic; in

teorii cu cupluri independente, precum mediile Cosserat, aceasta concluzie se modifica.
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3.6 Tensiuni normale si tangentiale

Pentru o normala unitara n, tractiunea este t = on. Daca pe o portiune I'y a frontierei
actuale este prescrisa o tractiune g, conditia naturala de frontiera este

‘an:g peI‘N.‘

In Capitolul 4 aceast# conditie va fi transportata in configuratia de referinti, unde ia forma
PN =t pentru tractiunea nominala. Componenta normala scalara este o,, = (t,n) = (n,on).
Vectorul normal al tractiunii este t,,, = o,n, iar componenta tangentiala este t, =t — t,,.
Prin ortogonalitate, [|t||* = |on|® + ||t-]|*. Daci n este vector propriu al lui o, atunci t este
paralel cu n si t, = 0; reciproc, absenta forfecarii pe un plan inseamna ca normala acelui plan

este directie principala de tensiune.

Exemplul 3.6.1 (stare hidrostatica). Daca o = —pl, atunci t(n) = —pn pentru orice n.
Nu exista tensiune tangentiala pe niciun plan. Presiunea pozitiva corespunde conventional

compresiei.

Exemplul 3.6.2 (tensiune uniaxiald). Pentru o = Te; ® ey, pe un plan de normala n avem
t = Tnye;. Tensiunea normald este Tn?, iar componenta tangentiald este in general nenula.

Acelasi tensor produce, pe plane diferite, combinatii diferite de tensiuni normale si de forfecare.

3.7 Tensiuni principale si formula tractiunii pe un plan

Fiind simetrica, o are o baza ortonormata de vectori proprii ¢; si tensiuni principale o;:
3
o= 04D q.

i=1

Pentru un plan de normala
n=>_ ng,
i

tractiunea este

t(n) = Z oinig;.
i
Componenta normala scalara este
2
on = (n,on) = ong,
i
iar vectorul de forfecare este

t, =on—o,n.

Cum n este unitar, avem

3
ni >0, Zn?zl.

=1
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Prin urmare o,, este o combinatie convexa a celor trei tensiuni principale. Daca notam
Omin := Min oy, Omax ‘= Max gy,
(] K3

atunci

Omin D17 <> 0in} < Oppax D17,

ceea ce da

‘O-min S On S O-max-‘

Pe planele principale, n = g;, tractiunea este pur normala si ¢, = 0.

3.7.1 Tensiunea maxima de forfecare in planul a doua directii

principale

In planul generat de ¢i, ¢o, luim
n = cosf g + sind q.
Calculam mai intai tractiunea. Deoarece ¢, ¢ sunt directii principale,
t=o0n=o0ycos g + ogsinb qs.
Componenta normala scalara este
0, = (t,n) = 01 cos® § + oy sin? 6.

Pentru partea tangentiala, t, =t — o,n. Este mai scurt sa calculam norma ei din descompu-
nerea ortogonala t = o,n + t,:

It-11* = [1t]* — .

Acum

[t]]> = 0% cos? 6 + o2 sin? 6,

si, dupa dezvoltarea patratului lui o,

HtTH2 = (01 — 0)?*sin* @ cos* 0

N2
— 7(01 402) sin2(29).

Prin urmare |
o

I1£.]] = 1;‘”" Isin 26/ .

Valoarea maxima este
_ o1 — o
Tmacc - 2

si apare pentru 6 = /4. Aceeasi relatie se vede pe cercul lui Mohr:
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-

A\

On

Centrul este (o1 + 02)/2, iar raza este |0y — 03 /2.

Propozitia 3.7.1 (forfecarea maxima tridimensionala). Daca ordonam tensiunile principale

o1 > 09 > 03, atunci
01 — 03
t = i
max |- (n)] 5

Demonstratie. In baza principala scriem p; = n? > 0, cu p; + py + ps = 1. Avem

3 3
||O-n||2 = Zpio-z?’ On = <n70n> = Zpio-i'
=1 =1

Deoarece t, = on — o,n este ortogonal pe n,

2
It = loul* = 02 = Xo? = (L)

Notam

m = 03, M = oy, o= Zpiai.
Pentru orice x € [m, M| avem (z — m)(M — x) > 0, deci
2% < (m+ M)x —mM.
Aplicand aceasta inegalitate lui x = o;, inmultind cu p; si sumand, obtinem

> pio7 < (m+ M)o —mM.

Prin urmare

4 2
(M —m)>?
- 4
Rezulta
It (n)]| < =22
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Egalitatea este realizata pentru p; = p3 = 1/2, ps = 0, de exemplu pentru

Q11 g3
n= .

V2

In acest caz & = (0, + 03)/2, astfel toate inegalitatile de mai sus devin egalititi. Prin urmare

maximul este exact (o — 03)/2. O

3.8 Exemplu: tractiunea pe un plan si tensiunile prin-

cipale
Fie
120 30 O
oc=|30 40 0 | MPa, n = (cosf,sinf,0).
0 0 20
Atunci
120 cos @ + 30sin 6
t(n) =on = | 30cosf + 40sin b
0
Tensiunea normala este
on = (n,t(n))
=120 cos? 6 + 60sin f cos§ + 40sin® @
= 80 4 40 cos 20 + 30sin 26.

Valorile proprii ale blocului plan sunt solutiile lui (120 — A)(40 — ) — 900 = 0, deci 130
MPa si 30 MPa; a treia valoare principala este 20 MPa. Tensiunea maxima de forfecare
tridimensionala este

Tmax = 1302_20 = 55 MPa.

Descrierea prin tensorul o, tractiunile on pe toate planele gi descrierea spectrala prin tensiuni

principale contin aceeasi informatie.

3.9 Puterea tensiunilor si bilantul local al energiei me-

canice

Consideram o parte materiala actuala w; C €, si campul de viteza v. Puterea fortelor

exterioare este
Pext(wi;v) = / p(b,v) dx + (on,v) da.
Wt Owy

T

Aplicand formula lui Gauss componentei (0* v); = 0;;v;, obtinem

/ (on,v)da = | div(c"v)dz
Owy wt
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= /Wt [(div o,v) + (o, Vv)]dx.

Din p9 = divo + pb rezulta

t

Pext = /Wt p{0,v) dx —l—/w (o, Vv) du.

Pentru o parte materiala, conservarea masei implica

d 1 9 .
| gl de = /w pliv) da.

Prin urmare

d
Pos = 2K (@) + Pulwr), P = / (0, V) dz. (3.2)

Definim tensorul vitezei de deformare
1 T
D :=symVuv = §(VU + Vo').

Cum o = o7 avem (0, Vv) = (0, D). Partea antisimetrici a gradientului vitezei descrie

rotatia rigida locala si nu produce putere interna intr-un mediu Cauchy clasic.

Propozitia 3.9.1 (puterea interna pe viteze rigide). Fie v.(x) = c+ Wz, cu W € s0(3).

Atunci

/w (0,Vu,)der =0

pentru orice parte wy i orice W daca si numai daca o este simetric a.p.t.

Demonstratie. Pentru v,.(x) = ¢ + Wz avem Vv, = W. Dacd o0 = o7 gi WT = -, atunci
(o, W) =tr(cW) = tr((eW)) = tr(WTo") = —tr(Wo) = — (o, W).

Prin urmare (o, W) = 0 punctual, deci integrala se anuleaza.

Reciproc, presupunem ca integrala este zero pentru orice subdomeniu w si orice matrice
antisimetrica constanta W. Fixam mai intai W. Lema de localizare aplicata functiei scalare
x— (o(x), W) da

(o(x), W) =0 a.p.t.

Aplicam aceasta pentru o baza a spatiului so(3); prin liniaritate, pentru aproape orice x
egalitatea este valabila pentru toate matricele antisimetrica W. Cum partea simetrica a lui o

este deja ortogonala pe s0(3), obtinem
(skewo(x), W) =0 VIV € s0(3).

Alegand W = skew o(z) rezults ||skew o(z)||* = 0. Deci 0 = o7 a.p.t. O
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3.10 Schimbarea observatorului si principiul puterilor

virtuale

Trebuie distinse doua situatii. Doua observatoare inertiale sunt legate printr-o transformare
galileana
" =co+ Vot + Qor, Qo € SO(3) constant.

In acest caz acceleratiile se transforma numai prin rotatia constanta @), iar forma principiului
impulsului se pastreaza.
O schimbare rigida generala dependenta de timp,

# = ct) + Qa, Q) € SO).

poate descrie un observator neinertial. Atunci acceleratia contine termeni suplimentari de
translatie, Coriolis, Euler si centrifugal; ecuatia impulsului nu pastreaza aceeasi forma decat
dacd acesti termeni sunt inclusi ca forte de inertie. In schimb, cerinta de obiectivitate a
legilor constitutive este formulata fata de migcari rigide superpuse generale si va fi discutata
in Capitolul 5.

Principiul puterilor virtuale poate fi scris, pentru un subcorp P; gi un camp virtual w, sub

forma

Pext<w) = 7Din(u]) + Pint(w)a

unde
Pext (w) :/ plb,wydr + [ (on,w)da,

Py oP;
Pa(w) = [ plawyds,  Pulw) = [ (o, V) ds.
P Py
Nu rededucem aici bilanturile obtinute mai sus. Observam numai cum apar ele din alegeri
particulare ale lui w. Pentru o translatie rigida, w = ¢ si Vw = 0; identitatea de putere
se reduce la bilantul impulsului. Pentru o rotatie rigida, w = Wz cu W7 = —W; atunci
Vw = W, iar Propozitia precedenta arata de ce simetria tensiunii este exact conditia care
anuleaza puterea interna a unei viteze rigide. Astfel principiul puterilor virtuale regrupeaza

aceleasi bilanturi, fara a introduce o a doua demonstratie a lor.

3.11 Probleme pentru seminar

1. Deduceti formula t(—n) = —t(n) din principiul impulsului aplicat unui strat subtire.
2. Pentru ¢ = diag(3,2,1) determinati tractiunea pe planul cu n = (1,1,1)/+/3.

Determinati planele pe care tractiunea este pur normala.

- W

Aratati direct ca [yponda = [pdivo dz componenta cu componenta.

5. Folosind viteza rigida virtuala w(x) = wxz, aratati ca anularea puterii partii antisimetice

conduce la o = o7
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6. Pentru o stare de forfecare pura o = 7(e; ® €3+ €3 ® e1) determinati tensiunile principale.

3.12 Exercitii rezolvate

Problema 3.12.1 (tractiunea pe un plan). Fie

(1,1,0)".

n

1
V2

Q
I
S~ N
o W =
= O O

Calculati vectorul de tractiune ¢(n) = on.

Rezolvare. Inmultim matricea cu vectorul normal:

241
{n) = = —=(3,4,0)T
0

Componenta normala scalara este o, = (t,n) = 7/2, iar partea tangentiala este t — o, n.

Problema 3.12.2 (actiune si reactiune pe doua fete opuse). Folosind formula lui Cauchy
t(n) = on, demonstrati t(—n) = —t(n).

Rezolvare. Prin liniaritatea produsului matrice—vector,

Aceasta identitate este forma locala a echilibrului fortelor de contact pe doua fete cu normale
opuse.

Problema 3.12.3 (tensiune hidrostatica). Daca o = —pl, calculati tractiunea pe un plan cu
normala unitara n si aratati ca ea nu are componenta tangentiala.

Rezolvare. Pentru o stare hidrostatica ¢ = —p/ si o normala unitara n, aplicam tensorul
asupra normalei:

t(n) =on = (—pl)n = —p(In) = —pn.

Tractiunea este paralela cu n, deci componenta tangentiala este zero pe orice plan. Semnul

minus corespunde unei presiuni compresive pentru p > 0.

Problema 3.12.4 (ecuatia locald a impulsului in statica). Ce devine ecuatia

D
pﬁz =divo + pb

in echilibru static?

Rezolvare. In statica v = 0, deci acceleratia materiala este zero. Rezulta

‘diva—l—pb:O.‘
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Daca nu exista forte de volum, ecuatia se reduce la divo = 0.

Problema 3.12.5 (simetria tensiunii). Explicati de ce principiul momentului cinetic, in

absenta cuplurilor de volum si de suprafati, conduce la o = o7

Rezolvare. Dupa folosirea principiului impulsului, forma localizata a momentului cinetic
conduce la

€ijkOkj = 0.

Pentru ¢ = 1 obtinem o33 — 093 = 0, pentru ¢ = 2, 013 —03; = 0, iar pentru ¢ = 3, 091 — 012 = 0.

Prin urmare toate componentele antisimetice dispar si o este simetric.

Problema 3.12.6 (tensiuni principale gi tractiune maxima). Pentru tensorul plan

¥

calculati tensiunile principale.

Rezolvare. Valorile proprii satisfac
det(c —A)=(5-N(1—-A)—4=X—-6\+1=0.

Astfel
)\172 - 3 + 2\/§

Deoarece o este simetric, directiile proprii sunt ortogonale. In plan, tensiunea maxima de

forfecare este

A=A
Tmax — 12 2:2\/5

Problema 3.12.7 (deducerea ecuatiei locale din principiul global). Presupuneti ca pentru
orice subdomeniu material actual P;,

4 pvdm:/ onda+ [ pbdx.
dt Jp, oP, P

Deduceti ecuatia locala.

Rezolvare. Teorema de transport si conservarea masei dau

d Dv
4 d :/ 2 .
dt Ptpv v Ptth .

Prin teorema divergentei,

/ onda = div o dzx.
AP, P,

Dv )
/F)t (,th —leU—pb) dz = 0.

Cum P, este arbitrar, lema de localizare implica

Deci

pD—z = divo + pb.
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Problema 3.12.8 (conservarea masei). Pornind de la p(p(X,t),t)J(X,t) = po(X), deduceti

ecuatia euleriana
Dp

Ft + pdiVU = O
Rezolvare. Derivam la X fix:
d Dp )
= — X X = — .
0= (ple(X.0.0J(X.0) = T +pJ

Din capitolul 1, J = J dive. Atunci

D
0= J(D/Z+pdivv) )
Cum J > 0, obtinem ecuatia dorita.

Problema 3.12.9 (tensiune constanti si rezultanta pe frontierd). Fie P C R® un domeniu
neted si ¢ un tensor constant. Aratati ca

/ onda = 0.
apP

Rezolvare. Deoarece o este constant, diveo = 0. Teorema divergentei aplicata fiecarei linii

/ anda:/divadxzo.
P P

Acesta este un control util: un cAmp uniform de tensiune produce pe un corp inchis forte de

a tensorului da

suprafata cu rezultanta nula.

Problema 3.12.10 (puterea interna si vitezele rigide). Fie v(z) = a + Wz, unde a este
constant si W7 = —W. Aratati ca, daca o este simetric,

(o, Vv) = 0.
Interpretati rezultatul.

Rezolvare. Avem Vv = W. Pentru orice matrice simetrica S si antisimetrica W,
(S, W) = tr(STW) = tr(SW).

Dar
tr(SW) = tr((SW)T) = tr(WTST) =tr((=W)S) = —tr(WS) = —tr(SW),

unde am folosit ciclicitatea urmei. Deci (S, W) = 0. Prin urmare migcarile rigide nu produc
putere interna intr-un mediu Cauchy clasic.
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3.13 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

3.A.1 (reconstructia lui o din tractiuni si tractiunea pe un plan oblic) Intr-un punct z al unui

corp se masoara tractiunile pe cele trei fete coordonate:
t<€1) = (37 17 0)7 t(€2) = (17 27 O), t(€3> = (07 074) [MP&]

(a) Determinati o si verificati compatibilitatea cu simetria o = oZ. (b) Calculati tractiunea
t(n), componenta normala o, si marimea componentei tangentiale ||t,,| pe planul de normala
unitard n = 3(2,1,2).

Indicatie. Coloana j a lui o este t(e;) (§ 3.1.5); apoi t = on, 0, = (n, on), ||t = ||t — 02
(§ 3.8).

Raspuns.

Q
|

S = W

O N =

- O O

este simetric. Pentru n = %(2, 1,2),

748 34
tn) = (3, - 3) MPa, 0, = ~ 3778 MPa,

43 43 1156 /5
t? = tian|| = |/ — — —— = ~— ~ 0.248 MPa.

3.A.2 (ecuatia locala de echilibru: determinarea fortei masice) Un corp este in echilibru static

(a = 0), cu densitatea constanta p > 0 si cAmpul de tensiuni

T1r9 T3 0
olx)=| 23 z; 0

0 0 T3

Verificati ca o este simetric, calculati div o si determinati forta masica b pentru care ecuatia
locala a impulsului este satisfacuta in orice punct.

Indicatie. (divo); = 0;0;;; In statica, dive + pb =0 (§ 3.4, Problema 3.16.4).

Raspuns.

1
dive = (329,0,1), b(z) = —=(322,0,1).
P
3.A.3 (transport, izocorie si conservarea masei) Fie cAmpul eulerian de viteza
v(x) = (221, —x9, —3),

stationar, pe un domeniu marginit. (a) Calculati div v si deduceti cum variaza in timp volumul

unei parti materiale w;. (b) Ce devine ecuatia de continuitate p 4+ pdive = 0?7 Ce se intAmpla
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cu densitatea urmarind o particula? (c¢) Daca la momentul ¢ = 0 densitatea este constanta py,
care este p(z,t)?

Indicatie. Teorema transportului Reynolds pentru f =1 da % vol(wy) = [, divvdz (§ 3.5.3);
apoi § 3.12 i pJ = po.

Raspuns. (a) dive =2 —1—1 =0, deci 4 vol(w;) = 0: miscarea este izocord, J = 1. (b)
Ecuatia devine p = 0: densitatea este constanta de-a lungul traiectoriilor. (c) p(z,t) = po

pentru orice x si t.

Nivelul B

3.B.1 (caracterizarea starii hidrostatice) Fie o € Sym(3) intr-un punct fixat. Presupunem ca
pe orice plan tractiunea este pur normala, adica pentru orice n cu [|n|]| = 1 exista a(n) € R
cu on = a(n)n. (a) Aratati ca orice vector nenul este vector propriu al lui o. (b) Deduceti
ca « este constanta si ca 0 = —pl pentru un p € R. (c¢) Interpretati mecanic rezultatul si
precizati ce devine 7., Intr-o astfel de stare.

Indicatie. (a) Aplicati ipoteza pentru ny, ny ortogonali si pentru (n; +ns)/v/2, apoi comparati.
(c) § 3.8 (Exemplul 3.8.1) si § 3.9.1.

Raspuns. Din o(ny + ng) = aja(ng + ne) si on; = a;n; rezulta
(a1 — a12)ng + (ag — aq2)ng =0,

deci oy = ay = ay9. Toate tensiunile principale sunt egale, 0 = ol = —pl. Este starea

hidrostatica: nu exista forfecare pe niciun plan, iar

Tmax = Enﬁx lo; — o] = 0.

3.B.2 (bard grea: ecuatia locald + conditia la limita) O bara prismatica verticala ocupa
Q=(0,L) x (0,h) x (0,h), este suspendata la capatul x; = L, iar capatul x; = 0 este liber.
Densitatea este constanta p si forta masica este b = —ge;, g > 0. Se cauta o stare de tensiune
de forma o = oy1(x1)e; ® e1. (a) Scrieti ecuatia locala de echilibru si conditiile la limita
pe fetele laterale si pe capatul liber. (b) Determinati o1;(z;). (c) Pentru p = 8000kg/m?,
g =10m/s?, L = 2m, calculati tensiunea maxima si precizati unde apare.

Indicatie. divo + pb = 0 cu a = 0; conditia pe o fata de normala n este on = 0 (suprafata
libers), § 3.3-3.4 i § 3.8.

Raspuns. Singura componenta nebanala este

oly(z1) — pg = 0.
Fetele laterale sunt automat libere, iar capatul liber impune o11(0) = 0. Prin urmare

011(%) = pPgTy.
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Tensiunea maxima este
Omax = pgL = 1.6 - 10° Pa = 160 kPa,

atinsa in sectiunea de prindere x; = L.

3.B.3 (puterea tensiunilor intr-o forfecare) Un bloc de volum V = 21073 m? este supus

miscarii de forfecare
(X 1) = (X1 + 71X, Xa, X3), 4 =0.1s7",
iar tensiunea Cauchy este omogena,
o=To(e1 ®es+e3®@ey), o = 2 - 10° Pa.

(a) Calculati v, L = Vv, D = symL si W = skew L. (b) Aratati ca (o,L) = (o, D)
si explicati de ce partea antisimetrica nu produce putere. (c) Calculati puterea interna
Pint = [, (0, Vv) dz.

Indicatie. § 3.13 si Propozitia 3.13.1: pentru S simetric si A antisimetric, (S, A) = 0.
Raspuns.

v = (§22,0,0), L = “e; ® eq,

D:%(€1®€2+62®€1), W:%(€1®62—€2®€1)-

Deoarece o este simetric, (o, W) = 0, deci (o, L) = (0, D) = 197y. Astfel

Pt = 70V =2-10°-0.1-2-1073 =40 W.

Nivelul C

3.C.1 (analiza unei stari de tensiune) Fie, intr-un punct,
4 1 1

o=11 41 [MPa].
1 1 4

(a) Determinati tensiunile principale si directiile principale. Este starea hidrostatica? (b)
Calculati t(e1), o, si ||tian|| pe planul de normala e;, apoi pe planul de normala n, =
3~V 2(1,1,1). Comentati diferenta. (c) Calculati Tyax §i indicati o normald pe planul pe care
este atinsa. Ce parte a lui o produce forfecare: partea sferica sau deviatorul?

Indicatie. 0 =31+1®1,cul=(1,1,1); § 3.9 i § 3.9.1 pentru Tax = %maxiﬁj los — ol
Raspuns. (a) oy = 6 pe directia 37/2(1,1,1), iar 0, = 03 = 3 pe planul ortogonal. Starea nu
este hidrostatica. (b)

tler) = (4,1,1), o, =4, [tan]| = V2 &~ 1.414 MPa.
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Pe planul n,, t = 6n,, 0, = 6 si ||tian|| = 0. (c)

Tmax = 6;3 = 1.5 MPa.

De exemplu, daca ¢ = 27%/2(1, —1,0) este o directie proprie asociat# valorii 3, o normals
corespunzétoare este n = 27/2(n, + q). Partea sferica i (tro)l = 41 nu produce forfecare;

numai deviatorul contribuie la Tyax.

3.C.2 (cinematica + bilantul impulsului: determinarea presiunii) Se considera miscarea

omogena
QO(X, t) = (etXl, €_tX2, Xg),

cu densitatea de referinta constanta pg si forta masica nula. (a) Calculati F', J, densitatea
p(x,t), viteza euleriana v si acceleratia a atdt material, cat gi eulerian; verificati ca coincid.
(b) Presupunand o stare de tensiune sferici 0 = —p(z)/, determinati cAmpul de presiune p
care satisface ecuatia locala a impulsului. (c¢) Verificati ca o astfel obtinut este compatibil cu
simetria impusa de bilantul momentului cinetic si calculati puterea interna (o, Vv) pe unitate
de volum. Comentati rezultatul in raport cu izocoria miscarii.
Indicatie. (a) § 1.4-1.5; (b) div(—pl) = —=Vp si dive + pb = pa (§ 3.4); (c) § 3.13.
Raspuns.

F = diag(e’, e, 1), J=1, p = po,

v = (1, —x2,0), A= ("Xy,e7"X5,0) = (21, 72,0).
Eulerian, ;v = 0 §i (Vv)v = (21, 22,0). Din —=Vp = po(x1, 22,0) rezulta

Po
p@)=po- D4, meR

Tensorul 0 = —pl este simetric, iar
(o,Vv)y = —pdive =0,

deoarece divv=1—-1=0.

3.C.3 (teorema transportului, energia cinetica gi bilantul mecanic) (a) Demonstrati ca, pentru
orice cAmp scalar neted 1 si orice parte materiala w; = ¢;(P),

d

gL pde= | pi) da,

folosind teorema transportului Reynolds si conservarea masei. (b) Deduceti

d , 1

SR = [ ptoyde, K= [ Cplol? de,

si regisiti identitatea Pe = K + Piye. (c) Aplicati (b) la dilatarea omogeni (X, t) = a(t)X,
a > 0, a bilei unitate P = B(0, 1), cu py constant: calculati explicit K(t) si verificati formula
prin derivare directa.

Indicatie. (a) § 3.5.3 si pJ = po: transformati integrala pe configuratia de referinta. (c)
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JB0.1) |X||° dX = 4x/5 si pde = pydX.
Raspuns. (a) Schimband variabila,

[ ppde= [ poWdX. (X0 = U(e(X.0).0),

iar derivarea sub integrald da rezultatul. (b) Pentru ¢ = 3 |v]|* se obtine K = [ p(0,v);
combinidnd cu ecuatia impulsului gi formula lui Gauss se regaseste bilantul mecanic. (c)

v=aX = (&/a)r i
| 2 2 4
K(t) = spoi [ IX|? dX = pod?
B(0,1) 5)

2
. s
K = —pyad.
5/)00404

Pe de alta parte,
4
/ plo,0) dz = pgdd/ X% dX = 25 pocic.
wi B(0,1) 5



Capitolul 4

Tensiuni Piola—Kirchhoff, transformarea Piola si lucru
virtual

Surse si orientare. Pentru formula lui Nanson, transformarea Piola si tensorii Piola—
Kirchhoff folosim [3, 7, 10].

4.1 Descrierea in configuratia de referinta

Conventie pentru cAmpurile spatiale si forte. Cand o identitate este scrisa in variabila
materiala X, un cAmp spatial precum o(x,t) sau b(x,t) trebuie compus cu deformarea: o o ¢
si bo . Pentru lizibilitate, dupa prima aparitie explicita vom putea scrie abreviat ¢ in formule
materiale, dar sensul va fi intotdeauna o(¢(X,t),1).

Conventie pentru fortele din acest capitol. Notam cu B(X,t) forta de volum pe

unitatea de masa in descriere materiala si cu

fo=poB

densitatea de forta pe unitatea de volum de referinta. Tractiunea nominala pe o fata materiala

de normala N este
to = PN

Astfel, ecuatia materiala se va scrie pgp = Div P + fy sau, echivalent, pypp = Div P + poB.
Nu vom folosi simboluri paralele by, go, T" pentru aceleasgi marimi.

Ecuatiile din capitolul precedent sunt scrise pe domeniul necunoscut €. In elasticitate
este adesea mai convenabil sa transportam toate cantitatile pe domeniul fix Q. Aceasta trecere
produce tensorii Piola—Kirchhoff.

4.2 De la formula lui Nanson la primul tensor Piola—
Kirchhoff

Transformarea geometrica a suprafetelor a fost dedusa in Sectiunea 1.6.3. Pentru aceeasi

portiune materiala de suprafata,
nda = JFTN dA.

Folosim aici formula geometrica demonstrata in Subsectiunea 1.6.3 pentru a transforma forta
de contact.

90
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4.2.1 Transformarea tractiunii

In configuratia actuald, forta elementars exercitati pe o suprafatd deformati este
df = onda.

Vectorul df reprezinta aceeasi forta fizica indiferent daca folosim aria actuala da sau aria
de referinta dA pentru a o descrie. Formula lui Nanson schimba tocmai elementul de arie
orientat:

nda = JF TN dA.

Inlocuind aceasta relatie in expresia fortei obtinem

df = o(nda)
=(cop)JFTNdA
= J(ocop)F TNdA.

Compunerea cu ¢ apare deoarece o este definita in punctul actual x = ¢(X,t), In timp ce
formula de mai sus este scrisa 1n variabila materiala X.

Definim tractiunea nominala ¢y(/N) prin identitatea
df =to(N)dA.
Comparand cu ultima linie a calculului,
to(N) = J(cop)FTN.

Pentru X si t fixate, membrul drept depinde liniar de normala materiala N. Exista deci o
matrice P care realizeaza aceasta aplicatie liniara:

to(N) = PN, P=Joogp)F T

Primul tensor Piola—Kirchhoff transforma astfel o normala materiala N in forta actuala pe
unitatea de arie de referinta. Primul sau indice este spatial, iar al doilea material. Tocmai

aceasta natura mixta face ca P sa nu fie, in general, simetric.
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4.3 Al doilea tensor Piola—Kirchhoff si tensiunea Kir-
chhoft

Primul tensor Piola—Kirchhoff a fost obtinut din transformarea tractiunilor in sectiunea
precedenta. Pornind de la el, definim al doilea tensor Piola—Kirchhoff prin

S:=F'Pp
Inlocuind expresia lui P dedusd mai sus, rezulti
S=JF Y oop)F T

Daca tensorul Cauchy este simetric, atunci gi S este simetric. Aceasta proprietate va fi
verificata explicit mai jos, dupa transportul ecuatiilor de bilant.
Mai folosim tensiunea Kirchhoff

T:=J(o o).
Cu aceasta notatie, relatiile dintre cei trei tensori se scriu

P=rFT S=FtrpT,

4.4 Ecuatia de miscare in configuratia materiala si trans-

formarea divergentei

Pentru a transporta ecuatia spatiala in configuratia de referinta trebuie sa demonstram
identitatea Piola si transformarea divergentei.
Pastram conventia din prefata:

(DiV P)l = GXJPU, (le O')i = aij'ij.

Astfel (PN); = P;;N;. Formula Levi-Civita pentru Cof V¢ folosita mai jos este cea demon-
strata in Capitolul 1.

Propozitia 4.4.1 (identitatea Piola pentru cofactor). Dacd ¢ € C?(2;R3) si F' = Vo, atunci
Div(Cof F') = 0.

Demonstratie. In dimensiunea trei,

1
(Cof F)iy = o CiabEIKL OxPa OL P
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Derivand dupa X; si sumand in J,

. 1
(DIV COf F)l = igiangKL (GJ(?K% aLSOb + aKSDa aJaLSOb) .

Primul produs se anuleaza deoarece 0,0k p, este simetric in J, K, iar € ;i este antisimetric n
aceiagi indici. Al doilea se anuleaza identic, acum prin simetria in J, L. Deci Div(Cof V¢) =
0. n

Observatia 4.4.2. Ipoteza C? permite demonstratia clasicd prin egalitatea derivatelor mixte.
Identitatea lui Piola are insa si o forma distributionala pentru aplicatii Sobolev suficient de
regulate; aceasta va fi formulata si folosita riguros in Capitolele 12-14, cand discutam minorii

gradientului.

Pentru P = J(oc 0o @)F~T = (0 0 ¢) Cof F, calculam in componente
Py = (0ij 0 )(Cof F);y.
Prin regula produsului,
0Py = 05(0i50¢)(Cof F) ;5 + (0450 ¢)0;(Cof F), ;.
Al doilea termen este zero prin Propozitia 4.4.1. Pentru primul, regula lantului da
dj(0ij o ¢) = (Oroij) 0 Fi.
Cum identitatea Cramer se scrie Fj;(Cof F');; = Jd;;, rezulta
9P = J(0j045) o ¢.

Prin urmare

Div P = J(divo) o .

Daca B = bopsi fo = poB, atunci din pJ = pg si din ecuatia spatiala pa = div o + pb obtinem

‘poc,b: DivP + fo = DiVP—O—poB.‘

4.4.1 Simetria tensorilor Piola—Kirchhoff

Chiar daca o = o, produsul P = JoF~T nu este in general simetric. Cei doi indici ai lui P

apartin unor configuratii diferite: primul este spatial, al doilea material. In schimb
S=F'P=JF 'oF "

este simetric, deoarece

ST = JFeTF T =3



Elasticitate matematica 94

In plus, forma materiald a principiului momentului cinetic se obtine imediat din PFT = Jo:

|PET = FPT|

Intr-adevar, PFT = Jo este simetric daca si numai daca PFT = (PFT)T = FPT. Accasta

este expresia referentiala a aceleiasi conditii o = o7 .

4.4.2 Conditii la frontiera si transformarea tractiunilor

Scriem
00N =TpuUTly, I'pNIy =9

in sensul interioarelor relative. Daca pe I'y este prescrisa tractiunea nominala tg, conditia
materiala este
PN — to.

Pe suprafata actuala corespunzatoare, tractiunea Cauchy este ¢ = on. Din transformarea

tractiunii dedusa la nceputul capitolului avem direct
PN dA = tda.
Folosind forma vectoriala a formulei lui Nanson din Capitolul 1, aceeasi relatie poate fi scrisa
PN = o(Cof F'N).

Factorul da/dA si normala n sunt cele deduse in Sectiunea 1.6.3.

Un caz important este presiunea actuala ¢ = —wn. Atunci
PN = —7 Cof F'N.

Aceasta este o incdrcare urmdritoare: in configuratia de referinta depinde de deformarea
necunoscutd prin F. O Incércare moartd nominald PN = to(X) este, in schimb, prescrisa
independent de .

4.5 Puterea interna si perechile conjugate

Pe unitatea de volum actual, densitatea puterii interne este
(o,L), L =V,v.
Deoarece o este simetrica, numai partea simetrica a lui L contribuie. Scriem

L=D+W, D =symL, W = skew L.
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Pentru o matrice simetrica S si una antisimetrica A avem
(S, A) = tr(STA) = tr(SA) = tr((SA)") = tr(ATST) = —tr(AS) = —tr(SA),

unde am folosit ciclicitatea urmei. Prin urmare (S, A) = 0. Aplicat la S = o si A = W,
rezulta

(o, L)y = (0, D).

Pentru a exprima aceeasgi putere pe unitatea de volum de referinta, folosim dz = J dX.
Densitatea referentiala este deci
J{o,L).

Cum P = JoF T L =FF! calculim

(P,F)y = J(cF T F)
= Jtr((aFfT)TF)
= Jtr(F_laTF)
= Jtr(aFF_l)
— J(o, L),

unde, la a treia egalitate, am folosit 07 = o, iar la urmatoarea ciclicitatea urmei. Astfel

(P,F) = J{o,L) = J{o,D).

Mai ramane sa legam aceasta expresie de al doilea tensor Piola—Kirchhoff. Pentru
Lo
E = i(F F—1)

aveln 1
E= 5(FTF + FTF) = sym(FTF).

Deoarece S = ST,
(S,F) = (S, FTF).

Pentru a vedea ultima egalitate fara a omite un pas, observam ca
FTE = sym(FTF) 4 skew(FTF),
iar produsul scalar dintre S simetric gi partea antisimetrica este zero. Apoi
(S,FTF) = tr(SFTF) = tr((FS)'F) = (FS, F).

Cum P = FS, rezulta

<7'7D>:<P7F>:<S,E>, T:=Jo.




Elasticitate matematica 96

Acestea sunt trei scrieri ale aceleiasi densitati de putere pe unitatea de volum de referinta.
Perechile conjugate sunt (7, D), (P, F) si (S, E).

4.6 Principiul lucrului virtual

O viteza virtuald materiald n(X) produce in configuratia actuald cAmpul w(z) = n(p~'(z)).

Lucrul virtual intern in configuratia de referinta este [ (P, Vxn) dX. Integrarea prin parti da

/Q (P, V) = — /Q (Div P, ) dX + /8 (PN, dA.

Daca ecuatia de echilibru este — Div P = fj si conditia naturala PN = ty pe 'y, atunci
aceasta expresie este egala cu lucrul fortelor exterioare. Reciproc, daca identitatea de lucru
virtual este valabila pentru toate testele care se anuleaza pe I'p, alegdnd mai intai teste cu
suport compact obtinem ecuatia In interior, iar apoi testele cu urma arbitrara pe I'y identifica
tractiunea naturala. Forma slaba si forma tare sunt astfel doua expresii ale aceleiagi legi, nu
doua modele diferite.

In capitolul urmstor vom vedea c&, atunci cAnd tensiunea derivi dintr-o energie stocata,
aceeagi identitate se obtine prin derivarea energiei totale. Pentru moment o folosim numai ca

formulare a echilibrului virtual.

4.7 Deducerea principiilor din invarianta lucrului

Pentru a vedea separat rolul translatiilor si al rotatiilor rigide, consideram o parte materiala

aflata la momentul curent in regiunea P, si scriem puterea fortelor exterioare sub forma
Poalw) = [ (frw)de+ [ (t,w)da
P oP,

Pentru o miscare virtuala rigida, gradientul lui w este antisimetric. Orice asemenea camp
poate fi scris

w(z) =c+ We, c€R? wT = —w.

Matricei antisimetice W 1i corespunde un vector w € R? astfel incat
Wr=wx .

Prin urmare putem analiza independent partea de translatie c si partea de rotatie w X x.

Pentru o translatie virtuala, w = ¢, avem

ext < f dx + t da C>
P

Termenul de inertie corespunzator este

/ (pa,cydxr = < padz, c> :
Py Py
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Daca identitatea de putere este valabila pentru orice vector constant c, rezulta

/ padxz/ fdr+ tda.
2 P oP;

Aceasta este forma globala a bilantului impulsului. Nu am ales o directie particulara: egalitatea

vectoriala rezulta tocmai din arbitrarietatea lui c.

Luam acum o rotatie virtuala, w(z) = w x x. Folosind identitatea
(y,w x x) = (W, z X y),
obtinem
Pext(wxx):<w,/x><fdx+ xxtda>,
P oP,

/Pt<pa,w X x)dr = <w,/Pt:z: X (pa)dx>.

Egalitatea pentru orice w € R3 da

/xx(pa)d:)s:/xxfd:v—l—/ x X tda.
P, P, OP;

Aceasta este forma globala a bilantului momentului cinetic. Calculul arata explicit de ce
translatiile rigide selecteaza rezultanta fortelor, iar rotatiile rigide selecteaza momentul lor.
Formele locale din Capitolul 3 se obtin apoi prin localizare, sub ipotezele de regularitate
folosite acolo.

4.8 Exemple pentru tensorii Piola—Kirchhoff

4.8.1 Exemplu: extensie uniaxiala
Fie
F = dlag()\, )\t,)\t), o = diag(ol,at,at).

Atunci
P = JoF™ T = diag(Aloy, Aoy, A\oy).

In aceasta stare omogena, prima componenta Pj; este forta axiala raportata la aria initiala,
in timp ce oy este aceeasi forta raportata la aria actuala. Intr-adevar, aria transversala se

transforma prin factorul \?, deci

Faxial o Faxial A

P, = — il
14, A A,

= 0'1/\?.

Aceasta identitate simpla ofera interpretarea experimentala a diferentei dintre tensiunea
Cauchy si tensiunea nominala.
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4.8.2 Forfecare simpla si simetria lui S

Pentru
1 v 0
F=I+ve1®e =101 0], J=1,
0 01
si
o111 T 0
o=| T 09 0[],
0 0 o33
avem
1 —y O 1 00
F71t=10 0f, FT=|— 0
0 0 1 0

Prin urmare
o —NT T 0

P=cF T= T —"Y02 092 0 |,
0 0 033

care nu este in general simetric. In schimb
2
011 — 29T + %02 T — 7022 0

S = F_IP = T — Y022 0922 0 ;
0 0 O33

care este simetric. Simetria nu este accidentald: S = JEF 1o F~T este o congruents a tensorului

simetric o.

4.9 Probleme pentru seminar
1. Pentru F = diag(2,1,1/2) si N = (1,1,0)/+/2, calculati n si raportul da/dA si interpre-
tati rotatia normalei.

2. Un corp incompresibil este supus unei presiuni uniforme actuale = > 0. Aratati ca
incarcarea nominala satisface PN = —m Cof F' N si explicati de ce este o Incarcare

urmaritoare, nu una moarta.
3. Pentru o dilatare F' = A\I, exprimati P i S in functie de o.
4. Verificati identitatea Piola pentru ¢(X) = (X7 + X2 X3, Xo, X3).
5. Pornind de la PFT = FPT, deduceti simetria lui S = F~1P.

6. Deduceti forma slaba din ecuatia — Div P = fj si conditia Neumann.
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4.10 Exercitii rezolvate

Problema 4.10.1 (formula lui Nanson pentru o intindere diagonala). Fie F' = diag(A1, A2, A3).
Pentru o suprafata materiala cu normala N = e, determinati vectorul de arie actual n da in

functie de dA.

Rezolvare. Formula lui Nanson este
nda = Cof F' N dA.
Pentru o matrice diagonala,
Cof F' = diag(AaAs, A1 A3, A A2).

Deci
nda = /\2/\361 dA.

Aria unei fete normale la e; se multiplica exact cu intinderile din cele doua directii tangente.

Problema 4.10.2 (prima tensiune Piola—Kirchhoff). Daca F' = diag(2,1,1) si 0 = ¢I, unde
q este scalar, calculati
P=JoF T

Rezolvare. Avem J = 2 si
F~1 = diag(1/2,1,1).

Prin urmare
P = 2q diag(1/2,1,1) = gdiag(1, 2, 2).

Desi o este sferic, P nu mai este sferic deoarece masoara forta actuala raportata la aria de

referinta.
Problema 4.10.3 (a doua tensiune Piola—Kirchhoff). Aratati ca
S=F'P=JF 'oF ",
De ce este S simetric daca o este simetric?
Rezolvare. Inlocuim P = JoF~7:
S=FYJoFT1)=JF'oF T

Transpunand,
ST = J(F e (FY =JF'oF T =8.

Am folosit o7 = 0.

Problema 4.10.4 (reconstructia tensiunii Cauchy). Pornind de la S, demonstrati formula

o=J'FSFT.
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Rezolvare. Din S = JF~'o F~T inmultim la stinga cu F si la dreapta cu F7:
FSF" = Jo.

Impértind prin J > 0 rezulta formula.

Problema 4.10.5 (identitatea lui Piola in cazul afin). Daca ¢(X) = FX + b cu F constant,
verificati direct ca
Div(Cof F') = 0.

Rezolvare. Matricea Cof F este constanta in X. Prin urmare fiecare derivata in raport cu
variabila materiala X a componentelor sale este zero si

(DlVCOfF)l = ZaXJ(COfF)Z‘J =0.
J

Problema 4.10.6 (conjugarea energetica (P, F')). Pentru o miscare neteds, ardtati ci
(P,F)=J{o,L), L=V,
Rezolvare. Din capitolul 1, F' = LF. Folosind P = JoF 7,
(P,F) = J{(cFT LF).
Cu identitatea (A, B) = tr(ATB),
(cF~ T LF) =tr(F~'o"LF).

Cum o7

= ¢ gi urma este ciclica,
tr(F'oLF) = tr(cLFF™ ") = tr(cL) = (0, L).

Rezulta formula dorita.

Problema 4.10.7 (conjugarea energeticd (S, E)). Fie E = S(FTF —1I). Aritati cd

(S,E) = (P, F)
cand P=FSsi S = ST,
Rezolvare. Derivam
. 1 - T
F = i(F F+F°F).

Atunci . .
(S,F) = 5 (5 FTF) + (S FTFE).

Pentru primul termen,

(S,FTF) = tr(STFTF) = tr(SFTF)
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=tr ((SETF)") = tr(F"FS")
= tr(SFTF) = (S, FTF),

unde am folosit ST = S i ciclicitatea urmei. Prin urmare cei doi termeni din (S, E) sunt
egali i
(S,E) = (S,FTF) = (FS,F) = (P, F).

Rezulta astfel relatia de conjugare energetica dintre S si F.

Problema 4.10.8 (transformarea ecuatiei de echilibru). Presupuneti relatia
Div P = J(divo) o .

Aratati cum ecuatia euleriana statica div o + pb = 0 se transforma In configuratia de referinta.

Rezolvare. Compunem cu ¢ gi inmultim cu J:
J(dive) o+ J(pb) o p = 0.
Primul termen este Div P. Din conservarea masei,
Jp oy = po.

Daca B(X) = b(¢(X)), rezulta

\Div P+ poB = 0.

Problema 4.10.9 (Nanson pentru o normala oblica). Fie

F =diag(2,1,1/2), N 1,1,0).

V2
Determinati raportul da/dA si normala actuala n.

Rezolvare. Avem J =1 si
Cof F = JFT = diag(1/2,1,2).

Formula lui Nanson da ]
Cof FN = —(1/2,1,0).

S

Prin urmare

da 1 1 5
Z —||Cof EN|| = /= + = =
JA |Co | +

8 2 22

Cof FN 1
n—=-— = ——
[Cot FNT ~ V5

Exemplul arata ca Nanson transforma simultan aria si directia normalei.

iar
(1,2, 0).
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Problema 4.10.10 (calcul numeric pentru P, S si 7). Fie

210 310
F=101 0}, c=11 20
0 01 00 4

Calculati J, 7 = Jo, P = JoF 1 si S = F~'P. Verificati cd PFT = 7 si c& S este simetric.

Rezolvare. Avem

1/2 —1/2 0 1/2 00
J=2 F'=1]0 1 o, FT'T=|-1/210
0 0 1 0 01
Deci
6 2 0
T=20=12 4 0],
00 8
2 20
PTFT(l 4 01,
0 0 8
si
3/2 =1 0
S=F'P=|-1 4 0
0 0 8
Intr-adevir,
6 2 0
PFT =2 4 0| =r,
00 8

iar § = S7.
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4.11 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

4.A.1 (formula lui Nanson: arie si normala deformate) Fie deformarea omogena cu F' =
diag(2,3,1), J = det F' > 0, si o suprafata materiala plana cu normala unitara
N= 1)
- \/g (]
si arie dA. Calculati vectorul-arie deformat n da, raportul da/dA gi normala unitara deformata
n.
Indicatie. nda = JF"TNdA = Cof F NdA (§ 4.2.2); apoi da/dA = HJF*TN

obtine prin normalizare.

, lar n se

Raspuns. J =6 si

JFETN = —=(3,2,6),

L
V3
deci d 7 1
a
= ~4.041 = =(3,2,6).
dA /3 ’ " 7(7’)

Observati ca n # N: deformarea roteste normala, chiar daca F este diagonal; normala nu se
transforma cu F, ci cu F~7.

4.A.2 (cei trei tensori de tensiune pentru o intindere izocord) Fie
. 1 .
F = diag (3, 1, 3) , o = diag(9,0,0) [MPal].
Calculati J, 7 = Jo, P = JoF T i S = F71P; verificati P = F'S, 7 = PF7T &i simetria lui S.
Indicatie. § 4.3; pentru tensori diagonali toate produsele sunt diagonale.
Raspuns.

J=1, 7=diag(9,0,0), P =diag(3,0,0), S =diag(1,0,0) [MPal).

Se verifica F'S = P, PFT = 1; S este simetric, ca si o.

4.A.3 (verificarea identitatii lui Piola pe un exemplu neafin) Fie
o(X) = (X1 + X2, Xo+ X2, X3), e C®R;RY).
Calculati F', J, Cof F' si verificati prin calcul direct identitatea lui Piola
Div(Cof V) = 0.

Indicatie. Propozitia 4.6.1; (Div A); = dx,A;;, iar pentru J = 1 avem Cof F' = F~7T.
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Raspuns.
1 0 2X;
F=12X; 1 0 |, J =1,
0 0 1
1 —2X; 0
Cof F=FT=| 0 10
—2X3 4X1X3 1

Prin urmare

Div(Cof F) = (011 + 02(—2X1) + 350, 0, 01(—2X3) + 2(4X1 X;) + 051) = 0.

Nivelul B

4.B.1 (identitatea Div P = J(divo) o ¢ pe un exemplu) Fie deformarea omogena ¢(X) =
(2X1,3X5, X3) si campul spatial de tensiuni

o(x) =cxie; R ey, c> 0.

(a) Calculati F, J si div,o. (b) Calculati transformata Piola P(X) = Jo(p(X))F7T si
Divy P. (c) Verificati identitatea Div P = J(div o) o ¢ si explicati de ce ecuatia de migcare
materiala si cea spatiala sunt echivalente.
Indicatie. § 4.7-4.8; atentie la compunere: z; = 2.X;.
Raspuns.

F = diag(2,3,1), J =6, dive = (¢, 0,0).

Deoarece x1 = 2X1,
P = diag(6c¢X;,0,0), Div P = (6¢,0,0),
iar
J(diveo) o p =6(c,0,0).

Ecuatiile div e + pb = pa i Div P + poby = poA sunt aceeasi lege scrisa in doua configurat;i,
cu pyg = pd.

4.B.2 (forfecare simpla: P nesimetric, S si T simetrice) Fie
F=14ve ® ey, v =2,

si 0 = diag(oy,09,03), cu o; constante. (a) Calculati J, F~!, F~7. (b) Calculati P, S, 7 in
functie de o; si v; aritati cd P nu este simetric, in timp ce S si 7 = PFT sunt simetrice. (c)
Particularizati pentru o = diag(1, 2,3) MPa.

Indicatie. § 4.3 si § 4.8.1: P amesteca o normala materiala cu o forta spatiala; simetria lui

PFT = Jo este consecinta bilantului momentului cinetic.
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Raspuns.
J=1, Fl=T—ne ® e, FT=1—ve®e.

P=0oF 1T =0—~0e;® ey,
deci Py = —y09 # 0 = Pj5. Mai mult,
r=PFT =0,

S=F"'P=0—q0y(e; @ey+ ey ®e1) +72oge; @ ey.

Pentru o = diag(1,2,3) si v = 2,

1 00 9 —4 0
P=|-42 0|, S=|-4 2 0|, 7=dag(1,23).
0 0 3 0 0 3

4.B.3 (cele trei perechi energetic conjugate, verificate pe o intindere) Fie migcarea
o(X,t) = diag(A\(t),1,1)X,  At) >0, A>0,

si tensiunea Cauchy o = se; ® eq, s > 0 constant.

(a) Calculati F,F,J,L = FF~' E E.

(b) Calculati P, S, apoi cele trei densititi de putere J{o, L), (P, F), (S, E) si ariitati cd
sunt egale.

(c) Demonstrati identitatea generala

J{o,L) = (P, F) = (S, E),

precizand unde se foloseste simetria lui o.
Indicatie. Folositi sectiunea despre puterea interna si identitatile

(AB,C) = (A,CB"),

(S, FTE) = (S, sym(FTE)) = (S, E).

Raspuns.

. : A
F = diag(A,1,1), F =diag(A,0,0), J=X L =diag <)\, 0, O) ,
1 . .
E = B diag(\* — 1,0,0), E = diag(AX,0,0).

P = diag(s,0,0), S = diag (i, 0, 0) ,

J{o,L) = /\si = s\, (P, F) = s), (S,F) = ;)\/\ = 5\,
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In general,
(P,F)Y = (JoF T F) = (Jo, FF') = J{(o, L),
iar
(P,F) = (FS,F)=(S,F'F) = (S, E),

ultima egalitate folosind simetria lui S, echivalenta cu simetria lui o.

Nivelul C

4.C.1 (forfecare simpla: Nanson, cei trei tensori, egalitatea fortelor) Fie

1
F=1+~e ® e, ’725,

si starea de tensiune Cauchy
o =To(e1 ®es+ €3 @ ey), 70 = 4 MPa.

(a) Calculati J, Cof F'; pentru fata materiala de normala N = e; si arie dA = 1, determinati
nda, raportul da/dA si normala deformata n. Comparati cu cazul N = es. (b) Calculati
P, S, T; verificati ca 7 = PFT gi S sunt simetrice. (c¢) Calculati forta de contact pe fata din
(a), in ambele configuratii: df = PN dA si df = onda.

Indicatie. § 4.2.2-4.3; pentru forfecare simpla J =1 si Cof F = F~T =1 — yey ® e;.
Raspuns.

1 00
J=1, Cof F=|[-1/2 1 0
0 01
Pentru N = eq,
d 5 1
nda = (1,-1/2,0), da V5o (2,-1,0).

NG

Pentru N = ey, nda = ey, deci aria si normala nu se schimba. Mai mult,

dA 27

-2 40 —4 4 0
P=|4 00|, S=[|4 00|,
0 00 0 00
04 0
T=PF'=[4 0 0[|=0 [MPa]
00 0

Pe fata N = e,
PN dA = (—2,4,0) MPam?,

iar on da da acelasi vector.

4.C.2 (identitatea Piola si transformarea divergentei) Fie o € C*(€; R?) o deformare cu J > 0
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si T un cAmp tensorial spatial de clasa C! pe ¢(€2). (a) Demonstrati identitatea lui Piola
Div(Cof V) = 0, folosind scrierea cu simbolul Levi-Civita si egalitatea derivatelor mixte.
(b) Folosind (a) si regula lantului, demonstrati ca transformata Piola

satisface
DiVX PT = J(dlvw T) o .

(c) Aplicati (b) cu T'= o si deduceti ecuatia de migcare in configuratia de referinta, precizand
legatura dintre fortele de volum si dintre densitati.

Indicatie. Propozitia 4.6.1, § 4.7 si § 4.8.5; pentru (c) folositi pg = pJ (§ 1.10) si by = pob o .
Raspuns. (a)

1
(Cof F)iy = SEiabEIKL OKkPa OLpy.

La derivarea dupa X, derivatele secunde, simetrice in indicii de derivare, sunt contractate cu

tensorul antisimetric €k, deci se anuleaza. (b)
8J(ﬂk(Cof F)k]) = (&ple) o) (COf F)kj + TzkﬁJ(Cof F)kj.

Al doilea termen este zero, iar

&]gol(Cof F)k-] = Jélka

de unde Div Pr = J(divT) o ¢. (c¢) Din dive + pb = pa, dupa multiplicare cu J gi compunere
cu @, rezulta

Div P + pob o » = po, po = p.

4.C.3 (incarcare cu presiune: sarcing de tip “follower”) Un corp elastic ocupa €2 (deschis,
marginit, conex, cu frontiera neteda) si este supus unei presiuni exterioare uniforme p > 0,
astfel incat in configuratia deformata o = —pI pe tot corpul. (a) Calculati P gi S in functie de
psi F. (b) Ardtati cd, pentru orice deformare ¢ € C?, Div P = 0 automat; ce forta masica este
necesara pentru echilibru? (c) Aratati ca rezultanta fortelor de contact pe intreaga frontiera
este nula, [; PN dA = 0, si explicati de ce Incarcarea cu presiune depinde de deformare, spre
deosebire de o sarcina moarta PN = to(X) data. (d) [lustrati pentru

11/2 0
F=|0o 1 o], p=3,
0 0 2

calculand P.
Indicatie. P = JoF~T = —pCof F'; apoi Propozitia 4.6.1 si teorema divergentei.
Raspuns.

P = —pCof F, S=F'P=—pJjC "

Din identitatea lui Piola, Div P = —p Div(Cof F') = 0, deci echilibrul static cere by = 0. De
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asemenea,

/ PNdA:/DideXzO.
o0 Q

Tractiunea nominala PN = —pCof F' N depinde de F', deci de deformarea necunoscuta.
Pentru matricea din (d), J = 2 si

2 00 -6 0 0
Cof F=|-1 2 0, P=13 -6 0
0 01 0O 0 -3



Capitolul 5

Materiale elastice, obiectivitate, izotropie si

hiperelasticitate

Surse si orientare. Pentru obiectivitate, simetrii materiale, hiperelasticitate si reprezentari

izotrope folosim ca repere [3, 14, 10, 11].

5.1 Functii de raspuns si legea constitutiva

Ecuatiile de bilant, contin atat deformarea, cat si tensiunea, deci nu determina singure evolutia
corpului. Pentru un material elastic simplu presupunem ca tensiunea intr-un punct material

depinde de gradientul deformarii din acel punct. In configuratia de referinta scriem
P(X) = P(X,F(X)), P:Qx GL*(3) — R¥3,

Aceasta este legea constitutiva. Daca P mu depinde explicit de X, materialul este omogen in
configuratia de referinta aleasa.
Relatia
P=JoF "

permite trecerea la o functie de raspuns pentru tensorul Cauchy, astfel incat nu este nevoie sa
introducem doua legi constitutive independente pentru P si o.
Necesitatea unei legi constitutive poate fi citita din ecuatia materiala

p[)(,b =Div P + pQB

Daca P ar fi o necunoscuta independenta, cele trei ecuatii de migcare nu ar determina simultan

cele trei componente ale lui ¢ si cele noua componente ale lui P. Relatia
P = P(X,Vy)

exprima P prin deformare si transforma bilantul impulsului intr-un sistem pentru ¢.

5.1.1 Indiferenta fata de reper

Consideram un al doilea observator obtinut printr-o miscare rigida dependenta de timp,

" = c(t) + Q(t)z, Q(t) € SO(3).
La un timp fix, derivarea in raport cu coordonata materiala X da

F*=Vx¢"=Vx(c+Qp) =QVxp =QF,

109
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deoarece ¢ si @ nu depind de X. In plus J* = det(QF) = det Qdet F' = J.
Tensorul Cauchy reprezinta aceeasgi aplicatie fizica intre normale si tractiuni, dar exprimata
in baze rotite. Daca n* = Qn si t* = Qt, atunci din t = on rezulta

" =Qt = Qon=QoQ™n".

Cum aceasta relatie este valabila pentru orice normala n*, avem

o* =QoQ".

Pentru primul tensor Piola—Kirchhoff folosim P = JoF~T. Deoarece (QF)1T = QF T,
obtinem

P = 10" (F) T = J(QuQ")(QF ) = QUIoFT) = QP

Asadar legea constitutiva este compatibila cu schimbarea observatorului numai daca

P(X,QF)=QP(X,F)| (Q € S0(3)).

Aceasta este forma pentru P a principiului indiferentei fata de reper; formulari echivalente
pentru o si pentru energii se gasesc, de exemplu, in [3, 7, 14].

5.1.2 Dependenta obiectivi a lui S de C = FTF

Definim S = F~'P. Folosind transformarile F* = QF si P* = QP, calculam fird a omite
pasi:
S*=(F)'P*=(QF) ' (QP)=F'Q"QP=F"'P=5.

Prin urmare S este invariant la superpunerea unei rotatii rigide. Presupunem ca S = S(X, F')
este o functie elastica de raspuns. Indiferenta fata de reper se scrie

S(X,QF)=5(X,F)  (Qe€S0(3)).
Acum folosim descompunerea polara, introdusa si demonstrata in Capitolul 2. Pentru orice
F € GL*(3) existd unic F' = RU, cu R € SO(3) si U = (FTF)/? € Sym™*(3). Alegand
Q = R” in relatia precedents,
S(X,F)=S(X,RU) = S(X,U).
Dar U = C'?, unde C = FTF. Definind

S(X,C):=S5(X,CY?),  CeSym"(3),

obtinem reprezentarea

S =S(X,0).

Reciproc, orice lege de forma S = S (X, FTF) este automat invarianta la rotatii superpuse,
deoarece (QF)T(QF) = FTF. Pentru o lege constitutivd materiald obiectivi, dependenta de
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F se reduce deci la dependenta de C' = FTF [3, 14].

5.2 Hiperelasticitate si obiectivitatea energiei

Pana aici am discutat o functie de raspuns P = I3(X , ') fara a presupune ca ea provine
dintr-un potential. Spunem ca materialul este hiperelastic daca exista o densitate de energie
stocata

W:QxGLT(3) - R

diferentiabila in F', astfel incat

P(X,F)=DyW(X,F).

Abia din acest punct folosim sistematic simbolul W ca energie. Pentru un material nehipere-
lastic, obiectivitatea si izotropia se formuleaza direct pentru functia de raspuns, nu pentru un
potential inexistent.

Pentru un material hiperelastic, indiferenta fata de reper se exprima prin
W(QF)=W(F) VQ € SO(3), F e GL*(3).

Nu repetam argumentul din subsectiunea precedenta. Folosim direct descompunerea polara

F=RU,cuRecSO3)siU=(FTF)"/2. Alegerea @ = R” in conditia de obiectivitate d&
W(F)=W(RU)=W(U).
Cum U = C'/2, valoarea energiei este determinata de C' = FTF. Definim asadar
V(C):=W(CY?),  Cesym*(3),

si obtinem

W(F) =¥(C), C=F'F

Reciproc, dacd W (F) = U(FTF), atunci pentru orice Q € SO(3),
W(QF) = ¥((QF)"(QF)) = ¥(F'Q"QF) = U(F'F) = W(F),

deci reprezentarea prin C' este echivalenta cu obiectivitatea energiei.
Presupunem de aici ca W este diferentiabila. Pentru o variatie H,

D(Fw— F'F)(F)[H)= FTH+ H'F.
Deoarece DeW(C') € Sym(3), regula lantului da

DW (F)[H] = (Dc¥(C), FTH + H'F)
= 2(Dc¥(C), FTH)
= (2FD¢VU(C), H).
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Cum P = DpW, rezulta

P =2FDc¥(C)|, S=F1'P=2Dc¥(C)|

Daca folosim E = (C' — I)/2 drept variabila, atunci C' = I + 2F si
DpW(E)[K] =2(Dc¥(0), K) = (5, K),

deci

S = DpW(E).

Aceasta explici formula de putere (S, E) = (P, F) obtinuti in Capitolul 4.
Obiectivitatea energiei mai implicd simetria lui PFT. Fie AT = —A si Q(t) = exp(tA) €
SO(3). Deoarece t — W(Q(t)F) este constanta,

d

0=

W(Q(t)F) = (P,AF) = (PFT A).

t=0

Relatia este valabild pentru orice matrice antisimetrici A. Alegand A = skew(PFT) obtinem

2

)

0 = |[skew(PF")|

asadar PFT € Sym(3). Cum PFT = Jo, rezultd o € Sym(3). Acest argument porneste din
obiectivitatea energiei; demonstratia mecanica a simetriei lui o din Capitolul 3 porneste, in

schimb, din bilantul momentului cinetic.

5.3 Simetrii materiale si izotropie

Izotropia si rotatia reperului material. Indiferenta fata de reper si izotropia sunt cerinte
diferite. Prima se refera la schimbarea observatorului spatial, F' — QF’; izotropia afirma ca
materialul nu distinge directii privilegiate In configuratia de referinta. O rotatie a reperului
material transformd F in FQ, cu Q € SO(3).

Pentru o energie W, izotropia se exprima prin
W(FQ) =W(F) (F e GLT(3), Q € SO(3)).

Daca W este diferentiabila si P(F) = DpW (F'), derivam aceasta identitate pentru a vedea
transformarea lui P. Fixam F, H si consideram F + sH. Din

W({(F+sH)Q)=W(F+ sH)
obtinem, derivand in s la s = 0,
(P(FQ),HQ) = (P(F),H).

Folosim identitatea Frobenius (A, HQ) = (AQ™, H) si faptul ca egalitatea este valabild pentru



Elasticitate matematica 113

orice H. Rezulta

P(FQ)Q" = P(F), adics P(FQ) = P(F)Q.

Pentru S = F~'P deducem

S(FQ) = (FQ)'P(FQ) = Q"F ' P(F)Q = Q"S(F)Q.

Aceasta este transformarea tensoriala corecta a raspunsului material izotrop. Pentru teoria
clasica a functiilor tensoriale izotrope si reprezentarile asociate vezi [24, 25, 14].

Omogenitate versus izotropie. Omogenitatea Inseamna independenta de pozitia mate-
riala X'; izotropia Inseamna invarianta la rotatii ale reperului material. Un material poate fi
omogen si anizotrop (de exemplu un solid cu o familie fixa de fibre), ori neomogen si izotrop
(parametrii elastici depind de X, dar local nu exista o directie privilegiata).

Obiectivitate versus izotropie. Obiectivitatea priveste rotatia observatorului i actioneaza
la stanga, F'+— QF; este o cerinta universala asupra unei legi constitutive. Izotropia priveste
rotatia reperului material si actioneaza la dreapta, F' +— F'Q); este o proprietate a unei clase
particulare de materiale. Cele doua conditii au deci semnificatii fizice diferite chiar daca
folosesc acelagi grup SO(3).

Pentru o energie hiperelastica omogena definim grupul de simetrie materiala
G :=1{Q € SO(3) : W(FQ) = W(F) pentru orice F € GL"(3)}.

Identitatea apartine lui G, iar daca @1,Q2 € G, atunci W(FQ1Q2) = W((FQ1)Q2) =
W(FQ,) = W(F); de asemenea Q! € G dacd Q € G. Deci G este un subgrup al lui
SO(3). Materialul este izotrop exact atunci cind G = SO(3). Combindnd obiectivitatea
W(QF) =W(F) cu izotropia W(FQy) = W(F) obtinem

W(Q1FQ2) = W(F) VQ1,Q2 € SO(3).

Teorema urmatoare precizeaza consecinta acestei duble invariante.

Teorema 5.3.1 (reprezentarea izotropa). Daca W : GLT(3) — R este obiectiva si izotropd,
atunci existd o functie simetrica
g:(0,00* =R

astfel incat

W(F) = g(>\17>\27>\3)7

unde \; sunt valorile singulare ale lui F'. FEchivalent, W se poate exprima prin invarianii

principali ai lui C' sau ai lui U.

Demonstratie. Prin descompunerea in valori singulare existd initial Q1, Qs € 0(3) si

D= diag()\l, >\2, >\3)7 )\z > 0,
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astfel incat F' = @1D@2T. Din det F' > 0 rezulta det Ql det QQ = 1. Daca ambele determinante
sunt —1, luam Sy = diag(—1, —1,1) si definim Q; = Q1S50, Qs = QSo; deoarece SoDSy = D,
obtinem tot F' = Q,DQY, dar acum Qy,Q, € SO(3). Asadar putem scrie

F=Q.DQJ, Q1,Q2 € SO(3).
Obiectivitatea, adica invarianta la rotatii aplicate la stanga, da
W(F) =W(Q:1DQ3) = W(DQ3).
Izotropia materiala, adica invarianta la rotatii aplicate la dreapta, da apoi
W(DQy) = W(D).
Prin urmare valoarea energiei este determinata numai de valorile singulare:
W(F) = g(A1, A2, A3), g( A1, Ag, A3) = W (D).

Mai trebuie verificata simetria lui g. Pentru o permutare 7, fie P, matricea sa de permutare.
Daca det P, = 1, conjugarea cu P, este deja realizata prin rotatii proprii. Daca det P, = —1,

luam Sy = diag(1,1, —1) si definim
R, := P,.Sp € SO(3).
Deoarece SoDSy = D,
R.DRL = P.SyDSyP! = P,DP} = diag(Ar(1), Ar(2), Ar(3))-

Asadar chiar si o permutare impara a axelor principale este realizata prin conjugare cu o
rotatie proprie. Astfel orice permutare a lui (A, A2, A3) este realizata prin rotatii admisibile.

Invarianta energiei implica

g()\ﬂ(l)7 )\TI‘(2)7 )\ﬂ(3)) = g()\la )\27 )\3)

pentru orice permutare m. Deci g este simetrica. [

Observatia 5.3.2. Tripletul neordonat de valori singulare pozitive este determinat de poli-
noamele simetrice elementare in \?, adica de invariantii 1,(C), I(C), I3(C). Prin urmare
formularea printr-o functie simetrica de (A1, A2, A3) si formularea prin invariantii principali
ai lui C' descriu aceeasi clasa de energii izotrope, cu regularitatea corespunzatoare a functiei

reprezentante.
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5.4 Teorema de reprezentare Rivlin—Ericksen pentru

functii tensoriale izotrope

Rezultatul de reprezentare are originea in teoria clasica Rivlin-Ericksen [24]; noi 1l formulam
in versiunea necesara elasticitatii izotrope. In multe legi constitutive nu apare numai o energie
scalara, ci o functie tensoriala de un tensor simetric. Avem nevoie de forma generala a unei

astfel de functii.

Teorema 5.4.1 (reprezentare izotropa). Fie T : Sym™(3) — Sym(3) continud i izotropd,
adica

T(QCQT) = QT(C)QT  VQ € S0O(3).

Atunci exista functii scalare ag, aq, ag, dependente numai de invariantii principali ai lui C,

astfel incat

T(C) = apgl + a1C + axC?.

Demonstratie. Diagonalizam C' = QDQT, D = diag(cy, co, c3). Prin izotropie,
T(C)=QT(D)Q".

Pentru orice rotatie diagonald R = diag(#1,41,41) cu determinant 1, avem RDR? = D,

deci
T(D) = RT(D)R”.
Alegind succesiv astfel de rotatii, componentele nediagonale ale lui 7 (D) trebuie sa fie zero.

Agadar T (D) = diag(t, ta, t3).

Daca valorile proprii ¢; sunt distincte, exista un unic polinom de grad cel mult doi
p(s) = ag + 15 + s’
care interpoleaza p(c;) = t;, i = 1,2,3. Prin urmare
T(D) = agl + a;D + asD*.

Ramane cazul valorilor proprii multiple; aici nu putem invoca pur si simplu continuitatea
coeficientilor de interpolare, deoarece coeficientii Lagrange pot deveni singulari cind doua
noduri se apropie. Daca, de exemplu, D = diag(c, ¢,d) cu ¢ # d, atunci D este invariant la
orice rotatie in planul generat de ey, e5. Izotropia impune ca restrictia lui 7 (D) la acest plan
sa fie un multiplu al identitatii; deci

T (D) = diag(t,t, s).

Exista atunci un polinom de grad cel mult unu, p(§) = ap + a1&, cu p(c) =t si p(d) = s, deci
din nou 7 (D) = p(D). Daca D = cl, invarianta fata de toate rotatiile implica 7 (D) = tI,
deci este suficient polinomul constant p = t. Celelalte cazuri cu multiplicitate doi se obtin

prin permutarea axelor.
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Coeficientii astfel obtinuti nu depind de alegerea bazei proprii, ci numai de spectrul

neordonat al lui C; acesta este determinat de invariantii elementari

L=trC, ILL=1YtrC)?—trC?, I3=detC.

1
2

Prin urmare coeficientii pot fi priviti ca functii scalare ale (I3, I, I3), ceea ce incheie demon-
stratia. O

Corolarul 5.4.2. Pentru un material hiperelastic obiectiv si izotrop, al doilea tensor Piola—
Kirchhoff poate fi scris

S = Bo(L, Iy, I3)T + B (11, I, I3)C + Ba(11, I, I5) C*.
Demonstratie. Obiectivitatea da W (F) = ¥(C), cu C' = FTF, iar formula tensiunii este
S(C) =2DcV(C).
Izotropia materiala W (F Q) = W(F') se traduce, pentru C, prin
V(QTCQ)=Tv(C) vQ e SO(3).

Fixdm C € Sym™(3), H € Sym(3) si consideram curba C' + sH. AplicAnd identitatea
precedenta lui C' + sH,
U(QT(C + sH)Q) = W(C + sH).

Derivam fata de s in s = 0:

(De¥(QTCQ), QTHQ) = (Dc¥(C), H).

Pentru produsul Frobenius avem

(A,Q"HQ) = (QAQ", H).

Prin urmare

(@Dc¥(Q"CQ)Q" — Dc¥(C), H) =0 VH € Sym(3).

Ambele matrice din diferenta sunt simetrice. Cum produsul Frobenius este nedegenerat pe
Sym(3), rezulta
QDoV(QTCQ)QT = Do¥(C),

sau, echivalent,

Dc¥(Q1CQ) = Q" Dc¥(C)Q.

Inmultind cu 2, obtinem aceeasi lege de transformare pentru S(C). Asadar S este o functie
tensoriala izotropa de C, iar teorema precedenta furnizeaza reprezentarea polinomiala din
enunt,. O
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5.5 Derivatele invariantilor si tensiunile pentru energii

izotrope

Teorema de reprezentare de mai sus arata ca o energie obiectiva gi izotropa poate fi scrisa
fie ca functie simetrica de valorile singulare, fie ca functie de invariantii principali ai lui C.

Pentru calculul tensiunilor folosim a doua forma:

o~

W(F) =¥ (C) = W(I(0), I,(C), I(C)), C=F"F

Calculam mai intai derivatele celor trei invarianti.

Notam de aici inainte cu W(C') reprezentarea energiei ca functie de C' si cu

—

W (I, I, I3)
reprezentarea aceleiagi energii prin invariantii lui C'. Cele doua notatii sunt legate prin
¥(C) = W(L(C), 1(C), I5(C)).
Calculam derivatele fara a le memora. Pentru [;(C) = tr C,
DL(C)H]=trH=(I,H), D¢l = 1.

Pentru I»(C) = L[(tr C)2 — tr(C?)],

1
2

DIL(C)[H] = (tr C)(tx H) — ; t(CH + HC)
=(trO)(tr H) — (C, H),

deci
Dely = (tr O)I - C.

In sfarsit, pentru I5(C) = det C si C' € Sym™(3),
DI3(C)[H] = (Cof C, H) = (I5C~ ', H), D¢l = 13071,
Regula lantului furnizeaza
DU (C) = Wil + Wa[(tr ) — C] + W4I;,C "

Cum S = 2DV (C),

S = 2W 1l 4 2W,|[(tr C)I — C] + 2W 3 I,C .

Aceasta este formula constitutiva de baza pentru energiile izotrope exprimate prin invarianti.
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5.5.1 Tensiunea Cauchy

Formula pentru S a fost obtinuta mai sus din derivatele lui I, I5, I5. Trecem acum la tensiunea
Cauchy. Din
o=J'FSFT, B=FFT,

si identitatile
FIF' =B,  F[(trC) - C|F" = (trC)B - FOF" = I,B — B,
unde am folosit tr C' = I si
FCFT" = F(FTF)F' = (FF")*> = B~
Pentru ultimul termen, deoarece C~! = F~1F~T,
F(LCYF' = LFF'FTFT = 1.

Prin urmare

2 _ —
o=5 (WiB+Wa(I,B — B?) + Wslsl| .

5.6 Tensiunile principale pentru energii izotrope

Fie F' exprimat in bazele principale,
B = diag(A1, A2, As), W(F) = g(A1, A2, As),
unde ); > 0 sunt intinderile principale. Consideram o variatie diagonala
H = diag(hy, ho, h3).

Pe de o parte,
3 ag
i=1 YN
Pe de alta parte, din definitia lui P = DpW (F),

DW(F)[H) = (P.H) = Y- P

unde P; sunt componentele principale ale primului tensor Piola. Cum hq, hs, h3 sunt arbitrare,

rezulta

_ Oy
N

P, i=1,2,3.
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Relatia 0 = J '!PFT este de asemenea diagonals in aceste baze; componenta i este

1
;= =P\
7=
Prin urmare
O; = — .
J O\

Formula va fi folosita imediat pentru energiile Ogden si, mai tarziu, in criteriile spectrale. In
exemple va trebui calculata numai derivata specifica energiei considerate.

5.7 Energii hiperelastice clasice si calculul tensiunilor

In exemplele urmatoare pornim de la energia W si calculim tensiunile cu formulele demonstrate

mai sus. Pentru fiecare model scriem numai derivata care intervine efectiv.

Conventie de notatie pentru modelele urmitoare. In acest capitol ); denots intinderile
principale. Pentru a evita coliziunea cu acestea, coeficientul Lamé scalar va fi notat temporar
Ar; In Capitolul 6, unde valorile singulare nu mai sunt variabilele curente, revenim la notatia
standard .

5.7.1 Saint Venant—Kirchhoff
Energia este

A 1
Wavk(F) = p| I + Z2(w B2, B = S(F'F—1)

Pentru H € R3*3,
1
DE(F)[H] = 5(HTF + FTH) = sym(FTH).

Derivata energiei in raport cu £ este
DW(E)[K]| = 2uE + M\, tr(E)I, K).
Prin regula lantului,

DW (F)[H] = 2uE + AL tr(E)I,sym(FTH))
= (F(2uE + M\, tr(E)I), H),

fiindca tensorul din prima paranteza este simetric. Rezulta

S =2uE+ M\ tr(E)], [P=FS]

Pentru F' = I + Vu cu | Vu|| mic,

E = sym Vu + O(||Vul?),
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si astfel
S = 2usym Vu + A divu I + O(||Vul]?).

La ordinul intai aceasta este exact legea lui Hooke din Capitolul 6; coeficientii A\p, si p din
energia SVK sunt deci constantele Lamé. In F' = I avem £ = 0si P = 0, deci configuratia de

referinta este naturala.

Limitarea modelului la compresii extreme. Energia Saint Venant—Kirchhoff nu satisface
bariera fizica W (F') — +o0 cand det F' | 0. Pentru

F. = diag(e, 1,1), >0,

avem
E. = ;diag(g2 —1,0,0)
si deci
21+ A
T8
Mai mult, fiindca energia depinde numai de C' = FTF, ea nu distinge o rotatie de o reflexie
cu acelagi C; de exemplu F' = diag(—1,1,1) da C' = I si deci Wsyk = 0, desi det F' = —1.
Aceste calcule arata de ce modelul este adecvat in principal pentru deformatii moderate si de

2+ A
AL

Wavk (FL) (2 -1)? — (e10).

ce energiile neliniare moderne introduc o bariera explicita la J | 0.

5.7.2 Neo-Hooke compresibil

Consideram
W(F) = g( IF|? — 3~ 2log J) + )\zL(log I, J=detF > 0.
Avem D( ||F||*)[H] = (F, H) si, din formula lui Jacobi,
D(log J)[H] = }IDJ(F) [H] = (F~T, H).
De aceea

DW(F)[H] = p(F, H) — u(F~", H) + M. log J (F~", H)
= (uF = F")+ M log JFT H).

Prin urmare

P=uF—-F 1)+ AlogJ FT|

Inmultind la dreapta cu FT si impértind prin .J,

a:/j(B—I)jL):;logJI, B=FF".
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In particular P(I) = 0.

5.7.3 Mooney—Rivlin incompresibil

Pentru un material incompresibil, J = 1 este o constrangere si presiunea p apare ca multipli-
cator Lagrange. Luam

W(F) :Cl(ll —3)+CQ(]2—3), ]1 :tI‘C, _[2 == [(tI‘C)2 —tI‘(Cz)]

%
Din formulele demonstrate pentru invarianti,

Dcly =1, Dely =6L1T - C.
Astfel partea elastica a celui de-al doilea tensor Piola este

Sel = 201] + 262(]1I - C)

Trecand la tensiunea Cauchy si adaugand presiunea nedeterminata de constrangere,

o0 = —pl +2c,B +2c5(1,B — B?)|.

Pentru J = 1, teorema Cayley—Hamilton pentru B da
B>~ LB*+ LB —1=0.

Inmultind cu B,
ILLB—-B?>=1,] — B~

Termenul sferic 2co151 poate fi absorbit in multiplicatorul Lagrange (care este oricum deter-
minat numai pana la aceasta rescriere). Cu o presiune redenumita p = p — 2¢5 15, aceeasi lege

devine forma clasica

o=—pl +2¢,B —2c,B7.

Valoarea presiunii se determina din conditiile la frontiera, nu din legea constitutiva izocora.

5.7.4 Enmergii Ogden in intinderi principale

Aici \; > 0 sunt valorile singulare ale lui F', adica intinderile principale. Pentru un material

izotrop putem scrie W(F') = g(A1, A2, Az). O familie compresibila clasica este

=

vt

r=1

TS A AT = B) A Waa(), T = Aok,

2

In mod uzual se aleg pi,c, > 0; modulul de forfecare liniar asociat partii distorsionale este

1 N
H= 5 E ::urar-
r=1
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Derivand energia in raport cu \; obtinem

89 _ al ar—1 / J
a)\z - ;MT)\Z + Wvol(‘])xa

deoarece 0.J/0\; = J/\;. Folosind formula pentru tensiunile principale demonstrata mai sus,

)\i 89 . 1 N ar /
0; = 75}\1’ = j;#r)\i + Wvol(J)-

Pentru ca F' = [ sa fie o stare naturala in cazul compresibil, termenul volumetric trebuie
calibrat astfel incat tensiunea sferica reziduala sa se anuleze; in particular W/ (1) = — >, .
In cazul incompresibil, Wi nu se adaugs: conditia J = 1 este impusé printr-un multiplicator
Lagrange de presiune. Vezi [14].

5.7.5 Energia Hencky

Cu U tensorul de intindere drept, energia patratica Hencky se scrie
2 K 2
Wy (F) = plldeviog U]l —l—E(trlogU) :

unde

2
K:)\L+§ﬂ

este modulul de compresiune. Deoarece
2 2 1 2
lel” = lideve[” + S (tre)”,

avem % )
2 2 L
plldevel” + - (tre)” = plel” + 5 (tre)”.
Astfel liniarizarea lui Hencky la F' = I reproduce exact energia elastica patratica cu coeficientii
Lamé (A, pt). Deoarece trlogU = logdet U = log J, primul termen masoara distorsiunea,
iar al doilea schimbarea de volum. In apropierea lui I, log U = sym Vu + O(||Vul|*), astfel

energia recupereaza forma patratica a elasticitatii liniare la ordinul principal.

5.8 Testul de extensie uniaxiala pentru un material

neo-Hookean incompresibil

Consideram

F = diag(A, A™V2 A7), B = diag(A%, A71, A7),

Pentru neo-Hooke incompresibil,
o=—pl+ uB.
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Pe fetele laterale libere impunem

092 = 033 = 0.
Rezultd p = pA~!. Tensiunea axiald este deci
011 = M(A2 — A,
Pentru A = 1 +¢, |¢] < 1, dezvoltarea
A=A =142+ 0(?) — (1 —e+ 0(e?)) = 32 + O(?)

da
o1 = 3ue + O(£%).

Modulul Young efectiv pentru un material liniar incompresibil este astfel Fy = 3pu.

5.9 Exemplu: energie dependenta numai de determi-

nant
Daca W (F) = h(det F'), atunci
P =h'(J)Cof F, o=n(J)I.

Un astfel de material produce numai tensiune hidrostatica si nu poate sustine forfecare.
Exemplul arata cum structura functionala a energiei se traduce direct in tipul de tensiuni pe
care modelul 1l poate produce.

5.10 Comportamentul energiei pentru J | 0

Daca o succesiune de deformari poate comprima volume finite catre volume arbitrar de mici

cu energie marginita, modelul nu impiedica colapsul local al materiei. Cerinta
W(F)— 400  cand det F |0

introduce o bariera energetica impotriva pierderii orientarii prin compresie extrema. Aceasta
cerinta va avea mai tarziu si un rol analitic. Pentru moment retinem numai semnificatia
mecanica: compresiile extreme trebuie sa devina energetic prohibitive.

Un termen simplu este

hJ)=J +J7°, r,s > 0.

Derivata a doua este
R'(J)=r(r—1)J 2 +s(s+1)J 52

Pentru r > 1, functia este convexa pe (0,00) si diverge atat la 0, cat si la +oc.
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5.11 Probleme pentru seminar

1. Pentru energia cu o familie de fibre W (F) = (|| Fao I?—1)2, determinati grupul de rotatii
materiale care lasa energia invarianta si explicati legatura cu izotropia transversala.

2. Aritati cd W (F) = ®(FTF) este obiectiva.

Aratati ca W(F) = g(A1, A2, A3) este izotropa daca g este simetrica.

- W

Calculati P pentru W(F) = & || F||” + h(det F).
5. Pentru energia St. Venant-Kirchhoff calculati S in functie de F.

6. Pentru o dilatare F' = AI determinati tensiunile produse de energia neo-Hooke data

mai sus.

7. Aratati ca o energie obiectiva nu poate fi strict convexa pe intregul GL™(3) daca are

minim pe toate rotatiile.

5.12 Exercitii rezolvate
Problema 5.12.1 (verificarea obiectivitatii). Aratati ca energia W (F') = HFTF - ]H2 este
obiectiva.

Rezolvare. Pentru Q) € SO(3),

(QF)(QF) = F'Q"QF = F'F.

Prin urmare

2 2
W(QF) = QP (QF) — 1| = |FTF —1I| = w(F).
Problema 5.12.2 (o0 energie neobiectivd). Verificati ci W (F) = ||F — I||* nu este obiectiva.

Rezolvare. Luam F = [ gi o rotatie Q # . Atunci

dar
W(Q) = [lQ —I|I* > 0.

Deci W(QF) # W (F), desi superpunerea unei rotatii rigide nu ar trebui sa modifice energia.

Problema 5.12.3 (energie pur volumetrica). Fie W(F) = h(J), J = det F. Calculati
P = DpW(F).

Rezolvare. Prin regula lantului,

DW (F)[H] = K'(J)D(det)(F)[H].
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Din capitolul 1,
D(det)(F)[H] = (Cof F, H).

Prin urmare

DW (F)[H] = I (J){Cof F, H),

si, prin identificarea gradientului fata de F',

P =1 (J)Cof F =h'(J)JFT.

Problema 5.12.4 (energia Saint Venant-Kirchhoff). Pentru

A 1
W(F) = pllE|* + f(trE)z, E = (F'F-1I),

calculati S = 0W/0E.

Rezolvare. Pentru o variatie Hg,
DpW(E)[HE| = 2u(E, Hg) + AL(tr E)(tr Hg).
Cum (I, Hg) = tr Hg,
DpW(E)[Hg] = 2uE + A\ (tr E)I, Hg).

Deci

S =2uE + M (tr E)I.

Problema 5.12.5 (invariantii lui C'). Pentru C' = diag(cy, ¢z, ¢3) calculati

1
L=trC, L= 5[(tr C)? —tr(C?)], I3 =detC.
Rezolvare. Direct,
Il :Cl+02+03,
1
I, = 5[(01 +eg+c3)? — (B +c+c3)] = ciep + ercs + cocs,

si
]3 — C1C2C3.

Problema 5.12.6 (tensiuni principale pentru neo-Hooke compresibil). Pentru energia spec-
trala

A
gL A0, As) = (A2 + A2+ 02— 3) — plog J + ?L(log J)?, J = Mo,

N =

calculati tensiunile principale nominale P; si tensiunile principale Cauchy o;.

Rezolvare. Intr-o stare diagonald, P; = 0g/0)\;. Deoarece

oJ J

dlogJ 1
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rezulta

o AplogJ Aplog J — 1
P=pn— & = |k + == |
SUED VDV Y

Pentru o deformare diagonald, relatia o = J-'!PFT da

_ AR
==

g;

si deci

o; = }[,u(/\f -1+ logJ}.

Formula coincide cu expresia tensoriald o = J (B — I) + Ay log J 1.

Problema 5.12.7 (obiectiva, dar anizotropa). Fie ag un vector unitar material fix si

W) = S(|Faol* ~ 1

Aratati ca energia este obiectiva, dar nu este izotropa, si dati un contraexemplu numeric

pentru invarianta la rotatii materiale.

Rezolvare. Pentru orice Q € SO(3),

HQFCLOH2 = <QFCL0,QF@0> = HF%”Q,

deci W(QF) = W(F): energia este obiectiva. Pentru izotropie ar trebui insa sa avem
W(FR) =W(F) pentru orice R € SO(3). Alegem ay = e, F' = diag(2, 1, 1) si rotatia de w/2
in planul eje,, pentru care Re; = ey. Atunci

|Faoll* =4,  ||FRaol’ = || Fesl|* = 1.

Prin urmare
W(FR) =0,

si izotropia esueaza explicit. Vectorul ag reprezinta o directie materiala preferentiala.

Problema 5.12.8 (extensie uniaxiala neo-Hooke incompresibild). Pentru modelul neo-Hooke
incompresibil
o=—pl+uB

si deformarea
F =diag(\, A2 7Y x>0,

determinati presiunea p din conditia ca fetele laterale sa fie libere gi calculati tensiunea axiala
Cauchy.

Rezolvare. Avem J =1 si

B =FFT = diag(AZ, A\, A7),
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Prin urmare

099 = 033 = —p+ pA .

Fetele laterale libere cer o9 = 033 = 0, deci

p=p\"".

Tensiunea axiala este atunci

011 = —,u)\_l + ,U)\2 = ,u()\2 — )\_l).

Exercitiul arata de ce presiunea din modelul incompresibil nu este un parametru constitutiv

prescris, ci un multiplicator determinat de conditiile la frontiera.

Problema 5.12.9 (de ce Saint Venant—Kirchhoff nu este o bariera la J | 0). Considerati
F. = diag(s, 1,1), > 0.
Calculati limita energiei Saint Venant—Kirchhoff cand € | 0 si comparati-o cu energia neo-Hooke
compresibila.
Rezolvare. Pentru Saint Venant—Kirchhoff,

2

1 ~1
E. = S(FTF. — ) = diag (8 ; ,0,0).

Deci (2 )2 (2 )2
ec—1 ec—1
E|*=~—* tr B.)? = ———.
N N (1728
Prin urmare 4\ 4\
WSVK(FE):7M8 L2 o1)2 o T

Asadar modelul SVK nu impiedica energetic colapsul volumetric. Pentru neo-Hooke compresi-
bil, J = ¢ si termenii

A
—ploge + ?L(log £)?

tind la +o00 cand ¢ | 0. Modelul neo-Hooke considerat aici are deci bariera volumetrica, spre
deosebire de SVK.

Problema 5.12.10 (liniarizarea tensiunii neo-Hooke in starea naturala). Fie
P(F) = u(F — F~T) 4+ A\ log(det F)F~T.
Pentru F. = I + ¢H, demonstrati ca
P(F.) = e[2usym H + A, tr(H)I| + O(e?).
Rezolvare. Dezvoltarea inversei da

FT=T1—-eH"+0(?).
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Din formula determinantului,

det F. = 1 +etr H + O(c?),
iar log(1 + s) = s + O(s?) conduce la

logdet F. = etr H + O(&?).
Prin urmare

p(F. — F-1) = pe(H + H') + O(e?)
= 2uesym H + O(?),

si
A log(det FL)FT = Apetr(H)I + O(?).

Adunand,

P(F.) = e[2psym H + A tr(H)I| + O(e?).

Aceasta este exact legea lui Hooke liniarizata pentru gradientul de deplasare H = Vu.



Elasticitate matematica 129

5.13 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

5.A.1 (test de obiectivitate si de izotropie) Pentru fiecare dintre functiile de energie definite
pe GL*(3),
Wi(F) =||Cof FII*,  Wy(F) =trF,

Ws(F) = ||FF" -

Wy(F) = (trC)?det F,

decideti daca este obiectiva, W(QF) = W (F') pentru orice @ € SO(3), si daca este izotropa,
W(FQ) = W/(F) pentru orice @ € SO(3). Justificati fiecare raspuns printr-un calcul scurt
sau printr-un contraexemplu.

Indicatie. Folositi Cof(QF) = @ Cof F, invarianta normei Frobenius la Inmultirea cu matrice
ortogonale, B(QF) = QBQT, C(FQ) = QTCQ (§ 5.2-5.3, Teorema 5.3.1).

Raspuns.

energie obiectiva izotropa
Wy = ||Cof F|? da da
Wy =tr F nu nu
Ws=||B—I| da da
W, = (trC)*det I/ da da

Pentru Wo, luati F' = I si @ = diag(—1,—1,1): tr@Q = —1 # 3 = tr . Acelasi contraexemplu
arata lipsa izotropiei.

5.A.2 (Saint Venant-Kirchhoff: calcul numeric) Pentru energia

Jwpr, B=LC-),

Wevi(F) = u| B + 5

si pentru deformarea F' = diag(2,1,1), calculati F, S = 2uE + A(tr E)I, P = FS, J si
o= J'PFT,
Indicatie. § 5.14.1 i § 5.15.1; toate matricele sunt diagonale.

Raspuns. . .
E =di — tr B = — =2
diag (2,0,0>, r 5 J ,
3A 33X 3A
S = d1ag<3u+ 5> 2),
3\ 3\
P = diag <6u+3)\ 5 ) ,
3\ 3\
= di A,
o iag (6 +3 R 4>

Pentru p =2, A = 3, rezulta

S = diag(10.5,4.5,4.5), P = diag(21,4.5,4.5),
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o = diag(21,2.25,2.25).

O intindere axiala prescrisa produce tensiuni transversale nenule daca \ # 0; fetele laterale

nu sunt libere.

5.A.3 (neo-Hooke compresibil: tensiuni pentru o deformare izocord) Pentru
Wyu(F) = g(HFH2 —3) —plog J + ;\(log J)%, J=det F >0,
si pentru F' = diag(2, 1, 1/2), calculati J, B,
P =pF — puF~ T+ Xlog J)F~T

si
Alog J[.

U
_tB_1
o J( )+

Verificati ca in starea naturala F' = [ tensiunea este nula.
Indicatie. § 5.11.3 i § 5.14.2.
Raspuns. J =1, deci log J = 0 si constanta A nu intervine:

1
B =di 4,1, —
1ag(7 74)7

3 3
P =pu(F—F) = pdiag <2,0, —2) ,

3
o=u(B—1)=pdiag (3,0,—4).
Pentru F =1, B=1sgilogJ =0,decic=0sgi P=0.

Nivelul B

5.B.1 (Mooney—Rivlin incompresibil: testul de extensie uniaxiald) Un material Mooney—Rivlin

incompresibil are tensiunea Cauchy
o= —pl +2c:B —2c,B7, c1,c9 >0,

unde p este multiplicatorul Lagrange asociat constrangerii J = 1. Se considera extensia

uniaxiala

F =diag A\, A" Y2072, A >0,

cu fetele laterale libere. (a) Verificati J = 1 si calculati B, B~!. (b) Din conditia 099 = 033 = 0
determinati p si apoi 011(A). (c) Dezvoltati 017 pentru A = 1 + ¢, |¢| < 1, si identificati
modulul Young efectiv Fy si modulul de forfecare p.

Indicatie. § 5.16; pentru (c) folositi Fy = 3u pentru materiale incompresibile.

Raspuns.

J=1, B=diag\3, A" \Y), B '=diag(\2\\).
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Conditiile laterale dau
p =20 2" = 2e),
o(A) =2\ = A7 (Cl + C;) .
Pentru A =1+,
011 = 6(cy + c3)e + O(€?),

deci

Ey =6(c; + ¢2), pw=2(c1 + ca).

5.B.2 (modelul Ogden: tensiuni principale si condilia de consistentd) Pentru un material

izotrop incompresibil de tip Ogden,

Q‘t

p

N
W=3 = (/\(fp + A"+ A 3>, AtAAs = 1,
p=1
cu \; >0, oy # 0. (a) Aratati ca tensiunile principale au forma
N
o, = —p—+ Z,up)\?”.
p=1
(b) Aratati ca starea A\; = Ay = A3 = 1 este naturala dupa alegerea presiunii p si ca linearizarea
conduce la conditia de consistenta

Zﬂp&p = 2pu, Ey =3p= 9 Zﬂp&p-
p

(¢) Verificati numeric pentru N = 3, (u,) = (2, —1,1/2), (o) = (3/2,—2,4).
Indicatie. § 5.19 si § 5.14.4; incompresibilitatea adauga termenul arbitrar —pI (§ 5.21).
Raspuns. Formula din (a) rezulta din derivarea energiei pe directiile principale, cu termenul

de presiune impus de constrangere. Linearizarea da
1
r=3 Z HpQp-
P
Pentru datele din (c),
3 1
ZNPOCPZQ'*"’"(_U(_Q)“‘*'ZL: )
- 2 2

deci
= 3.5, Ey = 10.5.

Panta curbei o1 la € = 0 In extensie uniaxiala este 10.5.

5.B.3 (o0 consecinta a obiectivitatii si izotropiei) Fie W : GLT(3) — R obiectiva gi izotropa.
(a) Aratati ca
W(F) = W(U) = g()\l, )\2, )\3),
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cu g simetrica in argumente. (b) Demonstrati ca W(FT) = W (F) pentru orice F' € GL*(3).
(¢) Deduceti ca W (F') depinde de F' numai prin valorile singulare gi dati un exemplu de
energie obiectiva, dar neizotropa, pentru care (b) este falsa.

Indicatie. Teorema 5.5.1 gi § 5.7. Pentru (b), folositi faptul ca factorii de intindere ai lui F' i
FT au aceleasi valori proprii.

Raspuns. Din obiectivitate, W(F') = W(U); din izotropie si diagonalizarea lui U, rezulta o
functie simetrica g a valorilor singulare. Cum F si FT au aceleasi valori singulare, W (FT) =
W(F). Un exemplu obiectiv, dar anizotrop, este

k

W(F) =3

2
(IFaol* = 1)".
Cuag=e§i F=1+7ve;®ey avem ||Fag| =1, dar HFTaOH = /1 +~2 deci W(FT) # W(F).

Nivelul C

5.C.1 (energia Hencky: tensiuni principale, coeficientul Poisson, modulul Young) Fie energia
Hencky
Wy (F) :,u||dev10gUHQ—|—g(trlogU)2, wy k> 0.

(a) Aratati ca Wy este obiectiva si izotropa si ca se separa intr-o parte izocora gi una
volumetrica. Puneti ¢; = log A;. (b) Aratati ca

1 1

ai—J[Q,u(&—?)logJ)—i—mlogJ], log J =0, + 0o+ C5.

(c) Pentru extensia uniaxiala cu fete laterale libere, 09 = 03 = 0, Ay = A3, determinati raportul
Uy /0y si deduceti, in regim de deformatii mici, coeficientul Poisson gi modulul Young. Verificati
numeric pentru =1, Kk = 2.
Indicatie. § 2.9, § 5.14.5 si § 5.19.
Raspuns. Cu d; = 0; — %Zk .,

2
Wi =Y 2+ 0 (Za) |

Din 03 = 0 rezulta

ly 3k —2u
- =, V="
fl 2(3/€ + M)
9k
YT 3k +u
Pentru p =1, kK = 2,
2 18
V= - ~ 0.2857, Ey = n ~ 2.5714.

5.C.2 (forfecare simpla neo-Hookeand incompresibila si efectul Poynting) Fie F' = I +~ve; ® e,



Elasticitate matematica 133

~v > 0, si un material neo-Hookean incompresibil cu
o= —pl+ uB.

(a) Calculati J, C, B si invariantii Iy, Is, I3 ai lui C; verificati ca deformarea este izocora. (b)
Impunand o33 = 0, determinati p si scrieti 0. (c¢) Aratati ca 012 = py, dar apar tensiuni
normale nenule:
011 — 022 = IWQ = Y012.
Interpretati efectul Poynting si comparati cu teoria liniara. (d) Calculati P si S si precizati
tractiunea nominala pe fata X, = const.
Indicatie. § 5.20; B = FFT are By; = 1 +~% Pentru (d), P = JoF 1T & S=F'P.
Raspuns.
J =1,
C=T+v(e1®e+e3®e1) + e ® ey,
B:I+’7(€1®€2+€2®€1)+’7261®61,
11212:3+’}/2, ]3:1

Din o33 = 0 rezulta p = pu, deci

7 oy 0
c=uB-I)=p|ly 00
0 00
Astfel 019 = pry, 011 = py?, 099 = 0. Mai mult,
0 v 0 -* 7 0
P=uly 0 0], S=pl v 00
0 00 0O 0 0

Pe fata materiala de normala N = ey, PN = pye;.

5.C.3 (incompresibilitate, multiplicatorul p si testul echibiazial) Fie un material neo-Hookean
incompresibil, pentru care

W(F) = L1, -3)

N =

este definit pe {F' € GLT(3) : det F = 1}. (a) Explicati de ce legea constitutiva determina
o numai pana la un termen sferic si scrieti 0 = —pl + pB; ce rol joaca p? (b) Considerati
testul echibiaxial

F = diag(\, A\, A72), A >0,

cu fata de normala eg libera. Calculati J, B,p si 017 = 092. (c¢) Calculati tensiunea nominala
Py1 si forta necesara pe o fata de referinta de arie Ag; apoi linearizati pentru A = 1 + € si
verificati consistenta cu Fy = 3u, v =1/2.

Indicatie. § 5.21 61 § 5.16; P = JoF~T cu J = 1.

Raspuns. Constrangerea det F' = 1 lasa nedeterminat constitutiv un termen sferic; p este
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multiplicator Lagrange si se determina din echilibru si conditiile la limita. Pentru testul

echibiaxial,
J =1, B = diag(A\?, A2, A 7).

Din o33 = 0 rezulta

p=pr" o1 = 022 = p(A* = A7),

Tensiunea nominala este
011

Py = DU px = A7%),
iar forta este Pj1Ag. Pentru A =1 + ¢,
011 = 6,u€ + 0(62),

in acord cu formula echibiaxiala 011 ~ Eye/(1 — v) = Gue.



Capitolul 6

Elasticitatea liniarizata: de la teoria finita la ecuatiile

Navier—Lamé

Surse si orientare. Liniarizarea este tratata ca aproximatie a teoriei finite, in spiritul lui
Ciarlet [3]; problemele clasice de bara sunt dezvoltate prin calcule tridimensionale elementare,
cu repere in [7, 10].

6.1 Liniarizarea in jurul configuratiei naturale

Consideram o familie de deformari
0 (X) = X 4 eu(X), F.=1+¢eVu,

unde € > 0 este un parametru mic. Vom identifica termenii de ordinul € ai marimilor neliniare,
pastrand n calcule ordinul restului. Astfel, liniarizarea va rezulta din dezvoltari precise, nu

din eliminarea informala a termenilor considerati mici.

6.1.1 Gradient, determinant si cofactor

Pentru orice matrice A € R**? avem identitatea exacta

2

det(I +eA) =1+ etr A+ %[(tr A)? — tr(A%)] + ¥ det A.

Aplicand formula lui A = Vu,

2
J.=1+edivu+ % {(div u)? — tr((Vu)z)] + &% det Vu.

In particular,
d
de

= divu.

J

e=0

Pentru inversa folosim seria Neumann. Daca |e| || Al| < 1, atunci
(I+cA) P =T—cA+2A%+ 03| AIP).
Cum Cof F' = JF~T, rezulta

Cof F. = I + |(divu)l — (Vu)"| + O(?).

135
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6.1.2 Tensorul Green—Saint Venant si deformatia infinitesimala

Calculul este exact:

C.=FIF.
=1 +¢&(Vu+ Vul) + £2Vu' Vu,

si deci

1 2
E. = 5(C’a —I)=ce(u)+ %VUTVU, e(u) := sym Vu.

Aceasta este originea tensorului deformatiilor infinitesimale. Partea antisimetrica skew Vu

descrie rotatia infinitesimala si nu apare in termenul de ordin intai al lui FE..

6.1.3 Liniarizarea energiei hiperelastice

Pentru a obtine energia tangenta in jurul configuratiei de referinta, presupunem

si W € C? intr-o vecinitate a lui I. Pentru F. = I + ¢H, formula Taylor da
2
W(l+eH) = EDQW([)[H, H] + o(e?).

Termenul de ordinul intai lipseste deoarece DW (I) = 0. Prin urmare energia liniarizata este
determinata de forma patratica

Hv+— ;DQW(I) [H, H].

Obiectivitatea impune ca forma tangenta sa nu depinda de partea antisimetrica a lui H.
Verificim separat termenii pur antisimetrici si termenii de cuplaj. Fie AT = —A si

Q¢ = exp(tA) € SO(3).

Din obiectivitate,
W(Q:) = W(I).
Derivand de doua ori in ¢ la t = 0 si folosind DW (I) = 0, obtinem

D*W(I)[A, Al = 0.
Pentru termenul mixt fixam o matrice arbitrara H si folosim identitatea

W(QuI +sH)) = W(I + sH).
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Derivam mai intai in s la s = 0:
DW(Qt)[QtH] = DW(I)[H]~
Membrul drept este zero. Derivand apoi in ¢ la t = 0 rezulta
D*W(I)[A, H] + DW (I)[AH] = 0.
Din nou DW (1) = 0, deci
D*W(I)[A,H] =0 pentru orice AT = —A, H € R,
Scriem acam H = £+ A, cu E = sym H si A = skew H. Biliniaritatea lui D?*W (I) d&

D*W(I)[H, H] = D*W(I)[E, E] + 2D*W (I)[E, A] + D*W (I)[A, A]
= D*W(I)[E, E].

Prin urmare forma tangenta depinde numai de
e =sym H.

Forma explicita a acestei energii pentru un material izotrop nu o postulam aici. O vom
deduce mai jos din teorema de reprezentare a operatorilor liniari izotropi pe Sym(3). Aceasta
evita introducerea legii lui Hooke de doua ori.

6.1.4 Compatibilitatea Saint—Venant in doua dimensiuni

Teorema 6.1.1 (compatibilitate Saint—Venant in plan). Fie w C R? deschis simplu conex si
fie e € C*(w; Sym(2)). Eristd u € C3(w;R?) cu e = sym Vu dacd $i numai dacd

Oxe11 + 01192 — 2012€12 = 0.

Deplasarea este determinatd pand la o miscare rigidd infinitesimald u(x) = a + Wz, WT =

-W.

Demonstratie. Necesitatea. Daca e = sym Vu, atunci
€11 = Ui 1, €22 = U3 2, 2e10 = Uy + U
Derivam si obtinem

Oxoe11 + Or1€90 — 2012612 = Up,122 + U2211 — U1 212 — U121
= 07

deoarece derivatele mixte de ordin trei comutd pentru v € C®. In particular, conditia din

enunt, este necesara.
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Suficienta. Acesta este pasul care cere constructia deplasarii. Daca e = sym Vu, putem

I €11 €12 — C ’
e+ ¢ €92

unde ¢ = %(um — 1y 2) este rotatia infinitezimala scalara. Cautam mai intai ¢ astfel incat

scrie formal

cele doua linii ale matricei de mai sus sa fie cAmpuri gradient.

Pentru prima linie conditia de integrabilitate este

e = a1(612 - C)a
adica
81C = 01e19 — Ose€17.

Pentru a doua linie cerem

Oa(e12 + €) = O1e9a,

deci

32C = O1e99 — Oae€19.

Definim astfel campul
g= (31612 — Oherr, Oregg — a2612)-

Conditia ca g sa fie gradient este 0yg; = 01¢2. Calculand,

0291 — 0192 = O1ze12 — Opo€11 — Or1€2 + 12612
= —<822€11 + 011623 — 2612612) = 0.
Cum w este simplu conex, lema lui Poincaré pentru campuri conservative furnizeaza o functie

scalard ¢ € C?*(w) cu V¢ = g.
Consideram apoi campurile

T = (6117612 - C)7 ro = (612 + C,€22)'

Relatiile care definesc ¢ dau

32(7”1)1 = 81(7“1)2, 32(7"2)1 = (91(7’2)2-

Pe domeniul simplu conex, fiecare r; este deci gradientul unei functii u;. Punand u = (uy, ug)
obtinem exact

Vu = ( e é) , sym Vu = e.

ez +¢ €22

Daca u si @ produc acelasi e, atunci sym V(u — @) = 0. Teorema rigiditatii infinitezimale din
Capitolul 2 arata ca diferenta este o migcare rigida infinitesimala a + Wx. [

Forma tridimensionala a compatibilitatii. In trei dimensiuni, daca un camp simetric

e = (e;;) provine dintr-o deplasare, e = sym Vu, atunci derivatele sale satisfac identitatile
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Saint—Venant

Orieij + Oijers — Oiejr — Ojiei, = 0, i,7,k, 1 €{1,2,3}.

Ele pot fi condensate tensorial sub forma Curl Curle = 0 (cu conventia adecvata pentru Curl
pe matrici). Din simetriile indicilor rezulta sase conditii independente in trei dimensiuni.
Demonstratia suficientei pe domenii simplu conexe este mai tehnica decat cazul plan si nu
este necesara pentru argumentele de existenta din capitolul urmator; o folosim aici numai ca

reper geometric.

6.2 Reprezentarea tensorului elastic izotrop
In teoria liniard, o lege elasticd omogena are forma
o = Cle],
unde C : Sym(3) — Sym(3) este liniara. Izotropia cere
CIQEQ"] = QCIE]QT  VQ € SO(3), E € Sym(3).

Teorema 6.2.1 (forma legii lui Hooke izotrope). Orice operator liniar izotrop C : Sym(3) —
Sym(3) are forma
C[E] =2uE + M tr(E)I

pentru douda constante A, i € R.

Demonstratie. Descompunem mai intai orice tensor simetric in partea sferica si partea devia-

torica:
1
E = 3 tr(E)I+dev E, Sym(3) = RI®Sym,(3), Symy(3) = {E € Sym(3) : tr E = 0}.

Vom determina separat actiunea lui C pe cele doua subspatii.

1. Partea sfericd. Deoarece QIQT = I pentru orice Q € SO(3), izotropia da
ClI] = QCIIQT  VQ € SO(3).
Agadar matricea simetrica A := C[I] este invarianta la conjugarea cu orice rotatie:
QAQT = A V@ € SO(3).

Explicam de ce aceasta obliga matricea A sa fie scalara. Fie ¢ un vector propriu unitar al
lui A, Aq = ag. Pentru orice vector unitar n exista o rotatie @ cu n = Qqg. Din QAQT = A
rezulta echivalent AQ = QA, iar atunci

An = AQq = QAq = aQq = an.



Elasticitate matematica

140

Deci orice directie unitara este vector propriu pentru aceeasi valoare proprie «, ceea ce

inseamnd A = af. Scriem convenabil a = 3K:
ClI] = 3KI.

Prin liniaritate,

Clal] =3Kal = K tr(al)l.
2. Un tensor deviatoric diagonal. Consideram
D = diag(1,—1,0).

Rotatiile de unghi 7 in jurul axelor coordonatelor sunt

R, = diag(1,—1,—-1), Ry =diag(—1,1,-1), R3=diag(—1,—1,1).

Pentru fiecare dintre ele avem R;DR} = D. Prin izotropie,
R;C[D]RI = C[D].
Scriem C[D] = (¢;;). Daca R = diag(ry, 72, 73), atunci
(RC[D]|R")ij = rirjcij.
Pentru Ry = diag(1, —1, —1), invarianta R;C[D]RT = C[D] da
C12 = —C12, €13 = —C13,
deci ¢15 = ¢13 = 0. Pentru Ry = diag(—1,1, —1) obtinem in acelagi mod

Co3 = —Ca3,

deci co3 = 0. Cum C[D] este simetrica, dispar si componentele transpuselor lor. Prin urmare

C[D] = diag(a, b, c).

Alegem acum rotatia

o O

Q2 = € SO(3).

o = O
[ R

Ea schimba primele doua axe si satisface

Q12DQ1, = —D.
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Pe de o parte, prin izotropie,
C[—D] = Q1oC[D]Q7T, = diag(b, a, c).
Pe de alta parte, prin liniaritatea lui C,
C[-D] = —C|D] = diag(—a, —b, —c).
Comparand componentele obtinem b = —a gi ¢ = 0. Exista deci o constanta p astfel incat
C[D] = 2uD.

Am notat coeficientul cu 2u pentru a ajunge la conventia folosita in legea lui Hooke.

3. Toate tensorele deviatorice. Prin permutarea ciclica a axelor, realizata de o rotatie din
SO(3), obtinem aceeasi relatie pentru

Dy3 = diag(0,1, 1) : C[Dgs] = 2pDys.
Orice matrice diagonala cu urma zero,
DO = diag(dl, dg, dg), dl + d2 -+ d3 = 0,

se scrie
DO = dlD - d3D23.

Prin liniaritate rezulta

Fie acum Ey € Sym,(3) arbitrar. Teorema spectrala furnizeaza @) € SO(3) si un Dy
diagonal cu urma zero astfel incat

Ey = QDoQ".

Atunci izotropia si relatia demonstrata pentru Dy dau
C[Eo] = QC[Do]Q" = 21QDoQ" = 21Ey.
4. Reunirea celor doud parti. Aplicam liniaritatea descompunerii lui F:

cuﬂ::ckmvE]+(ﬂ;tdﬁnd
=2udevE + Ktr(E)I
=2uF + (K - 2;) tr(E)1.

Punand 9
A=K —F
3



Elasticitate matematica 142

obtinem

C[E] = 2uE + A tr(E)I,

care este formula din enunt. O]

6.2.1 Pozitivitatea energiei
Energia patratica asociata legii izotrope este

Wiea(E) = 3 (CLE), E) = | B + (i B

Pentru a vedea separat contributia de forfecare si cea volumetrica, scriem
1
E=devE + gtr(E)].
Cele dou pérti sunt ortogonale in produsul Frobenius, deoarece tr(dev E) = 0. Cum ||I||* = 3,
2 2 1 2
|E||” = ||dev E|” + g(trE) .

Introducand aceasta identitate in energie,

A
Wi (B) = ey B+ (§ + 3 ) (e )

1
= p||dev E||* + 6(3)\ +2u) (tr B)?.

Cele doua variabile pot fi testate independent. Daca E este nenul gi fara urma, atunci
Wiin(E) = p||E|)?, deci pozitivitatea pentru toate asemenea matrice impune g > 0. Dacil
E = «al, atunci dev E = 0 si energia este pozitiva pentru orice a # 0 exact cand 3\ 4+ 2u > 0.
Reciproc, daca aceste doua inegalitati sunt satisfacute, ambii termeni din ultima expresie sunt

nenegativi si nu se pot anula simultan decat pentru £ = 0. Prin urmare
Win(E) >0 VE € Sym(3) \ {0}

este echivalent cu

>0,  3A+2u>0.]

6.2.2 Legea lui Hooke si operatorul Navier—Lamé

Din teorema de reprezentare avem
o = Cle] = 2ue + Mtr(e)l.

Pentru e = e(u) = sym Vu, urma lui e(u) este div u, deci

o(u) = 2ue(u) + A(divu)l.
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Scriem formula si In componente, deoarece ea va fi folosita la derivarea ecuatiei diferentiale:
Uij == ,u(ajuz + @u]) + A(@kuk)&j
Presupunem A, y4 constante. Atunci

(le U)i = (‘3]-02-]-
= pAu; + (A + p)0;(divu).

Prin urmare

divo = pAu+ (A + p)Vdivu.

In echilibru static, daci f este densitatea fortei de volum, ecuatia —dive = f devine

—pAu — (A4 p)Vdivu = f. (6.1)

Acesta este operatorul Navier-Lamé. Formula va fi folosita in capitolele urmatoare pentru

formularea variationala si pentru problema dinamica.

6.3 Constante ingineresti si conversii

Pentru un test uniaxial in directia e; impunem

Q
I
o o M
o o o
o o o

Starea de tensiune este invarianta la orice rotatie in jurul axei e;. Pentru un material
izotrop, aceeasi simetrie este transportata de legea constitutiva asupra deformatiei, astfel
incat deformatiile transversale trebuie sa coincida. Scriem deci, motivat de izotropie si nu ca
simplu ansatz,

e = diag(e, —ve, —ve).

Din legea lui Hooke rezulta
0 =2u(—ve) + A(1 — 2v)e,

deci
eci \
V= ———.
200 + 1)
Prima componenta da ¥ = Eye cu
A+ 2
B, — M3A+20)

A+
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Invers,
Ey Eyl/
p= s, A= :
2(1+v) (1+v)(1—2v)
Modulul volumetric este 5 E
H Y
K=\+—=—1—-—.
T3 T 30—

Conditiile de pozitivitate sunt echivalente, pentru Ey > 0, cu

1
—-l<v<-.
2
Limita v 1 1/2 corespunde incompresibilitatii si K — oo.
Pentru liniarizarea legii constitutive in jurul unei stari naturale si pentru relatia dintre

teoria finita si elasticitatea liniara, vezi [3].

6.4 Legea inversa a lui Hooke

Forma directa
o =2pe+ Atr(e)!

exprima tensiunea in functie de deformatie. Pentru reducerile plane si pentru problemele in
care tensiunea este prescrisa avem nevoie si de relatia inversa. O deducem algebric, fara a
introduce o noua lege constitutiva.

Luand urma relatiei de mai sus si folosind tr I = 3, obtinem

tro =2utre+ 3\tre = (3\ + 2u) tre.

Deoarece 3\ + 21 > 0 pentru o energie pozitiv definita, putem izola urma deformatiei:

Revenim apoi in legea lui Hooke:

2ue = o — Mtr(e)l

A
—o— " (tro)l.
o 3/\+2M(r0)

Prin impartire la 2,
1 A (tr o)1
e=—0— ——— (tro) 1.
24 20(3X + 2p)

Relatiile dintre constantele elastice deduse in sectiunea precedenta dau

1_1—{—y A v

2u  Fy ' 2u(3\+2p1) By’
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Prin urmare

1
e= ;YVU - Eyy(tra)f.

Aceasta formula este aceeasi lege izotropa liniara, scrisa cu e ca necunoscuta. O vom folosi

mai jos la deformatia plana, tensiunea plana si extensia unei bare.

6.5 Forma dinamica, elipticitatea si problema mixta

Ecuatia staticd Navier-Lamé a fost dedusa in (6.1). Pentru problema dinamica se adauga
termenul de inertie:

pi — pAu — (A + p)Vdivu = f. (6.2)

Afirmatiile de elipticitate si hiperbolicitate cer ipoteze precise. Simbolul principal al operato-
rului static, in directia & # 0, este

A) = pléP T+ A+ e

Pe subspatiul £+ valorile proprii sunt p |€|°, iar in directia & valoarea proprie este (A + 2u) [€]°.

Asadar operatorul este puternic eliptic daca si numai daca

>0,  A+2u>0]

Pozitivitatea energiei pe toate matricile simetrice, conditia folosita mai sus, este mai puternica:
pw>0gi 3\ + 2u > 0; ea implica A + 2 > 0. Pentru p > 0, aceleasi doua valori proprii
dau vitezele reale ale modurilor transversale si longitudinale din problema dinamica, ceea ce
conduce la caracterul hiperbolic discutat riguros in Capitolul 8.

Problema clasica mixta. Pentru a vorbi despre o problema la limita trebuie sa precizam
si datele pe frontiera. Scriem 92 = I'p U T'y, cu interioare relative disjuncte, si considerim

—dive(u) = f in Q, u=up pelp, oluyn =g pely,

unde o (u) = 2ue(u) + Atr(e(u))I. In acest capitol folosim aceasti formulare pentru calcule
clasice. In Capitolul 7 vom introduce, inainte de utilizare, spatiile Sobolev, urma la frontiera,
inegalitatea lui Korn gi teorema Lax—Milgram si vom demonstra existenta gi unicitatea solutiei
slabe. Cazul I'p = @ are un nucleu format din migcari rigide infinitezimale gi necesita conditii
de echilibru ale incarcarilor; acest fapt va fi demonstrat in Capitolul 7.

6.6 Deformatie plana si tensiune plana

Cele doua reduceri bidimensionale pornesc din ipoteze fizice diferite si nu trebuie confundate.
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6.6.1 Deformatie plana

Presupunem

u = (uy(zq, x2), us(xy, z2),0), Osu = 0.

Atunci eg3 = e13 = eo3 = 0, dar tensiunea transversala nu este in general nula:
o33 = (e + eg2).

In termenii constantelor ingineresti, folosind A = Eyv/[(1 4+ v)(1 — 2v)] si p = By /[2(1 4+ v)],
relatia plana se scrie

011 1—v v 0 €11
Ey 1 0 e
= —v
21T 0+ -—2)| 22

In deformatie plana este adesea mai util sa exprimam tensiunea transversala direct prin
tensiunile din plan. Din forma inversa a legii lui Hooke si conditia es3 = 0 rezulta

_1—|—1/ v

0= By 033—E(Ull+022+033)>

de unde

o33 = V(011 + 092).

Aceasta modeleaza, de exemplu, un corp foarte lung constrans in directia 3.
6.6.2 Tensiune plana
Pentru o placa subtire cu fete libere se impune

033 = 013 = 093 = 0.

Conditia o33 = 0 da

A
2 A = -\ =—— .
(21 4 Ness (e11 + e22), €33 2+ )\(611 + e2)
Inlocuind in legea tridimensionali,
20\ Eyv
Oap = 2M€aﬂ + /\ps<611 + 622)5(167 )‘ps = Q,U Y - 1_ 2’ aaﬁ € {172}
Echivalent, in constante ingineresti,
011 EY 1 v 0 €11
092 | = 1_ .2 v 1 0 €929
012 0 0 1—v €12
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Din forma inversa rezulta si relatia utila

v
€33 = —Ei(Un + 092).
Y

Agadar aceeagi pereche (Ey,v) produce operatori bidimensionali diferiti in deformatie plana
si tensiune plana. Pentru calcule este util sa stim cum se transforma parametrii atunci cand
vrem sa reutilizam formal aceeagi matrice constitutiva bidimensionala.

Daca pornim de la formula de tensiune plana si vrem sa obtinem matricea de deformatie
plana, facem substitutiile

Ey 14
A

By

1—v

Reciproc, pentru a transforma formal formula de deformatie plana in cea de tensiune plana,

1+ 2v v

By s By — 2 -
v Y1+ )2 YTy

In ambele transformari modulul de forfecare y = Ey /[2(1+v)] ramane neschimbat. Verificarea
este pur algebrica: substituind prima pereche in matricea de tensiune plana se obtin coeficientii
Eyv(1—v)/[(14+v)(1 —2v)] si Eyv/[(1+ v)(1 — 2v)] ai deformatiei plane; pentru a doua
pereche calculul este invers.

6.7 Extensia unei bare prismatice

Consideram o bara dreapta
Q=wx(0,L),

unde sectiunea transversala w C R? este perpendiculari pe axa es. Aplicim calculul uniaxial
folosit la definirea constantelor ingineresti, dar orientam axa de incarcare dupa ez. Pentru
starea omogena

o= Ye3® ez =diag(0,0,)

rezulta

b
e = diag(—va, —va, a), o= —.
Ey

Pentru bara mai trebuie construit un camp de deplasare pe intregul domeniu gi dedusa relatia
dintre forta rezultanta si alungirea capetelor.
Tensorul e este constant. O alegere fara rotatie rigida este Vu = e, adica

Oo1uy = —ra, Oslly = —Va, Ozuz = «,
iar toate celelalte derivate din aceasta alegere sunt nule. Integrarea da
u; = —vaXy + ¢, Uy = —vaXs + Co, uz = aXs + cs.

Constanta vectoriala ¢ este o translatie rigida. Fixand originea deplasarilor, luam ¢ = 0 si
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obtinem

w(X) = (—rvaXy, —vaXs, aXs).

Daca n este normala unei fete laterale, atunci (n, e3) = 0, deci
on = Yes(es,n) = 0.
Campul este astfel compatibil cu fete laterale libere. Pe capatul X3 = L, unde n = e3,
tractiunea este t = Ye3 = Fyaes.
Daca A, := £3(w) este aria sectiunii, forta axiald rezultanta este
N = / (t,e3) dA = EyaA,,.
w
Deplasarea axiala dintre cele doua capete este

AL = U3(X1,X2> L) - U3(X1, Xo, 0) =al,

deci « = AL/L. Eliminadnd « rezulta

o EYAw
L

N AL.

Coeficientul Ey A, /L este rigiditatea axiala a barei in acest model. Relatia unidimensionala
forta—alungire este astfel obtinuta din starea tridimensionala de tensiune gi din cinematica
deplasarii.

6.8 Cilindrul gros sub presiune: solutia Lamé

Consideram un cilindru lung, cu raze a < b, gi o stare axisimetrica de deformatie plana.

Coordonatele cilindrice sunt (7,6, z), iar
e, = (cosf,sinf,0), ep = (—sinb, cosb,0).
Cautam un camp de deplasare pur radial,
u(r,0,z) = u,(r)e,.

Deducem mai jos atat deformatiile, cat si ecuatia radiala de echilibru, pentru a nu folosi
formule de coordonate cilindrice fara justificare. Formulele Lamé obtinute la final sunt cele
clasice; vezi, de exemplu, [27].

Deformatiile. Derivand baza cilindrica dupa 6,

89@ = €y, 8969 = —€p.
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Pe directia radiala, 0,u = ul.e,. Pe directia circumferentiala, o variatie df are lungimea fizica
rdf, iar

1 Uy

—Opu = —ey.

r r

Prin urmare, in baza ortonormata (e, ey, €,),
/ ur
VUIUT€T®€T+7€9®€9.

Matricea este simetrica, deci e(u) = Vu si

Err = Uy, €p9 = 77 €2z = 0.

Aceeasi formula pentru egy se poate vedea direct pe un arc: lungimea r df devine (r + u,)d#,

iar variatia relativa este u,/r. Nu apar componente de forfecare din cauza simetriei axiale.

Tensiunile. Avem

u
tre =ul + —.
r

Legea lui Hooke da
0-7‘7‘ g 2,[,Lu;,, + )\ (U/ff' —I'_ uT) 3
r
O = 2,u—ur + A (u’r + uT) ,
T T

U,
UZZ:)\<u’T+).
r

Ultima relatie folosegte e,, = 0. Deformatia plana nu implica o,, = 0; constrangerea axiala

poate produce o tensiune axiala nenula.

Ecuatia radiala de echilibru. Pentru a deduce componenta radiala a lui div o, consideram
un sector inelar de unghi df, grosime dr si lungime unitara in directia z. Pe fetele r si r + dr,

rezultanta radiala este, la primul ordin,

(arr(r) + afﬂr(r)dr) (r+dr)df — o,..(r)rdf
= (ro}, + oy )dr 6 + o(dr df).

Pe cele doua fete de unghi constant actioneaza tensiunile circumferentiale. Normalele acestor
fete difera cu unghiul df, iar suma componentelor lor radiale este

—agg dr df + o(dr db).

Suma fortelor radiale trebuie sa fie zero. Dupa impartirea prin r dr df si trecerea la limita

obtinem

do—rr + Orr — 009 —0.

dr T
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Acesta este termenul radial al ecuatiei divo = 0 pentru un tensor axisimetric diagonal.

Substituim acum legea constitutiva. Derivata primei tensiuni este

do. d /u
" (2 A”A(T>
dr (2p+ Ay + dr \r

!/
:(2M+A)u;’+A<u’°—u“>,

r 72

iar diferenta tensiunilor este
U
/ T
UTT—099:2M(UT—T).

Prin urmare

darr Orr — O
0=—""+ ~
dr r

=(\+2 u”Jrlu'——lu )
( H’) r r T
T

Cum A + 2p > 0, rezulta

w, =mr™ u! =m(m — 1)rm 2

si ecuatia devine
(m? —1)r™2 = 0.

Valorile m = 1 si m = —1 dau solutia generala
B
up(r) = Ar+ —.
r
Pentru acest camp,
B T r
w=A-2, o Ry
72 r? r
De aici
0., = 20\A,
constanta in r, iar
2uB
Orr = 2N+ p)A — ':2 ,

2uB
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Notam

Atunci o o

0-7’7‘:01_727
T

Conditiile de presiune sunt

adica %) o
01—5_ iy Cl_ﬁ__o
Scazand cele doua relatjii,
1 1
C’2 (b2 - CL2) = Po — Di,

de unde 2b2( )

a Pi — Po

Cy = b2 — o2

Apoi

Obtinem formulele Lamé

oo (1) = pia® — pob®  a’V*(pi — p,)
T b2 _ CL2 (b2 _ CLZ)T‘2 ’
_pia® —pob*  a*b*(pi — po)

o9o(r) = b2 — o2 (02— a?)r?

Daca p; > po, termenul cu r~2 este pozitiv in oy si descreste odata cu r. Prin urmare

tensiunea circumferentiala maxima apare la r = a, pe peretele interior.

6.9 Sfera groasa sub presiune

Consideram corpul sferic a < r < b, solicitat de presiuni p; si p,. Prin simetrie cautam o
deplasare radiala
u(z) = up(r)e,,  r=lz.

Deducem componentele deformatiei fara a apela la formule memorate in coordonate sferice.
Un segment material radial de lungime dr devine, la primul ordin,

dr +u.(r)dr = (1 +u.(r))dr,

asadar deformatia normala radiala este
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Pentru o directie tangenta, luam un arc material care subintinde un unghi mic df. Lungimea
initiala este r df. Dupa deplasarea radiala, punctele de pe sfera se afla la raza r 4+ u,(r), iar
lungimea arcului devine (r + u,(r))df. Deformatia relativa este deci

(r+u)dd —rdf  wu,

rdb r

Pe sfera exista doua directii tangentiale ortogonale, echivalente prin simetrie. Prin urmare

Crr = Uy, €9 = €pp = —

Urma tensorului deformatiei este
Uy
tre =u. +2—,
,

unde factorul 2 provine tocmai din cele doua directii tangentiale. Legea lui Hooke conduce la
/ Uy
Orr = (A +2p)u,. + 22—,
’
Uy
0p9 = Opp = /\UJ;, + 2()\ + ,u)7

Deducem acum ecuatia radiala de echilibru. Datorita simetriei sferice, tensorul tensiune se
poate scrie

o= oge(r)l + (UTT<T) — O'gg(’f‘))@r R e,.

Folosim e, = x/r, unde r = ||z||. Pentru a nu folosi formulele radiale fara justificare, le

deducem 1n coordonate carteziene. Avem

ZT; l’j

(er)s = P 8jr == (er)j'

Prin regula raportului,

Aceasta este exact identitatea matriciala

1
Ve, =—(I —e, ®e,).
r

Luand urma obtinem

1 o2
dive, = —(3 — |le, )
ive, = 1(3 o) = 2

iar inmultind matricea Ve, cu e, rezulta
1 2
(Verer =~ (er = lles| 1) = 0.

Ultima relatie exprima faptul ca directia radiala nu se schimba atunci cand ne deplasam pe
aceeagi raza. Pentru o functie radiala f = f(r) avem Vf = f'(r)e, si deci (Vf,e.) = f'.
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Aplicand regula produsului componenta cu componenta,

div(fe. @e,) = (Vf e)er + f[(Ver)er + (dive,)e,]
= (f’ + 2;) er.

f = Opr — O0¢9-

Luam

De asemenea, div(oggl) = Voyg = oyge,. Prin urmare

2
dive = ope, + {(ar,, —op) + ;(0-7"7" — 0ge) | €r

2
= [a;T + — (o0 — 099)] er.
r

In absenta fortelor de volum, dive = 0, astfel ca ecuatia radiald este

do,, 2
—\Orr — =0.
dr + r(g 790)

Factorul 2 provine din relatia dive, = 2/r, adica din existenta celor doua directii tangentiale

ale sferei. Calculam acum
u”"

Orr — Ogg = 20 (U/r - r)

si
do,

dr

/
:(A+2u)u;’+2A<ur—uT>.

r 72

Inlocuirea da 5 5
O 20 (uf + 20 = S =0,
T r

deci

2 2
" /
U, + —u, — —u, = 0.
r r

Cu u, = r™, obtinem
mm—1)+2m—-2=m*+m—2=(m—1)(m+2) =0,

asadar

B
u.(r) = Ar + 2

Avem u/. = A —2B/r® si u,/r = A+ B/r?, deci

tre = (A—23>+2<A+B3) = 3A.
r

r3
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Folosind K = X + 2u/3, rezulta

4uB
cr,,T:Z))KA——M3 , g9 = SKA+
r

2uB
r3

Conditiile o,.(a) = —p;, 0,+-(b) = —p, dau

(pi — po)a’b? Ao pia® — pob’

B = =
du(b® —a3)’ 3K (b3 — a?)
Prin urmare
pia® — pob®  (pi — po)a’b’
UTT(T) - - )
b3 _ o3 (6% — a®)r3
ia3 - ob3 i~ Mo a3b3
ooo(r) = PP (Pi — Po)

b3 — a3 2(0° — a®)rd

3

Comparand cu cilindrul, observim ca termenul singular este acum r—2, nu r~2. Diferenta

provine exclusiv din geometrie: in sfera exista doua directii circumferentiale.

6.10 Torsiunea unei bare circulare

Construirea deplasarii din rotatia sectiunilor

Fixam de aici Tnainte axa barei ca fiind e3. Presupunem ca sectiunea de la abscisa 3 se
roteste cu un unghi mic Yx3 in jurul lui ez, unde ¥ este unghiul de torsiune pe unitatea de

lungime. Pentru z; = (z1,x2,0),

u = (Yxzez) X x, = Ywz(—x9,1,0).

Deci
O —x3 —XT3
Vu=49v|z3 0 T |,
0 0 0

iar prin simetrizare termenii +9z3 dispar si raman

19.%’2 19371
€13 = €31 = —77 €23 = €32 = 7
Cum tre = 0, legea Hooke izotropa da
013 = — Ty, O3 = pTy.

Verificarea fetei laterale libere

Pe mantaua x? + 75 = R% normala este n = (z1/R, z2/R,0). Atunci

T T
(on)s = —/Jﬂ?l‘gﬁl + /Lﬁl‘lﬁ =0,



Elasticitate matematica 155

iar celelalte componente sunt nule deoarece n3 = 0. Deci on = 0 exact pe suprafata laterala.

Momentul de torsiune

Pe sectiunea terminala cu normala ez avem ¢t = oe3 = (013, 0923,0). Momentul elementar in
jurul axei este
2 2
<.TL X t, 63> = Tty — Tot] = ,u19(x1 + $2>.

Definim momentul polar de arie

I, = /(x% + 3) dA.

Prin integrare,

T = pl,9.

Pentru un disc de raza R,
2r (R TR4
I, = / / Sdrdg =T
P o Jo nar 2

Daca unghiul total dintre capetele unei bare de lungime L este ©, atunci ¢ = O/L si

Py
T=—770.
L

Pentru sectiunea circulara obtinem astfel cazul particular al problemei Saint—Venant. Legatura

cu functia de deplanare este discutata in sectiunea urmatoare; vezi [19, 27].

6.11 Torsiunea Saint—Venant pentru o sectiune generala

Ansatz cu deplanare si calculul deformatiilor

Pentru o sectiune care nu este circulara, rotatia rigida a fiecarei sectiuni nu poate satisface
in general conditia de tractiune laterala nula. Introducem de aceea o deplasare axiala

suplimentara, numita deplanare:
Uy = —VTox3, Uy = V1173, ug = 9Y(xy, z3).
Calculam toate derivatele care intra in e = sym Vu:
Osuy = —0x9, O1ug =11, Osug =Vx1, Ohusz = s.

Prin urmare
2e13 = ﬁ(w,l - 91?2)7 2e93 = 19(%2 + 951)7

in timp ce e1; = egy = e33 = e13 = 0. Deoarece tre = 0, legea lui Hooke furnizeaza

o13 = pd (Y1 — x3), 093 = P (Yo + 11).
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Pe mantaua laterald, normala are forma n = (nj,n9,0). Singura componenta posibil
nenula a tractiunii este

(on)s = o31n1 + 039mp = pI|(Y1 — w2)n1 + (Y2 + 71)02).

Conditia on = 0 este deci echivalenta cu

oy
—— = Xon] — TNy pe Ow.

on

Aceasta explica de unde provine conditia Neumann din formularea variationala care urmeaza.
Formularea cu functia de deplanare este standard in problema Saint—Venant [19]. Dupa
calculul cinematic de mai sus, energia depinde numai de gradientul lui ¢): Densitatea de

energie elastica liniara este

A
Win(e) = uel]* + 5 (re)?.

Cum tre = 0 si matricea simetrica are componentele e13 = €31, €23 = €39,
2 2 2
el = 2e15 + 2e33.

Prin substitutie,
/“92 2 2
2 {(3115 — 2)" + (02t + 1) } .

Energia pe unitatea de lungime este deci

I/Vlin =

_ K oy :
5(’@/}) = 9 g [(81’@[) fz) + (82’17/} + 1‘1) } dZL‘ldCL‘Q.

Pentru a obtine ecuatia lui ¥, perturbam v prin ¥; = ¢ + tn. Atunci

d
55(%)

= / (01 — 22)O1m
t=0 w

La un minimizator aceasta expresie este zero pentru orice 7. Introducem vectorul
q = (01 — 22,009 + 71).

Atunci conditia variationala este [ (¢, Vi) = 0. Integrarea prin parti da

[ (@ V) =~ [ @vaomda+ [ (@.n)mds.

Dar
divq = 811¢ - 81132 + 822’¢ + 62.I1 = AQ/J

Separam riguros cele doua concluzii. Mai intai alegem n € C°(w); termenul de frontiera
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dispare gi lema fundamentala a calculului variational da

‘sz(] an.‘

Revenim apoi la variatii netede arbitrare pana la frontiera. Folosind ecuatia din interior,
identitatea variationala se reduce la

/&J((qn n))nds=0  Vn,

si rezulta conditia naturala

(g,n) =0 pe ow,

adica
oY
—~— = XNy — T1N23.

on
Pentru compatibilitatea problemei Neumann calculam integrala datelor de frontiera. Prin

teorema divergentei aplicata cAmpului (xq, —21),

/a (rany — x1n9) ds = / div(xe, —x1) dx

w

- / (D15 — By1) dz
0

Conditia de compatibilitate necesara este deci satisfacuta. Nu invocam aici o teorema de
existenta pentru problema Neumann, deoarece spatiile Sobolev, Poincaré~Wirtinger si Lax—
Milgram vor fi introduse sistematic abia in Capitolul 7. In acest capitol am dedus riguros
problema la limita pe care trebuie sa o satisfaca functia de deplanare; existenta ei in clasa
energetica va fi un exemplu direct al metodei variationale din capitolul urmator. Pentru
cazul circular nu avem nevoie de acel rezultat general: daca discul este centrat in origine,
n = (x1,22)/R, iar data Neumann este identic zero, astfel incit alegerea explicita ¢ = 0
satisface ecuatia si conditia laterala. Aceasta explica absenta deplanarii pentru sectiunea

circulara.

6.12 Incovoierea puri: de la cinematici la formula lui

Navier

6.12.1 Incovoierea Euler—Bernoulli: de la ipoteza cinematici la

tensiunea normala

Modelul Euler—Bernoulli este un model redus de grinda. Fie X; coordonata de-a lungul
grinzii si Xy coordonata in directia Incovoirii. Pentru pante mici, ipoteza Bernoulli spune ca
sectiunile plane raman plane gi ortogonale axei deformate. Daca deplasarea transversala a
axei este w(X), rotatia sectiunii este aproximativ w’(X;); un punct aflat la distanta X5 de
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axa capata deplasarea axiala u; = —Xow'(X;). Luam deci

Uy = _XQU},(Xl), U9 = ’(U(Xl), us = 0.

Derivatele relevante sunt uy; = —Xow"”, w10 = —w' si ug; = w'. De aceea
. X " . ]‘ _ O
e11 = —Xw, €12 = §(U1,2 +ugy) = 0.

Trebuie sa distingem cinematica de mai sus de o solutie tridimensionala exacta. Pe fete
laterale libere nu impunem egy = e33 = 0; efectul Poisson produce, in general, deformatii
laterale. In modelul redus adoptim o stare de tensiune uniaxiald, oy = 033 = 0. Legea
inversa a lui Hooke da e;; = 011/ FEy si eas = e33 = —voy1/Ey. Relatia axiala redusa este
deci 011 = Eye;; = —Ey Xow”; deformatiile laterale nu sunt nule in modelul tridimensional.
Rezultanta axiala este N = [, 01;dA = —Eyw” [, XodA = 0 daca axa trece prin centrul de
greutate. Momentul incovoietor este

M= / (= Xy)o11 dA = Eyw"/ X2dA = EyTu'".
A A

Aceasta produce formula curbura—moment. Daca semnul conventiei pentru M este invers,
apare M = —FEy [w"; importanta este consistenta semnelor in ecuatiile de echilibru. Formula

tensiunii se poate rescrie o117 = —M X, /1, cunoscuta ca formula lui Navier; vezi [20, 27].

6.13 Ecuatia Euler—-Bernoulli si echilibrul unei grinzi

Pentru a fixa semnele, dezvoltam echilibrul pe elementul [z, z+ Az]. Pe fata stanga actioneaza
rezultantele interne —V'(z) si —M (z), iar pe dreapta V(x + Az) si M (z + Ax) in conventia

aleasa. Sarcina distribuita are rezultanta
z+Ax
/ q(s)ds = q(z)Az + o(Ax).
Echilibrul fortelor transversale da
—V(z)+V(z+ Az) + q(x)Az + o(Azx) = 0.

Folosind dezvoltarea Taylor V(z + Az) = V(x) + V'(x)Az + o(Az), impartind prin Az si
trecand la limita, obtinem V' + ¢ = 0.

Pentru momente fata de capatul stdng, momentul sarcinii distribuite este de ordin
q(x)(Ax)?/2, deci dupa impartirea prin Az dispare in limita locald. Avem

—M(x) + M(z + Az) — V(z + Az)Az + O((Az)?) = 0.

Inlocuind dezvoltarile Taylor si simplificAnd rezultd M’ — V = 0. Cele doua relatii locale sunt
astfel
V=DM, M" = —q,
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cu semnele corespunzatoare conventiei adoptate. Numai dupa acest pas introducem relatia
constitutiv-cinematica M = EyIw".

Trecerea de la echilibrul tridimensional la modelul de grinda este o reducere dimensionala;
in acest curs o folosim la nivel elementar, prin echilibrul rezultantelor, iar pentru tratari
sistematice ale barelor elastice vezi [16, 20]. Combinand relatiile deja deduse V' = M/,
V'+q=0si M = Eylw”, obtinem

EYIw//l/ — M// — V/ — _q

Asadar, pentru conventia de semn fixata aici,

Eij//l/ — _q

Un autor care defineste sarcina pozitiva in sens opus obtine semnul opus; ceea ce conteaza

este consistenta dintre conventiile pentru ¢, V', M si w.

6.14 Problema rezolvata: grinda simplu rezemata sub

sarcina uniforma

Consideram
EyIw™ = —qy pe (0,L),

cu conditii de reazem simplu

Cum M = EyIw”, ultimele doud conditii sunt echivalente cu w”(0) = w”(L) = 0.

Integram ecuatia de patru ori. Prima integrare da

U)”/(x) = _Efi(,)]x + .
A doua,
w"(z) = — D24 Ozt Cs.
2Fy 1

Din w”(0) = 0 rezulta Cy = 0, iar din w”(L) = 0,

QoL qoL
0=— CiL C, = .
2By ] T LT 2By T
A treia integrare furnizeaza
/ do 3 QL
=— Cs.
W) = —gp 1" Y it T
A patra,
L
w(x) = O g4 D 34 Csx + Cy.

T, I T 12Ey 1
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Din w(0) = 0 rezulta Cy = 0. Conditia w(L) =0 da

LA LA
qo0 n qo0 N

0=-—
24FyT | 12By]

asadar C3 = —qoL?/(24EyI). In concluzie,

_ 9 4 3 3
w(z) = 24EYI($ 2Lz —i—Lx).

Pentru a localiza deplasarea maxima derivam:

reon 4o 3 2 3
w'(z) = 24EY[(495 6Lz —i—L).

Factorizam polinomul din derivata:
4o — 6La* + L* = (2z — L)(22° — 2Lx — L?).

Radacinile factorului patratic sunt

xzé(liﬁ),

una negativa, cealalta mai mare decat L. Prin urmare singurul punct critic din intervalul
(0,L) este x = L/2. Cum w(0) = w(L) = 0, acesta este punctul in care modulul deplasarii
atinge maximul global. Evaluarea da

(L) % L* L4 LA
w = — = 4=
2 24Fy 1 \ 16 4 2

. 5q0L4
 384Ey I’

Asadar

_ 9 | 90| L*
HwHL“(O,L) - 384Fy T

in conventia de semn adoptata.

6.15 Flexiune cu forta transversala si tensiuni de forfe-

care

Daca M variaza cu x, echilibrul elementului de grinda da V' = M’ (pana la conventia de
semn). Prin urmare o variatie a momentului implica o forta taietoare nenula. In modelul

tridimensional, aceasta forta trebuie sa fie rezultanta unor tensiuni de forfecare:

V:/UlgdA
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in cazul unei flexiuni in planul corespunzator. In flexiunea generala Saint—Venant apar deci si

tensiuni de forfecare: tensiunea normala o1, nu poate singura echilibra o forta transversala.

6.16 Principiul Saint—Venant: interpretare matematica

Doua sisteme de Incarcari aplicate la capatul unei bare sunt static echivalente daca au aceeasi
forta si acelagi moment rezultant. Principiul Saint—Venant afirma, calitativ, ca diferentele
locale dintre asemenea incarcari influenteaza in principal o vecinatate a capatului, iar la
distanta raspunsul este dominat de rezultantele globale. In teoria matematici acest principiu
este legat de estimari de decadere a energiei elastice. Pentru cursul nostru il folosim ca
motivatie a solutiilor elementare de extensie, torsiune si incovoiere, nu ca substitut pentru o

teorema de existenta tridimensionala; vezi discutiile clasice din [3, 7].

6.17 Problema plana si functia de tensiune Airy

Consideram, pentru simplitate, o problema plana fara forte de volum pe un domeniu w C R?
simplu conex. Ipoteza de simpla conexitate este cea care permite reprezentarea globala a
oricarui camp de tensiune plan, simetric si echilibrat printr-o singura functie Airy; pe domenii
multiplu conexe pot aparea conditii globale suplimentare. Ecuatiile de echilibru sunt

01011 + Oa012 = 0, 01012 + 02092 = 0.

Introducem functia de tensiune Airy y prin

‘011 = X,22, 022 = X,11, 012 = —X,12-

Verificam ambele ecuatii de echilibru. Pentru prima,

1011 + 02012 = X122 — X212 = 0,
deoarece ) 122 = X 212. Pentru a doua,

01012 + 0h022 = —X 112 + X211 = 0,

deoarece x 112 = X 211. Astfel reprezentarea prin x satisface automat cele doua ecuatii de
echilibru.

Ramane compatibilitatea deformatiilor. O deducem in cazul de tensiune plana; cazul de
deformatie plana conduce la aceeasi ecuatie biharmonica, cu un factor elastic global diferit.
Legea inversa in tensiune plana este

1 1 1+v

€11 = E(Ul1 — V0), €22 = E(Uz2 —von), €12 = Ey

012.

Folosim conditia de compatibilitate din Teorema 6.1.1. Dupa inlocuirea legii inverse si a
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reprezentarii Airy, obtinem

1
0= I3 [322(X,22 —vx11) + 0 (1 —vxe2) + 2(1 + v)x 1122

Y
1

= [X,2222 + X111+ (—2v+ 2+ 2V>X,1122}
Y

= L(X 1111+ 2x,1122 + X 2222)-

By \© 7 7

Prin urmare

A?x = 0.

Biharmonicitatea nu rezulta numai din echilibru: echilibrul permite introducerea lui Yy,
iar ecuatia de ordin patru apare dupa combinarea legii constitutive cu compatibilitatea
deformatiilor.
In deformatie plana, legea inversa conduce la
(I+v)(1—2v)

e11 + ex = (o171 + 092) = c Ay, c= E )
Y

in timp ce In tensiune plana ¢ = (1 — v)/Ey. Conditia de compatibilitate, folosind echilibrul,
se poate rescrie A(eq; + e99) = 0; in ambele cazuri constanta nenula ¢ se factorizeaza si rezulta
aceeasi ecuatie A%y = 0.

Exemplu: incovoiere pura. Pentru un moment constant M si moment de inertie I,

alegem

M
X(iUb 1’2) = —67953

Atunci
M

011 = X,22 = —— T2, O22 = X,11 = 0, 012 = —X,12 = 0,

1
si A2y = 0. Astfel functia Airy recupereazs imediat distributia liniard a tensiunii din
incovoierea pura.
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6.18 Problema Saint—Venant de torsiune in formularea

functiei de tensiune

Fixam din nou axa barei ca fiind e3. Reprezentam tensiunile de forfecare prin functia Prandtl
v

’013 = bV, o93 = —01 V.

Atunci echilibrul axial este satisfacut identic,
01013 + 02003 = V91 — ¥ 15 = 0.
Pe frontiera laterala, conditia de tractiune nula in directia axei este
03111 + 0392n0 = W ong — W ng = 0.

Daca t = (—ng, n1) este tangenta orientata la dw, membrul stdng este chiar (VV¥,t) = 9,W.
Agadar U este constanta pe fiecare componenta conexa a frontierei. Pentru o sectiune simplu

conexa putem normaliza aceasta constanta la zero:
v =0 pe Jw.

Deducem acum ecuatia din interior. Din legea Hooke, deoarece numai tensiunile de

forfecare sunt relevante,

013 \1/,2 0923 \I/,l

T Ty T T

Pe de alta parte, cinematica de torsiune cu deplanare din Sectiunea 6.11 da

2613 = ﬁ(lp’l — IQ), 2623 = 19(1#72 + 131).

Derivam prima relatie dupa x5, a doua dupa x; si scadem. Derivatele mixte ale lui ¢ se

anuleaza reciproc:

2(82613 — 81623> = ﬁ(¢712 —1- 1/},21 - 1) = —249.

Inlocuind expresiile in functie de ¥,

1
;(\1{22 + ‘11’11) = —219,

deci

‘—A‘Il:2/m9 in w, U =0 peaw.‘

Calculul arata explicit echivalenta cu formularea prin deplanarea v: derivatele mixte ale lui
1 dispar in combinatia care produce AW. Pentru sectiuni multiplu conexe, ¥ este constanta

pe fiecare componenta de frontiera, dar constantele nu pot fi toate normalizate simultan la
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zero; formula momentului trebuie atunci completata cu termenii corespunzatori golurilor.

Ramane formula momentului. Pentru o sectiune normala pe es,

T = /(ZE10'23 — l‘20'13) dA
— / (x, VI) dA.
In doud dimensiuni,
div(Vzx) =2V + (z, V).

Prin teorema divergentei si conditia ¥ = 0 pe frontiera,

/w<x,v\1/>dA:Aww<x,n>ds—2LWdA=—2/wA.

w

Prin urmare

TzQ/\IJdA.

6.18.1 Sectiunea circulara

Pentru discul » < R, problema
—AV = 21, V=0 per=R

are solutia radiala

W)= (R ),
deoarece A(R? — r?) = —4. Formula
T =2 /w U dA
recupereaza relatia
T=uly, I,= 7T2R4,

deja obtinuta in Sectiunea 6.10. Aici rolul exemplului este numai sa verifice echivalenta dintre

formularea prin deplasare si formularea prin functia de tensiune.

6.19 Probleme pentru seminar

1. Deduceti ecuatia Navier-Lamé din legea lui Hooke.
2. Demonstrati relatiile dintre Ey, v, A, u.

Calculati energia pe unitatea de volum pentru extensia uniaxiala.

= W

Verificati ca deplasarea de torsiune de mai sus are divu = 0.

5. Calculati momentul de torsiune pentru o sectiune circulara de raza R.
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6. Pentru cinematica de incovoiere calculati matricea e(u), componentda cu componenta.

7. Ce se schimba in campul de torsiune daca sectiunea nu este circulara? Formulati

problema pentru functia de deplanare fara a o rezolva.

6.20 Exercitii rezolvate

Problema 6.20.1 (deformatia infinitezimala). Pentru w(z) = (axy, bxs, cxs) calculati e(u) =
sym Vu.

Rezolvare. Avem

Vu = diag(a, b, ¢),

care este deja simetrica. Deci
e(u) = diag(a, b, c), tre(u) =a+b+c.

Problema 6.20.2 (rotatie infinitezimald). Fie u(zr) = w X z, cu w constant. Aratati ca
e(u) = 0.

Rezolvare. Matricea Vu este matricea antisimetrica asociata produsului vectorial cu w.

Prin urmare

(Vu)! = —Vu,

si
1
e(u) = E(Vu + vVul) = 0.

Acesta este analogul liniar al faptului ca rotatiile rigide nu produc deformatie.

Problema 6.20.3 (legea lui Hooke izotropa). Pentru e = diag(e,0,0) calculati o = 2pue +
Atr(e)l.

Rezolvare. Cum tre = ¢,
o = diag((2u + Ne, Ae, Ae).

O deformare uniaxiala impusa produce, in general, si tensiuni laterale daca deformatiile
laterale sunt constranse la zero.

Problema 6.20.4 (ecuatia Navier-Lamé). Aratati ca, pentru o = 2ue(u) + A(divu)l,
dive = pAu+ (A + p)Vdivu.
Rezolvare. In componente,
oij = p(ij + wj;) + Mg 0.

Derivand dupa z;,
@-Uij = uﬁjﬁjui + uﬁj&-uj + )\&uk,k
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Comutand derivatele mixte,
ajal"u]' = az(le U),

deci rezulta formula.

Problema 6.20.5 (conditia Legendre-Hadamard pentru tensorul izotrop). Pentru tensorul
elastic izotrop
C[E] = 2uE + M tr(E)I,

aratati ca
(Cla®bl,a®b)y >0  Va,b#0,

unde a ©b = 3(a®b+b® a), este echivalentd cu
>0, A2 > 0.
Rezolvare. Punem E = a ® b. Avem
wE=(ab), |B|’= §(||a||2 Ib]1* + ({a,0))?).
Prin urmare

(CIE], B) = 20 | EJP + A(tx B
= pllall* [BI* + (A + 1) ({a, b))*.
Scriem ¢ = ((a,b))/(||a| |b]]) € [-1,1]. Atunci

(CIE], E) _
Tl [l

A (N + ).

Dacd A + g > 0, minimul pentru ¢ € [0, 1] este y; dacd A + p < 0, minimul este A + 2p.
Pozitivitatea pentru toate directiile este deci echivalenta cu

>0,  A+2u>0]

Observam ca aceasta este conditia de elipticitate puternica/rank-one a operatorului liniarizat

si este mai slaba decét pozitivitatea energiei pe toate matricile simetrice, care cere 3A+2u > 0.

Problema 6.20.6 (incercarea uniaxiald). Presupuneti
o = diag(%,0,0)

si material izotrop liniar. Deduceti deformatiile in functie de modulul lui Young Ey si
coeficientul Poisson v.

Rezolvare. Legea inversa a lui Hooke este

1
e= ;YVU - Eyy(tra)].
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Cum tro =3,
1+v v >
= Y— == —
€11 By Ey Ey’
si
v
= = ——>.
€22 = €33 By

Raportul contractiei laterale la alungirea axiala este astfel —v.

Problema 6.20.7 (torsiunea unui cilindru circular). Pentru deplasarea
u(z1, w2, v3) = V3(—122,21,0),

calculati componentele de forfecare e si eos3.

Rezolvare. Componentele sunt

(A —19:62:1:3, Uy — 79%1%3, Uz — 0.
Atunci
€13 = 5(“13 +ugy) = —5552,
1
€23 = 5(162,3 +uz9) = §$1~
Tensiunile de forfecare sunt o3 = 2ue3 = —pvry si 093 = pxy.

Problema 6.20.8 (incovoiere Euler—Bernoulli). Pentru
uy = —xow' (1), uy = w(xy), uz =0,

calculati componentele nenule ale deformatiei liniare.

Rezolvare. Derivam:

u171 = —LUQw//(Il), u1’2 = —'U}/(.Tl), U271 = w’(xl).
Prin urmare
e = upy = —zow”,
iar
€12 = §(U1,2 +ug) = 0.

Pentru ansatz-ul cinematic Euler—Bernoulli, celelalte componente calculate direct din acest
camp sunt zero, iar forfecarea transversala este eliminata. Aceasta afirmatie priveste modelul
redus de grinda; nu trebuie confundata cu starea tridimensionala de tensiune uniaxiala pe
fete laterale libere, unde legea lui Hooke da egy = e33 = —reyq; (efect Poisson/anticlastic).

Problema 6.20.9 (cilindru gros axisimetric). Intr-un cilindru gros presupuneti u = u(r)e,..

Aratati ca ecuatia de echilibru fara forte de volum conduce la

1
'+ v — =u=0.
r r
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Rezolvare. Pentru deplasare radiala,

’ u
€rr = U, €oo = —

In plane strain, e.. = 0. Legea lui Hooke da

O = 2p0’ + X (u’+ u> ,
.

u U
099:2MT+)\<U/+T).

Echilibrul radial este
O — O
ol 4 I _
T
Inlocuind expresiile si simplificind factorul comun A + 2 rezulta

1 1
u' 4 —u' — —u=0.
r r

Solutia generala este u(r) = Ar + B/r.

Problema 6.20.10 (consola fara sarcina distribuita, cu forta taictoare la capat). O grinda
Euler-Bernoulli de lungime L este incastrata la = 0 gi nu are sarcina distribuita, ¢ = 0. La
capatul liber se prescriu

M(L) =0, V(L) = V.

Cu conventiile V= M' i M = Eylw", determinati M (x) si w(x) daca w(0) = w'(0) = 0.

Rezolvare. Din ¢ = 0 rezulta V' = 0, deci

Cum M’ =V, ¢i M(L) =0,

Relatia moment—curbura da

Integrand si folosind w'(0) = 0,

O noua integrare, impreuna cu w(0) = 0, furnizeaza

w(z) = 0 (m3_Lx2>

T EJI\6 2




Elasticitate matematica 169

In particular,

Vo L?
L)=-— :

wll) = =357

Semnul reflecta conventia aleasa pentru Vy; modulul coincide cu formula clasica a deplasarii

la capatul unei console incarcate transversal.
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6.21 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

6.A.1 (conversii intre constante elastice) Un material omogen izotrop are constantele Lamé
A = 60GPa si p = 30 GPa. (i) Calculati modulul Young Ey, coeficientul Poisson v gi modulul
de compresiune K. (ii) Verificati ca perechea (Ey,v) obtinuta reproduce, prin formulele
inverse, valorile A, p. (iii) Verificati conditiile de pozitivitate a energiei.

Indicatie. § 6.5:

2 2 E
Ey:u(?))\—i_ :U')’ V= A , K:)\+7M: Y ,
A+ p 20\ + 1) 3 3(1—2v)
Ey Eyl/
p=gm— A= :
2(1+v) (1+v)(1—2v)

Raspuns.

Ey = 80GPa, V= —, K = 80GPa.

W =

Formulele inverse dau p = 30 GPa si A = 60 GPa. Conditiile 4 > 0 si 3\ + 2u > 0 sunt
satisfacute; echivalent, —1 < v < 1/2.

6.A.2 (forfecare simpla liniarizata) Pentru p = 30 GPa, A = 60 GPa si
u(X) = (vX2,0,0), y=2-107%

(i) calculati e(u), tre(u) si o; (ii) verificati ca u satisface ecuatia Navier-Lamé omogena,; (iii)
calculati densitatea de energie

A
Win(e) = p[le]]” + 5 (tre)*
Indicatie. § 6.1 51§ 6.2.6. Atentie: ||e]” = e;;e;; numari de doud ori componentele nediagonale.
Raspuns.

€12 = €91 = = 1073, tre = O,

no =2

012 = 091 = Wy = 60 MPa,

restul componentelor fiind nule. Cum Awu = 0 si divu = 0, ecuatia omogena este satisfacuta.

Mai mult,

2 2
lel? =2 Wia =5

= 60kJ/m®.

6.A.3 (torsiunea unei bare circulare) O bara cilindrica plina de raza R = 20 mm, din material
cu pu = 80 GPa, este supusi torsiunii Saint-Venant cu rata constanta o = 1072rad/m. (i)
Calculati momentul polar de inertie [,,. (ii) Calculati momentul de torsiune 7". (iii) Calculati
tensiunea tangentiala maxima si precizati unde se atinge.

Indicatie. § 6.14:

TR
IP = 77 T = u[pﬂa ’T(T)| = ,m??"
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Raspuns.
I, =87-10%m* ~ 2.513- 10" m*,

T =647 ~ 201.1 Nm, Tmax = IR = 16 MPa.

Maximul se atinge pe suprafata laterala » = R; tensiunea se anuleaza pe axa.

Nivelul B

6.B.1 (compatibilitate Saint-Venant si reconstructia deplasarii) In deformatie pland se di

campul simetric
2 2
€11 = CYXQ, €99 = OéXl, €12 = €91 = ’}/XlXQ,

cu a,y € R, a #0. (i) Determinati valoarea lui v pentru care e este compatibil. (ii) Pentru
aceasta valoare, determinati v pdna la o miscare rigida infinitezimala. (iii) Aratati ca pentru
celelalte valori ale lui v nu exista un camp u cu e = sym Vu.

Indicatie. § 6.2.7:
Oxz€11 + O11€92 — 2012€12 = 0.

Raspuns. Conditia da 2a + 2o — 2y = 0, deci v = 2a. Atunci
u=(aX, X2 aX?X5,0)+a+ WX, acR W'=-Ww

Pentru v # 2a, expresia de compatibilitate este 4o — 2y # 0, deci un asemenea u nu exista.

6.B.2 (deformatie pland versus tensiune plana) Pentru A\ = 60 GPa si p = 30 GPa: (i)
deduceti, din conditia o33 = 0,

€33 = 3 (e11 + e22)

TP
si legea plana o5 = 2peqap + Aps(e11 + €22)0q3, identificAnd A,; (ii) calculati A,s; (iii) pentru
e11 = 1073, ey = €15 = 0, calculati tensiunile in ipoteza deformatie plana si, separat, n
ipoteza tensiune plana.

Indicatie. § 6.8.1-6.8.2. In tensiune plani,

o 2pA
PR ou N
Raspuns.
Aps = 30 GPa.

Deformatie plana:
011 = 120 MPa, 099 — 033 = 60 MPa, €33 — 0.

Tensiune plana:
011 = 90 MPa, 0922 = 30 MP&, 033 — O,
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1
€33 = —5611 =—-0.5- 1073.

6.B.3 (consola sub sarcindg uniforma) O grinda Euler-Bernoulli de lungime L, incastrata in
x = 0 si libera in x = L, este solicitata de sarcina transversala uniforma ¢o. Conditiile sunt
w(0) = w'(0) = 0 si w”(L) = w"”(L) = 0. (i) Integrati ecuatia By Iw® = qo. (ii) Determinati
sageata maxima. (iii) Pentru L = 2 m, ¢o = 6 kN/m, Ey = 200 GPa, sectiune b x h = 50 x 100
mm, calculati sageata maxima si |01 |max-

Indicatie. § 6.17-6.18; I = bh3/12, iar |M(0)| = qoL?/2.

Raspuns.
_ Y 4 3 2,2
w(x)—24EYI(x ALx —|—6Lx),
qL*
max — L) = .
wmax = w(L) = 357
Numeric,

I~ 4.167-10"%m?* EyI ~8.33-10°Nm?,
Wmax ~ 14.4mm.

Momentul maxim este 12 kN m, iar

| M]h

~ 144 MPa.
21

|011|max -

Nivelul C

6.C.1 (sfera groasa sub presiune interioara) Se considera o sfera groasa a < r < b din material
omogen izotrop, cu presiune interioara p; = p > 0 si presiune exterioara p, = 0. (a) Plecand
de la e,, = ul., egg = €,, = u,/r si de la echilibrul radial
, 2

O + *(0-7"7‘ - 009) = 07

r
deduceti ecuatia Euler pentru u, si solutia generala. (b) Determinati constantele si scrieti
Oy 0g9. () Pentru b = 2a, p = 70 MPa, calculati o,.(a), ogg(a), oee(b) si comparati cu

aproximatia de invelig subtire.
Indicatie. § 6.13. Se obtine

B 4uB 2uB
u = Ar + —, oszKA—Lg, o099 = SKA+ ,u3 .
r r r
Raspuns. Ecuatia este
2 B
u, + ~u, — —u, =0, u, = Ar + —
r r
Constantele sunt ; 33
A pa B pa
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iar

3 3
pa b
om(r) = b — a? <1 a 7“3> ’

3 3
pa b
o) =5 (1 + Qrs> -

Pentru b = 2a,
or(a) = =T0MPa, ogp(a) =50 MPa, ogy(b) = 15 MPa.

Maximul circumferential apare la r = a. Formula de invelig subtire da p/2 = 35 MPa, deci

subestimeaza cu aproximativ 30%.

6.C.2 (extensie si torsiune combinate; stare de tensiune la suprafata) O bara cilindrica
plina de raza R = 20 mm, cu axa es, este supusa simultan unei forte axiale N gi unui
moment de torsiune 7. (a) Justificati prin liniaritate suprapunerea solutiei de extensie cu
cea de torsiune si scrieti matricea o pe suprafata laterala, in baza (e,, ey, €3), in functie de
N,T,A, = mR* I, = mR*/2. (b) Verificati c& on = 0 pe suprafata laterald si dive = 0 in
interior. (c) Alegeti N, T astfel incit pe suprafata o33 = 30 MPa si 0p3 = 20 MPa; calculati
tensiunile principale gi Typax-
Indicatie. § 6.9 si § 6.14.
Raspuns. Pe suprafata,

0 0 0

c=10 0 TR/I,
0 TR/I, NJ/A,

Normala este e,., deci tractiunea laterala este nula. Pentru datele din (c),

N =30-10°7R? = 120007 N ~ 37.70kN,

3
T:20-1067T§ — 807 Nm ~ 251.3Nm.

Tensiunile principale sunt 40,0, —10 MPa, iar
Tmax = 2D MPa.

Suma lor este 30 MPa, egala cu tro = o33.

6.C.3 (functia Airy: un polinom biarmonic de gradul patru) In elasticitate plana fara forte de
volum se cauta
® (21, 12) = 77 + axizs + bry.

(a) Determinati toate perechile (a,b) pentru care A*® = 0 si scrieti solutia normalizata cu
b = 1. (b) Calculati 011,092,012 si verificati direct ecuatiile de echilibru. (c) Aratati ca
tro = 0 si discutati consecintele pentru tensiune plana gi deformatie plana.
Indicatie. § 6.22:

011 = O0n®, 092 = 011 P, o192 = —012®.
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Raspuns.
A?® = 24 + 8a + 24b,

deci a = —3(1+b). Pentrub=1,a = —6si
® = a] — 62723 + 3.

o1 = 12(z5 — 2?), 099 = 12(23 — 23), 012 = 24x125.

Se verifica
01011 + Oa012 = 0, 01012 + Oa092 = 0.

De asemenea, 011 + 0992 = 0. In tensiune plana, o33 = 0, deci tro = 0 i legea inversa a lui
Hooke da o deformatie pur deviatorica, inclusiv es3 = 0. In acest exemplu particular, aceeasi

concluzie rezulta si in deformatie plana.



Capitolul 7

Formularea variationala a elasticitatii liniare si existenta

statica

Surse si orientare. Forma slaba, spatiile Sobolev, inegalitatea Korn gi argumentul Lax—
Milgram urmeaza reperele [3, 4, 6, 1, 13]. Introducem rezultatele analitice atunci cand devin
necesare pentru formularea variationala si pentru demonstrarea existentei si unicitatii solutiei

statice.

7.1 Integrarea prin parti si norma >

Vom trece in curand de la ecuatia diferentiala la forma slaba. Pentru aceasta avem nevoie de
doua fapte elementare.
Pentru functii scalare suficient de regulate u, v si pentru un domeniu 2 C R? cu frontiera

suficient de regulata, formula de integrare prin parti este

/8juvdx:—/u8jvdx+/ uvn;dS.
Q Q a0

Formula rezulta din teorema divergentei aplicata campului vectorial wv e;, deoarece
div(wv ej) = 0;(uv) = (O;u)v + u 0;v.

Integrarea pe (2 si mutarea celui de-al doilea termen in membrul opus dau formula de mai sus.
Pentru functii vectoriale si tensoriale aplicam aceeasi identitate componenta cu componenta.
Daca o = (0;;) si v = (v;) sunt suficient de regulate, atunci

/Q<d1VO’, vyde = —/Q(U, V) dx + aQ(an, vy dS.

Intr-adevar, pentru fiecare i,

djoi5vid Z—/ ij 0jvi d +/ ij1j0; dS,
/Qjajv x o jvide + | oijngv

iar apoi Tnsumam dupa %, j.

Vom folosi gi inegalitatea Cauchy—Schwarz in forma

(5.9 da

< fll g2y N9l 2y -

Aici D
1f 2y = (/Q |f(2)]? dx) .

Nu avem nevoie in acest moment de teoria generala a spatiilor LP; ea va fi reamintita numai

175
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acolo unde devine necesara.

7.2 Derivate slabe, H', H! si urma la frontiera

Forma slaba va contine numai derivate de ordinul intai. Reamintim deci notiunile strict
necesare nainte de folosirea lor.
O functie u € L*(Q2) are derivata slaba d;u € L*(2) daca

/ wd;de = —/(8ju)¢dx Vo € O2(Q).
Q Q

Definitia reproduce formula de integrare prin parti, dar elimina termenul de frontiera deoarece
functia-test are suport compact in interiorul lui €.
Definim
HY(Q) ={ue L*(Q):0;u € L*(Q), j=1,2,3},
cu norma
2 2 2
ullz) = lullz2@) + IVullza@) -
Pentru cAmpuri vectoriale folosim H'(€2; R3) componentd cu componenta.

Presupunem de aici Tnainte ca {2 este marginit, conex si Lipschitz. Teorema urmei

furnizeaza un operator liniar continuu
Tr: HY(Q) — L*(09)

care coincide cu restrictia clasica pentru functii netede. Aceasta forma este suficienta pentru
toate argumentele de existenta din capitol.
Definim
1 Foron H'

Hy(Q2) :=Cx=(Q) .
Pe un domeniu Lipschitz, acesta coincide cu subspatiul functiilor din H'(2) cu urméa nuld pe
intreaga frontiera. Mai general, daca I'p C 0€) are masura superficiala pozitiva, vom folosi
spatiul functiilor cu urma nula numai pe I'p.

Pentru asemenea functii vom folosi inegalitatea Poincaré—Friedrichs
[ull 20y < Cr I Vull 2 -

Nu demonstram aici teoria generala a urmei sau a lui Poincaré; folosim numai formele care
intra in demonstratia problemei elastice.

7.3 Rigiditatea infinitezimala in H' si doua fapte de

compactitate

In Capitolul 2 am demonstrat rigiditatea infinitezimald pentru cAmpuri C2?. Acum, dupi
introducerea derivatelor slabe, extindem rezultatul la regularitatea de care avem nevoie pentru
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inegalitatea lui Korn.

Lema 7.3.1 (rigiditatea infinitezimald in H'). Fie Q C R?® deschis si conex siu € H'(Q;R3).
Daca
sym Vu =0 a.p.t. in €,

atunci existd a € R3 si W € R¥3, WT = —W, astfel incit
u(z) =a+ Wz a.p.t. in €.
Demonstratie. Identitatea clasica din Capitolul 2,
Oiur, = Oieji(u) + ;e (u) — Okesj(u), (T.R1)

raméne valabila in sens slab. Concret, fiecare membru din (7.R1) este interpretat dupa
integrare prin parti impotriva unei functii-test ¢ € C2°(2); identitatea rezulta prin aceeasi
grupare algebrica a derivatelor slabe ca in cazul neted.

Daca e(u) = 0 a.p.t., (7.R1) arata ca toate derivatele slabe de ordinul al doilea ale
componentelor lui u sunt zero. Prin urmare fiecare functie d;u; € L2 (Q) are gradient slab

nul si este constanta a.p.t. pe domeniul conex. Rezulta

Vu=W
cu W constant. Conditia sym Vu = 0 dia W' = —W. In sfarsit, u — Wz are gradient slab
nul, deci este constanta a.p.t.; astfel u=a + Wz. [

Pentru demonstratia formei Korn cu conditie Dirichlet vom folosi inca doua rezultate
standard despre spatiul Hilbert H*(€2). Le enuntim inainte de utilizare.

« Spunem ca v,, — v slab in H' daca
(U, w) g1 — (v, W) 1 Yw € HY(RQ).

Orice sir marginit in H' contine o subsecventa slab convergenta. Acesta este cazul
particular Hilbert al compactitatii slabe.

o Daca () este marginit si Lipschitz, teorema Rellich-Kondrachov implica faptul ca dintr-un

sir marginit In H(Q) putem extrage o subsecventi care converge tare in L?((2).

Nu demonstram aici aceste doua rezultate de analiza functionala; ele vor fi formulate intr-un
cadru mai general in Capitolul 13. In capitolul de fata le folosim numai in demonstratia prin
contradictie a corolarului Korn.

7.4 Spatiul energetic

Fie I'p C 02 cu masura de suprafata pozitiva. Definim

V={ve H (R : Trv=0pep}.
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Sa verificam de ce acesta este un spatiu Hilbert. Operatorul de urma
Tr: HY(Q;R3) — HY2(0Q; R?)
este liniar si continuu pe un domeniu Lipschitz. Daca v, € V si v, — v in H!, atunci
Tro, — Tro

in spatiul urmelor. Dar Truv, = 0 pe I'p pentru fiecare k, deci i Trv = 0 pe I'p. Asadar
V este Inchis in H'(Q;R?). Un subspatiu inchis al unui spatiu Hilbert este complet pentru

norma indusa; prin urmare V este Hilbert cu norma H!.

7.5 Inegalitatea lui Korn

Inegalitatea lui Korn permite trecerea de la controlul lui e(u) la controlul lui v in H'; vezi, de
exemplu, [3, 4].

Energia liniara depinde numai de e(u) = sym Vu, nu de gradientul complet. Fara conditii
la frontierd, orice miscare rigidd u(z) = a + Wax cu W1 = —W satisface e(u) = 0, desi u nu
este zero. De aceea o estimare de forma ||u||;: < C'|le(u)||; > nu poate fi adevarata pe intregul
H'. Daca fixdm o portiune de frontiers cu masurd pozitivd, miscarile rigide compatibile sunt
eliminate, iar inegalitatea Korn devine coerciva pe spatiul de test. Eliminarea acestui nucleu
geometric permite apoi aplicarea teoremei Lax—Milgram.

Forma utilizata aici este standard in teoria variationala a elasticitatii; vezi [3, 4, 13].

Definim spatiul migcarilor rigide infinitezimale
Ro:={r(x)=a+Wz: acR® WI'=-W}.

Lema 7.3.1 identificd exact acest spatiu drept nucleul operatorului v — e(v) = sym Vo in H'.

Teorema 7.5.1 (Korn I si Korn II). Fie Q C R® un domeniu mdrginit, conex, cu frontierd

Lipschitz.
(i) Exista C > 0 astfel incit

ol < C(lle@)ll + vll2) Yo € HY(QR?),

Aceasta este forma Korn II.

(ii) Dacd T'p C 0 are mdsurd de suprafatd pozitivd si V = {v € H'(Q;R3) : Trv =
0 pe I'p}, atunci exista Cx > 0 astfel incat

[Vl g1 < Ck lle()]l 2 VveV.

Aceasta este forma Korn I folosita in problema mizta de deplasare—tractiune.

Statutul rezultatului si deducerea formei cu conditie Dirichlet. Forma Korn II este

un rezultat functional-analitic pe care 1l admitem aici; o demonstratie completa se gaseste
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in [3, 4]. Aratam insa de ce ea implica forma Korn I utilizata in curs. Presupunem prin

contradictie ca nu exista C'x. Atunci putem alege v,, € V' cu
[omlln =1, lle(om)]l 2 — 0.
Prin cele doua rezultate de compactitate enuntate mai sus, dupa extragerea unei subsecvente,
a7l s T2
U — 0 1In H, U — v In L.

Continuitatea operatorului de urma arata ca v € V, iar convergenta slaba a gradientilor si
convergenta tare e(v,,) — 0 dau e(v) = 0. Lema 7.3.1 furnizeaza v(z) = a + Wz. Cum urma
lui v(x) = a + Wz este zero pe o portiune de frontiera de masura superficiala pozitiva, avem
v = 0. Intr-adevir, daci W # 0, o matrice antisimetrica nenuld in dimensiunea trei are rangul
2, iar multimea solutiilor ecuatiei a + Wz = 0 este fie vida, fie o dreapta afina; aceasta are
masura superficiala zero pe frontiera Lipschitz. Daca W = 0, anularea pe un singur punct ar
da deja @ = 0. Prin urmare W = 0 si a = 0. Rezultd v,, — 0 in L?. Korn II di atunci

L=l < C(lle(n)llz + lomll2) — 0,

contradictie. Deci forma Korn I este demonstrata din Korn II si compactitatea Rellich.
Inegalitatea spune ca, dupa eliminarea miscarilor rigide prin conditia Dirichlet, partea
simetrica a gradientului controleaza intregul camp de deplasari. Ipoteza de conexitate este
necesara: pe componente conexe diferite pot exista miscari rigide independente.
In cazul V = H}(%; R?) existd si un argument elementar. Pentru v € C2°,

0,;v; O dx = / divv)? de,
/Q ! ! Q( )
prin doua integrari prin parti. Astfel

2 [lle)IP = [IVolP + [(dive) = [ vl

Prin densitate si Poincaré se obtine controlul normei H®.

7.6 Forma slaba: deducerea ecuatiei variationale
Consideram problema mixta
—divo(u) = f 1n u=0 pelp, o(uyn =g pe 'y,

unde
00 =TpUTly, I'pNIy =0

in sensul interioarelor relative, iar

o(u) = 2pe(u) + Atr(e(u))l.
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Presupunem H?*(T'p) > 0 si folosim spatiul energetic V' definit in sectiunea precedenta.
Derivam forma slabd components cu componentd. Inmultim ecuatia —0;0,; = fi cuv; si

—/ @-aijvidx:/fividx.
Q Q

Regula produsului si teorema divergentei dau

integram:

z"a'id_/ i"id:/iid-
/907 iv; dx majnjv a va x

Pe I'p urma lui v este zero, iar pe I'y avem on = g. Cum o este simetrica,
{0, V) = (0, ¢(v)),
fiindca produsul Frobenius dintre o matrice simetrica gi una antisimetrica este zero. Obtinem
a(u,v) = {(v) Yv eV,
unde
a(u,v) = /Q<2u<e(u), e(v)) + Adivu div v)dx

si

é(v)—/g(f,mdx—l—/m(g,v)da.

In formularea abstractd nu avem nevoie s& presupunem neaparat f, g netede; este suficient ca
eV

Forma slaba codifica simultan ecuatia de echilibru si conditia naturala Neumann. Conditia
Dirichlet este incorporata in alegerea spatiului V. Teorema Korn transforma controlul lui e(v)

in controlul normei H'; acest control furnizeazi coercivitatea formei bilineare folosite mai jos.

7.7 Spatii Hilbert si functionale liniare continue

Teorema pe care urmeaza sa o folosim este formulata intr-un spatiu Hilbert. Reamintim
numai notiunile necesare aici.

Un spatiu vectorial real V' cu produs scalar (-, -)y este Hilbert daca este complet pentru
norma ||v,, = (v, v>%,/ ?. Spatiul energetic introdus mai sus este un subspatiu inchis al lui
H'(Q; R?) si, cu produsul scalar mostenit din H', este Hilbert.

Un functional liniar ¢ : V' — R este continuu daca exista C' > 0 astfel incat

[L(v)| < C vl pentru orice v € V.
O forma biliniara a : V x V — R este continua daca

|a(u, )| < Clully vy,
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si este coerciva daca exista a > 0 cu
a(v,v) > a ||} pentru orice v € V.

Acestea sunt ipotezele pe care le verificam imediat pentru forma elastica.

Teorema 7.7.1 (reprezentarea Riesz). Fie V un spatiu Hilbert real. Pentru orice { € V*

exista un unic h € V' astfel incat
f(v) = <h7U>V Vo € ‘/7

s [|hlly = €]

V-

Rezultatul permite reprezentarea unui functional liniar continuu printr-un vector al
spatiului si va fi folosit iIn demonstratia lui Lax—Milgram.

7.8 Teorema Lax—Milgram

Folosim forma clasica Hilbertiana a teoremei Lax—Milgram; pentru o prezentare de analiza
functionala vezi [6, 13].

Teorema 7.8.1 (Lax—Milgram). Fie V' un spatiu Hilbert real, a : V x V' — R biliniard

continud $i coerciva:
ja(u, v)] < Mllully [lolly, alv,v) = a|olfy .
Atunci pentru orice £ € V* exista un unic u € V' astfel incat

a(u,v) = {(v) Yo eV,

gi ully < a7 i€y

Demonstratie. Pentru fiecare u € V, functionalul v — a(u,v) este liniar gi continuu. Prin

teorema Riesz exista un unic Au € V astfel incat
a(u,v) = (Au,v)y YveV.
Aceasta definegte un operator liniar A : V' — V. Din continuitatea lui a,

[Aully, = sup |a(u,v)| < M [Jul], .

olly=1

Coercivitatea si Cauchy—Schwarz dau
2
alully < a(u,u) = (Au, upy < |[Auly [lully,,

deci
[Aully = allully, -
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In particular, A este injectiv.
Aratam ca imaginea este inchisa. Daca Au, — y, atunci

1
i =ty < ~ [ Aty = At

deci (u,) este Cauchy. Exista u € V' cu w, — u, iar continuitatea lui A implica Au = y.
Agadar Ran A este inchisa.
Daca w 1 Ran A, atunci

0= (Av,w)y = a(v,w) Vv e V.
Luand v = w si folosind coercivitatea,
0= a(w,w) > allwly,

deci w = 0. Prin urmare Ran A este densa. Fiind si inchisa, este intregul V.
Prin Riesz, exista h € V' cu £(v) = (h,v)y. Surjectivitatea lui A da un unic u cu Au = h,

iar
a(u,v) = (Au,v)y = (h,v)y = £(v).
In plus,
allully < [[Aully, = [[Ally = 1€y,
ceea ce da estimarea a priori. O]

7.9 Existenta si unicitate

Verificam continuitatea formei bilineare, coercivitatea prin inegalitatea Korn si continuitatea

functionalului de incarcare, apoi aplicam teorema Lax—Milgram.

Teorema 7.9.1 (problema statica liniara). Fie Q C R3 mdrginit, conex, cu frontierd Lipschitz.
Fie I'p C 09 masurabild, cu masurd de suprafata pozitiva, si 'y := 0Q\ T'p (pdnd la multimi
de masurd superficiald nuld). Presupunem

w >0, 3N+ 2u >0,

st date
fe *(RY),  ge L*(Ty;R?).

Folosim spatiul V', forma biliniara a si functionalul ¢ definite mai sus. Atunci exista un unic
u €V astfel incat
a(u,v) = £(v) Vv e V.

Mai mult,

Ck

sy < 2 (1 2@y + Cor lglliaeyy ) o = min{21a, 30+ 2,



Elasticitate matematica 183

unde C este constanta Korn si Cy, include constantele de urmd si scufundarea H' — L?.

Demonstratie. Spatiul V' este Hilbert, aga cum am verificat la introducerea lui. Raméane sa

verificam ipotezele teoremei Lax—Milgram pentru a si /.

Continuitatea lui a. Prin Cauchy-Schwarz,
|a(u, v)| < 2ul[e(u)]| g2 [le(o)ll > + [ALIdivull g2 [[div o] . .
Cum [[e(u)]| < [[Vu] si
|divul* = |01uy + daus + sus|” < 3|Vl

rezulta
la(u, v)| < Clull g [[v] g1 -

Coercivitatea densitatii elastice. Pentru £ € Sym(3),
1
E =devE + gtr(E)I,
iar cele doua parti sunt ortogonale. De aici
2 2 1 2
|E||” = ||dev E|” + g(trE) .
Prin urmare
2
21 ||E| + Mtr E)? = 2 ||dev E||* + ()\ + M) (tr )2

3

Conditiile g > 0 gi 3\ 4+ 2 > 0 dau explicit

o2 ||E||> 4+ Mtr E)2 > ¢ | B, co = min{2u, 3\ + 2} > 0.

Aplicand pentru E = e(v),
a(v,v) = co [le(v)||7:

Inegalitatea lui Korn pe V' da
[oll g < Crclle(@)]l 2,

si deci

Co 2
a(v,v) > cz [0/l -
Continuitatea functionalei sarcinilor. Pentru
() = [ (fo)da+ [ (g.v)da.
Q 'y
primul termen este continuu prin Cauchy—Schwarz. Pentru al doilea folosim teorema de urma:

| Tr U||L2(asz) < Cy ||UHH1(Q) :
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Astfel ¢ € V*.
Toate ipotezele teoremei Lax—Milgram sunt satisfacute. Exista deci un unic u € V' astfel
incat

a(u,v) = (v) YVoeV.
Pentru estimarea a priori luam v = u. Din coercivitate si continuitatea incarcarilor,

Co 2
2 llullz < a(u,u) = l(u)
K
< (12 + Cor gl oy ) el -

Daca v # 0, impartim prin ||u||;:; pentru v = 0 estimarea este triviala. Rezulta exact

(112 + Cor 9l 2ey) -

CQ
lull g < =
Co

Aceasta este solutia slaba a problemei statice liniare. [

7.10 Cazurile pur Dirichlet si pur Neumann; observatii

de regularitate

Cadrul variational anterior acopera problema mixta. Tratam separat cele doua cazuri-limita.

Problema pur Dirichlet. Daca I'p = 09, spatiul energetic este V = HJ(Q2;R?). Inegali-
tatea lui Korn elimina complet nucleul migcarilor rigide, iar argumentul Lax—Milgram da o
solutie slaba unica pentru orice functional de incarcare continuu pe V.

Problema pur Neumann. Daci ['p = @, forma biliniard nu este coerciva pe intregul H*,
deoarece
Ro={r(z)=a+Wz: acR W' =-W}

este exact nucleul lui e(u). Pentru incarcari clasice

0(v) :/Q<f,v>d:z:+/m<g,v> da,

conditia £(r) = 0 pentru orice r € R este echivalenta cu

/fdx—i—/ gda =0
Q o9

si

/xxfda:—l—/ rXgda=0|
Q 09

Prima se obtine alegdnd r(x) = a. Pentru a doua alegem r(x) = Wa = w X z, cu w arbitrar,
si folosim (f,w x z) = (w,z X f).
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Existenta se formuleaza pe spatiul factor

V= BNQRY)/Ro,  (lelllp = inf [lo— v

r€ERQ

Forma biliniara este bine definita pe clase deoarece e(v + r) = e(v). Cum R, este finit
dimensional, el este inchis in H'(Q; R?), iar V este un spatiu Hilbert. Forma Korn pe spatiul
factor afirma ca exista C' > 0 cu

1]y < Clle(w)]l e -
Ea rezulta standard din Korn II gi din faptul ca Ry este finit dimensional; vezi [3, 4].

Teorema 7.10.1 (problema pura de tractiune). Fie £ marginit, conex gi Lipschitz, u > 0,
SN+ 2 >0, dar £ € (H'(;R3))* sd satisfacd ((r) = 0 pentru orice r € Ry. Atunci existd o
unica clasa

[u] € H(Q;R?)/Ro

astfel incat

a(u,v) = £(v) Vv e HY(;R?).
Orice doud reprezentante ale solutiei difera printr-o miscare rigida infinitezimala.

Demonstratie. Trebuie mai Intai sa verificam ca problema depinde numai de clasa modulo
miscari rigide. Daca r € Ry, atunci e(r) = 0, deci

a(u+r,v) = a(u,v), a(u,v+ 1) = a(u,v).

Prin urmare putem defini fara ambiguitate

La fel, conditia de compatibilitate £(r) = 0 pentru orice r € Ry este exact ceea ce permite
definirea

Daca alegem un alt reprezentant v + r, atunci
lv+1)="Lv)+L(r)=L(v).
Mai mult, pentru orice r € Ry,

()] = 6w = )| <€l gy

v—7| g

Luand infimul dupa r obtinem

deci functionala indusa este continua pe spatiul factor.
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Fiind finit dimensional, Ry este inchis in H'(€2; R3); de aceea spatiul factor V definit mai
sus este Hilbert. Continuitatea formei biliniare se verifica la fel ca in problema mixta. Pentru

coercivitate folosim pozitivitatea tensorului elastic,
a(v,v) > co [le(v)|[72
iar
I[V]lly < Ck lle(v)]l 2
implica
Co 2
a(v,v) = o 1[Il -

Asadar a este coerciva pe V.
Putem aplica teorema Lax-Milgram lui @ si ¢. Exista o unica clasa [u] € V pentru care

o~ ~

a[ul, [v]) = £([v]) V] eV.
Revenind la reprezentanti, aceasta este exact identitatea
a(u,v) = £(v) Vv € HY(; RY).

Unicitatea priveste clasa [u], nu un reprezentant particular. Daca u §i ug reprezinta aceeasi
solutie, atunci [u1] = [ug], adica
Uy — Uy € Ro.

Aceasta este tocmai nedeterminarea solutiei printr-o miscare rigida infinitezimala. O
Despre regularitate. Lax-Milgram furnizeaza o solutie in H'. Pentru a deduce W?? sau
regularitate superioara sunt necesare ipoteze suplimentare asupra frontierei, coeficientilor si
datelor; acestea tin de teoria de regularitate a sistemelor eliptice. Nu le folosim in demonstratia
de existenta slaba. Cand, in Capitolul 9, vom aplica teorema functiei implicite intr-un cadru

W?2P_ vom formula explicit regularitatea eliptica necesara ca ipoteza separata, fard a o deduce

din Lax-Milgram. Pentru rezultate precise vezi [3, 6].

7.11 Teorema lui Clapeyron pentru elasticitatea liniara

Presupunem incarcari proportionale si conditii la frontiera omogene pe partea Dirichlet. Fie

u solutia problemei statice si 0 = Ce(u). Energia elastica este

Din forma slaba, alegand functia-test v = u, obtinem

/Q<J,e(u)>dx:/g<f,u> dx—i—/FN(g,u) da.
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Prin urmare

25(“) = Wext(u) ) Wext(u) = /Q<f7 u> dx+AN<gvu da

Aceasta este teorema lui Clapeyron. Ea nu afirma ca energia interna este egala cu lucrul final
al fortelor calculat ca gi cum fortele ar fi aplicate instantaneu; factorul 1/2 reflecta faptul ca,
pentru o incarcare crescuta proportional de la zero, atat forta cat si deplasarea cresc liniar cu
parametrul de incarcare.

7.12 Teorema de reciprocitate a lui Betti

Consideram dous sisteme de incarcari (£, gM) si (f®), ¢?), cu solutiile u™, u? | pentru
acelasi corp elastic liniar si aceleasi conditii Dirichlet omogene. Formele slabe sunt

Alegem succesiv v = u? i v = u(V). Simetria tensorului elastic da a(u™™, u®) = a(u®,uW),
de unde

ﬁl(u@)) = gg(U(l)) .

Scris explicit,

/<f<1>7 d:c+/ (W, u®) da = / D M dz + [ (g?,u) da.
Q

JTN

Reciprocitatea este utila atat conceptual, cat si computational: raspunsul masurat in punctul
A la o forta aplicata in B coincide, in sensul precis al lucrului, cu raspunsul in B la forta
corespunzatoare aplicata in A.

Observatia 7.12.1 (unicitatea vazuta direct din energie). Daca wuq, us sunt doud solutii pentru
aceleagi date, punem w = u; — us. Scazand cele doua ecuatii slabe obtinem

a(w,v) =0 YveV.

Alegerea v = w da a(w,w) = 0. Pozitivitatea energiei implica e(w) = 0, iar Korn, impreuna
cu conditia Dirichlet, da w = 0. Acesta este argumentul energetic care sta in spatele unicitatii

in problema mixta.

7.13 Principiul minimului energiei

Definim 1
[I(v) = ia(v,v) —l(v), veV.

Fie u € V solutia slaba, adica

a(u,h) = L(h) VheV.
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Pentru un v € V arbitrar punem h = v — u, deci v = u + h. Folosind biliniaritatea si simetria
lui a,

I(v) = ;a(u—i- hyu+h) —£(u+ h)

1 1
= Sa(u,u) + a(u, h) + Sa(h, h) = €(u) — £(h).

Ecuatia slaba, testata cu h, da a(u, h) = £(h). Termenii liniari in h se anuleaza, iar

H@Q—H@):;Mv—%v—u)

Coercivitatea lui a arata ca membrul drept este nenegativ gi se anuleaza numai pentru v = u.
Prin urmare solutia slaba este unicul minimizator al lui IT pe V.

Reciproc, daca u minimizeaza II, pentru orice h € V' functia de o variabila
t — I(u +th)

are derivata zero in ¢t = 0. Calculand,

d
o II(u + th) = a(u,h) — £(h) = 0.

t=0

Obtinem astfel ecuatia slaba. Pentru elasticitatea liniara cu forma biliniara simetrica si

coerciva, formularea variationala si minimizarea energiei sunt deci echivalente.

7.14 Probleme pentru seminar

1. Demonstrati identitatea folositd in dovada elementara a lui Korn pe H_}.
2. Verificati continuitatea functionalului de incarcare folosind Holder si teorema de urma.
3. Aratati ca energia elastica liniara este strict convexa pe V.

4. Discutati ce se intampla pentru problema de tractiune pura, cand miscarile rigide nu

sunt eliminate.

5. Deduceti conditiile de compatibilitate pentru forta si momentul total in problema de

tractiune pura.

6. Formulati problema cu deplasare nenula pe I'p printr-o extensie a datelor de frontiera.

7.15 Exercitii rezolvate

Problema 7.15.1 (o functie in H'). Fie u(z) = (1 — z) pe (0,1). Verificati ci u € H}(0,1)

si calculati [|[u/]| ;2.
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Rezolvare. Functia este neteda, u(0) = u(1) = 0, deci urma sa se anuleaza la frontiera.
Derivata este u'(x) = 1 — 2z, iar

1 1
2 2
2 = 1 —2x)%dxr = —.

Astfel [|u/]| ;. = 1/3/3.

Problema 7.15.2 (forma slaba a unei ecuatii scalare). Pentru —u” = f pe (0,1), u(0) =

u(1) = 0, deduceti formularea slaba.

Rezolvare. Inmultim ecuatia cu v € H(0,1) si integram:

1 1
—/ u”’udx:/ fodx.
0 0

1 1
/ u'v' dr — [u'v]f = / fvdx.
0 0

Termenul de frontiera este zero deoarece v = 0 la capete. Deci

Integrarea prin parti da

1 1
/ u'v'dx = / fvdr Vv e Hy(0,1).
0 0
Problema 7.15.3 (energia elastica liniara). Aratati ca forma biliniara
a(u,v) = / [2p(e(u), e(v)) + Adivu divu]de
Q

este simetrica.

Rezolvare. Produsul Frobenius este simetric: (A, B) = (B, A). De asemenea produsul

scalar al divergentelor este simetric. Prin urmare
a(v,u) = au,v).

Aceasta simetrie permite interpretarea problemei slabe ca problema de minimizare a unei
energii patratice.

Problema 7.15.4 (continuitatea formei biliniare). Demonstrati estimarea
|au, v)] < Clull g ([0l -
Rezolvare. Prin Cauchy—Schwarz,
[ 2uteta), ()] < 2ullel@]2 )]
Cum |le(u)|| < [[Vul|, fiecare norma este controlatd de norma H'. Similar,

[ Adivadive] < A ldivull div ol < C lull g o]
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Adunand obtinem continuitatea.

Problema 7.15.5 (de ce este necesara inegalitatea Korn). Explicati de ce controlul lui e(u)
trebuie transformat intr-un control al intregii norme H' pentru a aplica Lax—Milgram.

Rezolvare. Energia elastica controleaza ||e(u)||; ., nu direct || Vul|;.. Dar coercivitatea
Lax-Milgram trebuie formulatd in norma spatiului Hilbert V' C H!. Inegalitatea Korn, in

prezenta unei conditii Dirichlet pe o parte de frontiera de masura pozitiva, furnizeaza
[ull o < Crc [le(w)]] 2 -

Prin urmare energia controleaza exact norma necesara pentru compactitatea si existenta in

spatiul ales.

Problema 7.15.6 (coercivitatea elasticitatii izotrope). Presupuneti p > 0 si 3\ + 2u > 0.

Aratati ca exista ¢ > 0 astfel incat
2u | E|I* + Altr E)* > ¢ || E||”

pentru orice £ = ET.

Rezolvare. Scriem !
E =devE + g(trE)I,

cu 1
|E|? = ||dev B||* + g(trE)%

Atunci 9
2 | E|2 + Atr B)? = 2p1||dev E|J + (A 4 ;‘) (tr B)2.

Ambii coeficienti sunt pozitivi. Alegdnd minimul dintre coeficientii corespunzatori celor doua

componente obtinem o constanta ¢ > 0 cu estimarea dorita.

Problema 7.15.7 (aplicarea Lax—Milgram). Fie
V={uec H(QR?) :u=0pelp},
unde H?*(T'p) > 0. Explicati de ce problema
a(u,v) =L(v) YveV

are o solutie unica.

Rezolvare. Mai intai, V este subspatiu inchis al lui H', deci Hilbert. Forma a este biliniara

si continua prin estimarea exercitiului 4. Pozitivitatea tensorului elastic da
a(v,0) = ¢ [le(v)];-
Korn da ||v||;n < Ck |le(v)]|,, deci

Co
a(v,v) > cz 0] 3 -



Elasticitate matematica 191

Daca ¢ este continua pe V' (de exemplu prin Holder i teorema urmei pentru sarcini volumice
si de frontiera), toate ipotezele Lax—Milgram sunt indeplinite. Exista astfel un unic u € V
care satisface ecuatia slaba.

Problema 7.15.8 (echivalenta cu minimizarea). Pentru J(v) = a(v,v) — £(v), ardtati ca

solutia Lax—Milgram este unicul minimizator.

Rezolvare. Fie u solutia slaba, deci a(u, w) = ¢(w) pentru orice w € V. Pentru v = u + w,
1 1
J(u+w)— J(u) = ia(u+w,u—|—w) —l(u+w) — ia(u,u) —l(u)] .

Dezvoltand si folosind simetria,

J(u+w) — J(u) = a(u,w) — l(w) + ;a(w, w) = ;a(w, w).

Coercivitatea implica a(w,w) > 0 pentru w # 0. Deci u este minimizator strict gi unic.

Problema 7.15.9 (problema de tractiune pura). Presupuneti I'p = & i

((v) :/Q<f,v> dx+/m<g,v> da.

(a) Aratati ca solvabilitatea impune rezultanta gi moment total nule. (b) Explicati de ce

solutia este unica numai modulo Ry.

Rezolvare. Pentru orice miscare rigida infinitezimald r(z) = a + Wz, WT = —W, avem
e(r) = 0. Testdnd ecuatia slaba cu r,

0=a(u,r)=4L(r).

Pentru r(x) = a arbitrar rezulta

<a,/Qfdx+/mgda> —0 Va,

deci rezultanta totala este zero. Scriem apoi Wx = w X z si obtinem

Ozé(r):<w,/Qa:><fdx—|—/mx><gda> Vw,

deci momentul total este zero.

Daca u este solutie si r € Ry, atunci e(u + r) = e(u) si, datoritd compatibilitatii,
((u+ 1) =L(u). Prin urmare u + r este aceeasi solutie fizicd exprimata prin alt reprezentant.
Teorema 7.10.1 aratd cd ceea ce este unic este clasa [u] € H' /R,.

Problema 7.15.10 (estimare a priori). Daca u € V rezolva a(u,v) = {(v), aratati

[l < €l

Vv
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Rezolvare. Alegem v = u:

au, u) = L(u) < [0y [lully -
Coercivitatea da
allully < alu,u).
Prin urmare
2
o lully < ey Mully -

Daca u # 0, Impartim prin [ju||;, si obtinem

lully < a7 [ielly -

Norma lui V este echivalenta cu norma H*' pe spatiul cu conditii Dirichlet.
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7.16 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A
7.A.1 (evaluarea formei biliniare) Fie Q = (0,1)3, A = 60 GPa, u = 30 GPa si
u(z) = (az1,0,0), a=10"%

(i) Calculati e(u) si divu. (ii) Calculati
a(u,u) = /9[2;1(6(20, e(u)) + A(div u)ﬂdm.

(iii) Deduceti energia elasticd a(u,u) si verificati cd a(u,u) > 0.
Indicatie. § 7.5; pentru un cadmp afin integrandul este constant si |2 = 1.
Raspuns.

e(u) = diag(«, 0,0), divu = a,

a(u,u) = (2p + N)a? = 120kJ,
iar energia elastica este 60 kJ.

7.A.2 (verificarea conditiilor de compatibilitate la tractiune purd) Pe cubul Q = (0,1) se
considera f = 0 si tractiunea g definita prin g = Ye; pe fata 1 = 1, g = —Ye; pe fata x1 = 0,
iar g = 0 pe celelalte fete; I'p = @. (i) Verificati anularea rezultantei [;q, g da. (ii) Verificati
anularea momentului [y, x X gda. (iii) Concluzionati asupra solvabilitatii si unicitatii.
Indicatie. § 7.5.6, § 7.9.3 gi Teorema 7.10.5: conditia este £(r) = 0 pentru orice migcare rigida
infinitezimala r(z) = a + Wax.
Raspuns. Rezultanta este

Ye, — xe; = 0.

Pentru moment, contributia fetei x; = 1 este (0,3/2,—%/2), iar cea a fetei z; = 0 este
(0,—3/2,3/2); suma este zero. Problema admite solutie in H'(Q;R?), unicd pana la o
deplasare rigida infinitezimala a + Wx.

7.A.3 (teorema lui Clapeyron pentru o bara) O bara prismatica de lungime L = 2 m i arie
A, = 4cm?, din material cu Ey = 200 GPa, este fixata la un capét si solicitatd axial la celalalt
de o forta N = 80 kN. (i) Calculati alungirea AL. (ii) Calculati lucrul fortelor exterioare
Wext = NAL si energia elastica F(u). (iii) Verificati 2F (u) = Wext.

Indicatie. § 6.11: N = EyA,AL/L; § 7.11 pentru Clapeyron.

Raspuns.

_NL
T EyvAl

=2-10"°m = 2mm.

AL

1
Wext:160J, E(U):iNALZSOJ
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Nivelul B
7.B.1 (constanta optima de coercivitate a densitatii elastice) Fie p > 0, 3\ 4+ 2p > 0 si
Q(E) =2u|E|* + A(trE)?,  E € Sym(3).

(i) Rescrieti @ folosind E = dev E + 3(tr E)I. (ii) Determinati cea mai mare constanta cy
pentru care Q(E) > ¢, | E||* pentru orice E € Sym(3) si indicati cazurile de egalitate. (iii)
Calculati ¢y pentru A = 60 GPa, u = 30 GPa si deduceti constanta de coercivitate a lui a pe
V' in functie de constanta Korn C.

Indicatie.
2
Q(E) = 2 ||dev E|> + (A + ;) (tr B)?,
1
|EI* = lidev EII" + < (tr E)*.
Raspuns.

A+ 2
QE) = 2u | dev E||? + 22

(tr E)?,
co = min{2u, 3\ + 2u} = min{2u, 3K'}.

Egalitatea se atinge pe deformatii pur deviatorice daca minimul este 2, respectiv pe £ = al

daca minimul este 3\ + 2u. Pentru datele numerice, ¢y = 60 GPa si

Co

2 2
a(v,v) 2 colle(v)lz: = 75 [Vl -
K

7.B.2 (Betti si variatia de volum) Fie € un corp elastic liniar izotrop, omogen, supus la
tractiune pura cu Incarcari (f, g) compatibile, si fie u o solutie. Notam

AV:/Qdivudx.

(i) Construiti al doilea sistem cu f® =0, g = gon pe 00 si aritati ca

@) () = 20
u' () Vi

este solutie. (ii) Aplicati teorema de reciprocitate a lui Betti gi deduceti

AV = ;((/52<f,x>dx+ég<g,x>da).

(iii) Verificati formula pe cubul din 7.A.2 cu ¥ = 80 MPa, Fy = 80 GPa, v = 1/3.
Indicatie. § 7.12; pentru sistemul auxiliar e(u(?) = el s o® =oyl.
Raspuns. Betti da

/Q<f, u?) dz + /Bﬂ(g,u@)) da = /m(oon,u) da = ogAV,
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de unde formula. Pentru datele numerice,

E
3K = —2 = 240 GPa,
1—-2v
Y1
AV = — ==.10"5.
3K 3

Direct, e;; = 1073, €99 = e33 = —(1/3)1073, deci tre = (1/3)1073.

7.B.3 (principiul minimului energiei si Rayleigh—Ritz pe o bara) Fie bara Q = w x (0, L),
fixatd la 2 = 0, libera lateral, cu forta axiald N aplicatd la z = L. In modelul unidimensional,

I(v) = ;/OL Ey A,(v")*dz — Nv(L), Vi={ve H0,L):v(0)=0}.

(i) Aratati ca IT este strict convexa pe V; si explicati rolul conditiei v(0) = 0. (ii) Minimizati
pe subspatiul v = az. (iii) Aratati ca minimizatorul este solutia exacta si legati valoarea
minima de energia din 7.A.3.
Indicatie. § 7.14 si inegalitatea Poincaré/Korn.
Raspuns. Pentru h # 0 cu h(0) = 0, fd:(h’)2 > 0, deci partea patratica este strict pozitiva.
Pentru v = az,

M(az) = ;EyAwCYZL — Nal,

cu minimul la

N
B EYAw'

Functia u(z) = a.z satisface ecuatia si conditiile la limita; iar

Ol

N2L 1
= ——NAL.

M{awz) = - 2By A 2

Nivelul C

7.C.1 (problema de tractiune purd pe cub: de la compatibilitate la solufia normalizata) Se
considera Q= (0,1)3, f =0, I'p = @, i tractiunea g = on pe 99, unde ¢ = diag(2, 0, 0) este
constant. Materialul are Ey = 80 GPa, v = 1/3, ¥ = 80 MPa. (a) Aratati ca incarcarea este
compatibild, ¢(r) = 0 pentru orice miscare rigida infinitezimala. (b) Determinati solutia cu
legea inversa a lui Hooke si precizati sensul unicitatii. (c¢) Fixati migcarile rigide impunand
Jou=0si [,skew Vu = 0; scrieti u si calculati energia.

Indicatie. § 7.5.6, § 7.9.3, Teorema 7.10.5, § 6.10 si § 7.11.

Raspuns. Pentru r(z) = a + Wz,

f(r):/m@n,r)da:/s)(&,vw dr = (5, W) Q] = 0.

Legea inversa da

11
— 107 ding (1,5, )
e iag 373
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Orice solutie are forma u = ex + a + Wz. Normalizarea impune W = 0 si
(1 1 1>T
a=—€l 5,53 )
2°2°2

=10 (- y ) D)

1
E(u) = 5/9(5,@ dr = 40kJ,

deci

Energia este

iar lucrul exterior este 80 kJ, egal cu 2E(u).

7.C.2 (date Dirichlet neomogene: ridicare $i Lax—Milgram) Fie ) Lipschitz marginit, I'p de
masurd pozitiva, up € H*(;R?) o ridicare a datei Dirichlet, f € L*(;R?) si g € L*(T'y; R3).
Se cauta u € up + V cu a(u,v) = £(v) pentru orice v € V. (a) Pundnd w = u — up, scrieti
problema pentru w si demonstrati continuitatea noii functionale. (b) Aplicati Lax-Milgram si
obtineti estimarea a priori. (c) Ardtati c& u este unicul minimizator al lui II(v) = 3a(v, v)—€(v)
pe up + V si ca solutia nu depinde de ridicarea aleasa.

Indicatie. § 7.7, § 7.8 ¢i § 7.14.

Raspuns. Problema echivalenta este

a(w,v) = l(v) := l(v) = a(up,v), veV

Prin Cauchy—Schwarz, teorema urmei si continuitatea lui a,

[E(v)] < Clv]l -
Coercivitatea da un unic w € V si

Cik

(11 + Curllgllaqeyy + M llup ).

[ull g < llupll g +
Pentruv=u+h, heV,
M(u + h) — TI(u) = ;a(h, >0 (h£0).
Doua ridicari cu aceeagi urma difera printr-un element al lui V', deci definesc aceeasi multime

afina.

7.C.3 (torsiunea Saint-Venant ca problemd Neumann: formulare variationald) Fie w C R?
deschis, marginit, Lipschitz, conex si simplu conex, sectiunea unei bare prismatice. Functia
de deplanare 1) satisface
0
AYp=0 1nw, —w = Tong — TN pe Jw.
on
(a) Deduceti forma slaba din energia de torsiune. (b) Aratati ca functionala de incarcare se

anuleaza pe constante si ci forma biliniard nu este coercivd pe H'(w); identificati nucleul. (c)



Elasticitate matematica 197

Lucrati pe subspatiul de medie zero si aplicati Lax—Milgram. Verificati ca pentru un disc
solutia este constanta.
Indicatie. § 6.15 si analogia cu problema de tractiune pura.
Raspuns.
b(w,n) = [ (e, Vi) d,

w

(n) = /(xzam — 210an) dz = /(9 (zon1 — x1m2)n ds.
Avem /(1) = 0. Nucleul lui b este multimea constantelor. Pe
HYw) = {77 c H'(w) : / ndr = O},

inegalitatea Poincaré—Wirtinger da coercivitatea, iar Lax—Milgram furnizeaza o solutie unica
de medie zero; toate solutiile din H* difera printr-o constanti. Pentru discul centrat in origine,

xony — x1ng = 0 pe frontiera, deci v este constanta.



Capitolul 8

Elastodinamica liniara, energie si propagarea undelor

Surse si orientare. Formularea energetica si metoda Galerkin sunt inspirate de tratarile
matematice din [10]; pentru propagarea undelor folosim si [15].

8.1 Problema cu valori initiale si la frontiera

Fixam de la inceput ipotezele geometrice si notarea datelor. Fie Q C R? marginit, conex, cu

frontiera Lipschitz, 0 < T < oo, si
00 =TpUTly, IpNIy=0
in sensul interioarelor relative, cu I'p de masura superficiala pozitiva. Consideram
pii — div(Ce(u)) = f in Q x (0,7), (8.1)
cu
u=0 pelpx(0,T), (Ce(u))n =g pel'ny x(0,7),

si date initiale
u(0) = uy, 4(0) = vp.

Presupunem 0 < p, < p(x) < p* < 0o si ca C(x) este marginit, are simetriile elastice si este
uniform pozitiv pe Sym(3). Pentru material izotrop omogen,

CE =2uE + Mr(E)I.

Regularitatea datelor ug, vg, f, g este precizata in teorema de existenta si in cadrul functional
de mai jos. In particular, demonstratia energeticd elementars va fi dati pentru incircarea
totald reprezentabild printr-un element din L'(0,T; H); o tractiune generald produce un

element din V* gi cere formularea duala explicitata imediat.

8.2 Existenta prin metoda Galerkin

Metoda Galerkin transforma problema cu infinit de grade de libertate intr-o succesiune de
sisteme de ecuatii diferentiale ordinare cu un numar finit de necunoscute. Ideea nu este sa
rezolvam direct problema in spatiul V', ci sa construim solutii aproximative u,, in subspatii
finite V,,, C V, sa obtinem estimari independente de m si abia apoi sa trecem la limita. Pentru

trecerea la limita vom introduce notiunea de convergenta slaba folosita in demonstratie.

198
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8.2.1 Cadrul functional, spatiile in timp si notiunea de solutie slaba

Pastram ipotezele geometrice si descompunerea frontierei fixate in sectiunea precedenta.
Punem

V={ve H(QR* : Trv=0pep}, H = L*(Q;R%).

Pentru o forta de volum f si o tractiune g pe I'y, functionalul de incarcare este

(F(t),v) = /Q<f(x,t),v(3:))dx+ (g(x,t), Trv(z)) da.

'y

Prin teorema urmei, date suficient de integrabile definesc astfel un element din V*. Avem
scufundarea densa si continua V — H. Identificind H cu dualul siu prin produsul scalar L2,
obtinem tripletul Gelfand

Vs H~H" <V
Nu vom folosi teoria abstracta a tripletelor Gelfand ca o “cutie neagra”; aceasta notatie

serveste numai pentru a indica in ce spatiu traieste fiecare termen.

Functii cu valori intr-un spatiu Banach. Daca X este un spatiu Banach, L?(0,7; X)
noteaza spatiul functiilor masurabile z(¢) cu valori in X pentru care t — ||2(¢)|| apartine
lui LP(0,T); pentru p = oo folosim norma esential suprema. Scriem C,([0,T]; X) pentru
functiile slab continue: z € C,([0,T]; X') daca ¢t — £(z(t)) este continud pentru orice £ € X*.
In demonstratie vom folosi numai aceste doud notiuni si derivata distributionald in timp,
introdusa explicit mai jos.

Densitatea satisface
0<pe <plz)<p' <o a.p.t. in €.
Pe H introducem produsul scalar de masa
(u,v) = /Qp(iv)W(if),v(fﬂ))dﬂ% lull, = {u, ).

Din ipotezele asupra lui p,

2 2 2
pe llullyy < llull, < p™ flull

deci [|-[|, si norma L? sunt echivalente.
Definim operatorul de masa M : H — V* prin

(Mw, v)y-y = (w,v), (we H, veV).
Acesta este liniar si continuu, deoarece
[(Muw, v)| < p* [Jw]ly vl < Cllwlly llvlly -

In acest fel inertia va fi scrisa corect ca (Mu)" € V*, fara a identifica In mod tacit o acceleratie
ponderata cu una neponderata.
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Pentru tensorul elastic C definim
a(w,v) = [ (C(a)e(w), e(v)) da.

Aici C(z) actioneaza liniar asupra matricei simetrice e(u), iar produsul scalar este produsul
Frobenius dintre C(x)e(u) si e(v). Presupunem simetriile elastice, marginirea lui C si existenta
lui ¢g > 0 astfel Incat

(C(z)E,E) > cg ||E|)? VE € Sym(3), a.p.t. x € Q.

Atunci
la(u,0)| < Cllully ol a(v,0) > cllly

prin Cauchy—Schwarz gi inegalitatea lui Korn. Notam cu A : V' — V* operatorul elastic
(Au,v) = a(u,v).

Definitia 8.2.1 (solutie slabd a problemei elastodinamice). Fie F' € L'(0,T;V*). O functie
u este solutie slaba daca

u € L>(0,T;V), w € L>(0,T; H), (M) € L0, T;V*),
si
(M) (t) + Au(t) = F(t) in V* pentru a.p.t. t € (0,7). (8.2)
Echivalent, pentru orice v € V/,

d, .
g (), v)p +alu(t), v) = (F(t),v)
in sensul distributiilor in timp. Datele initiale vor fi intelese prin reprezentantii slab continui

construiti mai jos.

In demonstratia energetica explicitd vom presupune
FeL'Y(0,T;H) c L'(0,T;V*).

Aceastd ipotezd acoperi, de exemplu, o fortd volumica f € L'(0,T; L?). O tractiune generald
g pe I'y produce, prin operatorul de urma, un functional din V*; teoria abstracta poate trata
astfel de date, dar estimarea elementara de mai jos, in forma in care o prezentam, foloseste
norma H. Nu vom pretinde c& rezultatul demonstrat pentru F' € L'(0,T; H) acopera automat

orice Incarcare de frontiera.
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8.2.2 Alegerea spatiilor Galerkin

Alegem wy, ws, - -+ € V liniar independente astfel incat
v
Vi := span{wy, ..., wn,}, UV =V
m>1
Cum V este dens in H, putem alege proiectii initiale
Uom € vm; Vom € me
cu
Ugm — Ug In V, Vom — Vo In H.
Cautam .
U () = 3 d™ (). (8.3)
j=1
Impunem pentrui=1,...,m

(T, W) p + AU, w;) = (F,w;) .
Inlocuind dezvoltarea obtinem sistemul finit
M,,d™ + K,,d™ = f,., (8.4)
unde

(Min)ij = (wj, wi)p, — (Kn)ij = a(w;, w;), (fm)i = (F,wi) .

Pentru £ € R™ si ve = 3, §wy,
T 2 2
& M€ = |lvell, = ps llvell}y -

Daca £ # 0, atunci ve # 0 prin independenta lui w;, deci M,, este simetrica pozitiv definita si
inversabila. Sistemul poate fi scris ca

d™ = MY (frn — Kpd™).

Pentru f,, € L'(0,T;R™), teoria standard a sistemelor ODE liniare cu termen liber integrabil
furnizeazi o unicd solutie cu d™ si d™ absolut continue pe intervalele compacte. Nu vom
folosi rezultate mai fine din teoria ODE; estimarea de energie urmatoare furnizeaza controlul

uniform n m.

Un exemplu concret de spatii Galerkin. Pentru bara unidimensionala fixata la capete,
V = H}(0, L) si putem lua
jmx

wj(x) = sin = Vin = spanf{wy, ..., w,}.
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Aceste functii sunt modurile proprii ale operatorului axial. Pentru densitate si modul Young
constante, ortogonalitatea sinusurilor face matricile de masa si rigiditate diagonale, iar sistemul
Galerkin se decupleaza in m oscilatori armonici. In acest exemplu metoda se vede cel mai
simplu; cazul tridimensional general pastreaza aceeasi logica, dar nu mai este diagonal in baza

aleasa arbitrar.
8.2.3 Identitatea de energie discreta, pas cu pas
Alegem ca test Uy, (t) € Vi

<dm7 um)p + a(uma um) - <F7 um>H

Deoarece p nu depinde de timp,

i ) = = i
Simetria lui a da g1
(U, Upy) = aia(um, Up,).-
Definim ) )
En(t) = o (D2 + 5ut(6), (1)),
Atunci

B, () = (F(#), () 1 (8.5)

Prin Cauchy—Schwarz si echivalenta normelor,
B (O] < NFO g lam @)l < CUF O Bm(8)2.

Pentru Y,, = (E,, + )2, cu ¢ > 0, evitdm Tmpartirea prin zero si obtinem

E! (t)
Y ()= —"2— < C||Ft)], .
Integram, apoi lasam ¢ | 0:
Sup En(t)/2 < B(0)2 4+ C|F | s gy (5.6)

0<t<T

Cum ug,, — up In V si vy, — v In H, energiile initiale sunt uniform marginite. Coercivitatea
lui a si p > p, dau

SIWILP ( HUmHLoo(o,T;V) + ”umHLOO(O,T;H)) < 0. (8.7)

8.2.4 Compactitatea slab-x gi identificarea derivatei in timp

Inainte de a folosi convergenta slabd si slab-x, fixiim precis sensul lor in acest capitol. Daci
X este un spatiu Hilbert, scriem

Zm — 2z In X
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daca
(zm, §)x — (2,&)x  VEEX.

Pentru functii esential marginite cu valori in X, scriem
* ~
Zm — 2z In L2(0,T; X)

daca
/OT(zm(t), O(t))y dt —s /OT(z(t), O(t))xdt VP e LY(0,T; X).

Aceasta este topologia slab-* folosita pentru L>=(0,T; X) in dualitate cu L'(0,T; X). Cum
spatiile V' si H sunt Hilbert separabile, teorema Banach—Alaoglu, impreuna cu separabilitatea
spatiului predual, implica faptul ca orice gir marginit in L>(0,T; X)) admite un subsir slab-x
convergent. Nu avem nevoie aici de teoria generala a topologiilor slabe; folosim numai aceasta
caracterizare prin testare integrala.

Astfel, din estimarile uniforme, dupa extragerea unei subsecvente,
Uy —u  In L0, T;V), U — v in L0, T; H).

Aratam ca v = 4. Pentrun € C°(0,7) si ¢ € H,

T T
| tams @) dt = = [ (it @) .
0 0

Trecand la limita,
T T
[ tw bt dt = = [0, 0yt

Aceasta este definitia derivatei distributionale, deci v = %. In particular u € W>(0,T; H) si

are un reprezentant continuu v € C([0,T]; H).

8.2.5 Trecerea la limita in ecuatia Galerkin
Fixam k si m > k. Pentrun € C°(0,7),
T T T
—/0 (ﬂm,wk>pn'dt+/0 a(um,wk)ndt:/o (F, wy)yn dt.

Primul termen trece la limita prin convergenta slab-x a lui @, in L>(H); al doilea prin
convergenta slab-* a lui u,, In L>(V') si continuitatea lui a(-, wy). Obtinem

T T T
—/0 (u,wk>pn/dt+/0 a(u,wk)ndt:/o (F,wy)yn dt.

Prin densitatea lui U,, V,, In V, identitatea este valabila pentru orice w € V. Ea se scrie

(Mu) + Au=F inD'(0,T;V*).
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Cum Au € L>(0,T;V*) si F € LY0,T; H) C L*(0,T;V*), rezulta de fapt

(M) € L0, T;V*). (8.8)

8.2.6 Continuitatea slaba si recuperarea datelor initiale
Inainte de a scrie 1(0) trebuie si justificim ca aceasta valoare are sens.

Lema 8.2.2 (continuitatea slabd a vitezei). Dacd w € L*>(0,T; H) si (Mu) € LY(0,T;V*),
atunci uw admite un reprezentant in Cy,([0,T]; H).

Demonstratie. Pentru orice v € V', functia
t— (u(t),v), = (Mi(t), v)

are derivata in L'(0,T') si este deci absolut continud. Astfel ea are un reprezentant continuu.
Fie acum h € H. Alegem v; € V cu v; — h in H. Din marginirea uniforma a lui @ in H si

echivalenta normelor,
sup [(a(t), h = vj)pl < Clltl] oo 1y 1o = sl = 0.

Prin urmare ¢ — (1(t), h), este limita uniforma de functii continue si este continua. Produsul

(-,-), este echivalent cu produsul H, deci aceasta este exact continuitatea slaba in H. O]
Mai inti observam ca @ € L*(0,T; H) implici u € W1*°(0,T; H) C C([0,T); H), deoarece
t . .
Ju(t) = uls)lly < / [a(m)ll g dr < (|l poo gy £ = 5] -

Din u € L*(0,T; V) si aceasta continuitate tare in H rezulta u € C,([0,T]; V): daca t; — t,
orice subsir al lui u(¢;) are, prin marginirea in V', un subsir slab convergent in V'; scufundarea
continua V' < H gi convergenta tare in H identifica orice asemenea limita cu wu(t).

Pentru pozitia initiala pornim de la

(1) = 1t + /Ot i () ds.

Trecerea la limita in dualitate cu orice ¢ € H da

(u(t), b = (a0, )+ [ (is), 6} ds,
deci u(0) = up.

Pentru viteza initiald alegem w € U,, Vi, i n € C([0,T]) cu n(T) = 0. Integrarea prin
parti a ecuatiei Galerkin da

T T T
—/O <um,w)p'r]’dt+/0 a(um,w)ndt:/o (F,w)gn dt 4+ (vom, w) ,m(0).
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Trecem la limita. Pe de alta parte, deoarece M1 are un reprezentant continuu in V*, integrarea
prin parti a ecuatiei-limita produce (Mwu(0), w)n(0) = (u(0), w),n(0). Comparand,

(w(0) — vo,w), =0 Yw € |J V.

Densitatea in H si echivalenta produsului de masa cu cel L? implica

4(0) = vo.

8.2.7 Unicitatea solutiei slabe: testul integrat in timp
Fie w1, us doua solutii cu aceleasi date si w = u; — us. Atunci

(M) + Aw =0,  w(0) =0, @i(0)=0.

Nu putem testa direct cu w, deoarece w apartine a priori numai lui H. Fixam s € (0,7 si

punem

AﬂZ[wWMT(mgg@.

Atunci 2 € WH>(0,s;V), 2(s) = 0 si 2 = —w. Prin aproximarea in timp a lui z cu functii
netede cu valori in V', este legitim sa folosim z ca test integrat. Obtinem

AWWM%@&+A%W@MLJL

v

Integrarea prin parti in primul termen, folosind z(s) = 0 si w(0) = 0, da

/OS<(Mw)’,z> dt = — /Os<w,z>pdt

unde w(0) = 0. Pentru termenul elastic,

/Sa(w,z)dt:—/sa(z‘,z)dt
0 0
1 /s d 1

=5 || ge(z2)dt = Sa((0),2(0)).
Prin urmare . .
5 )+ 5a(=(0),2(0)) = 0.

Ambii termeni sunt nenegativi, deci w(s) = 0. Cum s este arbitrar, w = 0.

Teorema 8.2.3 (existenta si unicitate pentru elastodinamica liniard). Fie Q C R® mdrginit,

conezx, cu frontierda Lipschitz, U'p C 02 de masurd pozitiva si 0 < T < co. Presupunem
up €V, vy € H, Fel'0,T;H),

0 < ps < p<p* < oo, tar C este marginit, are simetriile elastice si este uniform pozitiv pe
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Sym(3). Atunci existd o unica solutie slaba in sensul Definitiei 8.2.1, cu
u € L=(0,T:V) N Cu([0, TT; V), e L0, T H) N Cyu([0,T); H),

(M) € L0, T; V*), u(0) = up, (0) = vp.
In plus,

sup (fu®lly + [0l ) < € (olly + ool + 113 0)

unde C' depinde de py, p*, de constantele de elasticitate, de Korn si de ), dar nu de aproximatia

Galerkin.

8.3 Bilantul energiei

Presupunem mai intai ca solutia este suficient de regulata pentru ca 4 sa poata fi folosita

drept functie-test. Pornim de la forma slaba

/Q/)(i'c,v) da:+/Q<Ce(U),e(v)>dx:/Q(f,v) d$—|—/FN<g’U> da.

Alegem v = . Primul termen se scrie

d (1 12
APWWMx—ﬁ(ZLNW|W)

deoarece 9y ||a)|* = 2(ii, ). Pentru termenul elastic folosim e() = dye(u) si simetria formei
elastice:

/Q<<Ce<u>,e(u)> dr = jt (; /Q (Ce(u), e(u)) dx) .

Prin urmare, daca

£6) = 5 [ ol dr+ 5 [ (Cefw(t)), efu(t))) dr,

atunci

e = [(riyde+ [ (gidda (8.9)

Membrul drept este puterea instantanee a fortelor exterioare. Daca f =0 si g = 0, rezulta

E(t) =£(0).
8.3.1 Forma locala a bilantului energiei
Aceeasi relatie poate fi vazuta local. Ecuatia tare este

pii —dive = f, o = Ce(u).

Luam produsul scalar cu u:
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Pentru termenul cu tensiunea folosim, componenta cu componenta,

div(aTU) == 8](0'13114)
= (8]0'1])1% + O'Z'jajai

= (divo,u) + (o, V).

Cum o este simetrica, partea antisimetrica a lui Vi nu contribuie, deci

(0, Vi) = (o, e(i2)) = O, (;(Ce(u), e(u>>> |

De asemenea,
Loy P2
piiy i) = 0, (5 i)

Rezulta

P .2 1 . T.\ .
o |2 —|—2(Ce(u),e(u)>} — div(oTa) = (f, ). (8.10)

Daca integram aceasta identitate pe 2 si aplicam teorema divergentei, termenul de frontiera

/m<an, u) da.

Pe I'y avem on = g, iar pe partea Dirichlet omogena avem % = 0. Se recupereaza exact

devine

(8.9). Astfel forma locala si cea globala nu sunt doud principii diferite, ci aceeasi relatie scrisa
punctual, respectiv integrat.

Unicitatea. Pentru solutia slaba, unicitatea a fost demonstrata deja in Teorema 8.2.3 cu o
functie-test integrata in timp. Identitatea de energie de mai sus este folosita direct numai la
regularitatea la care testul v = @ este admisibil.

8.4 Unde plane, tensorul acustic si modurile P/S

Pentru un material izotrop omogen,
o(u) =2pe(u) + X divu 1.
Coeficientii sunt constanti, iar

(div(2ue(u)))i = 0;((9ju; + Ojuy))
= pAu; + po;(divu).

Prin urmare, in absenta fortelor de volum,

puy = pAu + (A + p)Vdivu. (8.11)
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Cautam o unda plana sub forma partii reale a cAmpului complex
u(x,t) = aeFno=—wh, In|l=1, k>0.

Vectorul n da directia de propagare, iar a polarizarea. Calculam separat cei trei termeni din
(8.11). Avem
Vu=ika@nel"), divu = ir(a,n)e't),

Au= —r2aet), Vdivu = —k*(a,n)n e, wy = —w?a et

Dupa substitutie, factorul exponential nenul se simplifica. Daca notam ¢ = w/k, raméane
pcta = pa+ (A + p){a, n)n.

Definim

Qn)=pl+ A+ pnen|

Ecuatia undei plane este deci problema proprie
Q(n)a = pcla.
Descompunem polarizarea in partea paralela si partea ortogonala pe n:
a=a|+al, a) = (a,n)n, (a;,n)y =0.

Pentru qy,
Q(n)ay = A+ 2p)ay,

[A+2p
Cp = .
p

Q(n)ay = pay,

_W
Cg = -
P

Subspatiul nt este bidimensional, de aceea existd doua polarizari transversale independente

si obtinem viteza longitudinala

Pentru orice a; € n*,

deci

cu aceeagi viteza cg.

—————————————= directia de propagare

unda P: deplasare paralela cu propagarea

P+t r ottt

unda S: deplasare transversala
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8.4.1 Separarea longitudinala si transversala pentru campuri gene-
rale

Calculul cu unda plana descrie modurile elementare. Pentru un caAmp general, separarea
longitudinala—transversala se obtine aplicand operatorii care selecteaza cele doua componente.
Aplicand mai intai divergenta in (8.11) obtinem

pOu(divu) = (A4 2u)A(div u).

Asadar dilatarea divu satisface o ecuatie scalara a undei cu viteza cp. Aplicand rotorul si
folosind curl Vg = 0,
p Ox(curlu) = pA(curlu),

deci partea de rotatie locala se propaga cu viteza cg.
Pe R?, pentru cAmpuri suficient de regulate si cu decidere adecvata la infinit, descompu-
nerea Helmholtz scrie
u=Vo+curl ¥, div¥ = 0.

Prima parte are rotor nul, iar a doua are divergenta nula. Daca introducem up = V¢ in
(8.11), rezulta

V(¢ —chAg) =0.

De aici nu rezulta imediat ca paranteza este zero: rezulta numai ca ea nu depinde de z. Exista

deci o functie a(t) astfel incat
b — cAAP = alt).

Alegem h cu h'(t) = a(t) gi definim ¢ = ¢ — h(t). Cum VAh(t) = 0, avem V¢ = Vo, deci
deplasarea nu se schimba, iar

o — CQPAQE =0.
Pentru partea solenoidala ug = curl ¥, relatia divug = 0 reduce direct (8.11) la
7:65 — C%AUS =0.

Aceste doua ecuatii sunt versiunea in spatiul fizic a celor doua spatii proprii ale tensorului

acustic: directia span{n} si planul n'.

Exemplul 8.4.1 (estimarea modulelor din vitezele undelor). Daca densitatea p si vitezele

cp, cs sunt cunoscute, atunci formulele de mai sus pot fi inversate:

p=pcs A= plch—2c).

Astfel masurarea timpilor de sosire ai undelor longitudinale si transversale ofera, in modelul
izotrop omogen, informatie despre constantele elastice.
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8.5 Problema unidimensionala a barei si formula lui

d’Alembert

Pentru o bara omogena subtire consideram numai deplasarea longitudinala v = u(x,t).
Modelul unidimensional conduce la

PU = Ey gy,

Punem

si obtinem ecuatia undei

Ut — gy = 0.
Pentru a o integra introducem coordonatele caracteristice
E=x—ct, n = x + ct.
Daca privim u ca functie de (§,n), regula lantului da
Oy = —Og + cOy, Oy = O¢ + 0y,
Aplicand de doua ori acesti operatori,
Uy = 02u5§ — 202u5,7 + CQUW,

Cligy = Cuge + 2¢%ugy + iy

Prin scadere,

Ut — CUgy = _402“&7-

Ecuatia devine deci

u§n =0.

Integram mai intai in raport cu 7:

ug(§,m) = A(§)-

O a doua integrare da

u(&n) = f(&) +g(n),
adica
u(z,t) = f(x —ct) + gz + ct).

Presupunem acum date initiale

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = vo(x).
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Lat =0,
f(@) + g(x) = uo(x).

Derivand solutia generala in timp,
u(x,t) = —cf'(x — ct) + cg'(x + ct),

de unde
—cf'(x) + cg'(x) = vo().
Derivam si prima relatie:
f'(@) +g'(x) = ug().
Rezolvand sistemul pentru [ si ¢/,

f/ 1 !/ 1 / 1 /! + 1
= —uy — —p g = —ug + —p.
20 2c7 20 2
Dupa integrare, constantele se combina intr-o singura constanta care se anuleaza in suma

f(z —ct) + g(z + ct). Rezulta formula lui d’Alembert:

w(z, 1) = ;[uo(az —ct) + ol + ct)| + o /M vo(s) ds.

C Jx—ct

Verificam separat cele doua date initiale. Pentru ¢ = 0, capetele integralei coincid, deci

1
u(z,0) = §[UO<I) + ug(z)] = up(x).
Pentru viteza initiala derivam intreaga formula. Regula lantului si regula Leibniz dau
C / !/
u(z,t) = 3 [—uo(x —ct) + uy(z + ct)}

+ ! [cvo(x—l—ct)—l—cvo(x—ct)]

2¢

Punéand ¢ = 0, primul termen se anuleaza, iar al doilea devine

1
5 [vo(@) + vo()] = vo(x).

Prin urmare w;(z,0) = vo(x).
Formula arata gi propagarea cu viteza finita: valoarea u(z,t) depinde numai de datele
initiale din intervalul
[z — ct,z + ct].

Pentru teoria clasica a ecuatiei undei vezi [15].
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8.6 Vibratiile proprii ale unei bare finite

Consideram ecuatia

Uy — Cllpy = 0
pe intervalul (0, L), cu capetele fixate,
u(0,t) = u(L,t) = 0.
Cautam mai intai solutii separate
u(z,t) = X(x)T'(t).
Prin substitutie,
X(2)T"(t) — X" (2)T(t) = 0.

Pentru o solutie separata nenula, pe intervalele pe care X gi T' nu se anuleaza, putem imparti

prin ¢2XT si obtinem
T//(t) B X”(.T)

AT X(x)

Membrul stang depinde numai de ¢, iar cel drept numai de z; egalitatea pentru toate x,t

este posibila numai daca ambele sunt egale cu o constanta. Pentru modurile oscilante scriem
aceasta constanta sub forma —x?2, cu k > 0. Rezulta

X"+ k2X =0, T" + Zk*T = 0.

Conditiile la capete devin

Solutia generala a ecuatiei spatiale este
X(x) = Asin(kz) + B cos(kx).

Din X (0) = 0 rezulta B = 0. Pentru o solutie nenuld avem A # 0, iar a doua conditie impune

sin(kL) = 0.
Prin urmare
nm
Rp = —/, n = 17 27 )
L
si putem lua
nmx
X, (x) =sin —.
() =sin "7
Ecuatia temporala devine
nme
T 4+ T, =0, wn:crin:%,
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cu solutia
T, (t) = Ay cos(wpt) + By, sin(wyt).
Astfel fiecare mod propriu are forma

un(x,t) = (A, cosw,t + By, sinwyt) sin n—zx

Pentru date suficient de regulate, solutia se dezvolta in seria

u(z,t) = Z (A, coswpt + By, sinw,t) sin Lzac

n=1
La t =0 avem

up(z) = Y A, sin ?,
n=1

iar derivarea in timp da

o
vo(x) = Z wy, By, sin ?
n=1

Ortogonalitatea functiilor sinus pe (0, L) furnizeaza

2 L . nrr 2 L )
An:z/o uo(:c)sde:L‘, B, /Ovo(x)sdeac.

- Lw,,

nmx

Completitudinea sistemului {sin(n7z/L)},>; in L?(0, L) justifica dezvoltarea datelor initiale.

Ortogonalitatea explica si de ce, In acest model liniar, energia totala se descompune in suma

energiilor modale, fiecare mod evoluand independent.

8.7 Frecventele proprii ale unei bare fixate-liber

Pastram ecuatia axiala
B » By
PUt = Ly Ugy, c = p )

dar schimbam conditiile la capete. Capatul z = 0 este fixat, iar la x = L efortul axial este nul:

u(0,t) =0, Eyu,(L,t) = 0.

A doua conditie rezulta din relatia unidimensionala o = Fyu,: o sectiune terminala libera nu

transmite forta axiala, deci o(L,t) = 0.

Separarea variabilelor u(x,t) = X (x)T(t) este aceeagi ca pentru bara fixata la ambele

capete. Partea spatiala satisface
X"+ kX =0,

iar partea temporala este un oscilator cu frecventa w = ck. Diferenta apare numai in conditiile

pentru X:
X(0)=0, X'(L) = 0.

Din forma generala a solutiei spatiale, calculata in sectiunea precedenta, conditia X (0) = 0
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elimina termenul cosinus. Putem scrie direct
X(z) = Asin(kz), X'(x) = Ak cos(kz).
Pentru un mod nenul, A # 0 si k > 0. Conditia X'(L) = 0 devine
cos(kL) = 0.
Radacinile pozitive sunt

,%L:@”;UW,

(2n — )7 (2n— )7 |Ey
Fin = | |wn= | — |
2L 2L p

Modurile proprii pot fi alese sub forma

n=12...,

deci

Xp(x) = sin(kpx).

Pentru bara fixata la ambele capete am obtinut ,, = nm/L; aici multiplii impari ai lui 7/(2L)
provin din conditia Neumann de la capatul liber.

8.8 Dispersia intr-un model cu gradient de deformare

In elasticitatea clasici omogend, viteza undelor plane nu depinde de lungimea de undi. Pentru

a vedea cum apare dispersia, consideram in 1D energia

1
E(w) = 5 /R (Cu? + Ha,)de, C>0, H>0,

si energia cinetica
1
K(a) = 7/ pu? d.
2 Jr
Actiunea este

S = [ YK (@) — £(u))dt.

to
Pentru o variatie u + €7, cu variatiile necesare nule la capetele intervalului temporal si la

frontiera spatiala,

- //(_putt + Cigy — Huxmx)n dxdt.

In termenul cu C' am integrat o datd prin parti in spatiu, iar in termenul cu H de doud ori.
Principiul lui Hamilton da
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Pe un interval finit, ordinul patru in spatiu cere doua conditii la limita la fiecare capat; forma
lor depinde de modul in care se prescriu deplasarea, panta sau eforturile generalizate.

Pentru ansatz-ul
u = ei(fil‘—wt)’ k€ R,
obtinem
C+ Hk?
pw? = CK* + Hr?, w(k) = |k ———.

Pentru x > 0, viteza de faza este

o (x :w(/-i): |C + Hk?
ph() P P )

_dw C +2HkK?

iar viteza de grup este

CQ(’{) - % \/m

In general ¢y 7 Cpn: pachetul de unde si fazele sale nu se deplaseaza cu aceeasi viteza. Modelul
ales este rigidizant, iar cpp(k) — 0o cand |k| — oo; prin urmare modelul nu trebuie extrapolat

fara rezerve la lungimi de unda arbitrar de mici.

8.9 Probleme pentru seminar

1. Deduceti identitatea de energie pentru conditii Dirichlet omogene.

2. Aratati unicitatea folosind energia diferentei a doua solutii.

3. Derivati ecuatia algebrica pentru unda plana si identificati polarizarile P gi S.
4. Calculati c¢p/cg in functie de coeficientul Poisson v.

5. Pentru o bara cu capete fixe determinati frecventele proprii.

6. Explicati de ce pozitivitatea tensorului acustic este legata de realitatea vitezelor de

unda.

8.10 Exercitii rezolvate

Problema 8.10.1 (energia unei unde unidimensionale). Pentru ecuatia barei puy — Eug, = 0,

definiti energia
E(t) = 1/L (pu2 + EUQ) dx
2 0 t x :
Aratati formal ca £'(t) = 0 pentru conditii care anuleaza fluxul la capete.

Rezolvare. Derivam sub integrala:

L
E't) = /0 (pusuy + Eugug)d.
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Din ecuatie, puy = Eug,. Atunci

L
E't) = E/ (UgUgy + Uglye)d.
0

Integram primul termen prin parti:

L L
/0 Upll o dT = [Ugtiy | —/0 Upg Uy dT.
Termenii integrali se anuleaza, deci
/ o L
E'(t) = Fluyu,ly-

Daci v = 0 la capete, atunci u; = 0 acolo; daca capatul este liber, u, = 0. In ambele situatii

fluxul este zero si energia se conserva.

Problema 8.10.2 (vitezele undelor P si S). Pentru material izotrop liniar cu densitate p,
scrieti vitezele undelor longitudinale gi transversale.

Rezolvare. Din ecuatia Navier dinamica,

puy = pAu + (A + p)Vdivu,

A+ 2u I
Cp = s Cs = — |
V. » \ »

Unda P este asociata componentei longitudinale, iar unda S componentei solenoidale.

rezulta

Problema 8.10.3 (unda plana longitudinald). Fie u(z,t) = a f({n,z) —ct) cu a || n. Aratati

ca ecuatia elastodinamica impune ¢ = cp.
Rezolvare. Notam s = (n,x) — ct. Atunci
uy = caf’(s), Au=af"(s),
lar
divu = ({a,n)) f'(s), Vdivu = ({a,n))nf"(s).

Cum a = an, membrul drept devine

[+ A+ @]af” = (A +2u)af”.

Prin urmare
pc® = X+ 2p,

deci ¢ = ¢p.

Problema 8.10.4 (identificarea constantelor Lamé din vitezele undelor). Intr-un material
izotrop omogen de densitate p, se masoara vitezele cp si cg ale undelor longitudinale si
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transversale. Determinati p si A si formulati conditia pe cp, cg corespunzatoare lui A +2u > 0

sip > 0.
Rezolvare. Din
2 _ M 2 _ At 2u
Cg = —, Cp =
P P
rezulta direct
p=pcgl A= p(ch—25)|

Conditia g > 0 este echivalenta cu cg > 0, iar A + 2 > 0 este echivalenta cu cp > 0. Daca
cerem in plus pozitivitatea energiei pe toate deformatiile simetrice, 3\ + 2u > 0, obtinem

3p(ch —2¢%) +2pck >0 <= |3c% > 4ch.
P s s P s

Exercitiul arata ca masurarea celor doua viteze determina cele doua constante Lamé ale

modelului izotrop.

Problema 8.10.5 (formula lui d’Alembert). Verificati ca
ulw,t) = f(z— ct) + glw + ot

rezolva ecuatia uy — 2y, = 0.

Rezolvare. Derivam:
u = —cf'(x — ct) + cg'(x + ct),

uy = f'(x — ct) + 9" (x + ct),

si
Uz = [ (x — ct) + g"(x + ct).

Prin urmare u; = c*ug,.

Problema 8.10.6 (coeficienti modali pentru o bara fixata la ambele capete). Pentru bara
0 < x < L cu capete fixe, luati

up(z) = z(L — x), vo(z) = 0.
Determinati coeficientii modali A,,, B,, din dezvoltarea in sinusuri.

Rezolvare. Pentru capete fixe,
nmwx

u(z,t) = Z (An cos wyt + B, sin wnt) sin -
n>1

Cum vy = 0, avem imediat B,, = 0. Pentru deplasarea initiala,

nmwx

9 (L
An:Z/o a:(L—x)siana:

_ A (1= (=1)").

m3n3
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Prin urmare

SL? )
———, n impar

A, = { mn¥’ P B =
0, n par,

Simetria datelor initiale fata de x = L/2 explica disparitia modurilor pare.

Problema 8.10.7 (bara cu ambele capete libere). Determinati frecventele proprii pentru o
bara omogena pe (0, L) cu conditii de efort axial nul

uz(0,t) = u, (L, t) = 0.

Identificati modul rigid.

Rezolvare. Cautam v = XT'. Ecuatia spatiala este
X"+rX =0, X'(0)=X'(L)=0.
Solutia generalda X = Acoskz + Bsinkz da din X'(0) = 0 relatia B = 0. Apoi
X'(L) = —Axsin(kL) = 0.

Pentru x > 0, rezulta x, = nw/L,n=1,2,... sl

nwx nmc
Xn(x) = COS T, Wn = T

Exista insa si solutia kg = 0, pentru care X este constanta si wy = 0. Acesta este modul rigid

de translatie al barei: nu produce deformatie si, prin urmare, nu are energie elastica.

Problema 8.10.8 (aproximatie Galerkin cu un singur mod si rezonanta). Fie wy € V
normalizat in produsul de masa, (wy,w), = 1, si presupuneti ca

a(wy,v) = wilwy,v), Vv e V.

Pentru o incarcare armonica F(t) = Fy cos(2t) Mw;, cautati aproximatia u,(t) = q(t)w; si

determinati ecuatia scalara pentru q.

Rezolvare. Introducem u; = qw; in formularea slaba si testam cu w;. Termenul de inertie
este

(tiy,w1), = G (w1, w1), = §.

Termenul elastic este

a(uy,w) = qalwy,wy) = w%q.

Jar Incarcarea da
(F(t),wy) = Fycos(Q2)(wy, w), = Fycos(Qt).

Prin urmare

G+ w?q = Fycos(Qt).
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Pentru conditii initiale nule si Q # wy,

q(t) = LL)%]iogp(cos(ﬂt) - cos(wlt)).

Cand Q = wy, trecerea la limita sau metoda rezonantei da un termen proportional cu ¢ sin(w;):

amplitudinea nu mai ramane uniform marginita in modelul nedisipativ.

Problema 8.10.9 (unicitatea solutiei slabe). Fie uy,us doua solutii slabe ale problemei
elastodinamice, cu aceleasi date initiale si aceeasi Incarcare. Aratati ca u; = uy fara a folosi
testul nejustificat v = w.

Rezolvare. Punem w = u; — ue. Atunci

Testarea formei integrate cu z si integrarea prin parti in timp dau

1 5 1

5 ()2 + Sa(:(0), 2(0)) = 0.

Ambii termeni sunt nenegativi, deci w(s) = 0. Cum s este arbitrar, w = 0 pe [0,7]. Testul
integrat in timp evita folosirea lui w ca functie-test, lucru care nu este justificat la regularitatea

slaba disponibila, deoarece w apartine a priori numai lui H.

Problema 8.10.10 (model dispersiv cu gradient). Pentru

Pl — Cu:m: + Huxxzm = 07 H > Oa

cautati solutii armonice u = gilrz—wt

) si determinati relatia de dispersie.

Rezolvare. Derivatele sunt

Uy = —w?u, Uy = — KU, Uggzw = KU
Inlocuind,
—pw*u + Cr*u + Hk'u = 0.
Pentru u # 0,
C H
w?= =k =kt
P P

Prin urmare

o (x :w(n): |C + HK?
Ph( ) ‘Ii| P) )

care depinde de numarul de unda. Modelul este deci dispersiv.
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8.11 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

8.A.1 (vitezele undelor P ¢i S) Un mediu elastic izotrop omogen are A = 16 GPa, u = 8 GPa
si p=2000kg/m3. (i) Calculati cp si cg. (ii) Calculati v si verificati

cp 2—2v

cs  \1—=20

(iii) Precizati polarizarea fiecarei unde si multiplicitatea valorii proprii corespunzatoare a
tensorului acustic.

Indicatie. Folositi

A+ 2
cr= 22 csz\/f, Q) = pul + (A + ) @n.

Raspuns.
cs =2000m/s,  cp=4000m/s, L =2
cs
De asemenea,
B A 1
S 2A+p) 3

si identitatea ceruta este verificata. Pentru unda P, a || n si valoarea proprie \ + 2u este

simpla; pentru unda S, a L n si valoarea proprie p este dubla.
8.A.2 (bara libera-liberd: moduri proprii) Pentru bara omogena

Pl = EYuarxa S (0> L)7
cu u,(0,t) = ux(L,t) = 0: (i) determinati functiile proprii X, si pulsatiile w,,; (ii) identificati
modul de pulsatie nula si interpretati-l mecanic; (iii) pentru L = 2 m, Ey = 200 GPa,
p = 8000kg/m? calculati ¢, w; si f1 = w;/(27).
Indicatie. Separarea variabilelor conduce la X” + kX = 0; conditiile Neumann selecteaza

functiile cosinus.

Raspuns.

Modul n = 0 este translatia rigida a barei. Numeric,

¢ =5000m/s, wy = 25007 rad /s ~ 7854 rad /s, f1 = 1250 Hz.

8.A.3 (formula lui d’Alembert cu date discontinue) Pe R se considera

Upp — Uy = 0, U(l’, 0) =0, Ut(flf, 0) = ’(J()(l’),
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unde
L, |z| <1,

0, |z|>1.

(i) Scrieti solutia d’Alembert. (ii) Calculati «(0,¢) pentru ¢t > 0. (iii) Calculati u(3,1) si
interpretati rezultatul prin propagarea cu viteza finita.

Indicatie.
1 1 faott
u(z,t) = f[uo(x —t) +up(x + t)} + f/ vo($) ds.
2 2 Jo—t
Raspuns.
1 rztt 1
u(z,t) = 3 vo(s) ds, u(0,t) = 5 [—t,t] N (—1,1)| = min{t, 1}.
z—t

Pentru (z,t) = (3,1), intervalul de dependenta este [2,4], disjunct de suportul lui vy; prin
urmare u(3,1) = 0.

Nivelul B
8.B.1 (echipartitia energiei si fluzul pentru o unda pland) Fie
U(I,t) :af(<n,x) _Ct)v HnH - ]-7

intr-un mediu izotrop omogen, fara forte de volum. (i) Pentru a = an, calculati densitatile de
energie cinetica si elastica gi aratati ca sunt egale. (ii) Repetati pentru a L n. (iii) Calculati
fluxul —ou gi aratati ca este c€n, unde £ este densitatea totala de energie.

Indicatie. Folositi e(u) = sym(a ® n) f’ si relatia tensorului acustic
pcta = pa+ (A + p)({(a,n))n.

Raspuns. Pentru unda longitudinala,

1

QB (12 = Loetw).

Play? =
2 2

Pentru unda transversala,

In ambele cazuri,
£=pcllal*(f)?,  —ou=cén.

8.B.2 (viteza de fazd si viteza de grup in modelul cu gradient) Pentru

Py — Cgy + Htgprw = 0, C>0  H>O0,
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i) scrieti relatia de dispersie si viteza de faza c,,(k); (ii) calculati ¢, = dw/dk si aratati
p g

cg(k)  C+2HFE?
con(k) O+ HE?

> 1 (k #0);

(ili) cu £ = \/H/C, dezvoltati ¢, pentru k¢ < 1.

Raspuns.
k2
pw? = CK* + HK*, con(k) = chka.

C + 2HE?

Jo(C + HE?)

Prin urmare raportul cerut este mai mare decat 1 daca k # 0. Mai mult,

Pentru k > 0,
cg(k) =

con(k) = coy/1 + (k)2 = ¢q [1 + ;(W + 0((/{5)4)} . o= \E

8.B.3 (reflexia unui puls la un capat fix si la un capdt liber) Se considera semibara z > 0,
Ut — gy = 0, cu u(z,0) = ug(r), u(z,0) = 0, unde uy are suport compact in (0, 00). (i)
Aratati ca pentru u(0,t) = 0 se foloseste prelungirea impara a lui ug, iar pentru u,(0,t) =0
prelungirea para. (ii) Descrieti schimbarea de semn a pulsului reflectat pentru deplasare si
deformatie. (iii) Verificati ca fluxul de energie prin x = 0 este nul.
Raspuns. Daca ug este prelungirea impara, respectiv para, atunci

u(z,t) = ;[ﬂo(:ﬁ —ct) + Up(x + ct)}, x> 0.

La capat fix, deplasarea se reflecta cu schimbare de semn, iar u, fara schimbare de semn. La
capat liber, deplasarea se reflecta fara schimbare de semn, iar wu, 1si schimba semnul. Fluxul
este

— BEyvusu, =0
=0

n ambele cazuri.

Nivelul C
8.C.1 (Galerkin spectral pe bara: matricile M si K ) Fie
puy — Eyug, = F(z,t), u(0,t) = u(L,t) =0,
si Vo = span{wy, wy}, w;(z) = sin(jrz/L). (a) Calculati
L L
M;; = / pw;w; dz, K;; = / Eywyw; dx
0 0

si scrieti sistemul Galerkin. (b) Pentru F' = 0 si viteza initiala nula, rezolvati sistemul. (c)

Scrieti identitatea de energie discreta si explicati de ce cele doua moduri sunt reproduse exact.



Elasticitate matematica 223

Raspuns.

pL EyL /jm\>?

Mij =0, Ky =—— (L) 0ij.

Astfel,

9 in [By

dj + w?d; :p—ij(t), W =T =12
Pentru F' =0,
9 (L
d;(t) = d;(0) cos(wjt), d;(0) = 57 up(z) sin % dz,
0

Energia discreta este

si fiecare termen se conserva separat. Exactitatea apare deoarece w; sunt chiar functiile

proprii ale operatorului.

8.C.2 (de la echilibrul dinamic la problema inversa seismica) Se considera un mediu elastic
izotrop omogen infinit, fara forte de volum. (a) Din

pi = pAu~+ (A + p)Vdivu

deduceti ecuatiile de unda pentru divu si curlu. (b) Pentru A = 16 GPa, u = 8 GPa,
p = 2000kg/m3, un seismograf inregistreaza unda P cu 5 s fnaintea undei S. Determinati
distanta pana la focar. (c¢) Din cp = 4000 m/s, cg = 2000 m/s si p = 2000 kg/m? recuperati
Ay By v,
Raspuns.

PO (divu) = (A + 2p)A(divu), POy (curlu) = pA(curlu).

Asadar cp = 4000 m/s si ¢cg = 2000 m/s. Din

rezulta d = 20000 m = 20 km. Invers,

1= pcs = 8 GPa, A = p(ch — 2¢2) = 16 GPa,

3N+ 2

Limita cp/cg — oo corespunde lui v — 1/27.

4
63 GPa ~ 21.3 GPa, v

8.C.3 (model cu gradient: de la energie la dispersie) Se considera

1
Elu] = §/R(Cu?c + Huil,> dz, C,H >0,
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si energia cineticd £ [puidr. (a) Calculati prima variatie pentru n € C°(R) si deduceti
ecuatia de migcare. (b) Demonstrati conservarea energiei. (c¢) Determinati relatia de dispersie
pentru u = e!**=<t &i discutati cazul H < 0.

Raspuns.

IE[u|(n) = /R(CUJ:% + Hugyney)dx = /R(—Cum + Hugyyr)n de,

deci
Pl — Cumm + Humzmm =0.
Pentru solutii netede cu decadere suficienta la infinit,
d 1
pr {g /ufdx +3 /(Cui + Hu?))dx| = 0.
Relatia de dispersie este

pw? = Ck* + Hk* = k*(C + HE?).

Daca C, H > 0, atunci w? > 0 pentru orice k¥ € R. Daca H < 0, atunci pentru k* > C/|H|
avem w? < 0, ceea ce produce moduri cu crestere exponentiala.
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Echilibrul neliniar si formularea variationala

Surse si orientare. Pentru formularea variationala a elasticitatii finite si calculul primei si

celei de-a doua variatii folosim [3, 14, 10].

9.1 Energia totala si clasa admisibila

Pentru un material hiperelastic necunoscuta este deformarea ¢ : Q — R3, iar energia interna
depinde de V. Pornim de la energia totala; ecuatia de echilibru si conditia de tractiune vor
rezulta din prima variatie.

Fixam p > 1 si o descompunere a frontierei
0N =TpUly, I'pNly =0

in sensul interioarelor relative, cu I'p de masura superficiala pozitiva. Pentru o data Dirichlet
wp definim

M = {go € WP (Q;R?) : Tro = ¢p pe I'p, det Vo >0 a.p.t.}.

Daca se doreste excluderea interpenetrarii globale, aceasta clasa trebuie restransa suplimentar
printr-o conditie globala, de exemplu de tip Ciarlet-Necas; nu o introducem inca in clasa de
baza.

Pentru Incarcari moarte conservatoare definim
I(¢) = [ WX.Ve)dX = [(fop)dX - [ (tp)dd  peM.
atunci cand toate integralele sunt finite. Este util sa separam
I(9) = Tulp) ~ L(9),  Tuelp) i= [ WX, Vg)dX,

unde L este functionalul liniar al incarcarilor.

Observatia 9.1.1 (despre incarcarile folosite aici). Scrierea Z = Z;,, — L presupune ca fortele
exterioare admit un potential. Pentru o densitate de forta de referinta prescrisa fo(X) si o
tractiune nominala prescrisa to(X ), functionalul L este liniar in . O presiune care urmaregte
normala configuratiei deformate depinde de deformare gi nu poate fi introdusa automat prin

acelasi termen liniar; un asemenea caz cere un potential separat sau o formulare de alt tip.

225
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9.2 Prima variatie si ecuatiile de echilibru

Pornim de la functionala Z definita in sectiunea precedenta. Calculam separat variatia energiei

interne si variatia potentialului fortelor exterioare.

9.2.1 Variatii admisibile

Fixam o deformare ¢ gi o functie ) care se anuleaza pe I'p. Pentru un parametru scalar s

definim
Ps = P+ 81
Deoarece gradientul este liniar,

Vs =Vp+sVn. (9.1)

Conditia Dirichlet este pastrata automat:

v, =pp+50=pp pe I'p.

Mai trebuie verificata restrictia det Vg > 0. Acest punct nu este doar o formalitate,
deoarece energia este definita pe GL1(3) si poate lua valoarea +oo pentru det F < 0. Sa
presupunem mai intai ca ¢ si n sunt suficient de netede pe Q, iar

det Vp(X) > >0 VX € Q.

Functia
(X,s) — det(ch(X) + SVn(X))

este continua. La s = 0 ea este cel putin 6. Cum 2 este compact, continuitatea este uniforma

pe un interval suficient de mic in jurul lui 0. Exista deci sq > 0 astfel incat
)
det(Vp(X) + sVn(X)) > 5 >0

pentru toate X € Q si |s| < so. In acest caz variatiile o, ramén pastritoare a orientarrii
pentru s suficient de mic.

Intr-un cadru Sobolev general, unde nu avem neapirat continuitate punctuald sau o
separare uniforma a determinantului de zero, aceasta concluzie nu urmeaza automat. Pentru
deducerea Euler-Lagrange de mai jos presupunem ca variatia considerata este admisibila
pentru s € (—sg, So) si ca sunt satisfacute ipotezele necesare pentru diferentierea sub integrala.
Astfel separam calculul variational de problema, mai dificila, a stabilitatii globale a clasei
admisibile.

9.2.2 Derivata energiei interne

Notam F(X) = Ve(X) si H(X) = Vn(X). Din (9.1), integrandul elastic este

W(X,F + sH).
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Pentru fiecare X fix, aplicatia matriciala F' +— W (X, F') este presupusa Fréchet-diferentiabila.
Legatura demonstrata in Capitolul 1 dintre derivata Fréchet si derivata directionala se aplica
aici cu directia H: daca

WX, F+K)=W(X,F)+ (DpW (X, F),K) + o(|| K||),

atunci, punand K = sH gi impartind prin s,

WOLE+H) = WOCE) oo gy sl 1D

S S

Pentru H fix, ultimul termen tinde la zero. Prin urmare derivata functiei scalare s
W(X,F+ sH) in s = 0 este exact (DpW (X, F), H). Echivalent, putem scrie

W(X,F+sH)=W(X,F)+s(DpW(X,F),H) +r(X,s),

unde

r(X,s)

S

—0 cand s — 0.

Pentru a trece limita sub integrala avem nevoie atat de integrabilitatea energiei pe variatiile
considerate, cat si de o ipoteza de dominare. Presupunem ca exista so > 0 astfel incat

W(-, F+sH) e L'(Q) pentru |s| < s,
si o functie G € L'(2) pentru care
|\DepW (X, F +sH)|| |H|| < G(X)  pentrua.p.t. X € Q, |s| < so.

Intr-adevar, prin teorema valorii medii pe segmentul matricial,

W(X,F+sH) — W(X,F)

S

= (DpW (X, F +0,sH), H)

pentru un anumit 6, € (0,1), iar modulul membrului drept este controlat de G. Teorema

convergentei dominate permite atunci derivarea sub integrala:

d

ds|,_, /0 Q

Definim tensorul intai Piola—Kirchhoff prin

P(X) = DrW (X, Vp(X)).

Prin urmare variatia energiei interne este

3 (p)ln) = | (P, V) dX. 92)
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9.2.3 Derivata potentialului fortelor exterioare

Termenii de sarcina din Z sunt liniari in ¢. Pentru fortele de volum,

— [ oo+ smdX + [ (o) dX

=s [ (fo.m) .

deci p ]
L dX| = — / dX
dS - |: A<f07@+8n> ] Q<f0777>
Analog,
d _
7 [—/ (to, o+ sn) dA| = — (to,n) dA.
S|.—o Ty | Txn

Adunand cele trei contributii, obtinem

SZ(@)) = [ (V) dX — [ (fo.mydX = [ (to.n) dA. (93)

Daca ¢ este un minim local interior fata de variatiile +7, functia scalara

U(s) =Ly + sn)

are un minim local in s = 0. Din calculul diferential de o variabila rezulta ¢’(0) = 0. Prin
urmare

/Q<P, VnydX = /Q<f0,77> dX + /FN (to,m) dA Vn admisibila. (9.4)

Aceasta este forma slaba a echilibrului neliniar.

9.2.4 De la forma slaba la forma tare: calcul componenta cu com-

ponenta

Presupunem acum P € C'(Q; R3*3) si alegem mai intai n € C>°(; R?). Scriem

3 3
(P, V) = Z Z Pimi.g.

=1 J=1

Pentru fiecare pereche (i, J),

0y (Piymi) = (05 Py)ni + Pomig.

De aici
Pyymi g = 05(Piyn;) — (05 Pyy)n;-

Sumam dupa ¢, J si integram:

/Q (P,Vn)dX = /Q Div(PTy) dX — /Q (Div P, ) dX
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— [ (PN,p)dA - / (Div P, 1) dX.
o0 Q

In prima alegere, n are suport compact, deci termenul de frontiera este zero. Formula slaba
devine

/<— DivP — fo)dX =0  ¥ne OF(QR).
Q

Aplicam lema fundamentala a calculului variational fiecarei componente si obtinem
—DivP = fy in Q. (9.5)

Revenim la variatii care pot fi nenule pe I'y. Folosind (9.5) in formula integrata prin parti,

termenii volumici se anuleaza si ramane
/ (PN — to,n) dA = 0.
'y

Pentru o frontiera Lipschitz, teorema urmei si existenta unui operator de extensie permit
alegerea unor variatii cu urma prescrisa pe I'y si urma nula pe I'p, in spatiul de urma
corespunzator. De aceea identitatea de frontiera pentru toate variatiile admisibile implica, in
sensul urmelor,

PN =t, pely. (9.6)

Observam astfel ca ecuatia de echilibru gi conditia Neumann sunt doua consecinte ale aceleiagi

identitati variationale.

Concluzia primei variatii. Calculul precedent produce simultan ecuatia Euler-Lagrange
— Div P = fj si conditia naturala PN =ty pe ['y, obtinute prin integrarea prin parti de mai

Sus.
9.3 A doua variatie si stabilitatea locala
Presupunem acum ca W este de clasa C? in F. Pornim din nou de la

U(s) =Ll + sn).

Pentru incarcari moarte, al caror potential este liniar in ¢, derivata a doua a termenului

exterior este zero. Pentru energia interna, cu F' = Vo si H = V1,

int

Wi (5) = /Q (DW (X, F + sH), H) dX.

Derivand integrandul scalar fata de s si folosind din nou regula lantului,

d
TADPW(X,F + sH). H) = DyW (X, F + sH)[H. H).
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Pentru a justifica derivarea sub integrald presupunem explicit c& existd Gy € L'(Q) si so > 0
astfel incat

‘D%W(X,F+3H)[H, H]’ < Go(X) pentru a.p.t. X, |s| < so.

Teorema convergentei dominate justifica atunci derivarea a doua sub integrala si obtinem

OT(p)ln.n] = | DEW(X. F)H, H] dX, (9.7)
In componente, daci
oPWwW
k(X F) = —————— (X, F
CZJ]CL( ) ) 8EJ8FkL( ) )7

atunci

DiW(F)[H, Hl = > CiypH;sHyr.
i T

Cu H =Vn, H;j =, s, astfel incat

0*Z(0)[n, ) :/Q(Ci]kL(Xa Vo), dX. (9.8)

Daca ¢ este minim local si variatia 1 poate fi luata pentru s pozitiv si negativ suficient de
mic, atunci s = 0 este minim local al functjiei scalare 1)(s) = Z(¢ + sn). Pentru o functie C?

de o variabila, dezvoltarea Taylor este

¥(s) = w(0) + 51 (0) + ¥ (0) + o).

Minimalitatea pentru ambele semne ale lui s impune mai intai ¢’/(0) = 0. Dupa anularea

termenului liniar, ,
¥(s) = $(0) = S (0) + o(s?) > 0.

Impértind la s > 0 i lisand s — 0, obtinem
¥"(0) > 0.

Prin urmare
§*Z(p)[n,m] >0  pentru orice variatie admisibila 7. (9.9)

Aceasta este o conditie globald asupra functiei n. In capitolul urmator vom localiza aceasta
conditie i vom obtine, prin variatii speciale, conditia punctuala Legendre-Hadamard.

9.3.1 Stationaritate si minimalitate locala

Exemplul scalar f(s) = s* — s? este instructiv. Avem

fl(s)=4s"=2s,  [(0)=0,
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dar
f"(s) = 12s* — 2, f"(0)=-2<0.

Agadar s = 0 este punct stationar, dar nu este minim. In elasticitate, o deformare care
satisface ecuatiile Euler-Lagrange poate fi in mod analog instabila. De aceea, ecuatia de
echilibru nu rezolva singura problema de minimizare. Mai mult, nici conditia de ordinul doi
1”(0) > 0 nu este suficientd in general: pentru g(s) = —s* avem ¢’(0) = ¢”(0) = 0, dar s =0
este un maxim local. In consecintii, nenegativitatea celei de-a doua variatii este o conditie

necesara, nu un criteriu general de minimalitate.

9.4 Liniarizarea operatorului neliniar in jurul starii na-

turale

Legatura cu elasticitatea liniara se obtine prin derivarea operatorului in starea de referinta.
Scriem
V(X)) =X +u(X), F =1+ Vu.

Presupunem ca P(I) = 0, adica starea de referinta este naturala. Pentru Vu mic, dezvoltarea
Taylor da

P(I +Vu) = P(I) + DP(I)[Vu] + R(Vu) = DP(I)[Vu] + R(Vu),

unde ||R(H)||/||H|| — 0 cind H — 0. Ramédne sa identificam operatorul liniar DP([).
Calculul din Capitolul 6 a aratat mai intai, folosind obiectivitatea, ca partea antisimetrica a

incrementului nu contribuie la ordinul intai; de aceea
DP(I)[H| = DP(I)[sym H].
Pentru un material izotrop, teorema de reprezentare a operatorilor liniari izotropi pe Sym(3)

da
DP(I)[E] = 2uE + Atx(E)]  (E € Sym(3)).

Punidnd E = sym Vu si folosind tr(sym Vu) = tr(Vu), obtinem
DP(I)[Vu] =2 sym Vu + A tr(Vu)l.
Aplicand — Div,

— Div (2,u sym Vu) = —uDiv(Vu + Vu')
= —pAu — pV div u,

iar

— Div ()\ tr(Vu)I) = —\Vdivu.
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Prin urmare operatorul liniarizat este
DA(O)u = —pAu — (A + p)Vdivu,

operatorul Navier—-Lamé studiat in Capitolul 6. Aceasta identitate explica matematic de ce
teoria liniara este derivata la starea naturala a problemei neliniare, in sensul subliniat de

Ciarlet [3].

9.5 Convexitatea obisnuita si conditia det F' > 0

Presupunem proprietatile fizice uzuale
W(F) >0, W(R) = 0 pentru R € SO(3), W(F) — +oo cand det F' | 0.

Chiar convexitatea obignuita, nu numai convexitatea stricta, este incompatibila cu aceste
cerinte. Daca W ar fi convexa pe un domeniu convex care contine SO(3), din W = 0 pe
rotatii si W > 0 ar rezulta W = 0 pe invelisul lor convex. Dar

Rl :[, R2 :dlag(l,—l,—l)
sunt ambele rotatii proprii, iar
1 .
5(31 + R») = diag(1,0,0)

este singulara. Convexitatea ar forta energia acestei matrici singulare sa fie zero, in contradictie
cu bariera la det F' | 0. In plus, GL*(3) insusi nu este convex. De aceea teoria de existenta
recurge la notiuni adaptate minorilor si liniilor de rang unu, nu la convexitatea globala in F'.

Conditia W (F') — +oo pentru det F' | 0 a fost discutata, din punct de vedere constitutiv,
in Capitolul 5. Aici retinem numai ca aceeasi bariera va fi folosita in Capitolul 14 pentru a

exclude un determinant nul pe o multime de masura pozitiva la limita unui gir de minimizare.

9.6 Injectivitate si conditia Ciarlet—Necas

Conditia
det Vip >0 a.p.t.

este o conditie diferentiala aproape peste tot: ea exprima pastrarea orientarii in sens diferential.
Pentru o deformare de clasa C*, conditia det Vi > 0 punct cu punct implica, prin teorema
functiei inverse, invertibilitate locala. Pentru o deformare Sobolev, conditia det Vo > 0
a.p.t. nu implica singura injectivitate locala si nici nu impiedica doua regiuni indepartate ale
corpului sa aiba imagini care se suprapun. Injectivitatea globala este o cerinta distincta.
Pentru deformari Sobolev suficient de regulate, o conditie globala folosita pentru excluderea
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interpenetrarii este conditia Ciarlet-Necas [17]
/ det Vo dX < £3(p(2)). (9.10)
Q

Formula de schimbare de variabila cu multiplicitate arata intuitia acestei inegalitati. Daca
N(y, ¢, ) noteaza numarul de preimagini ale lui y, atunci, in regimul in care formula de arie
este aplicabila,

/dethde:/ N(y, ¢, ) dy.
Q R3

Pe de alta parte,
Lo(p() = | Lua(y) dy.

R3
Cum N > 1 pe imagine, inegalitatea (9.10) forteaza N = 1 aproape peste tot. Din aceasta
relatie rezulta excluderea suprapunerii de volum pozitiv. In acest sens se obtine injectivitate
aproape peste tot, nu insa injectivitate topologica pe €2; auto-contactul frontierei sau alte
fenomene pe multimi de masura nula necesita ipoteze suplimentare. Nu dezvoltam aici toate
ipotezele fine ale teoremelor globale de invertibilitate; vom folosi conditia numai ca reper
conceptual.

Trebuie distinse asadar trei niveluri:

1. det Vip > 0 a.p.t.: orientare pozitiva aproape peste tot, in sens diferential;
2. injectivitate aproape peste tot: absenta suprapunerii de volum pozitiv;

3. injectivitate pe Q: exclude si auto-contactul frontierei.

Teorema de existenta a lui Ball din Capitolul 14 va controla direct primul nivel; al doilea si al
treilea necesita ipoteze globale suplimentare.

9.7 Existenta locala pentru incarcari mici prin teorema

functiei inverse

Material de aprofundare. Aceasta sectiune este optionala pentru un prim curs de anul
II. Ea foloseste regularitate eliptica W?2?, scufundarea Morrey si teorema functiei inverse in
spatii Banach. Definitia derivatei Fréchet este aceeasi ca in Capitolul 1, cu normele spatiilor
X si Y in locul normei Frobenius. Vom demonstra ca, daca operatorul liniarizat este un
izomorfism, atunci pentru incarcari suficient de mici problema neliniara are o unica solutie
intr-o vecinatate a starii de referinta. Concluzia este locala: ea nu exclude existenta altor

solutii in afara acestei vecinatati.

9.7.1 Teorema functiei inverse in spatii Banach

Teorema 9.7.1 (teorema functiei inverse). Fie X,Y spatii Banach, U C X deschis, 0 € U,
si Ae CYU;Y). Presupunem
A(0) =0
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st ca derivata
A0): X - Y

este un izomorfism liniar continuu, cu inversa continud. Atunci exista vecinatdli deschise
Uy C X st Vo CY ale lui 0 astfel incat

AZU0—>‘/O

este bijectivd, iar inversa A~ : Vy — Uy este de clasd C'.

Teorema nu spune ca ecuatia A(u) = f este echivalenta cu ecuatia liniarizata A’(0)u = f.
Termenii neliniari nu sunt eliminati; teorema de mai sus arata ca ei pot fi controlati intr-o

vecinatate a originii.

9.7.2 Spatiile si operatorul neliniar

Presupunem p > 3 si, pentru aceasta sectiune, o frontiera OS2 suficient de regulata, de exemplu
de clasia C?. Consideram, pentru simplitate, conditii Dirichlet omogene si definim

X =W QRN W, P(Q;R?), Y = LP(QR?).

In dimensiunea trei, p > 3 implic

W2P(Q) = @),  a=1->°>0,
b

si WP este o algebra pentru produsul punctual. Aceste doud proprietiti permit definirea si
diferentierea termenilor neliniari.
Pentru energia Saint Venant-Kirchhoff scriem

F(u) =1+ Vu, E(u) = ;(F(U)TF(U) —I)=-e(u) + ;VUTVU,

Y(u) = Atr E(u)l + 2uE(u), P(u) = F(u)X(u).

Operatorul de echilibru este
A(u) := —Div P(u) € Y.

Pentru « mic in X, scufundarea in C! asigura ||Vul|;.. < 1 si deci I + Vu € GL*(3) punct

cu punct.

9.7.3 Calculul derivatei in origine

Avem exact

Y(u) = Mr(e(u)I + 2ue(u)

+ ;\tr(VuTVu)I + uVul Vu.
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Punand u = ev,
Y(ev) = 5{/\ tr(e(v))I + 2,ue(v)}

+ &2 B tr(Vol Vo)l + MVUTVU] :

Termenul de ordin doi este exact O(g?); nu este justificat sd-1 numim o(g?). Cum F(ev) =
I 4+ eV, termenul de ordin intai din P(ev) este

5 P\ tr(e(v))l + 2/1,6(1})]

Prin urmare

A (0)v = — Div<2ue(v) + )\tr(e(v))[) = —pAv — (A + p)Vdivo. (9.11)

9.7.4 Izomorfismul operatorului liniarizat

Acest pas nu rezultd numai din Lax-Milgram. Il separdm in cele trei verigi necesare.
Injectivitate. Daca A'(0)v =0 si v € X C Hy, atunci formularea slabd a problemei Lamé
si testarea cu v dau

/Q(2u le()[|* + A(divv)®)da = 0.

Sub conditiile elastice u > 0, 3\ 4+ 2u > 0, coercivitatea gi Korn implica v = 0.
Surjectivitate. Pentru f € LP(Q;R?), Lax—Milgram furnizeaza mai inti o solutie slaba
v € H}. Teoria de regularitate L” pentru sistemul Lamé, pe un domeniu cu frontiera suficient

de regulata, furnizeaza apoi
v e WH (R N W, P(Q;R?) = X

si estimarea
[ollye < Ol - (9.12)

Prin urmare orice f € Y are o preimagine in X.

Continuitatea inversei. Estimarea (9.12) spune exact ca

l(aone| < cliflly-
Deci inversa este continua. Aceasta este veriga de regularitate eliptica care nu trebuie atribuita

teoremei Lax—Milgram; vezi [3, 6].

9.7.5 Aplicarea teoremei functiei inverse

Deoarece p > 3, produsele care apar in E(u), ¥(u) si P(u) definesc aplicatii C'! intre spatiile
de mai sus; derivarea spatiald trimite WP continuu in LP. Astfel

A: XDU =Y



Elasticitate matematica 236

este C'! Intr-o vecinatate U a lui 0. Avem A(0) = 0, iar paragraful anterior arata ca A’(0)
este izomorfism. Teorema functiei inverse furnizeaza vecinatati Uy C X, Vy C Y astfel incat,
pentru fiecare f € Vj, exista un unic

u € Uy

Au) = f.

Unicitatea este locald: teorema nu exclude existenta altor solutii in afara lui Uy, iar fenomene
precum bifurcatia sau flambajul sunt perfect compatibile cu acest rezultat. Solutia locala

depinde C! de Incarcarea f.

9.7.6 Exemplu unidimensional pentru teorema functiei inverse

Pentru a vedea aceeasi idee fara regularitate eliptica vectoriala, consideram
—(o(u)) =f 1n(0,1), u(0) = u(l) =0,

unde o € C?(R), 0(0) = 0 si 0/(0) = ¢y > 0. Definim

pe un spatiu de functii suficient de regulate cu conditii Dirichlet. Liniarizarea in u = 0 este
B'(0)v = —cov”.

Operatorul v — —cgv”, cu v(0) = v(1) = 0, este inversabil: pentru fiecare f continuu, solutia
se obtine prin doua integrari si determinarea celor doua constante din conditiile de frontiera.
Teorema functiei inverse spune atunci ca, pentru f suficient de mic, problema neliniara are o
unica solutie mica. Exemplul separa clar cele doua idei: liniarizarea furnizeaza operatorul
inversabil, iar teorema functiei inverse controleaza termenii neliniari; problema neliniara nu

este echivalenta cu cea liniarizata.

9.8 Probleme pentru seminar

1. Calculati prima variatie a functionalei [, W (V).

2. Deduceti conditia naturala de frontiera din forma variationala.

3. Ardtati cd GL™(n) nu este convex pentru n > 2.

4. Pentru W(F) = 4| F'F — 1|* caleulati DW(F).

5. Verificati ca obiectivitatea lui W implicd simetria lui DW (F)FT.

6. Dati un exemplu de aplicatie cu determinant pozitiv local care nu este global injectiva.
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9.9 Exercitii rezolvate

Problema 9.9.1 (prima variatie pentru o energie de gradient). Fie

T(p) = /Q W (V) dX.

Pentru ¢. = ¢ + en, calculati formal prima variatie.

Rezolvare. Avem
V. =Vp+eVn.

Prin regula lantului,

LW(V.) = (DIW(Vi.), V).

Evaluand la € = 0,

ST(¢)ln] = [ (P(Vi), V) dX,

unde P = DW.

Problema 9.9.2 (ecuatia Euler-Lagrange). Daca n are suport compact in Q si dZ(¢)[n] =0
pentru toate aceste variatii, deduceti ecuatia de echilibru fara forte de volum.

Rezolvare. Integrarea prin parti da

/Q (P,Vi)dX = — /S')<Div P dX,

termenul de frontiera fiind zero. Cum aceasta este zero pentru orice n € C2°, lema fundamen-

Problema 9.9.3 (forte de volum). Pentru

tala a calculului variational implica

Z(p) = [ W(Ve)AX — [ (o) dX.

deduceti ecuatia Euler—Lagrange.

Rezolvare. Prima variatie este

ST(e)ln] = [ (P. V) dX — [ (fom) dX.

Pentru variatii compacte,

0= —/Q(DivPJrf,n)dX.

Prin localizare,

IDivP + fo=0.]

Problema 9.9.4 (conditia naturald de frontierd). Presupuneti o portiune libera T'y si
termenul de Incarcare

'y
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Deduceti conditia naturala.

Rezolvare. Integrarea prin parti a termenului intern produce

/8 (PN ) dA.

Pe portiunea Dirichlet variatia este zero. Pe I'y ramane
/ (PN — to,n)dA =0
'y

pentru variatii arbitrare. Prin urmare

‘PN:g peFN.‘

Problema 9.9.5 (a doua variatie). Presupuneti W € C?. Calculati a doua variatie a energiei

interne.

Rezolvare. Derivam Inca o data expresia primei variatii:

d
(DWW (Ve +Vn), Vi) = D*W (V)[Vn, V.

Deci

8*Z(¢)n,m) = /Q D*W (V)[Vn, VildX.

Problema 9.9.6 (echilibru omogen). Fie pp(X) = FX si presupuneti ca W nu depinde
explicit de X. Aratati ca P(F') este constant si satisface Div P(F') = 0.

Rezolvare. Pentru o deformare afind, Vpp = F este constant. Deoarece P = DW (F')
depinde numai de F, gi P(F) este constant in X. Prin urmare fiecare derivata spatiald a

componentelor lui P(F) este zero si
Div P(F) = 0.

Aceasta nu Tnseamna ca orice deformare afina satisface orice conditie la frontiera, ci doar

ecuatia locala de echilibru fara forte de volum.

Problema 9.9.7 (energia unei intinderi uniaxiale). Pentru o energie obiectiva W (F) si familia
F(\) = diag(A, 1, 1),
definiti w(\) = W(F(X)). Aratati ca
w'(A) = (P(F(X)),e1® e1) = Pr(F(A).
Rezolvare. Derivata matricei este

F/()\> =e1 ®e;.
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Prin regula lantului,
w'(A) = DW(FN)[F'(N)] = (P(F(A),e1 @ e1).

Produsul Frobenius cu e; ® e; extrage componenta (1, 1), deci rezulta formula.

Problema 9.9.8 (stabilitate locald intr-o directie). Pentru familia precedenta, explicati
semnificatia conditiei w”(\g) > 0.

Rezolvare. Dezvoltarea Taylor este
1
w(Xg + h) = w(o) +w' (No)h + 5w”(Ao)h2 + o(h?).

Daca w'(Ag) = 0 si w”(N\g) > 0, atunci pentru A suficient de mic termenul patratic este pozitiv
si domina restul. Astfel \g este un minim local strict pe aceasta familie unidimensionala de

deformatii. Conditia nu garanteaza inca stabilitatea fata de toate variatiile matriciale.

Problema 9.9.9 (a doua variatie pentru Saint Venant—Kirchhoff la identitate). Considerati
energia
A 1
W(F) = p|E|* + S By, E=o(FF-1I)

Calculati partea patratica a lui W (I + eH).
Rezolvare. Din capitolul 2,
E(I +eH) =esym H + O(£?).
Prin urmare
1E|* = & llsym H|* + O(<?),

si
(tr B)? = 2(tr H)? + O(£%).

Deci
A
W +eH)=e?|u|sym H||> + §(tr H)?| + O(e%).
Aceasta recupereaza energia elasticitatii liniarizate.

Problema 9.9.10 (de ce convexitatea globala este prea puternica). Explicati de ce o energie
elastica obiectiva, cu W(R) = 0 pentru orice R € SO(3), nu poate fi strict convexa pe intreg

spatiul matricilor.

Rezolvare. Daca W ar fi strict convexa si ar avea aceeasi valoare minima zero in doua

rotatii distincte Ry # Ry, atunci pentru 0 < ¢ < 1 stricta convexitate ar da
W(tRl + (1 — t)RQ) < tW(Rl) + (1 — t)W(RQ) =0.

Dar energia este presupusa nenegativa. De fapt, incompatibilitatea priveste chiar convexitatea
globala obignuita, nu numai stricta convexitate, daca impunem simultan W > 0, W = 0 pe
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SO(3) si bariera W(F) — +o0o la det F' | 0. Convexitatea si anularea pe SO(3) ar obliga
W = 0 pe inveligul convex co SO(3); acesta contine matrice singulare (de exemplu 0), ceea
ce contrazice bariera de determinant. De aceea elasticitatea neliniara foloseste notiuni de

convexitate adaptate minorilor si directiilor de rang unu.
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9.10 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

9.A.1 (tensorul Piola—Kirchhoff pentru un material neo-Hookean compresibil) Fie
A
W(F) = g(HFIIQ ~3) - plogdet F + S(logdet ), F € GL*(3).

(i) Calculati P = DpW(F). (ii) Verificati P(I) = 0. (iii) Verificati ca W(F) — 400 cand
det F' — 07, cu || F|| marginita.
Raspuns.

P(F) = pu(F — FT) 4+ Xlogdet F)F~".
Prin urmare P(I) = 0. Dac& J = det F — 07, termenii —plog J + 4 (log J)? tind la +oo, iar
primul termen raméne marginit daca || F'|| este marginita.

9.A.2 (Saint Venant-Kirchhoff: intinderea pura nu este tensiune uniaziala) Pentru
2 A 2 1 T
WF) = ull B + S EP,  E= (5T ),

considerati F(t) = diag(t,1,1), ¢ > 0. (i) Calculati E, trE si S = 2uE + A(tr E)I. (ii)
Calculati P = F'S. (iii) Aratati ca Pay = P33 # 0 pentru ¢t # 1 daca A # 0.

Raspuns.
t?—1
2 9

1
E = Ediaug(t2 —1,0,0), tr B =

2

2
2 —1

S:

diag(2u + A, A, ),

P = diag(t(Qu + A), A, )\).

Asgadar, mentinerea laturilor transversale nedeformate necesita tractiuni laterale nenule.

9.A.3 (energie pur volumetrica) Fie

1
W(F) = h(det F),  h(J) = ¢ (J+ - 2) L e>0, J>0.
(i) Calculati P = DpW (F'). (ii) Verificati h(1) =0 si P(I) = 0. (iii) Verificati comportarea la
J — 07 si convexitatea lui h.
Raspuns. X
P(F) = K'(J)Cof F = ¢ (1 - p) Cof F.

Avem h(1) = /(1) =0, deci P(I) = 0. Mai mult,

_20

h(J) =400 (J40),  H'(J)=T5

> 0.
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Nivelul B

9.B.1 (a doua variatic in starea naturald si rolul inegalitdtii lui Korn) Fie W € C? cu

DpW(I) =0 si
DiW(I)[H, H] = 2u|jsym H||> + A(tr H)?, >0, 3\+2u>0.

Pentru
I(p) = /QW(VSD) dX — L(y), vo = id,

(i) calculati 6%1(po)[n,n]; (ii) ardtati ci forma matriceald nu este pozitiv definitd pe toate
matricele; (iii) explicati de ce forma devine coerciva pe spatiul de deplasari cu conditii
Dirichlet.
Raspuns.

2 1(go)ln. 1] = [ [2llemIl’ +Aldivn)?] dX = a(n,n).

Orice matrice antisimetrica nenula are sym H = 0 si tr H = 0, deci forma se anuleaza; acest

lucru reflecta invarianta la rotatii. Pe V', pozitivitatea pe Sym(3) si Korn dau

Co

0 1(po)lnn] = colletmlzz > & Il co = min{2u, 3) + 24}
K

9.B.2 (neconvexitatea lui GL*(3) si incompatibilitatea cu bariera la determinant) Fie Ry €
SO(3) rotatia de unghi 0 in jurul axei ez. (i) Calculati

I+ Ry

det

si determinati valorile lui # pentru care media este singulara. (ii) Scrieti cazul singular explicit.
(iii) Explicati de ce o energie obiectiva, nula pe SO(3) si cu bariera la det F' | 0 nu poate fi
convexa pe un domeniu care contine segmentul respectiv.

Raspuns.
cosf —sinf 0
I+ R 1 0
Ry =|sinf cos6 0], det + b _ +cos .
2 2
0 0 1
Determinantul se anuleaza exact pentru 6 = 7. Atunci
I+ R,
R, = diag(—1,—1,1), + = diag(0,0,1).

Convexitatea ar impune o valoare finita si cel mult nula in punctul median, ceea ce contrazice

bariera la determinant nul.

9.B.3 (presiunea urmdritoare ca tncdrcare conservativd) Fie p € C?*(Q;R3), det Vo > 0, si

L,(p) = —p/Qdet VodX, peR

(i) Calculati prima variatie. (ii) Integrati prin parti si folositi identitatea lui Piola. (iii)
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Identificati tractiunea nominala rezultata.
Raspuns.
3Ly ()] = —p /Q (Cot Vi, Vi) dX.

Cum Div(Cof Vy) = 0,

SL,(@)lnl = —p [ ((Cof V)N.1) dA.

Prin urmare

g(p) = —p(Cof Vi) N.

Formula lui Nanson arata ca aceasta corespunde tractiunii Cauchy —pn pe suprafata deformata.
Incircarea depinde de deformare, dar derivi dintr-un potential.

Nivelul C

9.C.1 (intindere uniaziald neliniard si recuperarea coeficientului Poisson) Pentru energia din
9.A.1, cu A = 60 GPa, u = 30 GPa, considerati

F = diag(a, b,b), a,b > 0.
(a) Scrieti P(F'). (b) Impuneti Py = P33 = 0 si obtineti
w(b®> — 1) + Xlog(ab*) = 0.
Aratati ca b este functie neteda de a langa (1,1). (¢) Pentru a =14 ¢, b =1+ 4, liniarizati

relatia si calculati v si Ey.

Raspuns. Cu J = ab?,

1 Alog J 1 Alog J 1 Alog J
P = diag u<a—>~|— o8 ,,u(b—>+ o8 ,u(b—)+ e,
a a b b b b

Conditia transversald produce ecuatia cerutd. Derivata ei fata de b la (1, 1) este 2(\ + u) # 0,

deci se aplica teorema functiei implicite. La ordinul intai,

A
2 25) = N e
pd + Ae +260) = 0, J 2(/\+u)6 ve
Astfel . )42
v=—, y =i T MzSOGPa,

si Pi; = Eye + O(g?).

9.C.2 (existenta locala prin teorema functiei inverse) Se considera problema

A(u) ;= —=DivP(I +Vu)=f 1n Q, u=0 pe oS,
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unde P(I) =0 si
DpP(I)[H] = 2usym H + A(tr H)I.

Lucram cu
X =W QR NWP(Q;R?), Y =ILP(URY,  p>3,

si 9Q de clasd C?. (a) Calculati DA(0). (b) Explicati de ce este izomorfism X — Y. (c)
Formulati concluzia locala si limitele ei.

Raspuns.
DA(0)[u] = — Div<2ue(u) + A(div u)]) = —pAu — (A + p)Vdivu.

Unicitatea slaba si regularitatea eliptica W?2? pentru problema Dirichlet arata ca acest operator
este un izomorfism X — Y. Pentru p > 3, scufundarea WP — O permite controlul uniform
al lui Vu si mentinerea lui det(I + Vu) > 0 pentru u mic. Rezulta existenta unei raze p > 0
astfel incat, pentru ||f||;, < p, existd o unica solutie mica u(f), dependentd neted de f.
Rezultatul este local si nu garanteaza injectivitatea globala; pentru aceasta este necesara o
conditie globala, de tip Ciarlet—Necas.

9.C.3 (orientare locala versus injectivitate globald) Fie coroana plana
Q={XeR:1<|X]|<2}

si, in coordonate polare,
o(r,0) = (r,20).

(a) Aratati ca det Vo =2 > 0. (b) Aratati ca ¢ nu este injectiva si determinati imaginea. (c)
Verificati conditia Ciarlet—Necas.
Raspuns. In baza ortonormat locala (e, ep),

Ve = diag(1,2), det Vo = 2.
Punctele (r,0) si (r,0 + 7) au aceeagi imagine, iar ¢(2) = . Cum || = 37,
/Qdet Ve dX = 6m, |(Q)| = 3.

Agadar conditia
| det Vo dxX < (@)
Q

este incalcatd. Raportul 67/(37) = 2 este multiplicitatea aplicatiei.



Capitolul 10

Elipticitate Legendre-Hadamard si rank-one convexitate

Surse si orientare. Pentru conditia Legendre-Hadamard, compatibilitatea Hadamard si
rank-one convexitate folosim [2, 5, 8, 9].

10.1 Compatibilitatea Hadamard si directiile de rang

unu

Directiile de rang unu apar din conditia ca doua gradiente constante sa poata fi lipite fara

salt al deformarii pe o suprafata. Consideram, pentru simplitate, planul
Y={XeR®: (n,X) =0}, In|l =1,
si doua aplicatii afine
tX)=F*X+c", o (X)=FX+c.

Presupunem ca ele coincid pe Y. Alegem doua puncte X, Y € ¥. Din

scadem cele doua egalitati si obtinem
(FfF—F ) (X -Y)=0.
Vectorii X — Y parcurg planul tangent n*. Asadar
(F*—F7)r=0  pentru orice 7 € n™.
Punem A := F* — F~. Orice vector € R? se descompune unic sub forma
i

r = xr+ (x,n)n, Ty €En .

Cum Axp = 0, rezulta
Ax = (x,n)An.

Daca notam a := An, atunci
Az =a(n,z) = (a®n)z  VreR’.

Prin urmare

Ff—F —a@n| (10.1)

245
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Aceasta este conditia de compatibilitate Hadamard. Ea spune ca saltul gradientului unei
deformari continue, netede de fiecare parte a unei interfete, are rang cel mult unu. De aici
provin directiile a ® n folosite atat in rank-one convexitate, cat si in conditia Legendre—
Hadamard.

10.2 Tensorul tangent si conditia Legendre-Hadamard

Pentru W € C?, derivata a doua D?W (F') este o forma biliniara pe R3*3xR3*3, In componente

vom folosi o singura notatie pentru tensorul tangent,

OPW

Cisrr(F) = OF,0F.,

(£,

astfel incat D*W (F)[H, K| = C, .. H;7 Ky, Indicii 7, k sunt spatiali, iar J, L sunt referentiali.
Conditia de mai jos priveste restrictia formei D*W (F) la matricile de rang unu. Legitura

cu a doua variatie va fi demonstrata, cu functii-test localizate, in sectiunea dedicata deducerii

conditiei Legendre-Hadamard.

Definitia 10.2.1 (Legendre-Hadamard). O energie W € C? este Legendre-Hadamard eliptica
in F' daca
D*W(F)la®b,a®b >0  Va,be R

Daci existd ¢ > 0 astfel incat membrul stang satisface D2W (F)[a @ b,a ® b] > ¢ ||a|* ||b]|?

pentru orice a, b, spunem ca energia este puternic eliptica in F.

10.3 Rank-one convexitate

Prin definitie, W este rank-one convexa daca pentru orice F' si orice a, b pentru care segmentul
raméane in domeniu, functia scalard t — W (F + ta ® b) este convexi. Dacd W € C?, o functie
scalars de clasi C? este convexa exact cand derivata a doua este nenegativa. AplicAnd regula
lantului de doua ori,

d2

ﬁW(F%—ta@b) = D*W(F +ta®b)la®b,a®b].

Pe un segment admisibil '+t a ® b, convexitatea restrictiei este echivalenta, pentru o energie
de clasd C?, cu nenegativitatea acestei derivate a doua in fiecare punct al segmentului.
Prin urmare, daca inegalitatea Legendre-Hadamard este satisfacuta pentru toate punctele
domeniului si pentru toate directiile de rang unu, atunci restrictia lui W la orice asemenea
segment este convexa. Invers, rank-one convexitatea implica inegalitatea punctuala Legendre—
Hadamard oriunde W este de clasia C2. Intr-un punct fix, conditia Legendre -Hadamard este
deci conditia diferentiald punctuald; rank-one convexitatea priveste intregul segment. In lipsa

regularitatii C?, folosim definitia prin segmente.

Un exemplu elementar: rank-one convexa, dar neconvexa. Functia W(F') = det F

este afina pe orice linie de rang unu, prin lema urmatoare; este deci simultan rank-one convexa
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si rank-one concava pe orice segment admisibil. Totusi nu este convexa in F. De exemplu,
Fy = diag(2,1,1), F, = diag(1,2,1)

apartin lui GL™(3) si satisfac det F; = det F» = 2, In timp ce

Fi+ Fy\ ) 3 3 9
det< 5 ) = det diag <2,2,1> =1 > 2.

Aceasta contrazice inegalitatea de convexitate la mijloc. Exemplul separa concret notiunile

nainte de a introduce criteriile mai subtile.

Lema 10.3.1 (determinantul pe o linie de rang unu). Pentru orice F' € R3*? si orice a,b € R3,
det(F +ta®0b) =det F +t(Cof F,a®b).

In particular, determinantul este o functie afind de t pe orice linie de rang unu.

Demonstratie. Notam coloanele lui F prin F' = (f, | fo | f3) si scriem b = (by, by, b3)T.
Deoarece
(a ® b)ej = bja,

coloanele lui F'+ta® b sunt f; +tbja. Multilinearitatea determinantului arata ca dezvoltarea
in ¢t contine termenul constant det F', trei termeni liniari si termeni de ordin cel putin doi.
Orice termen de ordin ¢? sau t® contine cel putin dous coloane proportionale cu acelasi vector

a; determinantul sau este deci zero. Raméane
det(F +ta®b) = det '+ t[by det(a, fa, f3) + badet(f1, a, fs) + by det(f1, f2,a)].

Coeficientul lui ¢ este derivata directionals a determinantului in directia a®b. In Capitolul 1
am demonstrat deja, pornind de la diferentiabilitatea Fréchet, ca

D(det)(F)[H] = (Cof F, H).

Punand H = a ® b identificam coeficientul liniar si obtinem formula din enunt. Calculul
foloseste numai particularitatea directiei de rang unu; formula generala pentru derivata
determinantului este cea din Capitolul 1.

Daca F € GL*(3), relatia poate fi scrisa si sub forma

det(F +ta®b) = det F(1+t (b, Fa)).
Intr-adevir, Cof F' = (det F)F~7 i
(FT a@b) = (b F'a).
O]

Corolarul 10.3.2 (segmentul admisibil in GL*(3)). Daci F' € GL*(3) si H = a ® b, atunci
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multimea
[F,H = {t eR: det(F+tH) > O}

este un interval deschis (eventual intreaga dreapta).

Demonstratie. Din lema precedenta,
det(F+tH) = a + St, a =det F' > 0.

Daca 3 = 0, determinantul este constant si pozitiv, deci Ipy = R. Daca 8 > 0, conditia
a + [t > 0 este echivalenta cu

Q

t> 5

prin urmare [p g = (—a/f3,00). Daca < 0, aceeasi inegalitate da

t < a
5 )
deci Iry = (—o0, —a/B). In toate cazurile, multimea valorilor lui ¢ pentru care F +tH €

GL7*(3) este un interval deschis care contine 0. Pe acest interval se verifica convexitatea
functiei t — W(F +tH). O

10.4 Deducerea conditiei Legendre-Hadamard din a

doua variatie

Pentru a deduce conditia Legendre-Hadamard din a doua variatie alegem functii-test oscilante
al caror gradient are, la ordin dominant, directia a ® b. Mai intai formulam rezultatul de
mediere folosit la trecerea la limita.

Lema 10.4.1 (mediere periodica). Fie g : R — R continua i periodica, de perioada 1, si
be R3\ {0}. Pentru orice ¢ € C.(Q),

/QC(X)g(k:(b, X)) dX —s (/Olg(s) ds) (/Q ¢(X) dX).

Demonstratie. Scriem g = g+ go, unde g = [y g(s) ds si gy are medie zero. Prin teorema de
aproximare trigonometrica, pentru orice € > 0 exista un polinom trigonometric fara termen

constant

De (S) — Z Cme27rims

0<|m|<M

astfel incat |go — pell o (o,1) < €. Pentru fiecare mod m # 0,
/ C(X>€27rimk<b,X) dX — 0
0

prin lema Riemann-Lebesgue, deoarece ¢ extinsi prin zero apartine lui L!(R3) si 2rmkb — oo.
Rezulta

/QC(X)pE(k:(b,X}) dX — 0.
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In plus, uniform in &,

[ CCOl0(k(b, X)) = pe, X)) dX] < <1l

Lasand mai intai £ — oo si apoi € | 0, obtinem ca partea de medie zero tinde la zero.
Termenul constant g produce exact g |, ¢, ceea ce demonstreaza formula. [

Observatia 10.4.2. In aplicatie luam g = (¢')2. Pentru 1 periodici neconstantd, [y (¢/')> > 0,
ceea ce va permite impéartirea la factorul de medie si izolarea formei D*W (F)[a ® b,a ® b].

10.4.1 De la a doua variatie la conditia Legendre-Hadamard: calcul
localizat

Pornim de la pozitivitatea celei de-a doua variatii pentru toate functiile-test si deducem
inegalitatea punctuala pe matricile de rang unu. Consideram mai intai o deformare omogena,
cu gradient constant Fy. Atunci tensorul tangent

C = D*W(F)
este constant 1n regiunea analizata. Conditia necesara de stabilitate este

/Q C[Vn, VildX >0  Vne CX(Q%RY. (10.2)

Fixdm a € R? i b € R*\ {0} si vrem s izolam directia matriciald @ ® b. Alegem un punct
Xo € Q gi o functie de taiere y € C°(Q2) care este egala cu 1 intr-o bila B,(Xp). Alegem de
asemenea o functie scalara periodica neteda 1 gi definim

m(X) = Lax(X) Uk, X)), keN

Factorul 1/k este ales astfel incat gradientul oscilatiei sa ramana de ordin unu. Calculam

gradientul folosind regula produsului. Pentru componente,

()i = o (X )0k, X))

Derivand dupa X,

05()s = as@p (kb X)) + L v/ (Kb, X)) kb

= aibyx ¥/ k(b X)) + 7@ k(b X))

Prin urmare

Vnkzxw/(k(b,X))a®b+]ia®VX¢(k(b,X)). (10.3)

Alegem v neconstanta si notam

My 1= /()1(¢’(s))2 ds > 0.
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Aplicand Lema 10.4.1 lui g = (¢')? si ¢ = x?, obtinem
[ O (b, X)) X — myy [ () dX > 0.

Termenii care contin factorul 1/k tind la zero prin marginirea lui ¢, ¢’ si suportul compact al
lui x. Astfel, dupa introducerea gradientului in a doua variatie si trecerea la limita,

D*W (Fy)[a ®b,a ® b] m¢/ x?dX > 0.
Q
Factorul scalar este strict pozitiv, deci
D*W (Fy)[a ® b,a @ b] > 0.

Prin acest calcul este justificata trecerea la limita in termenul oscilant.

10.4.2 Legatura cu tensorul acustic

Conditia Legendre-Hadamard a fost deja identificata mai sus cu derivata a doua a restrictiei
t = W(F+ta®mn). O rescriem acum ca pozitivitate a unei matrici 3 x 3, pentru a face
legatura cu undele incrementale.

Scriem C(F) = D*W (F), cu componente C; . Atunci

D*W(F)[a® n,a®n] = Cirainsarny = (a, Qr(n)a),
unde

QF(n)zk = C,ynynyg.

Prin urmare, conditia Legendre-Hadamard este echivalenta cu
(a,Qr(n)a) >0 Va € R3,
adica Qr(n) este pozitiv semidefinit pentru fiecare n # 0. Elipticitatea puternica
D*W(F)la@n,a®n] > c|al|*[n]|*

este echivalentd cu pozitivitatea definitd uniforma a lui Qr(n) pe sfera unitate. Intr-adevar,
continuitatea lui (a,n) — (a, Qr(n)a) pe compactul S? x S? aratd ca pozitivitatea strictd
pentru toate perechile unitare este echivalenta cu existenta unei constante uniforme ¢ > 0.
Acesta este acelagi obiect care apare 1n ecuatia de dispersie a undelor plane.

10.4.3 Energii care depind numai de determinant

Lema determinantului pe o linie de rang unu, demonstrata la inceputul capitolului, arata ca
J(t) = det(F + ta ® b) este afin in ¢. Cum restrictia energiei la aceasta linie este t — h(J(t)),
derivata a doua depinde numai de h” si de panta functiei afine J(t). Rezultd urméatoarea

caracterizare.
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Propozitia 10.4.3 (dependenta numai de determinant). Pentru W (F) = h(det F'), h €
C?(0,00), conditia Legendre—Hadamard in punctul F este echivalentd cu h”(det F) > 0. Mai

mult, W este rank-one convexd pe GL*(3) daca si numai daca h este converd pe (0,00).
Demonstratie. Pe linia F' + ta ® b, determinantul este
J(t) = J(1 + ta), J=detF, a=(bF 'a).

Prin urmare
d2
—W(F +ta®b)| =h"(J)J*”
dt? =0

Daca h”(J) > 0, conditia Legendre-Hadamard este satisfacuta. Reciproc, daca conditia este
satisfacuta, alegem orice b # 0 si a = Fb. Atunci

a= (b, F'a) = [|b]* >0,

deci inegalitatea Legendre-Hadamard forteaza h”(J) > 0. Aceasta demonstreaza echivalenta
punctuala.
Daca h este convexa, compunerea cu functia afinad J(t) arata imediat ca W este rank-one

convexa. Pentru sensul invers fixam Jy, J; > 0 si alegem
Fy = diag(Jo, 1,1), Fy = diag(Jy,1,1).
Diferenta Fy — Fy = (J1 — Jp)e1 ® ey are rang unu, iar pentru t € [0, 1]
F,=(1—t)Fy +tF, = diag((1 — t)Jy + tJ;,1,1) € GL*(3).
Rank-one convexitatea lui W da
h((1 = t)Jo +tJ1) < (1 = t)h(Jo) + th(J1),

pentru orice Jy, J; > 0 gi t € [0,1]. Prin urmare h este convexa pe (0,00). O
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Interpretarea in unde incrementale. Pentru o unda incrementala plana in jurul unei

stari omogene, ecuatia proprie este

Qr(n)a = pocia.

Agadar semidefinitivitatea lui Qg(n) exclude valori proprii negative, iar elipticitatea puternica

da viteze reale strict pozitive pentru toate polarizarile nenule.

10.5 Exemplu: energia patratica in F

Pentru W(F) = L ||F|]?,

2

D*W(F)[a®b,a®b] =|al*||b]|> > 0.

Energia este convexa, rank-one convexa, obiectiva si izotropa, deoarece pentru Q1, Q2 € SO(3)
avem ||Q1FQ2| = ||F||. Ea nu este insa un model elastic cu stare naturala SO(3): W(R) = 3/2
pentru orice rotatie R, deci energia nu se anuleaza pe starile rigide, si nici nu contine o bariera

v A v v v . 2 .
la det £ | 0. Dacd am Incerca s repardm starea naturald prin § ||F — I|°, am pierde

obiectivitatea. Exemplul separa astfel trei proprietati diferite: convexitate, obiectivitate si

alegerea fizica a starii naturale.

10.6 Probleme pentru seminar

1.

Aratati direct ca I+ det F' este rank-one afina gi deci simultan rank-one convexa si
rank-one concava. Verificati pe doud matrice c& determinantul nu este convex pe R3*3.

Acest exemplu separa rank-one convexitatea de convexitatea obignuita.

Pentru F € GL*(3) si H = a ® b, determinati explicit intervalul maxim de valori ¢
pentru care F +tH € GL*(3).

Pentru energia patratica izotropa din Exercitiul 7, demonstrati atat necesitatea, cat si
suficienta conditiilor g > 0, A + 2u > 0.

Pentru W (F) = h(det F'), construiti linii de rang unu care realizeaza local orice panta

nenula a determinantului si deduceti sensul invers al caracterizarii prin convexitatea lui

h.

. Refaceti deducerea Legendre-Hadamard pentru un tensor tangent constant folosind

P(s) = sin(27s) si calculati explicit media 1.

Verificati ca W (F) = 2 | F||? este obiectivi, dar W (F) = L|IF - I||” nu este obiectiva.

Reamintiti energia Saint Venant—Kirchhoff gi determinati o directie de rang unu pe care
convexitatea se pierde sub compresie suficienta.
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10.7 Exercitii rezolvate

Problema 10.7.1 (matrice de rang unu). Fie a,b € R?\ {0}. Aratati cd matricea a ® b are

rang unu.

Rezolvare. Pentru orice x € R3,
(a®b)x =a((b,x)).

Imaginea este deci inclusa in dreapta generata de a. Cum b # 0, putem alege = cu (b, z) # 0,

deci imaginea nu este nula. Prin urmare dimensiunea imaginii este exact unu.

Problema 10.7.2 (linia de rang unu). Pentru F; = F+ta®b, calculati LW (F,) si %W(Ft)
pentru W € C2.

Rezolvare. Prin regula lantului,

d
ZW(F) = (DW(F),a®b).
Derivand inca o data,
d2
EW(E) = D*W(F))[a®b,a® b).

Astfel convexitatea lui ¢t — W (F + ta ® b) este echivalentda cu nenegativitatea acestei expresii
cand W este C2.

Problema 10.7.3 (Legendre-Hadamard). Formulati conditia Legendre-Hadamard la un
punct F.

Rezolvare. Conditia este

D*W(F)la®ba®bl>0 YabeR’|

Ea testeaza Hessianul numai pe directiile matriciale de rang unu, nu pe toate directiile din
R3X3.

Problema 10.7.4 (intervalul admisibil pe o linie de rang unu). Fie F' € GL™(3) si H = a®b.

Determinati intervalul maximal care contine 0 si pentru care
F+tH € GL*(3).
Rezolvare. Lema determinantului pe linii de rang unu da
det(F +ta®b) = J + 5, J:=detF >0, f = (Cof F,a ®b).

Conditia de admisibilitate este J +t5 > 0. Daca 8 = 0, determinantul raméane egal cu J si
intervalul este toata dreapta. Daca > 0,

t>—

Ev
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deci intervalul maximal care contine 0 este (—J/3,00). Daca § < 0,

t< -2,
B

deci intervalul este (—oo, —J/f3). In toate cazurile multimea valorilor admisibile ale lui ¢ este
un interval, ceea ce justifica definitia rank-one convexitatii pe domeniul neconvex GL*(3).

Problema 10.7.5 (rank-one convexa, dar nu convexa). Aratati ca functia W (F') = det F
este rank-one afind si deci rank-one convexa, dar nu este convexa pe R3*3,

Rezolvare. Pentru orice F a,b, formula determinantului pe o linie de rang unu este
W(F +ta®0b) =det FF 4+t (Cof F,a®b),

deci dependenta de t este afina. Prin urmare W este simultan rank-one convexa si rank-one
concava.
Pentru a vedea ca W nu este convexa pe intregul spatiu matricial, restrangem functia la
dreapta scalara F' = tI. Atunci
W(tl) = t*.

Functia scalara t — t® nu este convexs pe R. De exemplu, pentru

avem

W(A;B) — det(—1) = —1,

in timp ce
WA +W(B) -8+0
2 2
Inegalitatea de convexitate ar cere —1 < —4, ceea ce este fals. Acest exemplu arata concret

—4.

ca rank-one convexitatea este strict mai slaba decat convexitatea obignuita.

Problema 10.7.6 (tensorul acustic). Definiti

O*W

o) = 5 o8

(F)

si aratati ca
D*W(F)la®n,a ®n] = (a, Qr(n)a),

unde QF(Tb)ik = C,knynyg.

Rezolvare. Prin definitia formei bilineare asociate Hessianului,
D*W(F)[H, H] = Ciyr . H;yHyr.
Pentru H = a®n, H;; = a;ny, deci

D2W(F)[CL X n,a & TL] = (CUkLamJaknL = CLIQF<n)szLk
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Aceasta este (a, Qr(n)a).

Problema 10.7.7 (rank-one convexitatea energiei patratice liniare). Fie
2, A 2
Q(H) = p[lsym H|[" + 5 (tr H)".

Calculati Q(a ® b) si deduceti conditiile de pozitivitate pe directii de rang unu.

Rezolvare. Avem )
sym(a ® b) = §(a®b—|—b®a).

O identitate directa da

1 1
lsym(a @ b)[|* = 5 lall* (1] + 5 ((a, b))%,
iar
tr(a ® b) = (a,b).
Deci
' A+

Qla®d) = & llall* [bl* + =5 ((a,5))”.

Pentru a L b rezulta necesar p > 0, iar pentru a || b rezulta A + 2u > 0. Sunt si suficiente.
Daca a,b # 0, notam
_ ({a,0))?

= WO 0,1].
]| [|o]J*

Atunci ) )
®
% =+ A+ p)t.
[[a||” [|6]]

Daca A + p > 0, minimul pe [0, 1] este u; dacd A + g < 0, minimul este A 4+ 2u. Prin urmare

Qa®b) >0Va,b <= pu>0, \+2u>0.

Problema 10.7.8 (pierderea elipticitatii pentru Saint Venant—Kirchhoff). Considerati F'(t) =
diag(t,1,1) si energia Saint Venant—Kirchhoff. Aratati ca

L w(p) =2

e (3t* —1).

Ce concluzie obtineti pentru 0 < ¢ < 1/4/37
Rezolvare. Pentru aceasta familie,
1 . 9
E = idlag(t —1,0,0).

Atunci . ,
IE|* = Z(tQ —1)% (trE)* = Z(tQ —1)%

Deci
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Derivand,
2+ A
W'(t) = “; HE2 — 1),
2%+ A
W) = P23 1),

Dac# 2u + A > 0si t < 1/4/3, atunci W”(t) < 0. Observam ci
F(t) :I+(t—1)el®61,

deci t — F(t) parcurge o linie de rang unu. Cum W”(t) < 0 pentru 0 < ¢ < 1/4/3, restrictia
t — W(F(t)) nu este convexa pe acest interval; prin urmare energia Saint Venant—Kirchhoff
nu este rank-one convexa global pe GL*(3).

Problema 10.7.9 (unde incrementale). Considerati o stare de baza omogena Fj i presupuneti
ca nu exista forte masice incrementale. Liniarizati ecuatia de migcare si introduceti ansatz-ul
complex

u(X,t) = aqemX—t), k> 0.

Deplasarea fizica este partea reala a acestui cAmp. Aratati ca se obtine o problema proprie
pentru tensorul acustic.

Rezolvare. Liniarizarea tensiunii este
0Py = CiJkL(F(])Uk,L

Deoarece Fy este omogen, tensorul tangent C(Fj) este constant in spatiu, iar ecuatia incre-
mentala este

Politt = (CiJkLuk,LJ-

Pentru ansatz,

n,X)—wt)

2 i(k 2 i(k(n,X)—wt
Uiy = —w?a;e’ " L Uppy = —Kinpngape im0,

Substitutia da direct

2 i(k(n,X)—wt) __ 2 i(k{n,X)—wt
—pPowW aie( (n.X) ) = —K CiJkLanLake( {n,X) )'
Simplificand factorul exponential nenul si semnul minus,
2 2
pPow a; = K CiJkLanLak.
Cu
Qry(n)ir = CigkLnyn, c=w/k,

rezulta

Qr,(n)a = poc’a.
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Problema 10.7.10 (strong ellipticity si viteze reale). Explicati de ce pozitivitatea stricta
<CL7 QF(n)a> >0 va?”’ 7£ 0

garanteaza valori proprii pozitive pentru tensorul acustic si, in consecinta, viteze reale nenule

ale undelor incrementale.

Rezolvare. Pentru W € C?, teorema lui Schwarz da simetria majora

Cz’JkL = CkLiJ~

Prin urmare

QF(n)zk = Cirrnng = Cyrignpny = QF(n)kia

deci Qr(n) este simetric. Strong ellipticity spune ca forma patratica asociata este pozitiv
definita pentru n # 0. Prin teorema spectrala, toate valorile proprii A, (n) sunt strict pozitive.

Din exercitiul precedent,
Aa(n) = pOcch

Cum py > 0, avem ¢, = +1/A,/po. Pentru viteza de propagare se alege conventional ramura
pozitiva, astfel incat ¢, > 0.
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10.8 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

10.A.1 (Legendre-Hadamard este mai slaba decdt pozitivitatea energiei) Fie
2 A 2
QUH) = pllsym H|" + S(r H)?,  p=2GPa, A= -3GPa.

(i) Calculati Q(a ® b) si verificati conditia Legendre-Hadamard. (ii) Verificati pozitivitatea
lui @ pe Sym(3) folosind Q([). (iii) Comparati conditiile obtinute.

Raspuns.

A
Qa®b) =&l [b]* + 2 (0, ).

Pentru valorile date, minimul pe ||a|| = ||b|| = 1 este (A + 2u)/2 = 1/2 > 0, deci LH stricta
este satisfacuta. Dar 9

Q) =3u+ 5)\ = —7.5GPa < 0.
Agadar LH cere > 0, A\ 4+ 2 > 0, pe cand pozitivitatea energiei cere p > 0, 3X + 2u > 0.

10.A.2 (determinantul pe o linie de rang unu) Fie
F = diag(2,1,1), a=(1,1,0)7, b=(0,1,0)".

(i) Calculati Cof F' si (Cof F,a®b). (ii) Calculati direct det(F +ta®b). (iii) Verificati formula
determinantului pentru o perturbatie de rang unu.
Raspuns.

Cof F = diag(1,2,2), (Cof F,a ® b) = 2.

2 t 0
F+ta@b=10 1+t 0f, det(F +ta ®b) =2+ 2t.
0 0 1

De asemenea, F~ta = (1/2,1,0)T si (b, F1a) = 1, astfel

det(F +ta®b) =det F (1 +t(b, F'a)) = 2(1 + ).

10.A.3 (rank-one convezitatea energiilor pur volumetrice) Fie
W(F) = (det F)?, FeGL*(3), acekR

(i) Reduceti conditia Legendre-Hadamard la convexitatea functiei h(J) = J¢. (ii) Determinati
valorile lui @ pentru care W este rank-one convexa. (iii) Discutati o = —1, 1, 1/2.
Raspuns.

R'(J) = ala —1)J 2

Prin urmare
W este rank-one convexa <— o <0saua«a > 1.
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Pentru o = 1, determinantul este afin pe linii de rang unu. Pentru a = 1/2, " < 0; de
exemplu, pentru F' = I si a = b = ey, functia t — /1 + t este strict concava.

Nivelul B

10.B.1 (compatibilitate Hadamard la o interfatd plana) Fie

=1 Ft=

S O N

10
10
01

(i) Calculati F'* — F~ gi rangul sau. (ii) Scrieti F'* — F~ = a®mn cu ||n| = 1. (iii) Construiti

deformarea continua, afind pe cele doua semispatii, si verificati det F'* > 0.

Raspuns.
1 10
1,1,0)"
Ft—F =(0 0 0 —el®(1,1,0)T—(\/§el)®(\/§).
000
Putem lua

1,1,0)"
n:(’\/’ﬁ), a = V2e;.

Pe interfata (n, X) =0, (F* — F7)X =0, deci

F~X, (n,X) <0,

p(X) =
F*X, (n,X) >0,

este continua. Avem det FF~ =1, det F't = 2.

10.B.2 (tensorul acustic izotrop si legatura cu undele) Pentru
2 A 2

QUH) = e Jsym H|* + 2 (tr H)?,

(i) aratati ca tensorul acustic este
Qn) =pl+A+pnen,  |nf=1;

(i) determinati spectrul sdu; (iii) pentru g = 2 GPa, A = —3 GPa si p = 2000 kg/m? calculati
Ccp, Cs.
Rdspuns. Valorile proprii sunt A + 2 pe directia n si u, de multiplicitate doi, pe n*. Asadar

LH stricta este echivalenta cu
>0, A+ 2p > 0.

109 2-10°
— | —— ~ 707 =/ — 1000m/s.
P =\ 2000 m/s,  cs 2000 m/s

Exemplul are viteze reale, desi 3\ + 2u < 0, deci energia statica nu este pozitiva.

Numeric,
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10.B.3 (convezitate si rank-one convexitate) (i) Aratati ca orice functie convexa W : R™*" — R
este rank-one convexa. (ii) Pentru n = 2, aratati ca W (F') = det I este rank-one convexa.
(iii) Ardtati cd determinantul nu este convex pe R?*2.

Raspuns. Restrictia unei functii convexe la orice dreapta este convexa. Pentru determinant,
det(F +ta ®b) = det F' + t(Cof F,a ® ),
deci restrictia la o linie de rang unu este afina. Totusi, pentru
F, = diag(1,0), F, = diag(0, 1),

avem det [} = det Fy, = 0, dar

F+F 1
det — >0
“T 1

Prin urmare determinantul nu este convex.

Nivelul C

10.C.1 (de la Legendre-Hadamard la vitezele de unda) Pentru elasticitatea liniara izotropa:

(a) explicati pe variatii oscilante de forma

m(X) = zax(X)y(k(n, X))

cum se obtine conditia punctuald D*Wa ® n,a ® n] > 0; (b) calculati forma pentru energia
izotropa si identificati tensorul acustic; (¢) comparati LH cu pozitivitatea energiei si cu
coercivitatea problemei statice.

Raspuns. Avem

Vi = x(k(n, X))a @+ 0@ Tx g(kin, X)),

Primul termen raméane de ordin unu, al doilea dispare cand k£ — oo. Pentru energia liniara,
D*Wla@n,a®n] = pal* n]* + A+ u)({a, ).

Astfel
Qn) = ul + (A + pn @,

cu valorile proprii A + 2u si p. Pozitivitatea energiei, > 0, 3\ + 2u > 0, implica LH, dar
reciproca este falsa. Pentru problema statica, Korn gi Lax—Milgram cer pozitivitatea energiei,
nu doar LH.

10.C.2 (LH pentru o energie neo-Hookean compresibila) Fie
W (F) = % IF|? + h(det F), FeGL*(3), pu>0, heC*0,00).

(a) Calculati D?*W (F)[a ® b,a ® b]. (b) Formulati conditia LH la F' si conditia globald de
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rank-one convexitate. (c) Aplicati pentru
K 2
h(J) = §(J— 1)* — plog J.
Raspuns. Cum determinantul este afin pe linia de rang unu,
det(F +ta®b) = J 4+ tp, f = (Cof F,a ®b),
rezulta
D*W(F)la @b, a @b] = plla|l” |[bl]* + h"(J) 5%

Daca h"(J) < 0, cazul cel mai nefavorabil folosegte

max 3% = opax(Cof F)?,
[lall=]b]|=1

deci la un F fix LH este echivalenta cu
>0, 4 B (J)omax (Cof F)? >0

(atunci cdnd h” < 0). Pe tot GL'(3), rank-one convexitatea cere si este asigurata de u > 0,

h"” > 0. Pentru functia data,

W'(J) = m+% >0,

deci energia este rank-one convexa. La F' = I,
D*W(Da®@b,a @] = plal* [B* + (v + ) ((a, b)),

ceea ce corespunde constantelor Lamé A = k, u = p ale liniarizarii.

10.C.3 (laminate de rang unu gi scaiderea energiei) Fie W (F') = h(det F') pe GL™(2) si doua
gradiente compatibile Hadamard

Fr—F =a®n.
Pentru 6 € (0,1) notam
F=0F"+(1-60)F".

(a) Aratati ca
det ' =60det F* + (1 —6)det F~.

(b) Comparati energia laminatei cu energia deformarii afine cu gradient F. (c) Luati F~ = I,
a=n=e;, FT =diag(4,1), 0 = 1/2, h(J) = V/J.
Raspuns. Afinitatea determinantului pe linia de rang unu da relatia din (a). Energia mediata
este

Oh(JT) + (1 —O)h(J7),

iar energia gradientului mediu este

h(OJt + (1 —6)J).
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Daca h este convexa, Jensen arata ca laminarea nu reduce energia; daca h este strict concava,

o reduce. Pentru datele numerice,
- 5
J =1, Jt =4, ng,

1
Buw=5(14+2) =15, Eu= V2.5 ~ 1.5811.

Asadar laminata are energie mai mica; aceasta este compatibila cu h” < 0 si cu pierderea

rank-one convexitatii.



Capitolul 11

Materiale izotrope si criterii in valori singulare

Surse si orientare. Criteriile spectrale pentru materiale izotrope sunt motivate de analiza

clasica Knowles—Sternberg [8, 9] si de tratarile din [14, 5].

11.1 Energii izotrope si valorile singulare
Fie F' € GL*(3) si folosim conventia unica
F =Q,DQY, Q1,Q, € SO(3), D = diag(A1, Ao, Az), A > 0.
Daca W este obiectiva si izotropa,
W(QF) =W(F),  W(FQ)=W(F) (QeS0(3)),

atunci

W(F) = W(D) =: g(A1, Az, As).

Functia ¢ este simetrica. Justificam si acest punct, care este adesea lasat implicit. Fie P
matricea unei permutari a axelor. Daca det P = 1, atunci P € SO(3) i

PDP” = diag(Ar(1), Ae(2), An(s)-

Daca det P = —1, alegem o matrice diagonala de semne S cu det S = —1, de exemplu S =
diag(—1,1,1). Deoarece D este diagonala, SDS = D. Matricea ) := PS are determinantul
+1, deci Q € SO(3), iar

QDQ" = PSDSPT = PDPT.

Asgadar orice permutare a valorilor singulare poate fi realizata prin rotatii proprii, fara a
schimba WW. Prin urmare

g(/\ﬂ'(l)7 )\7r(2)a )\TI'(?))) = g(>\1a )\27 )\3)

pentru orice permutare .

11.2 Formule de variatie folosite in criteriile spectrale

Vom folosi doua tipuri de variatii. Prima este variatia determinantului pe o linie de rang unu.
Formula a fost demonstrata in Capitolul 10:

det(F+ta®b) =det F[1+t(b,F'a)], FeGL"(3). (11.1)

263
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Folosim consecinta formulei pentru derivata determinantului din Capitolul 1: daca W (F') =
h(det F'), atunci, notand
J(t) = det(F +ta®Vb),
avem J"(t) =0 si
J'(t) =det F (b, F'a).
Regula lantului da
d2

ah(J(1) = W'(JO)T ).

Acesta este calculul volumetric folosit mai jos; formula determinantului nu va fi redemonstrata
in exemple.

Pentru variatiile care modifica valorile singulare avem nevoie de formule de perturbare
spectrald. Fie C(t) = C(t)T si presupunem c& c¢;(t) este o valoare proprie simpli, cu vector
propriu normalizat ¢;(t):

C)qi(t) = ci()a(t),  lla@)] =1.
Derivand relatia de vector propriu,
C'q; + Cq; = cjqi + cid;.
Luam produsul scalar cu g;. Deoarece C' este simetrica,
(@, Cd)) = (Cai, 4}) = cilai, ),

astfel termenii care contin ¢, se anuleaza. Ramane

C; = <qia C/ql>

Pentru j # i luam produsul scalar al aceleiasi relatii cu ¢;. Cum (g;,¢;) =0,
(gj, C'ai) + ¢ja;. @) = cilg;, 4),
de unde ,

) = Y i)
(g, q;) p—

Derivam acum ¢; = (g;, C'q;):
i = (a4, C'q) + (@i, C"qi) + (i, C'q})-

Matricea C” este simetrica, deci primul si al treilea termen sunt egali. Din ||¢;|| = 1 rezulta
(¢i,q}) = 0, astfel ¢/ are numai componente pe directiile g;, j #

¢ = (g, 445

JF#i
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Introducand formula precedenta pentru coeficientii acestei dezvoltari obtinem

'70/2' 2
C;,=<qi70//qi>+22|<q{ Q>| '

i# GG

In aplicatia elastica, C(t) = F(t)TF(t) si A\;(t) = y/ci(t). Regula lantului da

)\/ — C; )\// — Cgl _ (02)2
TN )V

Aceste formule vor fi folosite in sectiunea urmatoare. Ele au fost deduse pentru valori proprii
simple; cazurile cu valori proprii multiple se trateaza separat prin analiza subspatiilor proprii
sau prin trecere la limita. Pentru forma completa a criteriilor vezi [8, 9, 25].

11.3 Convexitate separata si Baker—Ericksen

Derivam mai jos doua conditii direct din conditia Legendre-Hadamard: convexitatea separata
si inegalitatea Baker—Ericksen. Formulele de perturbare spectrala necesare au fost stabilite in
sectiunea precedenta.

Fie, in doua dimensiuni,

F = diag()\l, )\2), W(F) = g()\l, )\2), )\1, )\2 > O,

unde g este simetrica.

1. Convexitatea separata. Alegem directia de rang unu H = e; ® e;. Atunci
F +tH = diag(A\ +t, \g)

pentru |¢| suficient de mic si

d2
@W(F + tH) —0 = gu(>\1, )\2)

Conditia Legendre-Hadamard impune g;; > 0. Alegdind H = e, ® e5 obtinem g5 > 0. Asadar

rank-one convexitatea implica convexitatea lui g in fiecare variabila separat.

2. O variatie de forfecare gi Baker—Ericksen. Presupunem \; # )\, si alegem H = e;®es.

F(t)_<)\1 t), C(t)_F(t)TF(t)_<)\% At )

0 /\2 )\1t )\% + t2

Avem

Notdm cu ¢;(t) = N;(t)? valorile proprii ale lui C(t), numerotate astfel incat \;(0) = \;.

C'(0) = (f AO) C"(0) = (8 g)

Deoarece
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formula perturbativa pentru o valoare proprie simpla a unei matrice simetrice da

si, dacd A2 # N2, )
2\
CH(O) — 1 7 C”(O) —
1 )\% o )\% 2

Cum \;(t) = \/c;i(¢) si ¢,(0) = 0, rezulta

)\1 " )\2

A1(0) = N2 A(0) = EVSYE
Mai explicam si trecerea de la derivatele intinderilor la derivata energiei. Definim
U(t) = W(E®) = g(M(t), Aa(2)).
Regula lantului da
() = gr(Aa (D), ()X (E) + g2(Aa (1), Aa(£)) X5(2).
La t = 0, am demonstrat ca A (0) = A\,(0) = 0, deci ¢’(0) = 0. Derivand inca o data,

() = g11(N])? + 2912 N A5 + g2 (N5)?
+ g\ + g2 .

La t = 0, primii trei termeni se anuleaza si ramane
U7(0) = g1A1(0) + g2A5(0).

Inlocuind formulele calculate mai sus,

A A
//0 — oy e
OZaE I TR
:)\191—>\292
AT = A3

Prin urmare, conditia Legendre-Hadamard aplicata directiei de rang unu e; ® es impune ca
aceasta cantitate sa fie nenegativa.
Legendre-Hadamard impune deci

A1g1 — X2G2 >0
M-A

Deoarece A\; + Ay > 0, aceasta este echivalenta cu

A1g1 — A2go >

0| 11.BE
SV ( )
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Aceasta este inegalitatea Baker—Ericksen in reprezentarea prin intinderile principale.

Interpretarea mecanica. Pentru o energie izotropa, tensiunile principale Cauchy satisfac,
pana la un factor pozitiv comun, o; ~ \;g;. Relatia (11.BE) spune ca o intindere principala
mai mare nu poate corespunde unei tensiuni principale mai mici. Astfel o conditie analitica

provenita din elipticitate capata o interpretare mecanica directa.

Cazul \; = X\;. Forma cu cat nu poate fi evaluata prin substitutie directa, deoarece
numaratorul si numitorul se anuleaza simultan. Fixam A; = A si punem g = \y. Consideram

A—p

Simetria lui g implica, pe diagonala,

91()\, A) = g2(A, )\)7 911()\, A) = 922()\, A).

Prin urmare R este de tipul 0/0 cdnd p — A. Derivind numaratorul si numitorul fata de p,

d
n {/\91()& ) — pgz(A, M)] = Ag12 — g2 — 1G22,

d
—A=p)=—-1
dﬂ( 1)
Regula lui I’'Hospital da
lim R(u) = — [)\912 — G2 — )\922}

n—A (>\7>‘)

= g1 + A(g11 — 912).

Deoarece A > 0, conditia de nenegativitate se poate imparti la A gi devine

g
911—912+§20'

Aceasta este valoarea-limita a expresiei Baker—Ericksen pe diagonala A; = A,.

11.3.1 De la variatiile plane la criteriul complet Knowles—Sternberg

Cele doua conditii deduse mai sus — convexitatea separata si Baker—Ericksen — sunt numai
o parte din criteriul complet. Pentru ultimele doua inegalitati apare o problema elementara
de copozitivitate.

Lema 11.3.1 (copozitivitatea unei matrice simetrice 2 x 2). Fie

M:(Z i).
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Atunci 2T Mz > 0 pentru orice z = (x,y) cu x,y > 0 dacd si numai dacd
a>0, c>0, b+ ac> 0.

Demonstratie. Necesitatea lui a,c > 0 rezulta testdnd z = (1,0) si z = (0,1). Presupunem
aceste doua inegalitati. Daca x = 0, afirmatia este deja clara. Pentruz > 0 punem ¢ = y/z > 0
si scriem

2T Mz

5 = a + 2bt + ct?.
x

Daca b > 0, toate cele trei termene sunt nenegative. Daca b < 0 si ¢ > 0, minimul pe t > 0
este atins la t = —b/c si are valoarea a — b?/c. Aceasta este nenegativa exact cand b* < ac,
adica b+ v/ac > 0. Daca ¢ = 0, conditia b + y/ac > 0 impune b > 0, revenind la primul caz.

Schimbéand rolurile lui a si ¢ acoperim si cazul-limita a = 0. O]

Lema explica aparitia termenului /g11g22: dupa eliminarea amplitudinilor unei variatii de
rang unu, forma patratica relevanta trebuie sa fie nenegativa numai pentru anumite variabile
nenegative, nu pe intregul R2.

Pentru criteriul complet folosim teorema clasica Knowles—Sternberg [8, 9, 5]. Calculele de
mai sus explica aparitia conditiilor separate si a termenilor de tip Baker—Ericksen; caracte-
rizarea completa mai cere analiza celor doua forme copozitive corespunzatoare tiparelor de

semne.

Teorema 11.3.2 (Knowles-Sternberg, cazul plan). Fie W : GL*(2) — R obiectivd si izotropd,
de clasa C?, cu W(F) = g(A1, \2) si g simetrica. Pentru Ay # Xy, energia este rank-one

convexda dacd st numai dacd

911 Z Oa g22 Z Oa
Mg — A2g2 >0,
Al — A

St
V911922 + g12 + )\ — i]\Z >0,

g1+ g2
A/ — > 0.
911922 — g12 + Mty =

Pentru A\; = X\, conditiile se inteleg prin extensie continud.

Observatia 11.3.3. Primele trei conditii au fost motivate si derivate explicit in sectiunea
precedenta. Cele doua conditii finale sunt exact conditiile de copozitivitate ale formelor
care amestecd cele doudt directii principale. In acest curs folosim echivalenta completd drept
rezultat clasic admis, nu pretindem ca am reprodus demonstratia integrala din literatura de

specialitate.

11.4 Ceriterii spectrale in trei dimensiuni

In trei dimensiuni o variatie de rang unu poate cupla simultan toate cele trei directii principale.
De aceea, pe langa convexitatea separata gi inegalitatile Baker—Ericksen, apar conditii de
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copozitivitate pentru matrici 3 x 3. Calculul bidimensional a fost facut explicit mai sus;
criteriul complet tridimensional va fi folosit ca rezultat admis, cu trimitere la [5, 25].
Fie
W(F) = g(A1; A2, A3),

cu g simetrica si de clasa C?. Notam

_ 99 O
T=on YT anon

Pentru i # j si €; € {1} definim

9i — €i€53;

€
4 B )\Z —51‘5]'/\]'

Y
in punctele unde numitorul este nenul, cu extensia continua in punctele de coincidenta. Pe
diagonala punem

e _
my; = Gii-

Caracterizarea tridimensionala este folosita ca rezultat admis. Demonstratia com-
pleta cere eliminarea parametrilor unei variatii de rang unu si folosirea criteriului de copo-
zitivitate pentru matrici 3 x 3; aceste calcule depasesc nivelul urmarit aici. Folosim forma
necesara si suficienta a criteriului si indicam termenii care apar in el. Pentru demonstratie
vezi [5, 25].

Teorema 11.4.1 (criteriu tridimensional de tip Dacorogna). Energia izotropa W este rank-one

convexd daca $i numai daca, pentru orice A\; > 0 si orice alegere de semne €;, sunt satisfacute:
1. g;; = 0 pentrui=1,2,3;
2. inegalitatile Baker—FEricksen

Aigi — Ajg; .,
—_— > .

£

3. matricea simetrica M*® = (mj;) este copozitiva, adicd

ZAMz2>0  Vze0,00).

Pentru o matrice simetrica 3 x 3, copozitivitatea poate fi verificata printr-un set finit de
inegalitati in elementele diagonale, In combinatiile m;; + | /my;m;; si intr-o conditie cubica
finala. Formula este mai lunga decat in 2D, dar structura este aceeasi: convexitate separata,
Baker—Ericksen gi controlul variatiilor care amesteca directiile principale.

11.4.1 Exemplu pentru criteriul 3D: g = \? + \3 + \}

Consideram

g()\lv/\Qv/\fS) — )\% + )\g + Ag
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. . 2 . . v VPN
Aceasta corespunde energiei W(F) = ||F||", despre care stim deja ca este convexa in F.
Verificam acum criteriul spectral numai pentru a vedea concret cum functioneaza matricele
Me. Avem

gi = 2\, Gii = 2, gi; =0 (i#7).

Baker—Ericksen devine

Ai — A Ai — A (i + )
Pentru i # j si n;; = g6, € {£1},
m;:, = ———— —
YN A 7

ori de cate ori numitorul este nenul; prin continuitate aceeasi valoare raméane si la coincidenta.

Pe diagonala, m;, = 2. Prin urmare

independent de alegerea semnelor. Pentru z € [0, 00)3,
Tare. 2
ZMZ—2(21+ZQ+23) ZO

Toate conditiile criteriului sunt deci satisfacute. Exemplul arata direct cum se verifica criteriul

tridimensional intr-un caz in care matricele M¢ au o forma simpla.

11.4.2 Diferente intre criteriul 2D si criteriul 3D

Atat in 2D, cat si in 3D, reducerea spectrala conduce la conditii de copozitivitate, nu la
pozitivitate definitd pe intregul spatiu. In 2D, copozitivitatea unei matrice simetrice 2 x 2

are criteriul elementar

my 2> 0, Moy > 0, Mg + /Mo > 0,

iar cele doua tipare de semne conduc la ultimele dous inegalitati Knowles-Sternberg. In 3D
problema este mai dificila din trei motive: copozitivitatea unei matrice 3 x 3 necesita o conditie
suplimentara de tip cubic, exista patru tipare distincte de semne (deoarece M® = M%), iar o
variatie de rang unu cupleaza simultan cele trei directii principale. Acestea, nu pozitivitatea
definita in 2D, explica complexitatea criteriului tridimensional.
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11.5 Criteriul pentru medii incompresibile izotrope

Material de aprofundare. Criteriul complet de tip Zubov de mai jos este inclus pentru
consultare si pentru a arata cum se modifica analiza spectrala sub constrangerea det F' = 1.
Nu cerem memorarea marimilor auxiliare; pentru cursul de baza retinem conditia tangenta
(b, F~1a) = 0 si ideea ca elipticitatea se verifici numai pe directiile compatibile cu incompre-
sibilitatea.

Pentru un material incompresibil, energia este definita pe varietatea SL(3) (sau este
extinsa cu 400 in afara ei), iar tensiunea totala contine un multiplicator Lagrange de presiune
—pl. Criteriul de elipticitate se refera la partea elastica tangenta restransa la directiile
compatibile cu constrangerea. Pentru F' € SL(3), valorile singulare satisfac

ANy = 1.
Directiile de rang unu admisibile se obtin prin liniarizarea constrangerii det F' = 1. Pentru
FF=F+ta®b
formula determinantului pe o linie de rang unu, demonstrata in Capitolul 10, da
det F, = det F(1+t (b, F'a)).

Cum F € SL(3), avem det F' = 1. Pentru ca directia a ® b sa fie tangenta la constrangere
trebuie ca derivata lui det F; in t = 0 sa fie zero, adica

d

o det F, = (b, F~'a) = 0.

t=0

Deoarece determinantul este chiar afin in ¢ pe o linie de rang unu, aceeasi conditie implica
de fapt det F; = 1 pentru toate valorile lui ¢ pentru care consideram linia. Asadar, in cazul
incompresibil, conditia Legendre-Hadamard se verificA numai pentru perechile (a,b) care
satisfac

(b, F'a) = 0.

Aceasta explica de ce testul de elipticitate este restrans la un subansamblu al directiilor de
rang unu folosite in cazul compresibil.

In termeni spectrali se pot defini, pentru o permutare (i, j, k),

Aigi — )\jgj
o = )\Z _ )\J ) 6% = Gis,
si
+ 9i + 9j

Un criteriu complet de tip Zubov cere, pe langa o > 0, pozitivitatea expresiilor

O = BiA] + Bj)‘jz + 279 Ai;



Elasticitate matematica 272

s
€ + (51(5] > 0,
unde
e = BiAL + 7 Ads 7 Ay + 5 Ak

Pentru versiunea nestricta asociata rank-one convexitatii, semnele > se inlocuiesc cu > in
conditiile corespunzatoare, cu atentie la cazurile degenerat-limita. Acest rezultat este util mai

ales In analiza modelelor incompresibile in care g se reduce la doua variabile independente

prin /\3 = ()\1)\2)71.

11.6 Unde incrementale si tensorul acustic

Deducem, in ordinea logica, ecuatia incrementala, tensorul acustic si interpretarea valorilor

sale proprii ca viteze patrate. Folosim densitatea de referinta pg si notatia unica

O*W
C; [y) = ——%(F
kL (Fo) 8EJ8FkL( 0)
pentru tensorul tangent.
Consideram o stare de baza omogena
900(X) = FoX

si o perturbatie mica
0 (X, t) = Fo X + eu(X, t).

Atunci F. = Fy + eVu. Pentru un material hiperelastic, P(F) = DpW (F) si
P(F.) = P(Fy) + & D*W(Fy)[Vu] + ofe).

In componente,

(D*W(Fy)[Vul) = Cigr(Fo)ur.s.

Presupunem ca starea omogena este in echilibru si ca nu exista forte masice incrementale.
Deoarece Fj este constant, si C(Fp) este constant in spatiu. Liniarizarea ecuatiei materiale de
miscare conduce la

Poll; = 0y (CiJkLuk,L> = CiJkLuk,LJ-

Cautam un mod plan complex
u(X,t) = q eltFinX)=wt) k>0,

unde a este polarizarea, n directia de propagare si w pulsatia. Campul fizic real se obtine
luand partea reala. Derivarea da

2 i(k(n,X)—wt)

i; = —w a;e , U L] = — k2 naeHmX—wt),
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Substituind si simplificand factorul exponential nenul,

2 2
pow-a; = k"Cierngnpay.

Definim tensorul acustic
Qr,(n)ix = Cippr(Fo)nyny.

Cu viteza de faza ¢ = w/k,

Qr,(n)a = poca.

Din simetria majora a Hessianului,
Cisrr = Cyriy,

rezultd Qp,(n)? = Qg,(n). Problema de propagare este deci o problema spectrald pentru o

matrice simetrica. Mai mult,
(a, Qr,(n)a) = Cigrrainjarng, = D*W (Fy)la ®@ n,a @ n).

Prin urmare elipticitatea puternica este echivalenta cu pozitivitatea stricta uniforma a energiei

incrementale pe toate modurile a ® n si conduce la viteze de faza reale strict pozitive.

11.7 Interpretarea spectrala a exemplului Saint Venant—
Kirchhoff

In Capitolul 10 am verificat pierderea rank-one convexitatii pentru energia Saint Venant—
Kirchhoff pe familia
F(t) = diag(t, 1,1).

Calculul de acolo conduce la

d? 20+ A
——Wsvi(F(t)) = %

pr (3t* — 1).

Pe aceasta familie, directia de variatie este e; ® ey, iar semnul derivatei a doua calculate in
Capitolul 10 este semnul formei Legendre-Hadamard pe aceasta directie. Daca 2u + Ay, > 0,
ea devine negativi pentru 0 < t < 1/4/3, ceea ce aratd pierderea elipticitatii pe familia
considerata.

Pragul 1/+/3 apartine acestui test unidirectional. Criteriile spectrale din sectiunile prece-
dente verifica simultan toate directiile de rang unu si pot detecta pierderea elipticitatii pe o
alta directie. Exemplul leaga astfel calculul pe familia unidirectionala de criteriul spectral,

care verifica simultan toate directiile de rang unu.
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11.8 Exemplu: energia neo-Hooke compresibila
Consideram
W(F) = g(||F||2 —3) — plog J + );L(log D)2, J=detF.

Pentru o variatie de rang unu H = a ® b,

D (S IFI1?) (H, H) = el o]
Deoarece Dlog J[H] = (F~T H) = (b, F~'a) si determinantul este afin pe linii de rang unu,

D?(—pulog J)[H, H] = u({b, F~'a))2
Pentru termenul volumetric,

D? (;\(log J)2) [H, H] = M\(1 —log J)((b, F~ta))?.
Prin urmare
DA (F)[H, H] = o Jall 1P + [0+ hu(1 ~ log )] (6, F~'a))”.

Punem

c(F):=p+ (1 —1logJ), Amin (F') := min \;(F).

Pentru a,b # 0,
2 1

b, F~1a)|? -
|< a>| <H 1 op:7/\min(F>27

oz S
[lall™ o]

si egalitatea poate fi atinsa alegand a, b pe directiile singulare corespunzatoare lui A;,. Daca

c(F) > 0, termenul suplimentar este nenegativ si strong ellipticity cere numai p > 0. Daca
c(F) < 0, cazul cel mai nefavorabil este cel de egalitate de mai sus. Prin urmare conditia
necesara gi suficienta pentru strong ellipticity este

min{c(F),0}

N (F)? > 0.

p >0, B+

Echivalent, cand ¢(F) < 0, trebuie verificat p + ¢(F)/Amin(F)?* > 0. Astfel proprietatea

depinde explicit de compresia volumetrica gi de cea mai mica intindere principala.

11.9 Energie separabila de tip Valanis—Landel

In dimensiune generala n consideram
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In particular, pentru criteriul Knowles-Sternberg plan vom lua n = 2, iar pentru exemplele

tridimensionale n = 3. Atunci
gi = &' (), gii = ¢"(N), gi; =0 (i#7).

Convexitatea separata cere ¢” > 0. Baker—Ericksen devine

A’ (Ni) = Aid'(Ag) 0
N, S

J

ceea ce este echivalent cu faptul ca functia
s s¢'(s)

este nedescrescitoare pe (0,00). In 2D, ultimele conditii Knowles-Sternberg devin

" 7 gb/()‘l) - ¢/(/\2>
V" (A)d"(A2) + N >0,
OO0 0a) + Wiz . f;“” > 0.

Aceste formule reduc problema matriciala la inegalitati unidimensionale pentru ¢.

11.10 De ce rank-one convexitatea

nu garanteaza existenta

Rank-one convexitatea controleazi energia numai pe linii matriciale F+t a®b. Intr-o problema

de minimizare integrala, un sir de gradiente poate oscila in mai multe directii, iar acest control

nu este suficient pentru semicontinuitatea necesara metodei directe. Capitolul urmator

introduce quasiconvexitatea si policonvexitatea, precum si rolul minorilor gradientului. Vom

preciza acolo implicatiile dintre aceste notiuni si motivul pentru care rank-one convexitatea

este, in general, o conditie necesara, nu o teorema de existenta.

11.11 Probleme pentru seminar

1. Pentru g(A,A2) = A + M5, p > 1, verificati toate cele patru inegalitati Knowles—

Sternberg si comparati calculul cu faptul ca F +— ||F HZ este convex pentru norma

Schatten corespunzatoare.

2. Pentru matricea simetrica

]\4:127
2 1

aratati ca M este copozitiva, dar nu pozitiv semidefinita. Explicati de ce acest exemplu

clarifica diferenta dintre criteriul copozitiv si criteriul spectral obignuit.
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3. Pentru energia Saint Venant-Kirchhoff, restrictionata la F' = diag(t, 1), folositi criteriul
Knowles—Sternberg pentru a determina, in cazul A\, = u, pragul la care se pierde
elipticitatea si comparati-1 cu 1/4/3.

4. Calculati conditia Legendre-Hadamard pentru energia elastica liniara si identificati
conditiile pe constantele Lamé.

5. Pentru o energie Valanis—Landel in 2D, g(A1, A2) = ¢(A1)+¢(A2), rescrieti toate conditiile

Knowles—Sternberg numai in termeni de ¢', ¢".

6. In cazul incompresibil, aratati ci adiugarea la ¢ a termenului clog(A;A2A3) nu modifics
energia pe SL(3) si discutati efectul asupra derivatelor spectrale care apar in criteriul

restrictionat.

11.12 Exercitii rezolvate

Problema 11.12.1 (reprezentarea in valori singulare). Pentru o energie obiectiva si izotropa
W, explicati de ce putem scrie
W(F) = g(M, A2, A3)

cu g simetrica la permutari.

Rezolvare. Din descompunerea polara F' = RU si obiectivitate,
W(F)=W(RU)=W().

Diagonalizam U = QDQT, cu D = diag(\;, X2, A3) si Q € SO(3) dupa ajustarea semnelor
vectorilor proprii daca este necesar. Izotropia da

W(U) =W(QDQ") = W(D).

Prin urmare W depinde numai de valorile singulare. Daca P este o permutare a axelor,
argumentul cu o matrice diagonald de semne S astfel incat PS € SO(3) aratd ci PDPT are
aceeagi energie ca D. Rezulta ca

g()\ﬂ(l)7 )\7r(2)7 )\7r(3)) - g(>\1a >\27 )\3)

pentru orice permutare 7; deci g este simetrica.

Problema 11.12.2 (coporzitivitate fara pozitivitate semidefinita). Considerati

M:(; 3).

Aratati ca M este copozitiva, desi nu este pozitiv semidefinita.

Rezolvare. Pentru z = (z,y) cu x,y > 0,

Mz =a2* + 4oy + 1 >0,
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deci M este copozitiva. Pe de alta parte, vectorul v = (1,—1) da
vIMv=1-4+1=-2<0,

asadar M nu este pozitiv semidefinita. Echivalent, valorile proprii sunt 3 si —1. Exemplul
arata concret de ce criteriile spectrale de rank-one convexitate conduc la copozitivitate: forma

trebuie controlata numai pe un con de amplitudini admisibile, nu pe intregul spatiu.

Problema 11.12.3 (limita Baker—Ericksen pe diagonala spectrald). Fie g € C?((0,00)?)

simetrica. Calculati limita
im A1g1 — Aago
Ao—A=A A — Ay

Rezolvare. Fixam Ay = A si consideram functia
N(t) = Agi(A 1) = tga(A, 1)

Prin simetria lui g, la t = X avem g3 (A, A) = g2(A, A), deci N(A) = 0. Raportul cerut este

Aplicam regula lui ’'Hospital:

Dar
N'(t) = Agia(A, 1) — ga (A, 1) — tgaa (A, ).

Pe diagonala, simetria da g.o = g11 $i go = g1, astfel
—N'(A) = Mgi1 — g12) + o1

Prin urmare

Ag1 — A2G2

Azl%)\ N — = ANg11 — q12) + o1

Impértind prin factorul pozitiv A se recupereaza forma uzuald ¢i11 — g2 + 1 /A > 0.

Problema 11.12.4 (verificarea Baker—Ericksen pentru o energie de putere). Fie g(A1, A2) =
A+ X8, p > 1. Verificati inegalitatea Baker—Ericksen.

Rezolvare. Avem

g =N
Atunci
Aigi = P
Deci raportul BE este
A — N

PN =N
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Functia h(s) = ps? este strict crescatoare pe (0,00) pentru orice p > 0. Prin urmare conditia
Baker—FEricksen are loc deja pentru orice p > 0. Ipoteza p > 1 devine relevanta separat,
pentru convexitatea s — sP si pentru conditiile de convexitate separata.

Problema 11.12.5 (tensorul acustic pentru neo-Hooke intr-o dilatare sferica). Pentru energia
neo-Hooke compresibila din sectiunea anterioara si starea F' = o, a > 0, calculati forma
Legendre-Hadamard si conditia de strong ellipticity.

Rezolvare. Avem J = o3, F7! = o ' i
c(F)=p+ (1 —logJ)=pu+ (1l —3loga).
Formula deja dedusa in capitol este
D*W(F)la®b,a®b] = plla|” [bl* + c(F)({b, Fa))?.

Cum (b, F~'a) = a™{a, b),

DW(F)a®b,a®8 =l ol + 2 ((a,5))7.

o

Pentru ¢(F') > 0, minimul in unghiul dintre a, b apare la a L b si este controlat de p. Pentru
¢(F) < 0, minimul apare la a || b. Prin urmare strong ellipticity este echivalentd cu

min{c(F),0}

> 0.
oz2

p >0, B+

Exercitiul arata explicit cum starea de deformare influenteaza tensorul tangent chiar pentru

un material izotrop.

Problema 11.12.6 (perturbarea unei valori proprii simple). Fie C(t) simetric si C'(0)q; = ¢;q;,

cu ||g|| = 1 si ¢; simpla. Demonstrati
¢i(0) = (g, C"(0)s)-

Rezolvare. Derivam
C(t)qz'(t) = Ci(t)%(t)

lat=0:
C'qi + Cq; = ciq; + ciq;.

Inmultim scalar cu ¢;. Cum C este simetric si Cq; = ¢;q;,
Acesti termeni se anuleaza din cele doua parti, iar ||¢;|| = 1 da (g, ¢;) = 1. Raméne

CQ = <Qi7 Cl(]i>~
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Problema 11.12.7 (forfecare spectrala in 2D). Fie F' = diag(\1, A2) si H = 1 ® e5. Pentru
F(t) = F +tH, calculati C’(0).

Rezolvare. Avem

Derivand,

C'(0)=H'F+ FTH.
Cum

P A0 , I 0 1 7

0 Ao 0 0
obtinem

A 0 0 O
deci

0 A
C'(0) = .

A1 0
Problema 11.12.8 (aparitia conditiei Baker-Ericksen). In situatia exercitiului precedent,

explicati de ce calculul celei de-a doua derivate a lui W(F'(t)) = g(A1(t), A2(t)) conduce la
termenul

A1g1 — Aago
A=A
Rezolvare. Pentru forfecarea aleasa, primele derivate ale valorilor proprii ale lui C' sunt
zero deoarece diagonala lui C’(0) este zero. Asadar prima variatie a intinderilor principale
este nula. A doua variatie provine din amestecul vectorilor proprii si are numitorul diferentei
valorilor proprii ale lui C, adicd A} — A\3. Dupa trecerea de la ¢; = A\? la \; = /¢; si aplicarea
regulii lantului, coeficientul relevant se reduce la

A1g1 — A2G2
N =3

Cum A, + Ay > 0, semnul este acelasi cu al raportului Baker—Ericksen

A1g1 — Aa2go
M — Ny

Problema 11.12.9 (criteriul Knowles—Sternberg in 2D: utilizare). Presupuneti ca g €
C?((0,00)?) este simetrici. Enumerati tipurile de conditii care trebuie verificate pentru
rank-one convexitate in criteriul 2D prezentat in capitol.

Rezolvare. Criteriul se organizeaza in patru ingrediente: (i) convexitatea separata,

g1 = 0, g22 > 0;
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(ii) inegalitatea Baker—Ericksen; (iii) o inegalitate care contine

V911922 + 912

si un raport de diferente al derivatelor prime; (iv) o a doua inegalitate in care apare

V911922 — g12

si combinatia corespunzatoare cu A\; + Ay. Importanta criteriului este ca reduce o conditie
matriciald asupra lui D?W la inegalitati scalare in variabilele spectrale.

Problema 11.12.10 (energie Valanis-Landel). Considerati in 2D

g(A1, A2) = f(M1) + f(N2).

Aratati cum se simplifica primele doua familii de conditii spectrale.

Rezolvare. Avem

g1 = ["(\1), 922 = ["(N2), g12 = 0.

Convexitatea separata devine pur si simplu
f"(s) >0 Vs>0.

Baker—Ericksen devine )
AMf (A1) = Xaf'(A2) >0
AL — Aoy -

Agadar functia scalara s — sf’(s) trebuie sa fie monotona nedescrescatoare. Aceste doua

verificari reduc considerabil analiza Tnainte de a aborda inegalitatile cuplate ramase.
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11.13 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

11.A.1 (determinantul pe o linie de rang unu) Fie

a=(1,0,1)".

T

I
o O =
S N =
= o O

(i) Calculati F~' si F~1a. (ii) Pentru b = ey, calculati det(F + ta ® b) si determinati valoarea
lui ¢ pentru care determinantul se anuleaza. (iii) Pentru b = ey, aratati ca determinantul este

constant.
Raspuns.
1 —-1/2 0
F'=10 1/2 0], F~'a=(1,0,1)7, det F = 2.
0 0 1

Pentru b = ey, (b, F~'a) = 1, deci
det(F +ta®e) =2(1+1),

care se anuleaza pentru t = —1. Pentru b = ey, produsul este zero si determinantul raméane

egal cu 2. Aceasta este o directie tangenta la multimea de nivel a determinantului.

11.A.2 (Baker-Ericksen pentru o energie Valanis—Landel) Fie

W(F) = Z(p()\i), o(s) =s—logs, s>0.

(i) Calculati g;, ¢ii si gi; pentru i # j. (ii) Verificati convexitatea separata. (iii) Calculati
raportul Baker—Ericksen. (iv) Scrieti tensiunile principale Cauchy.

Raspuns.
1 1 .,
gizl—)\j, gii:)\?>0, 955 =0 (i #7).
Cum >\zgz == )\z — 1,
Aigi — Ajg;
——==1>0.
Ai — A
Prin urmare conditia Baker—Ericksen este strict satisfacuta. Tensiunile principale sunt
Aigi A — 1
P = = , J = A A )s.
g 7 7 17213

11.A.3 (tensor acustic in starea nedeformata) Fie

AL

W(F) = SIFIP + Sdet F =17 p>0, Ap>0.
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(i) Calculati D*W (I)[H, H]. (ii) Pentru H = a ® n, ||n| = 1, determinati Q;(n). (iii)
Determinati spectrul si vitezele incrementale.
Raspuns.

D*W(I)[H, H] = p|H|" + A (tr H),
Qr(n) = pl + Apn @ n.

Valorile proprii sunt j + Az, pe directia n si p, de multiplicitate doi, pe n*. Vitezele sunt

_ [kt AL _ K
Cr, = 5 Cr = —.
P P

Nivelul B

11.B.1 (Baker-Ericksen pentru Saint Venant-Kirchhoff) Fie

A 1
WSVK(F):MHEHQJr?L(UE)Za EZQ(FTF—IL 1, A, > 0.

(i) Scrieti reprezentarea spectrala i calculati g;. (i) Deduceti raportul Baker—Ericksen pentru
A1 # Ao (iii) Pentru g = A, = 1, A3 = 1, determinati regiunea de violare.

Raspuns. Cu
3

=1
avel \
g, Ao, Ng) = %Z(A? 12y gLSQ’

A
g9i = pAi(N] — 1) + ?LS)\i'

Prin urmare
AL

Mg — A
AILT 292 (A + ) UG+ 23— 1)+ 528

A1 — Ao

Pentru u = Ap = 1, A3 = 1, conditia este violata exact cand

4
Af+>\§<§.

11.B.2 (criteriul Knowles—Sternberg complet in 2D) Fie

g1, A2) = (A1) + p(A2), p(s) = s —logs.

Verificati conditiile criteriului Knowles—Sternberg pe (0, 00)?.
Raspuns.
g =X">0, go2 = A2 >0, g12 = 0,

iar raportul Baker—Ericksen este 1. Cele doua expresii mixte devin

g1 — g2 2
v/ = > 0,
J11922 + g12 + A oy
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g1 + g2 2
v/ — + = > 0.
911922 — g12 Mt Nt

Toate conditiile sunt strict satisfacute.

11.B.3 (tensor acustic neo-Hookean intr-o stare deformata) Fie
W(F) = g(||F||2 —3) — plog J + >\2L(10g J)?, J=detF,
si Fo = diag(2,1,1), cu p = A = 1. (i) Aratati ca
Qr,(n) = p|n||> I + km @ m, m = Fy'n, k= p+ A (1—logJ).
(ii) Calculati spectrul pentru n = ey si n = eq. (iii) Discutati pozitivitatea.

Raspuns. Aici J = 2 i
k=2 —log?2 =~ 1.306853.

Pentru n = ey, m = e;/2, deci valorile proprii sunt
K
1+ 1 ~ 1.326713, 1, 1.
Pentru n = ey, m = ey, deci valorile sunt
1+ k=~ 2.306853, 1, 1.

O conditie suficienta pentru pozitivitate pentru orice n # 0 este kK > 0.

Nivelul C

11.C.1 (Saint Venant—Kirchhoff: doud praguri de pierdere a elipticitatii) Pentru Wgy i din
11.B.1 considerati calea A = (¢,1,1), t > 0. (a) Determinati pragul t.s la care se pierde
convexitatea separata in ;. (b) Determinati pragul tgr pentru conditia Baker—Ericksen. (c)

Comparati pragurile.

Raspuns.
2 A
gu(t,1,1) = AL 3 gy
deci
L1
CS \/g‘

Conditia Baker—FEricksen se anuleaza pentru
to = 4|~k
BE = 20+ A

tpe > tes <= AL > .

Prin urmare
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11.C.2 (energia tr U — logdet F') Fie
3
W(F) =Y (A —logh), FeGL*(3).

=1

(a) Aratati ca W = tr U — logdet F i ca este obiectiva si izotropa. (b) Aratati W(F) > 3,
cu egalitate exact pe SO(3). (c) Verificati bariera la determinant nul si conditiile spectrale
discutate anterior.

Raspuns. Deoarece valorile proprii ale lui U sunt \;,

trU:Z)\i, detU:detF:HAi.

Functia scalara s — log s are minimul 1 la s = 1, deci
W(F) > 3,

cu egalitate exact cand toate valorile singulare sunt 1, adica F' € SO(3). Daca det F' — 07
cu || F|| marginita, atunci — logdet F' — +o0. Mai mult,

gii:)\i_2>0a

si conditia Baker—Ericksen este strict satisfacuta; in 2D criteriul Knowles—Sternberg este

complet satisfacut.

11.C.3 (cazul incompresibil: directii admisibile si o linie in SL(3)) Fie
F = diag(2,1,1/2) € SL(3).

(a) Scrieti conditia (b, F~'a) = 0. (b) Verificati cd a = e, b = e, este admisibila si studiati
F(t) = F +te; ® ea. (¢) Pentru

W(F)=S(IFI°=3),  FeSLE),

verificati convexitatea restrictiei la aceasta linie si conditia LH incompresibila.
Raspuns. Cum
F~1 = diag(1/2,1,2),

conditia este

1
§a1b1 + a2b2 + 2@3[)3 = 0.

Pentru a = ey, b = es, conditia este verificata, iar

det F(t) =1 pentru orice t.
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Blocul (1,2) al lui C(t) = F(t)TF(t) este

4 2
2t t24+1)°

cu determinant 4, iar A3 = 1/2, deci produsul celor trei valori singulare raméne 1. Pentru
energia neo-Hookeana incompresibila,

W(F(®) =4 (i + t2> , jtZW(F(t)) — >0,

Mai general,
D*W(F)la®b,a®b] = pullal*b]* >0

pentru a, b # 0, deci LH este satisfacuta pe toate directiile admisibile.



Capitolul 12

Quasiconvexitate, policonvexitate si minorii gradientului

Surse si orientare. Notiunile de quasiconvexitate si policonvexitate si ierarhia lor sunt
prezentate dupa Ball [2] si Dacorogna [5].

12.1 Quasiconvexitatea si limitele rank-one convexitatii

Rank-one convexitatea controleaza energia numai pe segmente matriciale F' + ta ® b. Pentru
minimizarea functionalelor integrale, un sir de gradiente poate oscila simultan in mai multe
directii, iar controlul pe linii de rang unu nu este in general suficient pentru semicontinuitatea
slaba. Morrey a introdus quasiconvexitatea pentru a surprinde exact aceasta problema
variationala.

Inainte de definitie fixdm clasa de teste astfel incit s& nu folosim un spatiu Sobolev nainte
de a-l introduce. Fie D C R? un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz.

Definitia 12.1.1 (quasiconvexitate). Fie W : R3*3 — R Borel-masurabild si local marginita.
Spunem ci W este quasiconvexs daca pentru orice F' € R3*3, orice asemenea domeniu D si
orice ¥ € C°(D;R3),

W(F) £3(D) < /D W(F + Vi(z)) dz. (12.1)

Ipotezele de masurabilitate si marginire locala asigura ca integrala este bine definita pentru
variatiile netede folosite aici. Pentru energii elastice cu valori extinse, de exemplu W = +oo
cand det F' < 0, definitia se formuleaza pe domeniul efectiv al energiei si se admit numai
variatiile pentru care membrul drept este bine definit. Pentru integranzi continui cu ipoteze
standard de cregtere, aceeasi conditie poate fi formulata cu teste din Wol °° prin aproximare;

nu avem nevoie de aceasta extensie in demonstratiile elementare din capitol.

12.2 Lagrangieni nuli si identitatile de medie ale mino-

rilor

Rolul Lagrangienilor nuli este sa arate ca, pentru o variatie cu urma zero, nu numai media
gradientului, ci si mediile minorilor sunt cele ale matricei medii. Acest fapt va fi combinat cu
Jensen in demonstratia policonvexitate = quasiconvexitate.

Definitia 12.2.1 (Lagrangian nul, la nivelul de regularitate folosit aici). Un integrand
L : R¥3 — R este numit Lagrangian nul daca, pentru aplicatii suficient de netede, valoarea

lui
/ L(Vu)dz
D

depinde numai de urma lui v pe dD. Minorii gradientului sunt exemplele folosite aici.

286
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Observatia 12.2.2 (caracterizarea clasica). Pentru integranzi suficient de regulati care depind
numai de gradient, rezultatul clasic Ball-Currie-Olver afirma ca Lagrangienii nuli de ordin
intai sunt exact combinatiile afine ale minorilor lui F. In dimensiunea trei, acestea sunt
combinatjii liniare ale lui 1, ale componentelor lui F'; ale componentelor lui Cof F' si ale lui
det F'. Folosim numai directia elementara de care avem nevoie: fiecare dintre acesti minori
are integrala determinata de datele la frontiera. Caracterizarea completa este mentionata ca

rezultat admis; vezi [5].

12.2.1 Identitatea lui Piola

Lema 12.2.3 (identitatea lui Piola). Dacd u € C*(D;R3), atunci
Div(Cof Vu) = 0, 0;(Cof Vu),;; = 0.

Demonstratie. Aceasta este identitatea Piola demonstrata in Propozitia 4.4.1, aplicata aici
aplicatiei u. Consecinta folosita In acest capitol este variationala: componentele cofactorului

se comporta ca Lagrangieni nuli. O

12.2.2 Determinantul ca divergenta in trei dimensiuni

Folosim identitatea algebrica

(Cof F, F') = 3det F,
care rezultd din F'T Cof F = (det F)I prin luarea urmei. Aplicind regula produsului si
Lema 12.2.3,
div ((Cof Vu)Tu) = 8J<(Cof Vu)uui)

= 6J(COf VU)ZJ U; + (COf Vu)uui,J
0
= (Cof Vu, Vu) = 3det Vu.

Prin urmare

det Vu = ; div ((Cof Vu)Tu). (12.2)

12.2.3 Determinantul 1n doua dimensiuni

Pentru u = (uy, us),

det Vu = Up,1U2,2 — UL 2UL T -

Regula produsului da

o (U1U2,2) - a2(Ulu2,1) = Up,1U22 + UUg 21 — U1 2U21 — ULU2,12

= det Vu,
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fiindca derivatele mixte coincid, ug 21 = ug12. Astfel, daca u(z) = Fa +9(z) si ¥ = 0 pe 0D,
/ det(F + V) da = £2(D) det F.
D

Observati ca masura este £2(D) in problema bidimensionald.

In 2D, cofactorul este liniar in F:

Cot = | P2 ha) (Cof F, F) = 2det F.
_F12 Fll

Prin acelasi calcul de produs, pentru u € C?(D;R?),

1 -
det Vu = 3 le((COf Vu) u)

Aceasta formula este analogul bidimensional exact al relatiei tridimensionale (12.2).

12.2.4 Componentele cofactorului sunt divergente

De exemplu,

(COf VU)H == UQ72U373 - U273U372.

Calculam

82(U2U3,3) - 33(U2U3,2) = Ug2U3,3 — U2,3U3 2
+ us(u3 30 — Uz 23).

Pentru u € C?, teorema lui Schwarz d& wus 3, = uga3; derivatele mixte nu sunt zero, ci se

anuleaza reciproc in diferenta. Rezulta
(COf VU)H = (92(u2u3,3) — 83(1,62?1/3’2).

Celelalte componente se obtin prin permutarea indicilor.

12.2.5 Identitatile de medie

Fie u(x) = Fz +9(x), cu ¥ € C>(D;R?). Prin integrarea derivatelor totale si prin formulele
precedente,

/ Vude = £3(D) F, / Cof Vudze = £3(D) Cof F, / det Vuda = £3(D) det F.
¥ v v (12.3)
Aceste formule nu spun ca minorii sunt egali punctual cu cei ai lui F'; ele sunt identitati
integrale determinate de datele la frontiera.

Observatia 12.2.4 (praguri Sobolev). La regularitate Sobolev, identitatile se obtin prin apro-

. 5 . . . . . . 1
ximare. In dimensiunea trei, pentru identitatea cofactorului presupunem u — Faz € Wy? cu
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p > 2, deoarece Cof Vu este patratic in gradient; pentru determinant, p > 3 asigura integrabi-
litatea cubicd directd. In Capitolul 13 vom vedea c&, dacit avem estiméri independente pentru
cofactor gi determinant, identificarea limitelor poate fi facuta sub ipoteze mai flexibile.

12.3 Policonvexitatea si minorii ca variabile indepen-

dente

In trei dimensiuni notam

M(F) = (F,Cof F,det F).

Definitia 12.3.1 (policonvexitate). O functie W : R¥*® — R U {+o00} este policonvexa daca
exista o functie convexa

G:RY? xR¥ xR — RU{+oo}

astfel Tncat

W(F) = G(F,Cof F,det F).
Convexitatea este ceruta in variabilele independente (F, H,J) ale lui G, nu in F' dupa

substitutia neliniara H = Cof F', J = det F.

12.3.1 Cazul bidimensional

In dous dimensiuni nu exista cofactori de ordin doi independenti de gradient: vectorul complet
al minorilor este pur si simplu

My(F) = (F,det F) € R°.
Astfel W : R?*? — R U {400} este policonvexd dacd poate fi scrisd
W(F) = G(F, det F)

cu G convexa 1n cele cinci variabile scalare. Acesta este un model bun pentru a intelege

definitia tridimensionala: in 3D apar in plus cele noua componente ale cofactorului.

12.3.2 Minorii sunt afini pe linii de rang unu

Fie H = a ® b. Orice minor al lui F' + tH este afin in t. Motivul este multilinearitatea
determinantului: un termen de ordin cel putin doi in ¢ contine in cel putin doua coloane

vectori proportionali cu a si se anuleazi. In particular,
det(F +ta ®b) = det F +t (Cof F,a ®b),

iar fiecare componenta a cofactorului are aceeasi proprietate de afinitate.

Propozitia 12.3.2 (policonvexitate = rank-one convexitate). Daca W(F) = G(M(F)) cu

G convexd, atunci W este rank-one convexd.
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Demonstratie. Notam cu M(F') vectorul minorilor care apar in reprezentarea policonvexa si
consideram
Ft = F -+ ta ® b

Minorii de ordin unu sunt chiar componentele lui F}, deci depind afin de t. Determinantul de
ordin trei este afin de ¢ pe o linie de rang unu, conform calculului din Capitolul 10.
Consideram acum un minor de ordin doi. Alegerea celor doua linii gi a celor doua coloane

transforma F; intr-o submatrice de forma
A+ta®p,

unde A € R**? iar o, 3 € R? sunt restrictiile vectorilor a, b la indicii selectati. Perturbatia
are rang cel mult unu. Multilinearitatea determinantului arata ca termenul de ordin doi in ¢
contine determinantul unei matrice cu doua coloane proportionale si este zero. Prin urmare si
fiecare minor de ordin doi este afin in ¢.

Rezulta ca toate componentele lui M(F;) depind afin de t. Daca W(F) = G(M(F)) cu G
convexa, atunci compunerea t — G(M(F})) este convexa. Aceasta este rank-one convexitatea
lui W. O]

12.4 Policonvexitate = quasiconvexitate: Jensen si La-

grangienii nuli

Reamintim inegalitatea Jensen in forma folositd. Dacd G : RY — R U {400} este convexi si
Z € LY D;RY), atunci

1 1
- < )
G<£3(D) /Dde> < 50D) /DG(Z) dz
Fie ¥ € C°(D;R?) si punem
Z(x) = M(F + Vi(x)).
Daca W = G o M, Jensen da

Eggm/DW(F+vq9)deG<ﬁgzm/Dde>.

Folosim acum identitatile de Lagrangian nul: ele identifica media lui Z cu vectorul minorilor

lui F. Din (12.3),
1

L(D)

/D Z di = (F, Cof F,det F) = M(F).

Prin urmare 1

L¥(D)

care este inegalitatea de quasiconvexitate. Jensen nu este consecinta identitatilor de medie;

/D W(F + V) dz > GM(F)) = W(F),

Jensen vine din convexitatea lui GG, iar identitatile de medie permit evaluarea argumentului
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lui G dupa aplicarea lui Jensen.

Trecerea la criterii spectrale. Pentru energii obiective si izotrope, criteriile policonvexe
pot fi exprimate in valorile singulare ale lui F' gi ale lui Cof F. Formulam mai intéi criteriul
suficient de tip Ball, apoi corolarul in invariantii lui U; ambele sunt conditii suficiente, nu

caracterizari necesare.

12.5 Criteriul lui Ball pentru policonvexitatea energiilor

izotrope
In trei dimensiuni, valorile singulare ale cofactorului sunt
A2 A3, A1, A1As.

Pe baza acestei proprietati obtinem urmatorul criteriu suficient.

Teorema 12.5.1 (criteriu suficient de tip Ball). Presupunem
W(F) = (D()\la )\27 )\37 )\2)\?” )\1)\3a )\1/\27 J)7

unde J = MAoA3. Dacd ® admite o extensie convexd pe (0,00)7, este simetricd separat in
primele trei si in urmatoarele trei variabile si este ne-descrescatoare in primele sase variabile,

atunci W este policonvexa.

Pentru demonstratia criteriului folosim rezultatul lui Ball [2]; o prezentare detaliata se
gaseste si in [5]. Ipoteza de monotonie in valorile singulare intervine in teorema de convexitate

pentru functii spectrale si nu poate fi dedusa numai din simetria lui ®.

Rolul ipotezei de monotonie. Chiar in cazul unei singure valori singulare, o functie scalara
convexa poate pierde convexitatea dupa compunerea cu modulul daca este descrescatoare:
¢(s) = —s este afina (deci convexa) pe (0,00), dar aplicatia = — ¢(|z|) = — |z| nu este
convexa pe R. Teorema spectrala folosita in criteriul lui Ball trebuie sa controleze aceasta
trecere de la valori singulare la matrice; ipoteza de monotonie exclude aceasta pierdere a
convexitatii. Exemplul ilustreaza numai rolul ipotezei la nivel scalar; nu este o demonstratie

a criteriului matricial.

12.6 Criteriul Steigmann prin invariantii lui U

Definim
11 =trU = A\ + Ay + A,

ig = tI‘(COf U) = )\1)\2 + )\1)\3 + )\2)\3,
ig =detU = J.
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Propozitia 12.6.1. Daca
W(F> = w(ila i27 Z.3)7
unde 1 este convexa in cele trei variabile $i ne-descrescatoare in iy, 1o, atunci W este policon-

vexa.

Demonstratie. Definim
(A1, A2y A3, 115725 3, J) = V(A + Ao+ Agy i + 2 + 1, ).

Aplicatia care trimite (A1, A2, A3, 71, 12, m3, J) 0 (3; Ai, 3o 1, J) este liniara, deci compunerea
ei cu functia convexa 1 este convexa; pentru acest pas nu este necesara monotonia. Ipoteza
ca 1) este ne-descrescatoare in primele doua argumente este folosita separat pentru a verifica
cerinta de monotonie din criteriul lui Ball. Astfel ® este simetrica separat in (\;) si (;) si
ne-descrescatoare in aceste variabile. Aplicam criteriul lui Ball cu

(771,7727773) = (>\2)\3, A1 s, )\1)\2)-

]

Observatia 12.6.2. Conditia Steigmann este suficienta, nu necesara. De exemplu, W (F') =
|Cof F||* este policonvexi, deoarece poate fi scrisg sub forma G(F, H,.J) = ||H||* cu H =
Cof F, iar GG este convexa in argumentele sale. Reprezentarea aceleiasi energii in (i, io, i3)

poate sa nu fie convexa.

12.7 Exponentierea si policonvexitatea

Daca W (F) = G(F, Cof F,det F') este policonvexa si G este cu valori reale, atunci

W(F) ="V

este de asemenea policonvexa. Intr-adevar, exponentiala este convexa si crescatoare, iar

compunerea unei functii convexe cu o functie convexa crescatoare ramane convexa:

W(F) _ eG’(F,CofF,det F)

Prin urmare se pot construi energii cu cregtere mai rapida fara a pierde policonvexitatea.

12.8 Quasiconvexitatea implica rank-one convexitatea

Pentru demonstratia constructiva presupunem ca W este finita si continua local, astfel incat
contributia stratului de taiere sa poata fi estimata. Construim o variatie al carei gradient
alterneaza intre doua matrice ce difera printr-o matrice de rang unu; zona interioara si stratul

de langa frontiera sunt tratate separat.
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Fixdm doud matrice Fy, F} € R3*3 astfel incat
Fy — Fp=a®n,
cua,n € R¥ n+#0. Pentru 6 € (0,1) definim matricea medie
Fy=(1—-0)F,+ 0F;.
Din relatia de rang unu avem
Fy— Fy = —fa®n, Fi—Fp=(1-0a®n.

Dorim sa construim o variatie al carei gradient ia, alternativ, aceste doua valori.

Fara pierderea generalitatii normalizam |n|| = 1. Alegem o functie periodica h: R — R

de perioada 1, liniara pe bucati, cu derivata

1—-60, 0<s<4b,

n(s) =
(5) -0, 0<s<l,

si extinsa periodic. Media lui A’ pe o perioada este zero:
1
/ B(s)ds=6(1— )+ (1—6)(—8) =0,
0
deci putem alege h periodica. Definim, pentru un intreg k£ mare,

() = llcah(k (n, z)).

Prin regula lantului,

Vip(z) = a@nh'(k(n,z)).

Agadar, in benzile in care ' =1 — 0,
Fo+Vip=Fy+(1—-0)a®@n = F,
iar in benzile in care h' = —6,
Fy+ Vi, = Fy—0a®n = Fy.

Proportia unei perioade in care apare F) este 6, iar proportia in care apare Fy este 1 — 6.
Functia v, nu are, in general, urma zero pe frontiera unui domeniu finit. Pentru a o
transforma intr-o variatie admisibila, alegem un cub @ si o functie de taiere n, € C2°(Q) cu

0<m <1,

care este egala cu 1 in interiorul cubului, cu exceptia unui strat de grosime d, | 0 de langa
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frontiera. Punem

Vg = M.

Atunci ¥, = 0 pe 9Q si
Vi = iV + Y @ Vi

In regiunea unde n;, = 1, gradientul este exact Vb si, prin urmare, Fy+ V1, ia numai valorile
Fy, Fy. In stratul de frontiera apare termenul de corectie. Deoarece h este marginita,

C
Y| < T

Alegand, de exemplu, d, = k~'/2, putem construi 7, astfel incat
Vel < C6 = CkY2,

Prin urmare
e ® V|| < Ck™% =0,

iar masura stratului de frontiera tinde la zero.

Aplicam quasiconvexitatea In Fy:

W (F) £(Q) < /Q W (Fy + Vo, dx.

In interiorul principal al cubului, integrala este suma contributiilor celor dous faze. Cum
fractiile de volum tind la 1 — 6, respectiv 6, toate matricile care apar in strat raman intr-o
multime compacta independenta de k: termenul 1, V), este uniform marginit, iar Y, @Vn, — 0
uniform. Continuitatea locala a lui W implica o borna uniforma pentru integrand pe strat, in
timp ce masura stratului tinde la zero. Contributia stratului dispare si obtinem

W(F)L(Q) < L2(Q) |(1 = OW (Fy) + 6W (F))].

Impartind prin £3(Q) > 0,

W (E) < (1— 0)W(Fy) + 0W (F,).

Aceasta este exact convexitatea lui W pe segmentul de rang unu dintre Fy si Fy. Prin urmare,

quasiconvexitatea implica rank-one convexitatea.

12.9 Ierarhia notiunilor de convexitate

In cadrul definitiilor si al regularititilor precizate mai sus,

‘convexitate —> policonvexitate = quasiconvexitate = rank-one convexitate.

Implicatiile inverse nu trebuie tratate ca echivalente. In particular, rank-one convexitatea nu

implica quasiconvexitatea in general: Sverak a construit un contraexemplu pentru integranzi
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matriceali in dimensiuni vectoriale suficient de mari [22]. In particular, problema clasica a
lui Morrey daci orice integrand rank-one convex W : R?*2 — R este quasiconvex raméane
deschisa. Nu avem nevoie de rezolvarea ei in acest curs. Pentru metoda directa, rank-one
convexitatea este numai o conditie locala necesara, in timp ce policonvexitatea ofera o conditie

suficienta care poate fi folosita in argumentele de semicontinuitate.

convexa policonvexa quasiconvexa rank-one convexé}

12.10 Exemple si teste de policonvexitate

12.10.1 O familie de energii
Fie
W(F)=a|F|"+0b|Cof F||?+ h(det F), a,b>0, pqg>1,

unde A : (0,00) = RU{+0o0} este convexa. Definim
G(F,H,J) = allF|]" +0|H|" + h(J).

Functia G este convexa in variabilele independente (F, H, J) si W(F) = G(F, Cof F,det F);
deci W este policonvexa. Daca

h(J)=cJ" +dJ?, c,d>0,r>1 s>0,

atunci

R'(J)=cr(r—1)J""%+ds(s+1)J 52 >0,

iar termenul dJ~* produce W (F') — 400 cand J | 0.

12.10.2 Policonvexa, dar nu convexa in F

Functia

W (F) = || Cof FI

. o I 2 A v
este policonvexa, deoarece corespunde functiei convexe G(F, H,J) = ||H||". Nu este insa
convexa in F', chiar dacd ne restrangem la matrici din GL™(3). Luam

1 1
Flzdiag<2,1,3), F2:d1ag(2,3,1> .
Ambele au determinant pozitiv. Pentru F' = diag(z,y, z),
Cof F = diag(yz, xz, zy), |Cof F||* = 222 + 2222 + 22>

Astfel o 1 93



Elasticitate matematica 296

In schimb,
P+ F 1
1+ 2:diag<,2,2)
2 2
si
F + F 1 1 23
W( Lt 2):16+1+1:18>QW(F1)+2W(F2):2.

Prin urmare convexitatea in F egueaza. Policonvexitatea raméne valabild, deoarece W (F') =
G(F, Cof F,det F') pentru functia convexa G(F, H,J) = HHH2

12.10.3 Un model explicit

Pentru
W(F) = ||F||* + ||Cof F||*> + (det F)? 4 (det F)~2,  det F > 0,

luam

G(F.H,J) = |FI* + | H|* + J* + 2.
Toti termenii sunt convexi, iar

d2

— (P +JH=246J">0.

g JZ( + ) +

Prin urmare W este policonvexa si satisface blow-up-ul la J | 0.

Observatia 12.10.1. Incompatibilitatea dintre convexitatea globala in F', obiectivitate gi o
stare naturald pe SO(3) a fost demonstrata in Capitolul 9. Aici folosim policonvexitatea

pentru a evita cerinta prea puternica de convexitate in F.

12.11 Probleme pentru seminar

1. Aratati ca determinantul este policonvex, desgi nu este convex pentru n > 2.
2. Demonstrati ca F +— ||Cof F||? este policonvex pentru g > 1.

3. Verificati identitatea integrala pentru determinant cand ¢ = Fx pe frontiera, mai intai
in doua dimensiuni.

4. Demonstrati implicatia policonvexitate = rank-one convexitate.

5. Formulati quasiconvexitatea cu restrictia det(F + V1)) > 0 si explicati de ce este folosita

1n elasticitate.

6. Construiti o functie h(J) convexa pe (0,00) cu h(J) — oo atat la J — 0T, cat si la
J — 00.
12.12 Exercitii rezolvate

Problema 12.12.1 (convexitate versus rank-one convexitate). Aratati ca orice functie convexa
W : R3**3 — R este rank-one convexa.
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Rezolvare. Pentru orice F' si orice directie matriciala H, convexitatea lui W implica
convexitatea functiei unidimensionale ¢ +— W (F 4 tH). In particular aceasta este adevirata
pentru H = a ® b, deci W este rank-one convexa.

Problema 12.12.2 (definitia policonvexitatii in 3D). Formulati definitia policonvexitatii.

Rezolvare. O energie W : GL*(3) — R U {400} este policonvexa daca exista o functie
convexa

G :R¥3 x R¥3 xR — RU {+oc0}

astfel Tncat

W(F) = G(F,Cof F,det F).

Convexitatea este ceruta in variabilele independente (F, H, J) ale lui G, nu in F singur.

Problema 12.12.3 (un exemplu policonvex). Aratati ca
W(E) = [[F||” + [|Cof F||* + (det F)"

este policonvexa pentru p,q,r > 1 pe det F' > 0.

Rezolvare. Definim

G(FH,J) = |FIIP+ [ H|* + J".

Pentru exponenti cel putin unu, fiecare termen este convex in propria variabila. Suma este
convexa, iar

W(F) = G(F,Cof F,det F).
Deci W este policonvexa.

Problema 12.12.4 (determinantul ca Lagrangian nul). Fie u € C?*(Q;R?). Verificati
identitatea
div ((Cof Vu)Tu) = 3det Vu.

Rezolvare. In componente,
9s[(Cof Vu);ju;] = 9;(Cof Vu);yu; + (Cof Vu);yu; .
Primul termen este zero prin identitatea lui Piola. Al doilea este
(Cof(Vu), Vu) = 3det Vu,

prin formula Euler pentru determinantul omogen de grad trei. Rezulta identitatea.

Problema 12.12.5 (media determinantului sub variatii cu urma zero). Pentru ¢ € C°(D;R3?),
explicati de ce

/ det(F + V9)dz = £L3(D) det F.
D

Rezolvare. Determinantul este un Lagrangian nul. Diferenta

det(F + VU) — det F
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se poate scrie ca divergenta unui camp care contine ¥ si derivatele sale. Deoarece 1 are suport
compact sau urma zero, integrala termenului de divergenta se reduce la o integrala de frontiera

nula. Prin urmare media determinantului ramane aceeasi ca pentru gradientul constant F'.

Problema 12.12.6 (policonvexitate implica quasiconvexitate). Demonstrati schema princi-

pala a implicatiei folosind Jensen gi caracterul de Lagrangieni nuli al minorilor.

Rezolvare. Fie
W(F) = G(F,Cof F,det F),

cu G convexd. Pentru ¢ € C°(D;R?) definim
Z(x) = (F + V9, Cof (F + V), det(F + V1))

Jensen da
1

s J, 6> 6 (s | 2o,

Media gradientului este F' deoarece integrala lui Vi este zero. Caracterul de Lagrangieni nuli
arata ca mediile cofactorului si determinantului sunt Cof I’ si det F'. Astfel

1
L3(D)

/D W(F + Vd)de > W(F),

care este exact quasiconvexitatea.

Problema 12.12.7 (quasiconvexitate implica rank-one convexitate: ideea laminatului).
Explicati constructia de baza pentru doua matrici Fy, F} cu F} — Fy = a @ n.

Rezolvare. Alegem o functie scalara periodica h a carei derivata ia doua valori constante

pe proportii prescrise si definim o variatie rapid oscilanta de forma

() = ]ia h(k(n, ).

Atunci
Ve =a®@nh'(kin,z)),

deci gradientul total alterneaza intre doua stari care difera prin @ ® n. Pentru a impune
conditia de frontiera se multiplica cu o functie de taiere, iar stratul de corectie are volum
relativ mic cand frecventa creste. Aplicarea quasiconvexitatii si trecerea la limita conduc la
convexitatea lui ¢ — W ((1 —t)Fy + tFy).

Problema 12.12.8 (bariera de determinant policonvexa). Fie
W(F) = [[F||]” + h(det I),
unde p > 1 i h: (0,00) — R este convexa. Aratati ca W este policonvexa.

Rezolvare. Definim
G(F,H,J) = ||F|"+ h(J),
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independent de H. Functia F — || F||” este convexa pentru p > 1, iar J — h(J) este convexa
prin ipoteza. Suma este convexa in variabilele (F, H, J). Cum

W (F) = G(F, Cof F,det F),

rezulta policonvexitatea.

Problema 12.12.9 (de ce policonvexitatea nu inseamna convexitate in F'). Explicati pe
exemplul W (F) = ||Cof F|*.

Rezolvare. Energia este policonvexa deoarece putem lua
G(F7 H, ‘]) - HH”2 )

care este convexa in (F,H,J). Totusi dependenta F' +— Cof F' este patratica in 3D, iar
compunerea unei functii convexe cu o aplicatie neliniara nu este, in general, convexa. Poli-
convexitatea permite aceasta dependenta neliniara prin minori, tratand minorii ca variabile

independente in functia convexa G.

Problema 12.12.10 (ierarhia notiunilor). Scrieti implicatiile dintre convexitate, policonvexi-
tate, quasiconvexitate si rank-one convexitate discutate in capitol.

Rezolvare. In cadrul standard,

‘convexitate = policonvexitate = quasiconvexitate = rank-one convexitate.

Prima implicatie se obtine alegind G(F, H,J) = W(F'). A doua a fost demonstrata prin
Jensen si Lagrangieni nuli. A treia se obtine prin constructii laminate. Conversele nu sunt
valabile in general. De exemplu, policonvexitatea nu implicd convexitatea, iar Sverdk a aratat
ci rank-one convexitatea nu implicd quasiconvexitatea in general. In cazul matricelor 2 x 2,
implicatia rank-one convexitate = quasiconvexitate ramane problema clasica deschisa a lui
Morrey.
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12.13 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

12.A.1 (minorii unei matrice explicite) Fie

&S

I
— O Mo
S = =
— = O

(i) Calculati det F' si Cof F'. (ii) Verificati F* Cof F = (det F')I. (iii) Verificati identitatea lui
Euler (Cof F, F') = 3det F.

Raspuns.

det F' = 3, Cof F=1]-1 2 1

Se verifica direct
FT Cof F =3I, (Cof F,F) =9 = 3det F.

12.A.2 (minorii pe linii de rang unu) Fie
F = diag(2,1,3), a=(1,1,0)T, b=e.

(i) Calculati Cof F si det F. (ii) Calculati Cof(F +ta®b) si verificati afinitatea componentelor.
(iii) Calculati determinantul.

Raspuns.
Cof F = diag(3, 6, 2), det FF =6,
3 =3t 0
Cof(F+ta®e;)= |0 643t 0 [, det(F +ta ®e;) = 6+ 3t.
0 0 241

12.A.3 (policonverd, dar neconvexd: W = —det) Fie W(F) = —det F pe R**3. (i) Aratati
ca este policonvexa. (ii) Aratati ca este rank-one convexa. (iii) Aratati cad nu este convexa
folosind Fy = I si F} = diag(1,—1,—1).
Raspuns. Reprezentarea

G(F H,J)=—J

este afina, deci convexa, ceea ce da policonvexitatea. Pe orice linie de rang unu determinantul
este afin, deci W este rank-one convexa. Dar

Fo+ Iy

= diag(1,0,0),

Fy,+ F
W( o+ I1

1 1
: ) = 0> —1= SW(F) + S W(R),
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deci W nu este convexa.

Nivelul B

12.B.1 (criteriul Steigmann §i coercivitatea) Pentru F € GL™(3) fie

1
W(F)=2+i@+i2+—, iy =trU, iy=tr(Cofl), i3=detlU.
13

(i) Verificati ipotezele criteriului Steigmann. (ii) Demonstrati
W(F) > |[F||* + ||Cof F||” + (det F')>.

(iii) Verificati bariera la determinant nul.
Raspuns. Functia
S .9 .2 9 1
Y(i1, 42, 03) = 4] + iy + 13 + iy
este convexa pe domeniul fizic si este crescatoare in i1, 79 > 0, deci W este policonvexa. Daca
A; sunt valorile singulare,

2
i= (X)) ==,

2
4= (Za) > Zow -t

1<j 1<j
si i2 = (det F')2. De asemenea i3 = (det F)~™! — 400 cand det F' | 0.
12.B.2 (Lagrangieni nuli pe un exemplu explicit) Fie D = (0,1)?, F = diag(«, 8), o, 8 > 0, si
u(z) = Fa +9(x), V() = sin(rxy) sin(7zs) (1, 1)7.
(i) Verificati ca ¥ = 0 pe 0D. (ii) Calculati determinantul gradientului. (iii) Comparati
integrala determinantului cu |D|det F'. (iv) Explicati de ce egalitatea integrala nu este una

punctuala.

Raspuns. Punand

p = mcos(may) sin(mzs), q = mwsin(mz) cos(mas),

Vu= TP 1)
p B+q

det Vu = aff + aq + [p.

aveln

Cum integralele lui p si ¢ pe D sunt nule,
/ det Vudx = aff = |D| det F.
D

Determinantul oscileaza punctual; numai integrala este fixata de urma pe frontiera.
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12.B.3 (incompatibilitatea convexitdtii cu obiectivitatea in 2D) Fie W : R**? — [0, 00)
obiectiva, cu W~1(0) = SO(2). Pentru o rotatie Ry, 6 € (0, 7), notati

1
My = 5([ -+ R@)

(i) Calculati valorile singulare si determinantul lui M,. (ii) Aratati ca M, ¢ SO(2). (iii)
Deduceti contradictia cu convexitatea lui W.
Raspuns.

My = cos(0/2)Ry)s.

Ambele valori singulare sunt cos(6/2), iar
det My = cos*(0/2).
Pentru 0 € (0, 7), My nu este rotatie. Convexitatea ar da

W(Mg) < SWUT) + W (Re) =0,

1
2

ceea ce ar implica My € SO(2), contradictie.

Nivelul C

12.C.1 (||Cof F||*: policonvezitate, Baker—Ericksen si neconvezitate) Fie
W(F)=|Cof F||*, FeGL*(3).

(a) Aratati ca W este policonvexa. (b) Calculati raportul Baker—Ericksen. (c) Aratati ca W
nu este convexa pe directia H = diag(1, —1,0) pornind din F, = diag(2,2,1).
Raspuns. Functia

G(F,H,J)=|H|

este convexa, deci W este policonvexa, prin urmare quasiconvexa si rank-one convexa. Repre-
zentarea spectrala este

9= (AaA3)” + (AMiA3)® + (MA2)?,
si

A1g1 — Aaga

=222\ + A 0.
)\1_)\2 3(1+ 2)>

Pe directia indicata,
ft)y=W(F+tH)=24—6"+t',  f'(0)=-12<0.

Nu exista contradictie, deoarece H are rangul doi.

12.C.2 (criteriul Steigmann este numai suficient) Fie iy = tr U, iy = tr(Cof U), i3 = det U.
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(a) Aratati

(b) Studiati convexitatea functiei ¥ (iy,4,43) = i3 — 2iyi3. (c) Explicati concluzia pentru
criteriul Steigmann.

Raspuns. Identitatea rezulta din

2
(Z mj) =2 (i) + 20 d s D A

1<J 1<J

Hessiana este

0 0 —2
V=10 2 0],
2.0 0

cu valorile proprii —2, 2,2, deci ¥ nu este convexa. Totusi ||Cof F H2 este policonvexa, dupa
12.C.1. Asadar criteriul Steigmann este suficient, nu necesar.

12.C.3 (Saint Venant—Kirchhoff nu este policonverd) Fie p = A, = 1 si
B 2 | AL 5 1o
Wov(F) = | EIP + 2B, E=L(pTF 1),

(a) Pe calea F' = diag(t,1,1) calculati energia. (b) Pentru F, = diag(0.1,1,1) si F} =
diag(0.5,1, 1) verificati violarea rank-one convexitatii. (¢) Deduceti ca energia nu este poli-
convexa.

Raspuns.
Wiy (ding(r,1,1)) = 2 (7 — 1

Diferenta F; — Fy = 0.4e; ® e; are rangul unu. Numeric,

W (Fy) = 0.367537, W (F;) = 0.210938,

Fy+ F 1
W ( 0t 1) = 0.310538 > 5(W(FO) +W(F)) = 0.289237.
Deci Wgy g nu este rank-one convexa; prin ierarhia

policonvexitate = quasiconvexitate = rank-one convexitate,

nu poate fi nici policonvexa, nici quasiconvexa.



Capitolul 13

Metoda directa a calculului variational

Surse si orientare. Metoda directa, convergenta slaba, semicontinuitatea si continuitatea
slaba a minorilor sunt prezentate in spiritul lucrarilor [5, 6, 1, 3]. Introducem fiecare instrument
inainte de prima utilizare. Pentru aplicatia din Capitolul 14 vom avea nevoie de trei tipuri
distincte de informatie: compactitate slaba pentru sirurile de minimizare, semicontinuitate

pentru energie si identificarea limitelor slabe ale cofactorului si determinantului.

13.1 Schema metodei directe si notiunea de coercivitate

Consideram problema
27
unde A este multimea admisibila dintr-un spatiu Banach X gi F : X — RU {+o0}.

Definitia 13.1.1 (functional propriu). Un functional F : X — RU {400} se numeste propriu
pe A daca nu ia valoarea —oo gi exista cel putin un ug € A cu F(ug) < +00.

Definitia 13.1.2 (functional coerciv). Functionala F se numeste coerciva pe A daca
F(v) — 400 oride cite oriv € A, |[v||y — o0.
Echivalent, pentru fiecare M € R, multimea de subnivel
{ve A: Flv) < M}

este marginita in X.

Demonstram pe scurt echivalenta. Daca un subnivel ar fi nemarginit, am putea alege
vy, In acel subnivel cu ||vg|, — oo, In contradictie cu coercivitatea. Reciproc, daca toate
subnivelurile sunt marginite si exista un sir ||vg||y — oo pentru care F(vy) nu tinde la +oo0,
atunci o subsecventa ar ramane Intr-un subnivel fix, contradictie.

O conditie suficienta, foarte frecventa, este

F(v) > clv||s — C, c>0, a>0.

Intr-adevar, daca F(vy) < M, atunci [Jvg||% < (M + C)/ec.
Definitiile de mai sus vor fi reunite in Teorema 13.4.1, dupa introducerea convergentei

slabe si a semicontinuitatii inferioare.

304
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13.2 Convergenta slaba

13.2.1 Dualul si topologia slaba

Fie X un spatiu normat. Dualul sau X* este spatiul functionalelor liniare continue ¢ : X — R.
Spunem ca

up —~u X

daca
C(ug) — £(u) Ve X*.

Convergenta n norma implica convergenta slaba. Limita slaba este unica, deoarece dualul
separa punctele unui spatiu normat.

Pentru 1 < p < oo, teorema de reprezentare a dualului lui LP identifica
(L) =17 (©Q), =1

Astfel
fi—=fmml? <«— /g]fkgdx%/gfgdx Vg e L¥.

Pentru functii vectoriale sau matriceale se aplica aceeasi afirmatie componenta cu componenta.

Propozitia 13.2.1 (proprietati elementare ale convergentei slabe). Fie X un spatiu Banach.

(i) Daca u — u in X, atunci (u) este marginit si

< limi .
Jull ¢ < Timinf [jug|

(i) Daca T : X — Y este liniar continuu intre spalii Banach si up, — u in X, atunci
Tu, = TuinY.

(7ii) Daca T : X —'Y este compact gi liniar, atunci u, — w tn X implica Tuy, — Tu tare in
Y.

Demonstratie. Pentru (i), pentru fiecare k definim J, € X** prin
Je(€) = L(uy), (e X",

Convergenta slaba spune ca, pentru fiecare ¢ € X*, girul scalar Jy(¢) = ¢(uy) converge si este

deci marginit. Principiul marginirii uniforme furnizeaza
sup || Ji|| o < 00.
k
Prin identificarea canonica a lui X cu imaginea sa in X**,

il e = Nuwllx

deci (uy) este marginit.
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Pentru semicontinuitatea normei punem
L :=liminf ||u .

Alegem o subsecventa (uy,) astfel incat

Hukj ¥ — L.

Daca u # 0, teorema Hahn—Banach furnizeaza ¢ € X* cu
[l =1, L) =lullx-

Atunci
lully = €(u) = Jim €(ug;) < lim s, | = L.

j—o00
Pentru u = 0 inegalitatea este imediata. Rezulta
lullx < Tim inf fJug ]y -
Pentru (ii), fie y* € Y*. Deoarece T este liniar continuu, compunerea
y oT e X™.
Din u; — u rezulta

y (Tug) = (y" o T)(ur) — (y" o T)(u) = y"(Tu).

Aceasta este chiar convergenta slaba Tup — Tu in Y.
Pentru (iii), din (i) sirul (ug) este marginit. Compactitatea lui 7" arata ca orice subsecventa

a lui (Tuy) contine la randul ei o subsecventa convergenta tare in Y. Fie
Tuy; — v tare In Y

pentru o asemenea subsecventa. Convergenta tare implica convergenta slaba spre v, iar

punctul (ii) arata, pentru aceeagi subsecventa, ca
Tuy, = Tu.

Unicitatea limitei slabe da v = T'u. Asadar orice subsecventa are o subsecventa care converge

tare la T'u. Daca intregul sir nu ar converge tare la Tu, ar exista € > 0 si o subsecventa cu
HTukf - TUHY =€

pentru orice j, in contradictie cu proprietatea tocmai demonstrata. Prin urmare Tu, — Tu
tare In Y. O

Punctul (iii) va fi folosit impreuna cu teorema Rellich-Kondrachov: un factor va converge
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tare, iar altul numai slab.

13.2.2 Reflexivitate si extractia subsecventelor

Un spatiu Banach X se numegte reflexiv daca aplicatia canonica X — X™** este surjectiva.

Rezultatul de compactitate necesar metodei directe este urmatorul.

Teorema 13.2.2 (compactitate slaba secventiala, Eberleinmeulian). Daca X este Banach

reflexiv, orice sir marginit din X contine o subsecventd slab convergentd.

Spatiile LP(Q) si W'P(Q) sunt reflexive pentru 1 < p < oo. In particular, daca (uy) este
marginit In WP, dupa extragerea unei subsecvente exista u € WHP cu

up — uin WHP, up — uin LP, Vu, — Vuin LP.

13.2.3 Teorema lui Mazur si multimi convexe inchise

Teorema 13.2.3 (Mazur). Dacd ur — u intr-un spativ normat X, exista numere N(k) > k
si coeficienti \E. >0, m=k,...,N(k), cu

N (k)
> A =1
m=k
astfel incat
N (k)
Wy, = Z )\fnum —u tare in X.
m=k

Corolarul 13.2.4. Daca C C X este convexa si inchisa in normda, atunci C este slab

secvential tnchisa.

Demonstratie. Fie up, € C si up — u. Teorema lui Mazur furnizeaza, pentru fiecare j, o

combinatie convexa a termenilor unei cozi a sirului,
Nj N;j
() () (4)
Uj:ZOék U, ay” >0, Zak =1,
k=j k=j

astfel Incat v; — w In norma. Fiecare uy apartine lui C, iar C' este convexa; de aceea v; € C
pentru orice j. Cum C' este inchisa in norma si v; — u tare, rezulta v € C. Prin urmare C
este slab secvential inchisa. O]

Observatia 13.2.5. Afirmatia topologica mai puternica “convexa si tare inchisa = slab inchisa”
se obtine prin teorema de separare Hahn—Banach. Pentru metoda directa ne este suficienta
varianta secventiald de mai sus. Intr-un spatiu normat infinit dimensional topologia slaba nu
este, In general, metrizabila pe intregul spatiu; acest fapt nu rezulta numai din aceea ca este
strict mai slaba decat topologia normei. Geometric, o vecinatate slaba de baza a lui 0 este
definita prin finit de multe conditii |¢;(v)| < € si contine intersectia N, ker £;, un subspatiu de
codimensiune finita si deci nemarginit; aceasta arata de ce geometria vecinatatilor slabe este
radical diferita de cea a bilelor de norma.
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13.3 Semicontinuitate inferioara

Definitia 13.3.1. Fie X un spatiu topologic. Functionala F : X — RU {400} se numesgte

inferior semicontinua daca toate multimile de subnivel
{ue X :Flu) <a}
sunt Inchise. Se numeste secvential inferior semicontinua daca
u > u = F(u) < h,?;g}fﬂ“k)-

Daca topologia folosita este topologia slaba, vorbim despre semicontinuitate slaba, respectiv

slab secventiala.

Semicontinuitatea topologica implica intotdeauna semicontinuitatea secventiald. In spatii
metrizabile reciproca este adevarata. Pentru topologia slaba a unui spatiu infinit dimensional
nu trebuie confundate cele doua notiuni; metoda directa de mai jos foloseste numai varianta
slab secventiala.

Propozitia 13.3.2 (norma este slab secvential inferior semicontinua). Dacd up — u intr-un
spativ Banach, atunci
llul| < limkinf ||l uk| -

In particular uw — ||ul|’, p > 1, este slab secvential inferior semicontinud.

13.3.1 Integrale cu integrand convex

Urmatorul rezultat va fi folosit direct pentru energia policonvexa. Pentru a-1 demonstra fara
a ascunde pasgii de trecere la limita, reamintim doua fapte elementare.

Lema 13.3.3 (subsecventa care realizeaza limita inferioara). Pentru orice sir (ax) C RU{+o00}
existd o subsecventa (ay,) astfel incat

ap. — liminf ay,
7 k—o00
cu aceeasi interpretare daca limita inferioard este +0o.

Demonstratie. Daca ¢ := liminf a; < +o00, atunci prin definitia limitei inferioare, pentru
fiecare j exista k; > k;_1 cu

1 1
g—*gakjgg‘i_*
J J

Rezulta ay; — £. Cazul £ = +o00 inseamna chiar cd orice subsecventa suficient de indepartata

are valori arbitrar de mari. ]

Lema 13.3.4 (Fatou, forma folosita aici). Dacd f; > 0 sunt masurabile, atunci

/ liminf f; dz < liminf / f, da.
Q J—0 Q

J—00
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Dacd f; > B cu B € L'(Q), aceeasi concluzie se aplicd lui f; — 3.

Teorema 13.3.5 (semicontinuitate pentru integrale convexe). Fie 1 < s1,...,5y < 00 §i
Y = L (Q;R™) x -+ - x LN (Q; R™).

Fie G : Q x Rmttmy — R U {+o0} un integrand mdsurabil in x, conver si inferior

semicontinuu in variabila z pentru a.p.t. . Presupunem cd existd 3 € L'(Q) cu
G(z,z) > p(x) pentru a.p.t. x i orice z.
Daca Zy, — Z in'Y, atunci
/G x, Z(x))dx < hmlnf G(x Zi(z)) de.
Demonstratie. Notam
= /QG(x, Z(x))dx, L:= lilggglf J(Zy).

Daca L = 400, inegalitatea este imediata. Presupunem deci L < 4+oc0. Prin Lema 13.3.3,
dupa alegerea unei subsecvente, pe care o notam din nou (Zy),

J(Zy) — L.

Subsecventa converge in continuare slab catre Z in spatiul produs Y.

Aplicam Teorema lui Mazur in Y. Exista combinatii convexe de cozi

N@) , N(j)
Vj:Z)\iZk, Al >0, Z)\J—l
k=j

care satisfac
Vi — 72 tarein Y.

Convergenta tare in produs inseamna convergenta tare in fiecare componenta L*. Deoarece
numarul de componente este finit, putem extrage o singura subsecventa, notata tot (V;),
pentru care

Vi(z) — Z(x) pentru a.p.t. x € Q.

Pentru aproape orice x, inferior semicontinuitatea lui z — G(z, z) da

G(x, Z(z)) < liminf G(z, V}(z)).

J—00

Cum G > S, functiile G(z, V;(z)) — f(x) sunt nenegative. Lema lui Fatou furnizeaza

/Q (G(w, 2) = ldo < lim inf /Q G (z,V;) — Blda.
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Adaugand [, 3, obtinem
J(Z) < liminf J(V}).
j

Ramane sa controlam energiile combinatiilor Mazur. Prin convexitatea punctuala a lui G,

N()

G, Vi) < 3 NGz, Zelw)).

k=j
Integrand,
)
TVi) < > NI (Ze).
k=j

Dar sirul scalar J(Zy) converge la L. O combinatie convexa formata numai din termeni ai

cozii are aceeasi limita: pentru orice € > 0, daca j este suficient de mare atunci
T (Zk) =Ll <e (k=)

si deci
N

-
S NI(Z) - L) <e.
k=j

Prin urmare

limsup J(V;) < L.
J

Combinand estimarile,

J(Z) <liminf J(V;) < limsup J(V;) < L = limkinfj(Zk).
] .

J

Aceasta este afirmatia dorita. m

13.4 Teorema abstracta a metodei directe

Teorema 13.4.1 (metoda directa). Fie X un spativ Banach reflexiv i A C X nevida, slab
secvential inchisa. Fie F : X — RU {400} astfel incat:

(i) F este proprie pe A: existd ug € A cu F(ug) < +00;
(i) m :=inf4 F > —o0;
(iii) F este coercivd pe A;
(iv) F este slab secvential inferior semicontinud pe A.

Atunci exista u € A cu

F(u) = min F = m.
A
Demonstratie. Din (i) exista ug € A cu F(ug) < 400, deci

m = inf F < +oo0.
A
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Ipoteza (ii) exclude m = —oo, astfel incat m € R. Alegem un sir de minimizare u, € A cu
F(ug) — m.

Valorile F(uy) sunt marginite superior. Aratam ca (uy) este marginit in X. Daca nu ar fi, am
putea extrage o subsecventa, notata din nou (uy), pentru care ||uy| , — oco. Coercivitatea ar
implica atunci F(uy) — +00, in contradictie cu F(ux) — m € R.

Prin reflexivitatea lui X, din sirul marginit putem extrage o subsecventa si un element
u € X astfel incat

U — U mn X.

Deoarece A este slab secvential inchisa, limita raméane admisibila: v € A. Subsecventa extrasa
ramane un gir de minimizare, astfel incat F(uy) — m. Semicontinuitatea slab secventiala
inferioara da

F(u) < liminf F(ug) = m.

k—oo

Pe de alta parte, u € A si m este infimumul lui F pe A, deci F(u) > m. Rezulta F(u) =

m’
adica infimumul este atins. O]

13.5 Distributii si compactitatea Rellich—Kondrachov

In demonstrarea continuititii slabe a minorilor vom folosi doud instrumente care trebuie fixate
inainte de prima utilizare.

Spatiul C2°(Q) este spatiul functiilor netede cu suport compact in Q. O distributie este un
functional liniar continuu pe C2°(Q); spatiul distributiilor se noteaza D'(Q2). Orice f € L .(Q)
defineste distributia

(£.0) = [ fodz.

Spunem ca f; — f in D'(2) daca
/kagbdx N /qusdx Vo € C(Q).

Daca doua functii local integrabile definesc aceeasgi distributie, ele coincid aproape peste tot.
Echivalent, dacd f € Li . si

/Qfgzﬁdx:() Vo € C%(Q),

atunci f = 0 a.p.t.; aceasta este lema fundamentala a distributiilor.
Vom folosi si teorema Rellich-Kondrachov. Pentru un domeniu mérginit Lipschitz din R3,
daca 1 <p<3sgil<s<p* =3p/(3—p),scufundarea

Wh(Q) < L*(Q)

este compacta. Pentru p = 3 avem compactitate in orice L* finit, iar pentru p > 3 putem
folosi In particular orice exponent finit necesar mai jos. Aceasta compactitate va furniza, dupa
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extragerea unei subsecvente, convergenta tare necesara pentru unul dintre factorii produsului.

13.6 Minorii gradientului si dificultatile trecerii la limita

Material de aprofundare. Teorema 13.6.1 va fi folosita in Capitolul 14. Demonstratia
poate fi omisa la prima lectura; ea arata de ce, dupa integrarea prin parti, convergenta tare a
unui factor poate fi combinata cu convergenta slaba a celuilalt.

Daca Vui — Vu in LP, nu putem in general trece la limita intr-un produs de doua sau
trei componente ale gradientului. Cofactorul gi determinantul sunt insa minori si satisfac
identitati de divergenta. Aceste identitati produc o compensare: dupa integrare prin parti,
unul dintre factorii de gradient este inlocuit de wyg, iar compactitatea Sobolev furnizeaza
convergenta tare pentru acel factor.

13.6.1 Estimarea algebrica pentru cofactor

In dimensiunea trei, componentele lui Cof A sunt polinoame omogene de gradul doi in

componentele lui A. Exista deci o constanta universala C' > 0 astfel incat
ICof All < C A", ||Cof A~ Cof B|| < C(|A] +|IBI) |14~ B
Prin Holder, daca Vu € L? i p > 2, atunci
Cof Vu € LP/?(Q).

Pentru p = 2 acest spatiu este L', care nu este reflexiv; de aceea teorema lui Ball presupune
un control suplimentar al cofactorului intr-un L? cu ¢ > 1.

13.6.2 Identitatile de divergenta folosite la trecerea la limita

In Capitolul 12 am demonstrat identitatea lui Piola, Lema 12.2.3, si formula de divergenta

pentru determinant, (12.2). Nu reluam aici calculele algebrice. Avem nevoie numai sa

extindem cele doua identitati de la aplicatii netede la aplicatii Sobolev, prin aproximare.
Pentru cofactor, estimarea

|Cof A — Cof B|| < C([|Al + [|B]]) [|A — Bl
implica: dacd u; — u tare in WP cu p > 2, atunci
Cof Vu; — Cof Vu  tare In P2,

Alegem o aproximatie neteda u; a lui u. Identitatea lui Piola este adevarata pentru fiecare u;;
testand cu o functie neteda cu suport compact si trecand la limita, obtinem aceeasi identitate

in sens distributional pentru w. Pentru determinant folosim separat formula (12.2). Daca
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0 € C°(Q2), ea conduce la
/ det Vu b dr = 1 / {(Cof Vu)"'u, VO) dx
Q 3 Ja ’ ’

atunci cand produsul din membrul drept este integrabil. Tocmai aceasta scriere va permite,
in teorema urmatoare, combinarea convergentei slabe a cofactorului cu convergenta tare a lui

Ug, -

13.6.3 Identificarea simultana a cofactorului si determinantului

Teorema 13.6.1 (continuitatea slabd a minorilor in regimul lui Ball). Fie Q C R® mdrginit,
cu frontiera Lipschitz. Fie

2 < p < oo, p’:ngq<oo, 1 <r<oo.
p p—
Presupunem
up —u  in WH(Q;R?),
Cof Vuy, — H in LY(Q;R*3), det Vup —d in L"(92).
Atunci

H = Cof Vu, d=detVu a.p.t. in Q‘

Demonstratie. Pasul 1: convergenta tare necesara. Din ¢ > p’ rezulta ¢ < p. Prin Rellich—
Kondrachov, dupa eventuala restrangere la subsecventa deja extrasa,

up — u  tare in L*(2)

pentru orice s sub exponentul critic Sobolev. In particular putem alege atit s = p’ cit si
s =¢': pentru p < 3, avem p’, ¢’ < p < p* = 3p/(3 — p), iar pentru p > 3 orice exponent finit
necesar aici este admis.

Pasul 2: identificarea cofactorului. Pentru o componenta a cofactorului, de exemplu

(COf Vuk)n = 321%,2 a:suk,s - a3uk,2 32“14,3,

si pentru € C°(2) vrem sa mutam o derivata de pe wuy o, astfel incat in fiecare produs sa
ramana un factor care converge tare gi unul care converge slab. Mai Intai, pentru functii

netede,

/Q 82uk72 83Uk73 Odx = — /Q Uf,2 8231%73 0dx — /Q Ug,2 831%73 829 de‘,

— /Q 832%72 62u,€73 0dx = /Q Uk,2 8322%73 0 dx + /Q Uk,2 aguk73 836 dz.

Termenii cu derivate mixte se anuleaza, deoarece Oy3ui 3 = O32uk 3. Raméne

/ (COf Vuk)uﬁ dr = — / U2 83uk,3 829 dx
Q Q
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+ /Q Uk 2 82uk,3 030 dx.

Aceasta identitate se extinde apoi la regularitatea Sobolev folosita aici prin aproximare/densitate;
formula finala nu contine derivate de ordinul doi ale lui uj. Avem w9 — ug tare in LY si
derivatele lui uy 3 converg slab in LP. Prin urmare membrul drept converge la expresia identica

pentru u. Obtinem convergenta distributionala
Cof Vu, — Cof Vu  in D'(Q).

Pe de alta parte, convergenta slaba in L9 implica aceeasi convergenta distributionala catre H.
Unicitatea limitei distributionale da H = Cof Vu.
Pasul 3: identificarea determinantului. Folosim (12.2). Pentru § € C°(Q),

1
/Q det Vuy §do = — /Q ((Cof Vuy)Tuy, V6) dz.

Aici Cof Vuy, — Cof Vu in L, iar u, — u tare in LY. Rezults
1
/ det Vuy 0 de — — | ((Cof Vu)"u, V) da = / det Vu 0 dx.
Q Q Q

Deci determinantul converge distributional la det Vu. Dar convergenta slaba in L™, » > 1, il

identifica distributional cu d. Din nou prin unicitate, d = det Vu. O

Observatia 13.6.2 (cazul p > 2 fara control suplimentar prescris). Daca p > 2, marginirea lui
ug in W2 implics automat marginirea lui Cof Vuy, in LP/2, iar p/2 > 1 este reflexiv. Astfel se
poate extrage o limita slaba pentru cofactor si o identifica prin argumentul de mai sus. Aceasta
observatie priveste insa numai identificarea cofactorului. Pentru identificarea determinantului
prin formula folosita in Pasul 3 trebuie sa putem combina convergenta slaba a cofactorului in
L cu convergenta tare a lui uy, in L9; in formularea teoremei aceasta este asigurati de conditia
q > p'. Daca folosim numai controlul automat ¢ = p/2, conditia p/2 > p’ este echivalenta cu
p > 3. Prin urmare, pentru 2 < p < 3, controlul automat al cofactorului este suficient pentru
identificarea lui, dar nu si pentru argumentul de mai sus privind determinantul; pentru acesta
este necesar un control suplimentar intr-un L? cu ¢ > p’. Pentru p = 2, p/2 = 1 nu mai este
reflexiv, astfel Incat este necesar deja pentru cofactor un control suplimentar intr-un L? cu
qg>1.

13.7 Coercivitatea specifica elasticitatii

Inainte de estimarea elastica fixam forma de Poincaré-Friedrichs pe care o folosim.

Propozitia 13.7.1 (Poincaré-Friedrichs cu conditie pe o parte a frontierei). Fie Q C R?
marginit, conex, cu frontiera Lipschitz, si fie U'p C 082 de masura superficiala pozitiva. Pentru
1 < p < oo exista C >0 astfel incat

HUHLP(Q) <C HVUHLP(Q)
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pentru orice v € W'P(Q) cu urmd zero pe T'p.

Demonstratie. Presupunem prin contradictie ca nu exista o asemenea constanta. Atunci

putem alege v, € W1P(Q), cu urma zero pe I'p, astfel Incat
[okll o > K I Vvk 1o -

Inlocuind vy, cu vy/ ||vg||,» putem presupune

ol =1, IVl < 7.
Sirul este marginit in W'?(Q). Reflexivitatea si Rellich-Kondrachov furnizeazi, dupd o
subsecventa,

vy — v in WH(Q), vy — v tare in LP(Q).

Convergenta tare pastreaza norma, deci ||v]|,, = 1. Pe de alta parte, Vv, — 0 tare in L?,
iar unicitatea limitei slabe implica Vv = 0 1n sens distributional. Cum €2 este conex, v este
constanta aproape peste tot.

Operatorul urma este liniar continuu pe un domeniu Lipschitz. Din Trv, = 0 pe I'p si
convergenta slaba in WP rezultd Trv = 0 pe I'p. Urma unei constante este aceeasi constanta;
deoarece I'p are masura superficiala pozitiva, constanta trebuie sa fie zero. Obtinem v = 0, In
contradictie cu ||v]|;, = 1. Contradictia demonstreaza inegalitatea. Vezi si [1, 6]. O

In aplicatia tridimensionald vom presupune, pentru F cu det F > 0,

W(x, F) > a( IF|I? + | Cof F||? + (det F)T> + B(x),

unde
a >0, 2 <p< oo, p < q< oo, 1<r< oo, Be LY.

Pentru det F' < 0 energia poate fi extinsa cu valoarea +oco0. Exponentii nu sunt alesi arbitrar:
ei furnizeaza exact marginirile in W1», L9 si L" care apar in Teorema 13.6.1.

Aplicand Propozitia 13.7.1 lui v — up, obtinem
|u—upll, < CV(u—up)|-

Astfel controlul lui ||Vul|;, devine controlul lui ||| 1.

13.8 Pastrarea constrangerilor la limita

Conditia Dirichlet poate fi tratata fara a introduce spatii fractionare de urma. Multimea
Ap = {u € W'P(Q;R*) : Tru = pp pe I'p}

este afina, deci convexa, si este inchisa in norma deoarece operatorul urma este liniar continuu.

Prin Corolarul 13.2.4, Ap este slab secvential inchisa. Asadar u;, € Ap si up — u implica
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u e .AD.
Pentru determinant separam doua afirmatii. Daca dp > 0 a.p.t. sidy = din L", r > 1,

atunci d > 0 a.p.t.; conul pozitiv din L" este convex si inchis in norma, deci slab secvential

inchis. Stricta pozitivitate nu urmeaza din convergenta slaba. In Capitolul 14 ea va fi

recuperata din bariera energetica: o energie finita va exclude o multime de masura pozitiva

pe care det Vu = 0.

13.9 Probleme pentru seminar

1.

Aratati cd multimea {F € R3*3 : det F' > 0} nu este convexi. Deduceti de ce restrictia
det Vu > 0 nu poate fi pastrata la limita printr-un simplu argument de convexitate al
clasei admisibile.

. In L?(0,27) studiati sirul u(z) = sin(kz) si comparati comportamentul functionalelor

w s ||ull3s siu —||uf?, la convergentd slaba.

Pentru o matrice concretd F, calculati Cof F' si verificati identitatile F7 Cof F =
(det F)I si (Cof F, F) = 3det F.

Presupuneti v, — u in WP, p > 2. Explicati de ce (Cof Vuy,) este automat marginit

intr-un spatiu Lebesgue reflexiv si identificati exponentul.

. In cazul limitd p = 2, explicati de ce controlul Cof Vu, € L' care rezultd numai din

Vu, € L? nu este suficient pentru extractia unei subsecvente slab convergente prin
reflexivitate si de ce teorema lui Ball introduce un control separat in L9, ¢ > 1.

Fie Z(u) = c||ul/% — C — €(u), cu p > 1 si £ € X*. Folositi inegalitatea Young pentru a

arata ca termenul liniar nu distruge coercivitatea termenului principal.
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13.10 Exercitii rezolvate
Problema 13.10.1 (gir de minimizare). Presupuneti A # & si
—o0 < I, := 11231(@ < 4o00.
Aratati cd existd un sir (u) C A cu
Z(ug) — I..
Rezolvare. Prin definitia infimumului, pentru fiecare k exista u; € A astfel Incat

1

Prin teorema strivirii, Z(uy) — I.. Acesta este sirul de minimizare.

Problema 13.10.2 (coercivitate si marginire). Daca
Z(u) > cljull% — C, c>0, p>0,
si (uy) este un gir de minimizare pentru un infimum finit, aratati ca (ux) este marginit in X.
Rezolvare. Exista M astfel incat Z(uy) < M. Atunci
cllunlly € < M,

deci
M+ C
Jugl’ < :

Prin urmare
(M + O)”p

lurllx <

Y

deci girul este uniform marginit.

Problema 13.10.3 (extractie slabd). Fie 1 < p < oo si (ux) marginit in WhP(Q). Ce
compactitate slaba putem folosi?

Rezolvare. Spatiul WP este reflexiv pentru 1 < p < oo. Orice sir marginit are o

subsecventd, notata la fel, gsi un u € W'?(Q) astfel incat
up —u  in WH(Q).

In particular,
up — uin LP, Vup — Vu in LP.

Problema 13.10.4 (pastrarea conditiei Dirichlet). Daci uj, — w in WP(Q) si Truy, = g pe
I'p, explicati de ce Tru = g.
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Rezolvare. Pentru un domeniu Lipschitz marginit, operatorul de urma este liniar continuu,
in particular

Tr: WHP(Q) — LP(09).

Compunerea cu restrictia la I'p este de asemenea liniara gi continua. Orice operator liniar

continuu este continuu slab—slab. Prin urmare
Tru, — Tru.

Dar sirul din stanga este constant egal cu g, deci limita este g. Astfel Tru = g.

Problema 13.10.5 (semicontinuitate slaba pentru o energie convexa). Fie 1 < p < oo si
[ :R¥3 — [0, +0o| convexi si inferior semicontinud. Presupuneti cd integralele de mai jos
sunt bine definite. Aratati, folosind Teorema 13.3.5, ca pentru

Z(u) :/Qf(Vu) dx

avem up — u In W = Z(u) < liminfy, Z(uy).

Rezolvare. Convergenta slaba tn WP implica
Vu, — Vu in LP(Q;R*).

Aplicam Teorema 13.3.5 cu N = 1, Z, = Vu, Z = Vu si G(z,Z) = f(Z). Ipoteza de
minorare este satisfacuta cu g = 0. Rezulta

Z(u) < liminf Z(uy).

k—o0

Nu avem nevoie de convergenta tare a gradientului: convexitatea transforma convergenta

slaba in inegalitatea liminf.

Problema 13.10.6 (aplicatie concreta a metodei directe). Fie

Lr1 1
I(w) = | (2 o+ 5 ul* - fu) dr,  weHN0.1), feL*0,1).
0
Aratati ca Z admite un minimizator.

Rezolvare. Prin Cauchy—Schwarz si Poincaré,

’/Olfuda:

Young da, pentru orice € > 0,

<Nl Nl e < Collf il 'l e -

2 2
Cp £l l'll 2 < elleflle + C [ fIl7

Alegaind e < 1/2, obtinem coercivitatea in H3. Un gir de minimizare este deci marginit si, prin

reflexivitate, admite o subsecventd uy — u in Hj. In dimensiunea unu, Rellich-Kondrachov
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da ux — u tare in L*(0, 1), deci

L, L, 1 1
/ [u| d:):—>/ lu|” dz, / fukdx—>/ fudzx.
0 0 0 0

In plus, norma gradientului este slab inferior semicontinua:
Lo L
/ |u'|" dx < hmmf/ |uy,|” dex.
0 k 0
Prin urmare Z(u) < liminfy Z(uy), iar u este minimizator.

Problema 13.10.7 (termen liniar de incarcare). Fie

Z(w) = [ f(Vu)dz — ((u)
Q
unde ¢ € X*. Aratati ca termenul liniar este slab continuu.

Rezolvare. Prin definitia convergentei slabe in X,
Up — U

Inseamna exact ca

C(ug) — L(u)

pentru orice functional liniar continuu ¢ € X*. Prin urmare termenul —¢(u) nu afecteaza

semicontinuitatea slaba inferioara a partii integrale.

Problema 13.10.8 (de ce convergenta slaba nu se comporta bine cu produsele). Dati un

exemplu simplu de giruri slab convergente ale caror produse nu converg la produsul limitelor.

Rezolvare. Pe (0,2m) luam
ar(r) = sin(kz), bp(z) = sin(kz).
Ambele converg slab la zero in L? datorita oscilatiilor. Totusi
apby, = sin®(kx) = ;(1 — cos(2kzx)),

care converge slab la 1/2, nu la zero. Acest fenomen explica de ce identificarea limitelor

cofactorilor si determinantelor necesita structura suplimentara.

Problema 13.10.9 (conul pozitiv este slab inchis). Fie 1 < p < oo i fr — f in LP(Q).
Presupuneti fr > 0 a.p.t. pentru orice k. Aratati ca f > 0 a.p.t.

Rezolvare. Presupunem prin contradictie ca multimea

A ={ze€Q: f(z) < —¢}
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are masura pozitiva pentru un anumit € > 0. Deoarece () este marginita, x4. € Lp/(Q).
Convergenta slaba permite testarea cu aceasta functie fixata:

/Agfkdx—>/A€fdm.

Membrul stang este nenegativ pentru orice k, pe cand
/ fde < —e L3(AL) <0,
Ae

contradictie. Asadar £3(A.) = 0 pentru orice € > 0, iar

‘f >0 a.p.t.‘

Acesta este argumentul elementar folosit ulterior pentru a pastra nenegativitatea determinan-
tului la limita slaba.

Problema 13.10.10 (metoda directa pentru o energie policonvexa: ce mai trebuie identificat).
Presupuneti
W(F) = G(F,Cof F,det F)

cu G convexa. De ce nu este suficienta doar convergenta slaba Vu, — Vu?

Rezolvare. Semicontinuitatea convexa a lui G poate fi aplicata daca tripletul
Zy, = (Vuy, Cof Vuy, det Vuy)

converge slab catre
Z = (Vu, Cof Vu,det Vu).

Convergenta slaba a gradientului nu identifica automat produsele patratice si cubice care
formeaza cofactorul gi determinantul. Sunt necesare teoremele de continuitate slaba a minorilor,
impreuna cu exponenti de integrabilitate care permit aplicarea lor. Numai dupa aceasta

identificare convexitatea lui G produce estimarea liminf.
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13.11 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

13.A.1 (convergentd slabd fard convergentd tare) Fie fy(x) = cos(2wkx) in L2(0,1). (i)
Aratati ca f, — 0. (ii) Calculati || fi| ;- si verificati semicontinuitatea inferioara a normei.
(iii) Deduceti ca convergenta nu este tare.

Indicatie. Folositi lema Riemann-Lebesgue pe functii regulate si apoi densitatea lor in L?.
Rdspuns. Pentru orice v € L?(0,1),

1
/ frvdx — 0.
0

Pe de alta parte,
! 1
1fell3: = [ cos?@mha) do =,
0

deci ]
0= [0]3 < limn |l = 7.
Cum normele nu tind la zero, convergenta nu este tare.

13.A.2 (un minor de ordin doi ca divergenta) Fie
u(ry, 29) = (11 + 23, T2 + 7).
(i) Calculati Vu si det Vu. (ii) Verificati
det Vu = 0y (u10xus) — O2(u101us).

(iii) Explicati rolul comutarii derivatelor mixte.

Raspuns.

1 2z

Vu = 9 1, det Vu = 1 — 6]z
3ry 1

Membrul drept da aceeasi expresie; anularea termenilor suplimentari foloseste Oious = O21us.

13.A.3 (teorema lui Mazur pe un exemplu explicit) Pentru fi(x) = cos(2rkx) definiti

m—i—lsz

(i) Verificati ca w, este o combinatie convexa de elemente din coada sirului. (ii) Calculati
||wm||i2 (iii) Deduceti convergenta tare.
Raspuns. Ortogonalitatea functiilor cosinus da

1

) | 1
o= —— ()= ———— —0.
lomllze = G+ V3 = 55y —°

Astfel w,, — 0 tare, desi f converge numai slab la zero.
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Nivelul B

13.B.1 (continuitatea slabd a determinantului pe un sir explicit in 2D) Fie D = (0,1)? si
1. L.
or(z) = (xl + e sin(kzs), xo + z Sln(kl‘l)> :

(i) Calculati Vi, si ardtati ca o, — id in WP, 1 < p < oo. (ii) Calculati determinantul si
limita sa slaba. (iii) Comparati cu limita slaba a lui (G2px1)?.
Raspuns. Punand a = cos(kxs), b = cos(kxy),

1
v%_<b?), det Vo, = 1 — ab.

Avem ¢}, — id uniform, iar a,b — 0, deci ¢}, — id ITn WP, Mai mult, ab — 0, astfel
det Vo — 1 = det I.

In schimb,

1 1
(82@16,1)2 —a? = 5(1 + COS(Qk‘JZz)) N 5

Minorii au o structura de divergenta care nu este prezenta pentru un produs patratic arbitrar.

13.B.2 (inchiderea slabd a conului functiilor nenegative) Fie 1 < r < oo,  C R3 marginit si
C={vel'():v>0ap.t.}.

(i) Aratati ca C este convex si tare inchis. (ii) Deduceti inchiderea slaba. (iii) Aplicati la un
sir de determinanti pozitivi care converge slab.
Raspuns. Convexitatea este imediata. Daca v, — v tare in L" gi v, > 0, un subsir converge
a.p.t., de unde v > 0. Prin teorema lui Mazur, o multime convexa tare inchisa este slab
inchisa. Asadar, daca

detVypp —d in L"

si det Vi, > 0 a.p.t., atunci d > 0 a.p.t. Argumentul nu da stricta pozitivitate; aceasta cere

o informatie suplimentara, de exemplu bariera energetica la determinant nul.

13.B.3 (semicontinuitate slaba inferioara prin inegalitatea de sustinere) Fie

[(u):/QHVuH2dw, ue HY(Q).

(i) Scrieti inegalitatea de sustinere pentru f(z) = ||z||*. (ii) Integrati cu z = Vu, y = Vuy,.
(iii) Pentru uj, — w in H', deduceti I(u) < liminf I(uy). (iv) Dati un exemplu de inegalitate
stricta.

Raspuns.

2 2
1yl" = [21" + 2{2,y = 2),



Elasticitate matematica 323

deci
I(ug) > I(u) + 2/Q<Vu, Vuy — Vu) dz.

Ultimul termen tinde la zero prin convergenta slaba. Pentru Q = (0, 27) si ug(z) = k' sin(kx),

2m
up — 0 in HY, I(ug) = /0 cos?(kx)dx =, I1(0) = 0.

Nivelul C

13.C.1 (metoda directa esueazd fara semicontinuitate) Fie
1
I(u) = / [(u’(av)2 —1)* + u(:c)ﬂ dz, we A:=W,'0,1).
0

(a) Aratati ca I > 0 si ca este coerciv. (b) Fie h functia triunghiulara 1-periodica

1
smod 1 — —

Mﬁ:;_ 2

: up(x) = ;h(kx)

Aratati |uj,| = 1 a.p.t. si calculati (uy). (c) Aratati ca infimumul nu este atins si identificati
ipoteza metodei directe care lipseste.
Raspuns. Din

(2 -1)2> 2" -1

1
— 2
si inegalitatea Poincaré rezulta coercivitatea. Pentru uy, primul termen al integrandului este

nul a.p.t., iar

1 1
Iw) = [ wdde = .
(ug) ; updx oz 0

Prin urmare inf 4 I = 0. Daca ar exista u cu I(u) = 0, atunci simultan v = 0 a.p.t. si [v/| =1
a.p.t., contradictie. Astfel infimumul nu este atins. Aici lipseste semicontinuitatea slaba

e - 14
inferioara: avem wu, — 0 in Wy, dar

I(0) =1> 0= lim I(ug).

k—o0

Integrandul z — (2% — 1)? nu este convex.

13.C.2 (continuitatea slabd a cofactorului pe un sir oscilant tridimensional) Fie Q = (0,1)3 si
1 1. L.
or(z) = (xl + z sin(kxs), xo9 + z sin(kxs), x3 + Z sm(kml)) :

Punem a = cos(kxs), b = cos(kzs), ¢ = cos(kxy). (a) Calculati gradientul si determinantul.
(b) Calculati cofactorul si limitele slabe. (c¢) Comparati cu limita lui a?.
Raspuns.

Vi, = , det Vo = 1+ abe.

o O =
S = 2
_ o O
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1 bec —c
CofVor=|—-a 1 ac
ab —b 1

Toate functiile a, b, ¢, ab, ac, bc, abc converg slab la zero, astfel
Cof Vg, — 1, det Vo, — 1.

In schimb,

a® = cos®(kxy) — 5

Cofactorii beneficiaza de identitatile de divergenta ale minorilor, nu de o regula generala
pentru produse slab convergente.

13.C.3 (metoda directa pentru o problemd model) Fie Q@ C R™ marginit Lipschitz, 1 < p < oo,
P =p/(p—1), f € I’ (Q) s

1
I(u) = f/ 1Vau|? de —/ fudr,  ue X :=WQ).
pJo Q
(a) Aratati coercivitatea. (b) Aratati semicontinuitatea slaba inferioara. (c) Deduceti existenta

i unicitatea minimizatorului si scrieti ecuatia Euler-Lagrange.

Raspuns. Poincaré, Holder si Young dau, pentru e < 1/p,

1
10> (3~ <) 19l - .

Functia z — [|z]|” /p este convexa, deci partea integrald este slab inferior semicontinua, iar

. .. . 1 . . o .
termenul cu [ este slab continuu. Reflexivitatea lui W,” si metoda directd dau existenta.
Stricta convexitate da unicitatea. Minimizatorul satisface

/Q||Vu||p*2 (Vu, Vo) dx:/gfvdx Yo € WP (),

adica, slab,
— div([[Vul"~* Vu) = f.



Capitolul 14

Teorema de existenta a lui John Ball in elasticitatea

neliniara

Surse si orientare. Folosim teorema de existenta a lui Ball [2] intr-o forma tridimensionala
adaptata notatiilor din curs; vezi si [3, 5, 10]. Ipotezele sunt scrise explicit pentru a putea
aplica direct rezultatele din Capitolul 13.

14.1 Cadrul problemei

Fie Q C R? un domeniu mdrginit, conex, cu frontierd Lipschitz. Fie I'p C 0 o portiune

masurabila a frontierei cu masura superficiala strict pozitiva. Fixam

2 < p< oo, p’:L§q<oo, 1<r<oo.

p—1
Pentru o data Dirichlet ¢p consideram clasa
Tr = ¢p pe I'p,

A=<{pecWH(Q;R?) : Cof Vo € LI(Q),
det Vo € L7(Q), det Ve >0 a.p.t.

Energia totala este

1¢) = [ W(X, V(X)) dX = L(p).
unde L € (WP(£;R?))* este un functional liniar continuu al incarcarilor.

Observatia 14.1.1. Neviditatea lui A nu garanteaza singura existenta unei deformari de energie
finita. Vom presupune explicit ca exista gy € A cu I(pg) < +00. Aceasta este ipoteza de

“proprietate” necesara metodei directe.

14.2 Policonvexitatea gi ipotezele structurale

Definitia 14.2.1 (reprezentarea policonvexa dependenta de X). Extindem definitia din
Capitolul 12 la energii care pot depinde de punctul material. Pentru a.p.t. X € €2, cerem sa

existe
G(X, o ) cR33 x R3S x (O,oo) — R

convexa in variabilele (F, H, J) astfel incat

W(X,F)=G(X, F,Cof F,det F) (det F' > 0).

325
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Presupunem de asemenea ca G este un integrand normal. Mai precis, aplicatia
(X,F,H,J)— G(X,F,H,J)
este masurabila, iar pentru a.p.t. X functia
(F,H,J)— G(X,F,H,/J)

este inferior semicontinua gi convexa. Folosim rezultatul standard de masurabilitate pentru
integranzi normali: daca Z(X) = (F(X),H(X),J(X)) este un cAmp masurabil, atunci
compunerea X — G(X,Z(X)) este masurabila; vezi [5, 10]. Aceastd proprietate justifica

integralele de mai jos.

Pentru a include restrictia de orientare in semicontinuitate, folosim extensia conventionala

cu valori extinse

_ G(X,F,H,J), J>0,
G(X,F,H,J) =
400, J <0.

Aceasta extensie nu schimba domeniul fizic al energiei, pe care G raméane finita si reala
pentru J > 0; valoarea +oco este doar dispozitivul standard prin care codificam orientarea
pozitivi intr-un functional convex extins. Vom presupune ci G (X, -) este convexa si inferior
semicontinud. In particular, aceastd ipoteza include bariera la J | 0.

Presupunem in plus existenta unor constante ¢ > 0, C' > 0 astfel incat, pentru J > 0,

W(X,F)> C(HFHP + ||Cof F||? + JT) —C  pentru a.p.t. X. (14.1)

Pentru aplicarea directa a Teoremei 13.3.5 este util ca reprezentantul convex sa fie marginit
inferior pe intregul spatiu al variabilelor independente. Daca reprezentantul initial G nu are

aceasta proprietate, il Inlocuim cu
Go(X,F,H,J) =max{G(X,F,H,J),—C}.

Maximul a doua functii convexe este convex, iar pe tripletele de minori ale unui gradient
avem G = W > —(C, deci aceasta modificare nu schimba energia W. Astfel putem si vom

presupune

G(X,F,H,J)>—C (14.2)

ori de cate ori este finita.

14.3 Teorema de existenta

Teorema 14.3.1 (Ball, forma suficienta pentru curs). Fie Q,T'p,p,q,r ca mai sus. Presupu-
nem:

(i) W admite reprezentarea policonvexa prin integrandul normal G, iar extensia G este
masurabila in (X, F,H,J) si, pentru a.p.t. X, convexd si inferior semicontinud in
(F7 H? J) 7‘
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(ii) are loc estimarea coerciva (14.1);
(iii) L € (Wi)*;

(i) exista @y € A cu I(pg) < +00.
Atunci ezista p, € A astfel incat

I(p.) = min I(p).

Rolul exponentilor. Conditia p > 2 permite definirea distributionala a cofactorului
prin aproximatii Sobolev. Controlul separat in L9, cu ¢ > p/, furnizeaza reflexivitate si
integrabilitatea duala necesara formulei determinantului. Conditia 1 < r < co face L" reflexiv
si permite extragerea unei limite slabe a determinantelor; in mod analog avem nevoie de
g < oo pentru reflexivitatea lui L?. Acestea sunt ipotezele Teoremei 13.6.1.

14.4 Un model unidimensional inaintea demonstratiei

tridimensionale

Inainte de teorema tridimensionald parcurgem metoda directd intr-o problema in care toate
dificultatile pot fi vizute fara cofactori si determinanti matriciali. Fiep > 1,5 > 0, f € L? (0, 1)
si

2P+z7% z2>0,

h(z) =
+00, z < 0.

Consideram

AlD = {u € W”’(O, 1) : u(O) = 0}

si
1 1
Lip(u) = / ' (x)) d — / F(@)u(z) dz.
0 0
Observati ca valoarea 400 a lui h codifica automat constrangerea u’ > 0 aproape peste tot

pentru orice functie de energie finita.

Pasul 0: problema este proprie. Functia ug(x) = x apartine lui A;p si are uy = 1. Prin
urmare

Iip(ug) = /01(1 +1)dx — /01 zf(x)dr < oo.

Deci infimumul nu este +o0.
Pasul 1: convexitatea integrandului. Pentru z > 0,
R'(2) =p(p— 1) 2+ s(s+1)27°72 > 0.

Agadar h este strict convexa pe (0, 00). Extensia cu +o0o pentru z < 0 este convexa si inferior

semicontinua: domeniul efectiv (0, 00) este convex, iar h(z) — 400 cand z | 0.
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Pasul 2: coercivitatea. Pentru u € A;p, teorema fundamentala a calculului da

Prin Holder,

[u(@)] < & [l oo,y < 'l oo,y

si deci ||ul|,, < ||'||;,. Termenul de incarcare satisface

’/Olfudx

Cum h(z) > 2P pentru z > 0,

< ||f||Lp’ ||u||LP < ||fHLp’ ||u/||LP'

Lip(u) = [lu'llze = N1l 1]l o -

Young furnizeaza, pentru un ¢ € (0, 1),

/
1A o '] < € Ml lZe + CeFI

si astfel
() = (1—¢) W], — C.

Un sir de minimizare este deci marginit in W12(0,1).

Pasul 3: compactitatea slaba si conditia la frontiera. Spatiul W?(0,1) este reflexiv.

Dintr-un gir de minimizare (uy) extragem
up —u in WHP(0,1).

Evaluarea la capat este un functional liniar continuu in dimensiunea unu; cum ug(0) = 0,
rezulta u(0) = 0. Deci u € A;p.

Pasul 4: semicontinuitatea. Integrandul extins h este convex si inferior semicontinuu.

Teorema de semicontinuitate pentru integrale convexe da

1 1
/ h(vw')dz <liminf | h(uy)dz.
0

k—oo  Jo

In plus, functionalul v — fol fudx este liniar continuu pe WP, deci slab continuu. Prin
urmare

T _ '
Iip(u) < h}gglf[w(uk) ,141115, Iip

Asadar u este minimizator.

Pasul 5: pozitivitatea stricta a derivatei. Stim ca I1p(u) < oco. Daca multimea
A = {z v (z) <0} ar avea masura pozitiva, atunci h(u'(x)) = 400 pe A si integrala ar fi
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infinita. Deci

u'(z) >0 pentru a.p.t. z € (0,1).

Acesta este analogul unidimensional al pastrarii orientarii in teorema tridimensionala. Terme-
nul z7° este bariera volumetrica, iar trecerea de la v’ la tripletul (Vp, Cof Vi, det V) este

diferenta principala fata de problema unidimensionala.

14.5 Demonstratia teoremei

Material de aprofundare. Demonstratia foloseste succesiv coercivitatea, compactitatea
slaba, continuitatea slaba a minorilor si semicontinuitatea integralelor convexe. La o prima
lectura se pot urmari modelul unidimensional de mai sus si enuntul teoremei; detaliile de

compactitate folosesc rezultatele din Capitolul 13.

14.5.1 Pasul 1: girul de minimizare si estimarea coerciva

Existenta lui ¢y cu energie finita da mai intai numai
inf I < +o00.
A

Aratam acum ca infimumul este si mai mare decat —oo si, simultan, obtinem coercivitatea.
Pentru orice ¢ € A, diferenta w := ¢ — ¢y are urma nula pe I'p. Inegalitatea Poincaré—
Friedrichs da

[wlle < Cpl[Vwllg,

deci, deoarece @, este fixata,

lellws < Cr+ oIVl -

Continuitatea lui L implica
IL(¢)| < C3+ Ca [ Vell s -

Prin inegalitatea Young, pentru orice € > 0,
CullVoll s < ellVellz, + C.
Alegand 0 < £ < ¢, din (14.1) rezulta
1(¢) = (= &) [Vl + | Cof Vipl[2, + ¢ [det Vgl — Cs.
Prin urmare I este marginit inferior pe A, deci

—oo<m::ir}1f[<+oo.
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Alegem acum un sir de minimizare ¢, € A cu I(y;) — m. Cum valorile sale sunt uniform

marginite superior, estimarea precedenta produce

s?mmmm<w, ﬂgMMVwaﬂm gﬂ*ﬂwmy<w-

14.5.2 Pasul 2: extractia limitelor slabe

Estimarile din Pasul 1 dau trei siruri marginite, in trei spatii diferite. Deoarece 1 < p,q,r < o0,
spatiile WP L4 si L™ sunt reflexive.

Mai intai extragem o subsecventa pentru care
or — ¢ in W',

Din aceasta subsecventa extragem una pentru care cofactorii converg slab in L9; apoi, din
subsecventa obtinuta, extragem una pentru determinanti. Pastram aceeasi notatie k£ pentru

subsecventa finala. Avem astfel simultan
P — P in Wl,p’

Cof Vo, =~ H 1n LY, det Vo, =~ d in L".

In acest moment H si d sunt numai limite slabe; nu avem inca dreptul sa afirma ca sunt

cofactorul i determinantul gradientului lui ¢.

14.5.3 Pasul 3: identificarea cofactorului si determinantului

Aici folosim rezultatul de continuitate slaba a minorilor din Capitolul 13. Ipotezele sale
sunt tocmai cele obtinute mai sus: convergenta slaba a lui ¢ In WP, controlul separat al
cofactorilor in LY si al determinantilor in L", cu g > p'.

Teorema 13.6.1 spune ca, pentru orice functie-test admisibila, limita distributionala a
cofactorilor coincide cu Cof Vi, iar limita distributionala a determinantilor coincide cu det V.
Dar limitele slabe H si d din Pasul 2 determina aceleasi limite distributionale. Unicitatea

limitei distributionale da

H=CofVp, d=detVop.|

Pentru p = 2 trebuie observat de ce estimarea separata a cofactorului nu poate fi omisa.
Din Vi, € L? rezultd numai Cof Vi, € L', deoarece cofactorul este patratic in gradient.
Spatiul L' nu este reflexiv, deci aceasta estimare nu furnizeaza singura o subsecventa slab
convergenta. Ipoteza Cof Vi, marginit in L9, cu g > 1, rezolva exact acest punct si permite

folosirea teoremei de continuitate slaba a minorilor.
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14.5.4 Pasul 4: conditia Dirichlet si nenegativitatea determinantu-

lui

Aplicam rezultatele de inchidere slaba din Sectiunea 13.8. Deoarece toate functiile ¢, au
urma @p pe I'p si
pr—¢ I WP

multimea afina a functiilor cu urma prescrisa fiind slab secvential inchisa, rezulta
Tro=¢p pe I'p.
Pentru determinant punem d = det V. Avem d; > 0 a.p.t. si, din Pasul 2,
di, = d=detVp in L".

Sectiunea 13.8 arata ca limita slaba a unui gir nenegativ din L, r > 1, raméane nenegativa.
Prin urmare
det Vip >0 a.p.t.

Din acest pas obtinem numai nenegativitatea determinantului, nu si pozitivitatea stricta.
Posibilitatea det Vi = 0 pe o multime de masura pozitiva va fi exclusa in pasul urmator cu

ajutorul barierei energetice.

14.5.5 Pasul 5: semicontinuitatea policonvexa si stricta pozitivitate

Punem

Zy = (Vr, Cof Vr, det Vi), Z = (Vp,Cof Vi, det V).

Pasii precedenti dau
Zy—Z P xLIxL".

Prin Teorema 13.3.5, aplicatd lui G si minorantei (14.2),
/ G(X, Z(X))dX < liminf [ G(X, Zy(X))dX.
[¢) k—oco JO
Membrul drept este finit de-a lungul sirului de minimizare. Daca multimea
Ap:={X :det Vpp(X) = 0}

ar avea misurd pozitivii, atunci G(X, Z(X)) = +oo pe Ay, deci integrala din stanga ar fi +oo,

contradictie. Rezulta

‘det Vo >0 ap.t. ‘

si deci p € A.
In plus,
/ W (X, Vi) dX < lim inf / W(X, Vi) dX.
Q Q
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Cum L este liniar continuu, convergenta slaba implica L(yx) — L(p). Prin urmare
I(p) < limkinf I(pr) = m.

Dar ¢ € A, deci I(p) > m prin definitia infimului. Agadar

I(gp):m:mf{nl.

Demonstratia este incheiata.

14.6 Verificarea ipotezelor pe un exemplu de energie
Consideram
W(F)=allF|"+0]|Cof F||? + c(det F)" + d(det F)~*, det F > 0, (14.3)

cu
a,b,c,d >0, 2 <p< o0, p < q < oo, 1<r<oo, s> 0.

Policonvexitatea acestei familii a fost verificata deja in Subsectiunea 12.10.1: se ia
G(F,H,J)=a|F|P+0||H||" + ¢J" +dJ %, J >0,

iar G este convexa in variabilele independente (F, H,.J). Raméne sa verificam ipotezele
suplimentare care intervin in teorema de existenta.
Mai intai, deoarece dJ =% > 0,

W(F) > a(||F||p + [|Cof F||* 4 (det F)T), a = min{a,b,c} > 0.
Aceasta este exact estimarea coerciva ceruta in teorema. Exponentii au fost alegi astfel incat
p=>2  q=p, r>1,

care sunt conditiile folosite la compactitate si la identificarea slaba a minorilor. Termenul

volumetric singular satisface
dJ? — 40 cand J | 0,

deci extensia cu 400 la J < 0 produce bariera care va exclude determinantul nul la limita.
Ramaéne sa verificam ca problema nu este vida. Daca, de exemplu, ¢p(X) = X pe I'p,

aplicatia identitate este admisibila, deoarece

Vid=1, CoflI=1, detl=1.
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Cum € este marginita, W (1) este finit si constant, astfel
/QW(I) dX = W(I) £3(Q) < .
De asemenea, L(id) este finit pentru L € (W'?)*. Prin urmare
I(id) < oo,

ceea ce verifica ipoteza existentei unei deformari admisibile de energie finita.

Observatia 14.6.1 (cazul limitd p = 2). Daca p = 2, atunci p’ = 2. Alegerea ¢ = 2 este cazul
limit& al conditiei ¢ > p’. Controlul Vi € L? singur ar furniza pentru cofactor numai un
control de tip L', care nu di reflexivitate. Termenul separat b ||Cof F||* furnizeazi tocmai

controlul L? necesar extragerii unei subsecvente slab convergente pentru cofactor.

14.7 Limitele concluziei de existenta

Teorema garanteaza existenta unui minimizator Sobolev, dar nu garanteaza unicitate, regula-
ritate clasica sau injectivitate globala. Mai mult, in cadrul general cu bariera W (F) — 400
cand det F' | 0, nu se stie in general daca minimizatorul satisface ecuatiile Euler-Lagrange
nici macar in sensul slab uzual: obstacolul nu este numai regularitatea lui ¢, ci si lipsa unei
conditii de cregtere asupra lui DW care sa fie compatibila cu bariera de determinant; vezi
discutiile clasice pornind de la [2].

Injectivitatea globala necesita o conditie suplimentara. Conditia Ciarlet-Necas a fost
introdusa in Capitolul 9; teorema de mai sus nu o contine si, prin urmare, nu exclude singura

interpenetrarea globala.

14.8 Probleme pentru seminar

1. Verificati policonvexitatea energiei considerate mai sus.

2. Pentru p = 3 determinati exponentul conjugat p’ si cea mai mica valoare admisa a lui
q. Pentru p = 2 faceti acelasi calcul si explicati de ce alegerea ¢ = 1 nu este suficienta
pentru argumentul de compactitate slaba.

3. Considerati p =4, ¢ = 4/3 ¢i r = 2. Verificati explicit relatiile ¢ > p' si 1/p+1/q < 1 i
identificati iIn demonstratia Teoremei 13.6.1 produsul pentru care aceasta contabilitate

a exponentilor este necesara.

4. Aratati ca J" + J° este coerciva volumetric si calculati punctul ei de minim. Indicatie:

ecuatia stationard este rJ" ' = sJ 757! deci J, = (s/r)/+9),

5. Identificati o ipoteza a Teoremei 14.3.1 care esueaza pentru energia St. Venant—Kirchhoff:
verificati pe Fy = diag(d, 1,1) ca energia raméne finita cand § | 0, deci lipsegte bariera

la determinant nul. Aceasta observatie arata ca modelul nu intra in teorema lui Ball in
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forma de mai sus; faptul mai puternic ca energia St. Venant—Kirchhoff nu este rank-one
convexa global este un rezultat separat, pentru care vezi [3].

6. Formulati o conditie suplimentara pentru a exclude interpenetrarea globala.
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14.9 Exercitii rezolvate

Problema 14.9.1 (barierd de determinant). Fie h(J) = J? + J =2 pentru J > 0. Aratati cd
h(J) — oo cand J — 0.

Rezolvare. Cand J — 07, termenul J~2 = 1/J? tinde la +oco, in timp ce J> — 0. Prin
urmare

h(J) — +o0.

Termenul exclude energetic apropierea de J = 0.

Problema 14.9.2 (policonvexitatea modelului). Pentru
W(F)=al||F||’ +b||Cof F||? +cJ" +dJ 5,  J=detF >0,

cup>2,qg>p/(p—1),r>1, s> 0, construiti functia convexa in minori. (Pentru simpla
policonvexitate ar fi suficiente p,q,r > 1; exponentii mai puternici sunt cei necesari teoremei
de existenta.)

Rezolvare. Definim
GF,H,J)=a|F||°P+0b||H|*+ cJ +dJ?

pentru J > 0; pentru verificarea convexa extinsa putem conveni G = 400 pentru J < 0.

Functiile norma la puteri cel putin unu sunt convexe, J" este convex pentru r > 1, iar

d> 9
—S — 1 —S8— .
FiE) J s(s+1)J >0

Deci G este convexa si

W (F) = G(F, Cof F,det F).

Problema 14.9.3 (coercivitatea modelului). Daca
sup/ W(Vr)dX < oo,
k Jo
ce estimari uniforme rezulta direct?
Rezolvare. Deoarece termenii sunt nenegativi,

sup IVr|l» < o0, sup |Cof Vop || g < 00,

sup ||det Vg ||, < o0, sup/ (det V) %dX < oo.
k k /9
Cu date Dirichlet, Poincaré transforma primul control intr-o marginire a lui ¢ in Wte.

Problema 14.9.4 (pastrarea conditiei Dirichlet). Explicati de ce limita slaba a unui gir
admisibil cu aceeagi urma Dirichlet pastreaza acea urma.
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Rezolvare. Operatorul de urma este liniar si continuu pe spatiul Sobolev relevant. Prin
urmare este slab continuu. Daca
Y =@ W
si
Tr Pk = YD,
atunci
Tr e — Trp.

Dar girul din stanga este constant, astfel Tr o = ¢p.

Problema 14.9.5 (pasul Fatou pentru determinant). Presupuneti J; > 0, J, — J aproape
peste tot si
sup/ Ji, fdX < o0.
E JQ

Aratati ca J > 0 aproape peste tot.

Rezolvare. Daca multimea A = {J = 0} ar avea masura pozitiva, atunci pe A am avea
Ji ® = +00. Lema lui Fatou ar da

lim inf / JordX > / liminf J;*dX = +oo,
k A A k

contradictie cu marginirea uniforma. Deci £3(A) = 0.

Problema 14.9.6 (identificarea cofactorului in limitd). Descrieti argumentul prin care se
arata ca limita slaba a cofactorilor este cofactorul limitei gradientului.

Rezolvare. Componentele cofactorului sunt minori de ordin doi. Fiecare astfel de minor se
poate rescrie ca divergenta a unei expresii in care apare o componenta a lui ¢, multiplicata cu
o derivata a altei componente. Dupa testare gi integrare prin parti, derivata se muta pe functia
test. Compactitatea Sobolev ofera convergenta puternica pentru factorul nediferentiat, in
timp ce derivata converge slab. Produsul “puternic x slab” trece atunci la limita si identifica
minorul limita. Exponentii sunt alesi astfel incat aceste produse sa fie integrabile.

Problema 14.9.7 (identificarea determinantului). De ce determinantul necesitd un pas
suplimentar fata de cofactor in 3D?

Rezolvare. Determinantul este minor de ordin trei i este cubic in gradient. O reprezentare
utila este
1 . T
det Vi = 3 div ((Cof Vr) gok).

Dupa testare si integrare prin parti apare produsul dintre ¢, si Cof Vipi. Pentru trecerea
la limita trebuie ca ¢ sa converga suficient de puternic intr-un spatiu dual compatibil cu

integrabilitatea cofactorului. De aici apar relatii intre exponentii p si q.

Problema 14.9.8 (semicontinuitatea energiei policonvexe). Presupuneti
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si W(F) = G(F,Cof F,det F') cu G convexa, inferior semicontinua gi marginita inferior de o
functie integrabila 5(X). Deduceti inegalitatea liminf.

Rezolvare. Functionala

G(Z) = /QG(Z(X))dX

este slab inferior semicontinua in produsul spatiilor Lebesgue corespunzatoare. Prin urmare
G(2)dX < limi f/GZ dx.
/Q() _1mk1nQ(k)
Dupa identificarea minorilor, punct cu punct avem
G(X, Z(X)) =W(X,Ve(X)),  G(X, Zy(X)) = W(X, Vgi(X)),

si obtinem

/ W (Vi) < lim inf / W (V).

Problema 14.9.9 (demonstratia existentei pentru modelul considerat). Formulati pasii
metodei directe pentru energia din exercitiul 2, cu date Dirichlet si exponenti care permit
continuitatea slaba a minorilor.

Rezolvare. Alegem un gir de minimizare ¢;. Estimarea de cregtere pentru W, impreuna
cu Poincaré—Friedrichs gi Young, absoarbe termenul liniar de incarcare L(py) si furnizeaza
marginire in WP, precum si controale separate pentru cofactor si determinant. Reflexivitatea
permite extragerea unei subsecvente slab convergente. Continuitatea urmei pastreaza conditia
Dirichlet. Teoremele de continuitate slaba a minorilor identifica limitele cofactorului si
determinantului. Bariera la J | 0, inclusa in reprezentantul convex extins G, exclude
det Vo < 0 pe o multime de masura pozitiva. Un argument Fatou separat este legitim
numai daci dispunem in plus de convergenti aproape peste tot a determinantelor. In final,
policonvexitatea produce semicontinuitatea slaba inferioara. Astfel

Z(p) < limkian(cpk) = irfllfI,

deci ¢ este minimizator.

Problema 14.9.10 (un exemplu afin si conditia Ciarlet-Necas). Fie Q = (0,1)? si
o(X)=FX, F = diag(2, 3,1).
Verificati orientarea, injectivitatea si relatia Ciarlet—Necas
/Qdet VedX < L£3(o(Q)).
Rezolvare. Avem Vi = F si

1
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deci orientarea este pastrata. Matricea I este inversabila, astfel incat aplicatia afina p(X) =
FX este injectivd. In plus,

/ det Vo dX = det F L3(Q) = 1.
Q
Prin schimbarea de variabile,

L3(p(Q)) = det F L3(Q) = 1.

Prin urmare conditia Ciarlet—Necas este satisfacuta cu egalitate. Exemplul arata, intr-un caz
elementar, legatura dintre determinantul pozitiv, variatia de volum gi injectivitatea globala;

pentru deformari Sobolev neliniare aceasta legatura este mult mai subtila.
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14.10 Exercitii propuse suplimentare

Nivelul A

14.A.1 (admisibilitatea exponentilor in teorema lui Ball) Pentru fiecare triplet

3 3 6 3\ (3 4
2,2,2),(3,5,2),(2,5,2),(4,2,5),(%,3,2), (4,2 2,3,1
<p7Q7r)€{(’ Y )7 (3727 )7( 727 )7( 7572)7(2737 )7( 7373>7< 737 )}7

verificati conditiile
p

p =2, QZPIZE> r> 1

Pentru cazurile neadmisibile precizati conditia care nu este satisfacuta.

3 4
2,2,2 3,°,2 4,-,3).
(77)7 (727)7 <737)

Pentru (2,3/2,2) si (4,6/5,3/2) exponentul ¢ este prea mic; pentru (3/2,3,2) avem p < 2;

pentru (2,3,1) avem r = 1, deci L" nu este reflexiv.

Raspuns. Sunt admisibile

14.A.2 (un model cu coeficienti numerici) Fie
W (F) = ||F||* + ||Cof F||* 4 (det F)? — 8log(det F) +e,  det F >0,

si W(F) = +oo pentru det F' < 0. (i) Construiti reprezentarea convexa in minori. (ii) Alegeti
e astfel incat W (I) = 0. (iii) Verificati o estimare coerciva cu exponentii p = ¢ =r = 2. (iv)
Verificati bariera la determinant nul.
Raspuns.

G(F, H,J)=||F|” + |H|* + J?> —8logJ +¢, J>0,
este convexa, deoarece

d—2(J2 —8logJ) =2+ 5.0

dJ? J?
Din W(I) =343+ 1+ e =0 rezulta e = —7. Folosind

1
—logJ>1-—J, 8J < §J2+32,
obtinem, de exemplu,
1
W(F) > (1717 + | Cof F|* + J?) — 31

In plus, —8log J — 400 cand J | 0. Pentru F = diag(.J, 1, 1) se obtin aproximativ valorile
14.4607, 51.2620, 106.5241 pentru J = 10~1,1073,1076.
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14.A.3 (bariera si excluderea colapsului de volum) Pe Q = (0, 1) fie

J() 1k, 0<z<1/2, > 9
kL) = = 4.
1, 1/2<z<l,

(i) Calculati [y J, *dr pentru s = 1,2. (ii) Determinati limita punctuald J si multimea
{J = 0}. (iii) Folositi lema lui Fatou pentru a explica de ce o margine uniforméa a termenului
de bariera exclude o multime de masura pozitiva pe care limita determinantului este zero.

Raspuns.

! —S 15 1
/Jk dx = -k* + - — +o0.
0 2 2

Limita este J =0 pe (0,1/2) ¢i J =1 pe (1/2,1). Pe multimea A = (0,1/2), J, ° — +o0, iar
Fatou da
lim inf/ Ji fdx > / lim inf J,°dx = +o0.
k A A k

Nivelul B
14.B.1 (calibrarea unei energii de tip Ball in starea de referinta) Fie
W(F) = a||F||* + b||Cof F||> + ¢(det F)? — dlog(det F) + e,
cu a,b,c,d > 0sgidet FF > 0. (i) Calculati DpW (F'). (ii) Aratati ca
D(||Cof F||*)(I) = 41.

(iii) Deduceti conditia pentru DpW (I) = 0. (iv) Verificati pentru cateva alegeri de coeficienti.

Raspuns.
DpW (F) = 2aF + bDp([|Cof F||*) + 2¢(det F') Cof F — dF "
Din
Cof(I+ H) =1+ (tr H)I — H' + O(||H||*)
rezulta

|Cof(I + H)||*> =3+ 4tr H+ O(||H||*),

deci derivata este 4. Asadar
DpW(I) = (2a +4b+2c—d)I,
si starea de referinta este fara tensiuni daca si numai daca
d = 2a+ 4b+ 2c.

Pentru (a,b,c) = (1,1,1), (0.375,0.125,0.125) si (2,0.3,0.7) rezulta, respectiv, d = 8, 1.5, 6.6.

14.B.2 (pragul p = 3 pentru controlul cofactorului) Presupunem V¢ € LP, astfel ncat,
prin estimarea algebrica a cofactorului, Cof Vo € LP/2. Teorema lui Ball cere un exponent
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q>p =p/(p—1). (i) Determinati valorile p > 2 pentru care p/2 > p'. (ii) Interpretati
pragul. (iii) Verificati pentru p = 2,2.5,3,4,6. (iv) Explicati legatura cu 1/p+ 1/q < 1.
Raspuns.
> L — >3

p—1

Pentru p > 3, controlul L? al gradientului asigura automat cel putin integrabilitatea cofacto-

S

rului in L? (si in orice L9 cu p’ < ¢ < p/2 pe un domeniu marginit). Pentru 2 < p < 3, un

control separat al cofactorului intr-un exponent g > p’ este o ipoteza suplimentara. Numeric:

pl2 25 3 4 6
p/211 125 15 2 3
Y |2 5/3 15 4/3 6/5

Conditia 1/p 4+ 1/q < 1 permite asocierea unui factor slab controlat in L? cu un factor care

converge tare in exponentul dual ¢'.

14.B.3 (verificarea ipotezelor pe un model concret) Fie
W(F) = ||F||® + ||Cof F||** + (det F)? + (det F)~',  det F > 0,

si W(F) = +oo pentru det /' < 0. (i) Construiti reprezentarea convexa in minori. (ii)
Identificati (p, q,r) si verificati coercivitatea. (iii) Verificati bariera. (iv) Formulati concluzia
de existenta, presupunand clasa admisibila nevida, cu un element de energie finita, si termenul
de Incarcare continuu.
Raspuns.

G(F,H,J)=|FIP+ |H|**+2+J",  J>0,

extins cu +oo pentru J < 0, este convex. Exponentii sunt

Mai mult,
W(F) > |||+ [[Cof F||** + (det F)?,

si (det F)™' — +oo cdnd det F | 0. Prin teorema de existentd rezultd un minimizator.

Teorema nu da, in general, unicitate, regularitate clasica sau injectivitate globala.

Nivelul C
14.C.1 (constructia unei energii cu constante Lamé prescrise) Fie
W (F) = a||F||* 4 b||Cof F||* + ¢(det F)? — dlog(det F) +e,  a,b,c,d> 0.
(a) Impuneti DpW (I) = 0 si dezvoltati W (I + H) pana la ordinul doi. (b) Identificati

constantele Lamé ale formei patratice. (c) Pentru A, > 0, u > 0, construiti coeficientii
a,b,c,d, e astfel incat W(I) =0, DpW(I) = 0 si liniarizarea sa aiba constantele prescrise.
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Indicatie. Folositi

det(I 4+ H) =1+ tr H + ;[(trH)2 — tr(H*)| + O(|H|1),

1
logdet( + H) = tr H — 5 tr(H?) + O(|| H|]%),

|Cof (I + H)||* =3 +4tr H +2(tr H)? — tr(H?) + | H||* + O(| H|)*).

Raspuns. Conditia de tensiune nula este
d = 2a+ 4b + 2c.
Partea patratica este

(a +b)[| H|* + te(H?)] +2(b+ ) (tr H)2.

Cum
|H|[* + tr(H?) = 2||sym H|,
rezulta \
W(I+H)—=W(I)=plle|*+ 7L(tra€)2 +O(|H|?), e=symH,
cu

p=2(a+0), AL =4(b+ ).

A
0<b -,
< <m1n{2,4},
AL AL
Y c 4 Y /’l’+ 27

e=—(3a+3b+c).

Reciproc, alegeti

Atunci a,b,c¢,d > 0, W(I) =0 si DpW (I) = 0. Reprezentarea convexa in minori, cregterea
patratica si bariera —dlog J verifica ipotezele teoremei de existenta cu p =g =1r = 2.

14.C.2 (energie policonverd cu barierd, dar fara cresterea ceruta) Fie

3
Wo(F) =trU —logdet F = > (A — log \;), F e GL*(3),

=1

extins cu +oo pentru det F' < 0. (a) Verificati policonvexitatea si bariera. (b) Aratati ca nu

satisface o estimare coerciva cu p > 2. (c¢) Studiati energia modificata
W(F) = Wy(F) + | F|* + [|Cof F||* + (det F)*.
Raspuns. Criteriul Steigmann se aplica lui

Y(iy, ia,13) = i3 — log s,
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care este convexa, nedescrescatoare in ¢; si independenta de 7. Bariera rezulta din — log det F'.
Pentru F' = s1,
Wo(sI) = 3s — 3logs,  ||sI||> = 3s?,
Wo(sI)
Is1]1”

deci nu poate exista o coercivitate cu putere p > 2. Energia modificata este policonvexa si

— 0,

satisface
W(F) > ||F||* + ||Cof F||> + (det F)?,

precum si aceeasi bariera. Astfel se pot lua p=q¢=r=2.

14.C.3 (orientare locald versus injectivitate globala) Fie

Q={zeR®: 1< \/a?+2}<2 0<a3<1}
si, In coordonate cilindrice,
w(ocosb, psinb, x3) = (pcos26, psin 20, x3).

(a) Calculati det V. (b) Aratati ca ¢ nu este injectiva. (c¢) Verificati conditia Ciarlet—Necas
si enumerati cateva concluzii pe care teorema lui Ball le da, respectiv nu le da.

Raspuns. Aplicatia (g, 0,x3) — (0,20, x3) are
det Vip =2 > 0.

Punctele (0,0, z3) si (0,0 + 7, x3) au aceeagi imagine, deci aplicatia este de multiplicitate doi.
Cum
Q| = (2% — 1?) = 3,

aveln

/Q det VpdX = 6m,  |p(Q)] = 3.

Prin urmare conditia Ciarlet—Necas este incalcata. Teorema de existenta poate furniza un
minimizator Sobolev cu conditia Dirichlet gi det Vo > 0 a.p.t.; ea nu garanteaza, in general,

unicitatea, injectivitatea globala sau regularitatea clasica a minimizatorului.
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