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CAPITOLUL 1

SIRURI. CONVERGENTA IN RY

Notiunea de gir convergent de numere reale este cunoscuta din liceu.

DEFINITIA 1. Spunem ca (z,), C R este convergent la x € R daca si
numai daca oricare ar fi € > 0, exista N. € N astfel incat oricare ar fi
n > N., sa avem |z, — x| < €.

Pentru a putea discuta despre convergenta unui sir intr-o altfel de
multime, mai generala, introducem notiunea de distanta.

DEFINITIA 2. Fie M o mulfime oarecare. Funcfia d : M x M — R
se numeste distanta (metrica) daca $i numai dacd au loc urmatoarele
proprietati:

(d1) d(z,y) >0, Va,y € M; d(z,z) =0, Vo € M.

(d2) d(z,y) =d(y,z), Yx,y € M.

(d3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), Va,y,2 € M.

In acest caz spunem ca (M, d) este spatiu metric.

Exemple:
1. pentru M =R, d(x,y) = |z — y|.
2. pentru M = R?, z = (71,72), ¥y = (Y1, 92), iar

d(z,y) = v/ (x1 — 11)% + (22 — 1o)2.
3. pentru M = Rg; T = (371,$2,563>7 y= <y1,y27y3)> lar

d(z,y) = /(@1 — 91)? + (22 — )2 + (23 — ys)*.
OBSERVATIE. Toate acestea sunt cazuri particulare ale cazului general
in care M = RN, deci x,y € M sunt de forma v = (x1,29,...7N),
Yy = (y17y27 s ?/N); war
d(x,y) =V (z1 = 91)? + (22 — 92)2 + - + (w5 — yn)%
Metrica d din aceste exemple se numeste metrica (distanta)
Fuclidianad.
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Exemple:

1. Fie z,y € R? x = (1,2), y = (3,8). Atunci distanta Euclidiana
de la z la y este d(z,y) = /(1 —3)2+ (2—28)2 = 4+ 36 =
2/10.

2. Fie z,y € R z = (0,-3,2), y = (5,1,4). Atunci distanta Eu-

clidiand delaxlayested(z,y) = /(0 —5)2+ (-3 —1)2+ (2 —4)2 =

V25 +16 + 4 = 3/5.

Exista gi alte tipuri de distante, de exemplu, oricarei multimi de ele-
mente M i se poate asocia aga numita metrica triviala,

] 0, dacazx=y
d(w,y) = { 1, dacax #y.

Insi noi suntem interesati doar de spatiile RN (de obicei R, R? sau R?)
inzestrate cu metrica Euclidiana.

Exercitiu: Aratati ca metrica Euclidiana si metrica triviala satisfac
proprietatile (d1)-(d3) descrise in Definitia 2.

Revenind la discutia initiala, cea referitoare la convergenta sirurilor,
putem introduce urmatoarea definitie.

DEFINITIA 3. Spunem cd (x,), C RY este convergent la x € RY dacd
st numai daca oricare ar fi € > 0, exista N. € N astfel incat oricare ar fi
n > N., sa avem d(x,,x) < €.

PROPRIETATEA 1. Proprietatea de convergentd din RY poate fi ganditd

pe componente, adicd, pentru orice sir (x,), C RY cux, = (x} 22, ... 2)),

n
n>1, avem

lim (2!, 2%, ... 2N :<lim$1 lim z2. ... lime>.
?’L—>OO< n’ n’ n) n—oo n’ n—oo n’ n—oo n
Demonstratie:

Fie € > 0 arbitrar fixat. Atunci

dzp,z) <e < @l —2)2+ @2 -2+ + (@l -2V <e &
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(ot — 2l <&
|25, — 2?| <e;

= M

L[z — 2| <e.

Reciproc, daca (1) are loc, atunci parcurgand drumul invers deducem ca
d(z,,x) < eV N. O

1 — 4 1 — 4
Exemplu: lim (| —, —Sn + = lim —, lim —3n+ = {0, —§ )
nsoo \n’ Hm4+9 n—oon n—oo bn + 9 5

O alta modalitate de a-1 privi pe RY este ca spatiu vectorial normat,
dat fiind ca (RN , +, ) are structura de spatiu vectorial.

DEFINITIA 4. Fie (X, +, ) un spatiu vectorial peste R. Aplicatia || -|| :
X — R se numeste norma daca st numai daca au loc proprietatile

(nl) ||z|| >0, Vz e X; |z[|=0<2=0, Vo€ M.

(n2) ||az| = |all|z||, YaeR, Vz € X.

m3) [l +yl < llzll +[lyll, Yo,y e X.

In acest caz spunem ci (X, |l -1|) este spatiu normat.

Pe (RY,+,-) definim norma Euclidian# astfel:

|lz|| = \/x% + a2+ -+ 2%, pentrux = (r1,22,...2N).

Exemplu: Fiez € R3, z = (1,2—5). Atunci ||z| = /12 + 22 + (-5)2 =
V/30.

Exercitiu: Aratati ca norma Euclidiana satisface proprietatile (nl)-
(n3) descrise in Definitia 4.

De remarcat faptul ca orice spatiu normat este spatiu metric deoarece
putem defini d(z,y) = || — y||. Reciproc nu, deoarece pentru a fi spatiu
normat trebuie sa fie in primul rand spatiu vectorial, in timp ce pentru a
avea un spatiu metric nu avem nicio restrictie de acest tip, orice multime
poate fi spatiu metric (daca este inzestrata cu o distanta).

Rescriem acum definitia convergentei in RY cu ajutorul notiunii de
norma.

DEFINITIA 5. Spunem cd (x,), C RY este convergent la x € RY daca
st numai daca oricare ar fi € > 0, exista N. € N astfel incat oricare ar fi
n > N., sa avem ||z, — x| < e.
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OBSERVATIE. La fel cum s-a invatat in liceu, dacd un sir nu este
convergent, atunci el se numeste sir divergent.

Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse

1. Fie z,y,z,v € R* z = (=1,2), y = (0,3), 2z = (4,2), v =
(—3,—2). Determinati: [lz[|, [[y[l, [Iz]l. lo]l. llz —yl. lly — =l
|z = 2|, d(z,2), d(z,v), d(y, 2), d(z,y), d(v, 2), d(y,v).

2. Fie 7,9,z € R®, 2 = (-1,0,2), y = (0,-3,1), z = (—1,1,2).
Determinati: [lz[|, [[yll, |z, [lz — yl], d(z, 2), d(y, 2).

3. Calculati lim x,, unde:

n—od
n?+5n—4 n? + 59
a) Ty = s )
o2n2 4+ Tn+ 111" —8n3 +6n2 +8n + 8
b) —8n°+5n*—41 —-3n*—9 —n*+n2-3
Tpn = ; ) ;
nd+n+1 —6nt +8n?2’ n34+2n+4
(—1)" 2n? + 12n
) Ty = : ;
nd +n3 —n?’ 4n?2 —10n — 13
" cos(n*+3n) —n*+n—-19 n-—1
Ty = y 5 ;
n-n+2" nt4+n?24+2° Tn+2
) sin(25n — 14) A
e) T, = ,msin [ — )
—4n3 +n? — dn n



CAPITOLUL 3

LIMITE DE FUNCTII. CONTINUITATE

DEFINITIA 14. Spunem cd B(xg, ) C RY este o bild deschisd centratd
i xo st de raza r daca

Bz, r) = {z € RY| d(z,x0) <7}
De asemenea,
B(xo, ) = {x € RY| d(x,z0) <1}
se numeste bila inchisa centrata in xo si de raza r.
Reamintim definitia distantei Euclidiene:
d(z,y) = llo —yll = V(21 = 91)? + (22 = 42)? + - + (25 — yn)?%,

unde z, y € RN, 2 = (21,79, .. 2n), ¥ = (Y1, Y2, - - - YN )-
Exemplu: dacd z,y € R® = = (1,-2,5), y = (=2,—1,3), norma
diferentei lor este

|z -yl = V32 +12 + 22 = V14.
Exemple de bile deschise:

1. In R, bilele deschise centrate in zy sunt intervale deschise centrate
in xg, adica intervale de forma

(xg — 7, 0+ 7).

2. In R?, bilele deschise centrate in x, sunt reprezentate de suprafata
din interiorul cercurilor centrate in xq, C(xq,r) (sunt discuri de
cerc fara frontiera, adica fara cercul propriu-zis).

3. In R3, bilele deschise centrate In xy sunt reprezentate de interiorul
sferelor centrate in o, S(zg, 7).

DEFINITIA 15. Fie 2o € RY. Spunem ca V C RYN este o vecindtate
a lui zg st notam V€ V(xo) sau V € V,, daca exista B(xo, r), o bila
deschisd centrata in xo, astfel incat B(xg, 1) C V.



3. LIMITE DE FUNCTII. CONTINUITATE

Exemplu: O vecindtate a punctului xog = (3,7) € R? este suprafata
dreptunghiulara (1,5) x (6, 8).

In particular, orice bila deschisa centrata in x( este o vecinatate a lui
xg, deci B(zg, 1) € V(xp).

DEFINITIA 16. Spunem cd a € RV este punct de acumulare pentru o
multime A CRY dacd si numai dacd in orice vecindtate V € V(a) existd
xr € A astfel incat a # x (cu alte cuvinte AN (V \ {a}) #0). Multimea
tuturor punctelor de acumulare a unei multimi A se noteaza A’ st mai
este numita si multime derivata a lui A.

Exemplu: A=[1,3)U{4,5,9} = A" =[1,3].
Reamintim acum definitia limitei unei functii definite pe axa reala,

fACR =R

DEFINITIA 17. Spunem ca f : A CR — R are limita l € R in punctul
a € A’ daca oricare ar fie > 0, exista § = §(g) > 0 astfel incat oricare ar
fiz e Aculr—al <6 avem

[f(z) =] <e.
Cu alte cuvinte, cand x se apropie de a, valoarea lui f in x se apropie
de [.
Trecem acum la definitia generala, cea referitoare la orice functie
f: ACRY — RP. Deoarece trecerea de la functiile de pe axa reala, stu-
diate 1n liceu, la aceasta clasa de functii poate parea putin inconfortabila
la inceput, pentru studentii din anul I, dam cateva exemple de functii
f:ACRN 5 RP.
Exemple:
L f:R=RY f(z)=(x+1, 32® — 2, cosz, 4771).
2. fR? =R, f(z,y) = Tty — Sy + 10y* + 1.
T+ yz _
3. f:R3 = R2, f(z,y,2)= | ===, e"T2077 ) |
DEFINITIA 18. Spunem cd f : A C RY — RP are limita | € RP in

punctul a € A’ daca oricare ar fie > 0, exista § = 6(¢) > 0 astfel incat
oricare ar fix € A cu ||z — al| < avem

1) =1 <.

Evident, asa cum am mai explicat, definitia de mai sus poate fi for-
mulata gi cu ajutorul notiunii de distanta, dat fiind ca d(x,y) = ||z — y]|.
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TEOREMA 11. Daca exista, limita este unica.

De asemenea, este bine de mentionat ca o functie care ia valori in R?
se numeste functie vectoriala si este de forma

f(ZL') = (fl(x)v fQ(CU>7 SR fp(‘r))u
iar functiile f1, fo,..., f, : A CRY — R reprezintd componentele sale cu

valori reale.

OBSERVATIE. Limita poate fi privita pe componente, adica definifia
anterioard poate fi reformulata, finand cont de faptul ca x = (1, x2,...,xyN),

a = (a,as,...,an), [ = (f1,fo,--, fp) sil=(li,la,....1,), dupd cum
urmeaza.

DEFINITIA 19. Spunem cd f : A C RY — RP are limita | € RP in
punctul a € A’ daca oricare ar fi e > 0, exista 6 = () > 0 astfel incat
oricare ar fix € A cu |z; —a;] <, i€ {1,2,...,N} avem

|fi(x) = 1| <e pentru orice j € {1,2,...,p}.
Exemple:

1.f:]R*—>]R2,f(x):(

sinx

,x2+3) =

sinx

: e : 2 _
ty 1 (0) = (1 2% o+ 3)) = (1,9),

2. [ R = R3 f(r,y) = (22 +2, 2y — 3,22% + ¢?) =

lim x,
(z,y)—(-1,2) f@9)
= lim 2 4 2), lim rxy—3), lim 223 + ¢/ )
((m,y)%(l,Q)( ) (xvy)*}(fl»2)( y ) (xuy)*)(*lg)( y)
= (3,-5,2).

TEOREMA 12. lim f(z) = [ daca si numai daca oricare ar fi (xy,), C
r—a

A astfel incat x,, — a cand n — oo, avem
f(z,) =1 cand n — oo.

CONSECINTA 3. Daca existd (xy)n, (Yn)n C A astfel incat lim z,, =
n—o0

lim y, = a, dar lim f(z,) # lim f(y,), atunci nu exista lim f(x).
n—oo n—oo n—oo Tr—a
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Exercitiu: Fie f: R*\ {(z,y,2) € R} 2?+¢y*—2=0} = R, datd
2xy — 2

d Y, 2) = ——————. Stabiliti daca exista li Y, 2).
e f(x,y,2) R abiliti daca exista (z,y,z)lir%(),o,(]) flx,y,2)

Rezolvare: Alegem

1
(xna UYn, Zn) = (07 ) O) — (07 07 O)
n

i
111
Pyl o)y = (=, =, =) = (0,0,0).
('rrwyn?’zn) (n7n7n> ( b b )
Avem
lim f(xnaynazn) = Oa
n—oo
dar
2 _ 1
T f(a),yn,2,) = lim H—F =1,
n2 n

ceea ce Inseamna ca
im f(@n, Yn, 20) # Um f(2), ., 2))
n—oo n—oo

si conform Consecintei 3, deducem ca nu exista lim f(z,y,2).
(z,y,2)—(0,0,0)

DEFINITIA 20. Fie f : A C RY — RP. Spunem cd f are limitd in
a € A dupd directia v € RN \ {0} dacd existd yr% fla+tv).
—

OBSERVATIE. Prin 0 € RN intelegem elementul (0,0,...,0). In gen-
eral, pentru simplificarea scrierii, nu facem diferenta de notatie intre un
scalar x € R gi un vector x = (21,29, ..., 2y5) € RY deoarece consideram
ca se subintelege din context (de exemplu, in definitia anterioarda, 0 nu
putea fi scalar deoarece avem 0 € RY.

PROPRIETATEA 6. Daca exista lim f(x), atunci f are limitd ina € A’
Tr—a
dupd orice directie v € RN \ {0} si lim f(z) = lim f(a + tv).
r—a t—0
Reciproc nu: se poate ca o functie sa aiba limita in a dupa orice
directie v # 0, dar sa nu aiba limita in a.
Exemplu: In exercitiul anterior, nu existi lim f(z,y,2). Aratam

(2,4,2)—=(0,0,0)
acum ca f are limita in 0 dupa orice directie v # 0. Fie v = (vy,vq,v3) €



3. LIMITE DE FUNCTII. CONTINUITATE

R? arbitrar ales.
225%)11]2 — tvg
li =1 li =
lim f(0+ tv) lim f(tvy, tug, tus) = lim 0 20—ty

1, daca vz # 0,

2tU11)2 — Vs
= ]11m -—- =
=0 tv7 + tv3 — vg 2010
vi + 3

daca v = 0.

Trecem acum la notiunea de continuitate.

DEFINITIA 21. Spunem cd f : A C RY — RP este continud in a €
ANA daca si numai daca lim f(z) = f(a). Daca f nu este continud
Tr—a

in a, atunct spunem ca f este discontinua in a. Daca f este continua in
orice a € A, atunci spunem ca f este continud pe A.

TEOREMA 13. Functia f : A CRY — RP, f = (f1, fa,..., [f,) este
continud in a € AN A" dacd si numai daca toate componentele ei f;,
ie{l,2,...,p}, sunt continue in a.

Exercitiu: Studiati continuitatea functiei f : R? — R2 data de
f('r?y) = (fl(x7y)7 f2(x7y))7 unde
filz,y) = 2"~ 63633/2 +12y — 6;
(@ y)sin by dack (2,9) # (0,0,

f2(37,y) =
0, daca (z,y) = (0,0),

in punctul (0,0).
Rezolvare: Functia f; este continua in (0,0) deoarece
lim fl(x y) =6 = f1(0,0).
(z,9)—=(0,0
De asemenea, f(0,0) =0, iar

lim  fo(z,y) =0

(z,y)—(0,0)
deoarece  lim (2% + y?) = 0 i functia sin este marginitd. De aici
(z,y)—(0,0)
rezultd ca si fy este continua in (0,0), ceea ce conduce la concluzia ca f
este continua in (0,0).
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Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse
o f 20,2 | 2 _ vy
1. Fie f: {(z,y) e R¥|z* +y* # 0} = R, f(z,y) = 3
a) Calculati limita functiei f in punctul (—2,2).
b) Stabiliti daca exista limita functiei f in punctul (-2, 2) dupa
orice directie v € R?\ {0}; daca existd, calculati-o.
c) Aratati ca nu exista limita functiei f in punctul (0,0).
d) Determinati limita functiei f in punctul (0,0) dupa directia
vectorului v, unde:
(i) v =(=3,5);
(i) v=(0,2);
(iii) v = (4,1).

2. Fie f: {(z,y) € R?|zy —x # 0} = R, f(z,y) =

a) Calculati limita functiei f in punctul (2,1).

zy—y—x+1
ry—xv

b) Stabiliti daca exista limita functiei f in punctul (2,1) dupa
orice directie v € R?\ {0}; daca existd, calculati-o.
c) Aratati ca nu exista limita functiei f in punctul (0, 1).
d) Determinati limita functiei f in punctul (0, 1) dupa directia
vectorului v = (3, 2).
o f - 3] 3 2 _ vy — 4z
3. Fie f : {(z,y,2) e R?|2° +yz* # 0} = R, f(z,y,2) = W
a) Calculati limita functiei f in punctul (1,1, —2).
b) Calculati limita functiei f in punctul (1,1, —2) dupa directia
vectorului v = (0, 1, 3).
c) Stabiliti daca exista limita functiei f in punctul (0,0, 0).
d) Determinati limita functiei f in punctul (0,0, 0) dupa directia
vectorului v = (2,4, 1).

4. Fie functiile f : {(z,y) € R*|z — 2y # 0} — R3,

2_4 2
f(l',y) = $2y+6, ua 3$y
T — 2y

sig: (R)? xR — R3,

tex xy + Ty?
9(x,y,2) = (%+2,w+y+4z, u)

3y
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Calculati limita functiei f in punctul (4,2) si limita functiei g in
punctul (0,0, 3).

. Fie func‘giaf : Rg - R27 data de f('T,y,Z) = (fl(xvyaz)7 f2($7y72)),
unde
fi(z,y,2) = [3y —5[;

1
:L‘y—(l—z)sinl

daca z # 1,
folw,y, 2) = B

xy — 1 daca z = 1.
Studiati continuitatea functiei f in punctul (1,0, 1).

. Fie functia f : R — R? datd de f(z) = (fi(x), fo(z)), unde

5 — 3 daca z < 1,
fiz) =
—2r+4 daca x > 1,
216
T 1 daca x < 4,
folz)=q *7
2x daca x > 4.

Studiati continuitatea functiei f pe R.






Diferentiabilitatea functiilor poate fi privita ca o generalizare a notiunii
de derivabilitate care a fost studiata in liceu gi raméne in stransa legatura
cu aceasta. De aceea amintim in cele ce urmeaza cele mai importante
formule ale derivatelor precum si regulile de baza care apar in calculul

CAPITOLUL 4

DIFERENI‘IABILITATE

derivatelor.

Derivate ale unor functii elementare

rlna
sinz) = cosx;

cosx) = —sinz;
1
6. (tgx) =
&%) cos?
—1
7. (ctgr) = —
sin® x
8. (arcsinz)’ = 1
' V1—a?
—1
9. (arccosx) = ——;
( V=T
1
10. (arctgz) = 21
—1
11. (arcctgz) =

%) = ax® 1. Consecinte: (const.) =0, x

a®)' = a*lna. Consecinta: (e*) = e;

1 1
log, z) = . Consecinta: (Inz) = —;
z
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Cateva reguli de derivare

L(f£9) =[f=*4"
2. (¢f) =cf’, unde ¢ € R;
3. (f9) = f'g+ 19
" fla—1d
AR
g 9>
5. (f(u) = f'(u) -
Exemple
1.
(=42 + 272% — 1627 + 32 — 68)’
= (42" + (272°) — (162%)" + (3z)' — (68)’
=4 (:1:50), + 27 (563), — 16 (332)/ + 32/
= —2002" 4 8122 — 322 + 3;
2.
((62* 4+ z — 9) cos x)/
= (622 +x —9) cosz + (62% + x — 9) (cos x)’
= (122 + 1) cosx + (62> + = — 9)(—sinx);
3.
logs =\’ _ (logs z)" arctg z — log; « (arctg z)’
arctg x N arctg? x
arctgx log; x
_ _zInb 1+ 22,
arctg? x
4.
z\\/ —1 z\/
(arccos (4%)) = ———— (4%)
1— (40)°
—4%In4

N
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Pentru a usura procesul de insusire a notiunii de diferentiabilitate, in
functie de tipul functiilor studiate, vom trata, pe rand, urmatoarele cazuri:

1.

cazul functiilor reale de variabila reala, adica functii de tipul
f:ACR—R.
Exemplu: f:R — R, f(z) = 52% — 6.

. cazul functiilor vectoriale de variabila reala, adica functii de tipul

f:ACR =RV,

Exemplu: f: R — R3 f(z) = (522 — 6, 2z + 8, €%).
cazul functiilor reale de variabila vectoriala, adica functii de tipul
f:ACRN 5 R.

Exemplu: f:R* = R, f(z,y) = e**Y.

. cazul functiilor vectoriale de variabila vectoriala, adica functii de

tipul f: A C RN — RP.
Exemplu: f:R3 — R*,

flz,y,2) = (zyz, z? — 6z, ln(a:2 +y 22+ 2), 2y +4).

Inainte de a incepe aceasta discutie introducem cateva definitii utile.

DEFINITIA 22. Fie A C RY. Punctul zy € A este punct interior al
multimii A daca exista o vecinatate V € V,, astfel incat V C A.

DEFINITIA 23. Mulfimea A se numeste multime deschisa daca este
formata numai din puncte interioare. Complementara unei mulfimi de-
schise se numeste mulfime inchisa.

OBSERVATIE. O multime inchisa poate fi gandita ca reuniunea dintre
o mulfime deschisa A cu frontiera sa $i se noteaza prin A.

Exemple:

1.

Toate bilele deschise sunt multimi deschise (a se vedea Definitia
14 precum gi exemplele corespunzatoare).

. Orice interval (a, b) este o multime deschisa. De asemenea, reuni-

unea, intersectia gi produsul cartezian a doua intervale deschise
(sau a oricaror multimi deschise) reprezinta o multime deschisa.
In acelagi timp, un interval de forma [a,b) nu este o multime
deschisa deoarece punctul a nu este punct interior al acestui in-
terval. Nici intervalele de forma (a, b] sau [a, b] nu sunt multimi
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deschise, din motive similare. Mai mult, [a,b] este o multime
inchisa deoarece [a, b] = (a,b) U {a, b}.

DEFINITIA 24. Fie V si W doua spatii vectoriale peste R. Se numeste
aplicatie liniara o functie f:V — W avand urmatoarele proprietati:

1. f este aditiva, adica f(x+y) = f(x)+f(y), oricare ar fixz, y € V;
2. f este omogena, adica f(ax) = af(x), oricare ar fi « € R gi
oricare ar fix € V.

OBSERVATIE. O aplicatie lintara mai este numita st morfism de spatit
vectoriale.

PROPRIETATEA 7. Fie V si W doua spatit vectoriale peste R. Functia
[V — W este aplicatie liniara daca st numai daca

flax + By) = af(x) + Bf(y),

oricare ar fi a, f € R si oricare ar fix, y € V.

Aceste notiuni intervin in definitia diferentiabilitatii.

1. Diferentiabilitatea functiilor de variabila reala

1.1. Functii reale de variabila reala.

DEFINITIA 25. Fie A C R o multime deschisa, xo € A si f: A — R.
Functia f se numeste diferentiabila in punctul xo daca exista o aplicatie
liniara L., : R — R astfel incat

o £00 1) = Fla0) = L (1)

h—0 h =0

Daca f este diferentiabila in xy € A, aplicatia liniara L., se numeste
diferentiala functier f in punctul xo si se noteaza df,,. Functia f se
numeste diferentiabila pe A daca este diferentiabila in fiecare punct x € A,
iar functia df : A — L(R,R) data de

se numegte diferentiala functiei f pe A, unde mulfimea L(R,R) reprezinta
multimea tuturor aplicatiilor lintare de la R la R.
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TEOREMA 14. Fie A C R o multime deschisa, o € A si f : A —
R. Atunci f este diferentiabila in punctul o daca si numai daca f este
derivabila in xq, iar

dfuo(h) = ['(20) - h,
oricare ar fi h € R.
Exemplu: Fie f: R — R, f(z) = sinz. Functia f este derivabila,

f'(z) = cosx, deci conform teoremei anterioare f este diferentiabila si
diferentiala sa este data de df,(h) = hcosx.

OBSERVATIE. Teorema 14 poate fi privita si invers, adica daca f este
diferentiabila in punctul xqy, atunci f este derivabila in xq, iar

f'(w0) = dfu, (1),

Reamintim din liceu ca o functie f : A C R — R nu poate fi derivabila
in ry € A daca nu este continua in xy € A.

1.2. Functii vectoriale de variabila reala.

DEFINITIA 26. Fie A C R o multime deschisd, vo € A si f : A — R,
Functia f se numeste diferentiabila in punctul xo daca exista o aplicatie
liniard Ly, : R — RY astfel incat

lim ||f(ZL‘0 + h) B f((L‘()) - Lzo(h)H

|h|—0 || =0

Daca f este diferentiabila in xy € A, aplicatia liniara L,, se numeste
diferentiala functier f in punctul o si se noteaza dfy,.

Reamintim definitia normei Euclidiene pentru z = (x1,2s,...25) €

RN:

ol =/ + a3+ + o

La fel ca in capitolele precedente, este mai simplu sa lucram pe com-
ponente, atunci cand avem de-a face cu cantititi vectoriale din RY.

TEOREMA 15. Fie A C R o multime deschisa, ro € A si functia
f: A= RN deci f este de forma f = (fi, fa, ..., fn), cu componentele
fi:A=R,ie{1,2,...,N}. Functia f este diferentiabila in zo daca si
numai daca toate componentele sale f; : A — R, i € {1,2,... N}, sunt
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diferentiabile in xq, iar diferentiala functiei f in punctul xo este data de
formula
dfvy(R) = (B fi(z0), b fo(x0), .. I+ fi(20))
= h- (fi(x0), f3(z0), -, [x(20));
unde h € R.

DEFINITIA 27. Functia f se numeste diferentiabila pe A daca este
diferentiabila in fiecare punct x € A.

Exercitiu: Fie f : (0,00) — RY, f(z) = (4x — 16, 22, Inz, arctg z).
Aratati ca f este diferentiabila pe (0, 00) si determinati diferentiala sa.

Rezolvare: Functia f este de forma f = (f1, f2, f3, f1), cu componen-
tele

fi(x) =41 —16, fo(z) =2% f3(z) =Inz, fi(r)=arctgr.

Cum fiecare componenta f;, ¢ € {1,2,3,4}, este derivabila pe (0, c0),
din Teorema 14 deducem ca fi, fa, f3 si f1 sunt diferentiabile pe (0, 00).
Aplicand acum Teorema 15 obtinem ca f este diferentiabila pe (0, 00),
iar diferentiala sa este data de

h h
= (4h, 2zh, —
( 7x7x7x2+1)7

oricare ar fi h € R.

2. Diferentiabilitatea functiilor de variabila vectoriala

Inainte de a incepe discutia propriu-zisa despre diferentiabilitate, in-
troducem definitia produsului scalar Euclidian, impreuna cu cateva pro-
prietati, deoarece o vom folosi in interiorul acestei sectiuni (si, in plus,
aceasta este o notiune matematica deosebit de importanta).

2.1. Produsul scalar Euclidian.

DEFINITIA 28. Se numeste produs scalar Euclidian aplicatia pozitiv
definitd, biliniard si simetrica {-,-) : RY x RV — R datd de

(x, y) = 2191 + T2Ya + - + TNYN,

unde © = (21,22, ..., 2N), Y= (Y1,Y2,- - -, YN)-
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OBSERVATIE. O alta notatie pentru produsul scalar, la fel de des uti-
lizata, este x -y, deci

Ty =21y + T2Y2 + -+ TNYN-

Noi vom utiliza ambele notatii in cele ce urmeaza deoarece este important
sa familiarizam cititorul cu ambele variante.

Exemplu: Fie z = (1,2,-5) si y = (—3,2,—1). Produsul scalar al
vectorilor x si y este
(,y) =1-(=3)+2-2+(=5)-(-1)=-3+4+5=6
(sau, utilizand cealalta notatie, putem scrie z -y = =3 +4 4+ 5 = 6).

OBSERVATIE. (z, r) = a3+ x5+ -+ 2% = ||z||>. Mai mult, deoarece
in loc de {x, x) putem scrie x - x, uneori in loc de ||z||* scriem .

—

PROPRIETATEA 8. (z, y) = ||z|| - ||lyl| - cos (z,y).
Aplicatie: Cosinusul unghiului facut de vectorii x = (2,4,0) si y =
(3,—3,8) este
—  ({r,y) 6-12+0 3
DLyl 295 V8 VAT

CONSECINTA 4. Doi vectori z,y € RY sunt ortogonali (si notim x L
y) daca si numai daca (x, y) = 0 (adica unghiul facut de acesti doi vectori
T

te —.
6862

Exemplu: Fie z,y € R?, = = (1,3), y = (6,—2). Atunci (z, y) =
6 —6=0,deciz Ly.

2.2. Functii reale de variabila vectoriala. Derivate partiale.

DEFINITIA 29. Fie A C RN o multime deschisd, 1o € A si f : A — R.
Functia f se numeste diferentiabila in punctul xo daca exista o aplicatie
liniard Ly, : RN — R astfel incat

o Mo 1) = f(ao) = Luy(h)

= 0.
1Bl|—0 7]

Daca f este diferentiabila in xy € A, aplicatia liniara L,, se numeste
diferentiala functiei f in punctul xy si se noteaza dfy,.
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Reamintim c& definitia normei Euclidiene pentru h € RY, unde
h = (hi,ha,...hy), este ||h]] = /A2 + h3 + - + L3,

Acum ca avem definitia diferentiabilitatii unei functii reale de vari-
abila vectoriala se pune intrebarea: oare cum putem face legatura cu
derivabilitatea? Pentru aceasta introducem o noua definitie.

DEFINITIA 30. Se numeste derivatd partiald a functiei f : A CRY —
R in raport cu variabila z; in punctul a € A, urmatoarea limita:

hm f((ll,ag, vy i1, Q4 +t,(1,i+1, e ,G,N) — f((ll,ag, ey gy .. ,CLN)
t—0 t )

(@), Du,f(a); fui(a).

.. Of
N :
otatii O,

)

0
De fapt, pentru a afla 8_f’ derivam f in raport cu x; in mod obignuit
T

(adica raman valabile formulele cunoscute ale derivatelor functiilor ele-
mentare) in timp ce celelalte componente x;, j # 4, sunt privite ca i cum
ar fi constante.

Exemple:

1. Daca f(z,y) = 2 siny, atunci derivatele sale partiale sunt:

of
a4 =9 ¥ si )
e (z,y) = 92°siny
0
a—i(m, y) = 2° cos y.
2. Dacd g(x,vy, z) = xy?23—4y°22+7z, atunci derivatele sale partiale
sunt:
dg 2.3
%(x,y,z) y <,
0
—Z(z,y, 2) = 20yz° — 20y 2
ag 2ruzd — 2022
Yy
0
99 z,y,2) = 3xy’2? — 8yPz + 7.
0
z

OBSERVATIE. Rolul derivatei de la functiile de variabila reala este
jucat aici, unde functia f are variabila vectoriala, de vectorul care are
drept componente derivatele partiale ale lui f. Acest vector se numeste
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gradientul functiei [ si scriem
_(9f 9Of of
V= <8a:1 Ory "831;1\/) '

O alta notatie pentru gradient este grad f.

Exemple: Luand in considerare functiile f si g din exemplele ante-
rioare, avem:

L (Vf)(x,y) = (92°siny, 2° cosy),
2. (Vg)(x,y,2) = (y223, 2xyz® — 209122, 3wy?2? — 8y2 + 7)

TEOREMA 16. Fie A CRY o multime deschisd, a € A si f: A — R
o functie diferentiabila in punctul a. Atunci,

df.(h) = (Vf)(a)-h (= produsul scalar Euclidian ((V f)(a), h))

_of of of
= on, 05 axN( @)y,

oricare ar fi h = (hi, ha, ..., hy) € RV,

——(a)h1 + 7—(a)hy + - --

Aplicatie: Determinati diferentiala functiei f : R* — R, date de
formula f(x,y,2) = 3" =" in punctul (2,1,-1).

Rezolvare: Reamintim din liceu, de la functiile reale de variabila reala,
urmatoarea formula a derivatei unei functii compuse:

(@) = @) - (u())"

Avem
0 . 9
9 9
8_£($,y, Z) = eSxy4_z38_y(3xy4 — 5 ) _ 121’3/3 3xyt— 7
0 . O |
0 5 (y,2) = s 92 —(Bzy* — %) = 3230y %"
In consecinta,
(Vf)(.]?, Y,z ) (3y4 Say’— 1233'?/3 3wyt — 322631,1/4723) ’

1ar

(Vf)(2,1,-1) = (3e",24€", —3¢") = €" (3,24, -3),
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deci
dfo1,-1y(h) = e (3hy + 24hy — 3h3) oricare ar i h = (hy, ho, hs) € R?.

Observam ca in aplicatia anterioara am derivat partial o functie com-
pusa. Formulele generale pentru derivatele partiale ale unei functii f o,
unde f: R — R, v : R® = R, sunt:

P 1,2 = 1) 2,2,

ox
o), .

ay (:C,y,Z) _f(u)a_y(xvyaz)a
P 1,2 = S 9 w,.2).

Bineinteles, se procedeaza similar atunci cand avem de-a face cu functii
u de doua variabile, etc.

Exemplu: Pentru f : R? — (0,7), f(x,y) = arcctg (22° — 32%y?), ne

gandim la formula (arcctgz) = si la cele spuse mai sus, observand

2+ 1
ca avem de-a face cu o functie de forma arcctgu, unde u(z,y) = 225 —
33y

af -1 Ou —10z* + 92%y?

%(x’y> T W+ 1 8_x(x’y) T (2% —3%y?)2 + 1
W o) = e Py = S0
y SV = y Hy = (225 — 323y?)2 + 1

De asemenea, cand avem de calculat derivatele partiale ale produsului
sau raportului a doua functii, utilizam formulele (adaptandu-le la numarul
de variabile corespunzator):

olfg) _of . 99 99 _0f dg

or oz’ ' ox oy 8yg oy’
respectiv,

of g 0f | 09
O (f\_9z7 Tox. 9 ([\_ 9y Dy
dr \ g g° T0y \yg 92
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DEFINITIA 31. Fie A C RY o multime deschisd si f : A — R.
Spunem ca f este derivabila partial pe A daca exista derivatele partiale
ale lui f in raport cu toate variabilele sale in orice punct din A. Daca,
in plus, toate derivatele partiale sunt continue, atunci spunem ca f este

de clasa C' pe A si notam f € C*(A).
TEOREMA 17. Fie A C RN o multime deschisd si f : A — R. Dacd

f € CYA), atunci f este diferentiabild pe A (adicd f este diferentiabild
in orice punct a € A).

2.3. Functii vectoriale de variabila vectoriala.

DEFINITIA 32. Fie A CRY (N > 2) o multime deschisd, xo € A si
f:A—=RP (p>2) Functia f se numeste diferentiabila in punctul x
dacd existd o aplicatie liniard Ly, : RY — RP astfel incat

o 40 1) = 7 () = Ly (1)

=0.
h—0 1Al

Daca f este diferentiabila in xo € A, aplicatia liniara L,, se numeste
diferentiala functiei f in punctul xo si se noteaza dfy,.

OBSERVATIE. In definitia anterioard, || - || reprezintd norma Euclid-
iand din RY.
Privind functia f pe componente avem

f(l'l,l'g,---,l']v) = (fl(xlvx%'"7:CN)7'"7fp<x17x27"'7$N))7
cu f; : A— R, oricare ar fi 7 € {1,2,...,p}.

TEOREMA 18. Fie A C RY o multime deschisd, xo € A si functia
f A= RP. Functia f este diferentiabila in xo daca si numai daca toate
componentele sale f; : A — R, i € {1,2,...,p}, sunt diferentiabile in x.

DEFINITIA 33. Functia f se numeste diferentiabila pe A daca este
diferentiabila in fiecare punct x € A.

Fie A C RY (N > 2) o multime deschisd, a € Asi f: A — RP (p > 2),
f=(f1, fas ..., fp). Daca fiecare componenta f;, i € {1,2,...,p}, este
derivabila partial in @ in raport cu fiecare variabila x;, atunci putem pastra
toate aceste derivate partiale intr-o matrice.
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DEFINITIA 34. Matricea

i df1 df1

5’_x1(a) a—@(a) E(Q)

Ofa dfo dfo

3_x1(a) a—@(a) M(a)
Jf(a) = . .

ofp Ofp Ofp

a—xl(a) a—xQ(a) D (a)

se numegte matrice Jacobi (sau matrice Jacobiand) asociatd functiei f in
punctul a € A. Daca aceastda matrice este patratica (adica N = p), atunci
determinantul sau se numeste Jacobianul functiei f sau determinantul
functional asociat lui f si se noteaza

D 1’ 2’ ey N
det Jgta) = |Jy(a)] = P )

TEOREMA 19. Fie A CRY o multime deschisd, a € A si f : A — RP
o functie diferentiabila in punctul a. Atunci
dfa(h) = Jg(a) h,
oricare ar fi h = (hy, ho, ..., hy) € RY.
3

Exercitiu: Fie functia f : R* — R?, f(z,y, 2) = (22 +2y, ryz, 2223 —
arctg (yz)).
a) Determinati diferentiala functiei f.
b) Calculati Jacobianul lui f in punctul (—1,0,1).

Rezolvare:
a) Componentele lui f sunt functiile fi, fo, f3: R® = R,
fi(z,y,2) = 2> 42y,  folz,y, 2) = 2yz,  fs(x,y,2) = 222 — arctg (y2).
Calculam derivatele partiale ale acestor functii.
Lo =2ty Lan-n Leys-o
af Of2

_ ... 9 _ ... 9 o
%('xaya Z) =Yz 8y (xaya Z) =Tz 82 (xvwa) = XY;
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Ofs

8f3 VA
_ 2.2, _ .
%(l‘,y,Z)—&Z' Z5 a_y(xay?z)*_m?
df3 3 Y
E(x,y,z) = 2zx° — TyQZQ
Tinand cont de Teorema 19, calculam
of of of
a_;(xayaz) a_yl($ay>z) a—;(:v,y,z) hl
19) 0 0
8_.];2(xayaz) a_f(mayaz) a_f(xayaz) h2
of af of
a_;(xvyuz) a_;(‘xuy?’z) a_;(xvyuz) h3
_ yz rz xy hy
< Y
3222 N 2z — T2 hs
(2x 4+ y)hy + xhy
_ yzhy + xzhy 4+ xyhs
ZhQ 3 yhg
3.1'222h1 - m + 2zx hg — m

De aici deducem ca
df(x,y,Z)(h) =

h h
((23: + y)hy + zhe, yzhy + xzhs + xyhs, 3222%hy — % + 22x3h3> )
Y2z
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b
8f1 afl afl
8$(101) 8y(101) 8Z(lOl)
0

=100 =| oy Lo Pevoy
8f3 af?; afS
ax(l()l) ay(lOl) 82(101)
1 0 0

=10 -1 0

0o -1 -2

Foarte strans legate de derivatele partiale sunt urmatoarele notiuni
care apar adesea in aplicatiile specifice profilului ingineresc.

2.4. Divergenta. Rotor. Derivata dupa o directie data.

DEFINITIA 35. Fie A C RY o multime deschisd si f : A — RY o
functie de clasd C* pe A. Atunci

div f(a Zg;?
3f1 dfo dfn
8:101( )+a—@(a)+' '+axN( a).

se numeste divergenta lui f in punctul a € A.

Exemplu: Fie f : R? —» R? f(x,y) = (ba? — 3y, 22y'°). Prin
urmare fy(z, ) = 522 — 3y, fo(z,y) = 200 si

div f(x,y) = a‘];l( ,Y) + ﬁ(m y) = 10z + 202y

dy
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OBSERVATIE. Tinand cont si de notiunea de gradient pe care am
introdus-o tn acest capitol, putem introduce o nouda notiune, si anume,

operatorul Laplace asociat lui f : A C RY — R (A fiind multime de-
schisa)

Remarcam aici prezenta derivatelor partiale de ordin superior (am pre-
supus ca putem deriva partial inca o data derivatele partiale) care vor

fi introduse ceva mai tarziu, motiv pentru care deocamdata nu insistam
asupra acestei nofiuni.

Trecem acum la o alta notiune importanta.

DEFINITIA 36. Fie A C R? o multime deschisd, a € A si f : A — R3,
feCYA). Atunci

wotof = (20) - 2L (0, L) - L0, S0 - o)

se numeste rotorul lui f in punctul a.

Aceasta definitie se retine mai usor daca se merge pe urmatoarea
scriere formala a rotorului:
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ik
rot f = 2 g 2
or Oy 0z
H o fs
9 9 0 9 9 9
_7| 9y 0z 7l 0r 0z | Ox 0Oy
2 fs fi fs fi fa

(2 _0hN;_ (9 0%\ (08 9R);

oy 0z oxr 0Oz ox Oy )
unde ;, f, k reprezinta versorii corespunzatori axelor de coordonate Oz,
Oy, respectiv Oz ale unui sistem cartezian de coordonate din R?, prin
urmare 7 = (1,0,0), 7 = (0,1,0), £ = (0,0,1). Reamintim ca prin versor
intelegem un vector de lungime 1, adica un vector a carui norma este 1.
Exercitiu: Fie f : R®* — R?, f(z,y, 2) = (42?2, v+2y— 23, cos(3z% —

2z)). Determinati rot(,, . f apoi calculati rot(g a3 f.

DEFINITIA 37. Fie A C RY o multime deschisd, a = (a,...,ay) € A,
f:A=R siv=(v,...,0n) € RN un versor dat. Functia f se numete
derivabila in a dupa directia v daca

3ty L0 1) = (@)

t—0 t

e R.

Daca exista, aceasta limita se numeste derivata lui f dupa directia v in
punctul a si se noteazd %(a).

TEOREMA 20. Fie A CRY o multime deschisd, a = (ay,...,ay) € A,
f:A =RV siv=(v,...,o58) € RN un versor dat. Dacd f este
diferentiabila in a, atunci

of

= 0) = dfulv) = Vf(a) -
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Reamintim ca V f(a) reprezinta gradientul lui f in a si are expresia

Vi@ = (@ @) (@)

Exercitiu: Fie f : R? = R, f(x,y) = 5y°In(2?+3y*+1). Determinati
derivata lui f in (2,1) dupa directia versorului (—1,0).

Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse

1. Fie vectorii v = (1,2,—4), v = (2,-3,5) si w = (—-2,-1,0).
Determinati ||u||, d(v,w), {(u,v), v-w, cos m, v? w?, cos m
2. Determinati:
a) (3z® — 42° + 222 —x+9)’
b) (5:1:10 728 + 122" — 2% + 92 — 3);
¢) (—2% + 72t + x + 14z — arcctg'z)’;
d) (z"-loggx)";
x> —4dr+1
o (St
sin x
f) (tg (5z = 3))’;
g) (In(32® + 73z + 5))".
3. Determinati diferentiala functiei f, unde:
a) f:[-1,1] = R, f(z) = arcsin x + §;

b) [T R=R, f(x)=9"+2°+92+9;

¢) f:R— R f(r) = (sinz, ctgx, e® + 4);

d) f:(0,00) = R?, f(x) = (cos(lnx), z* + 3x);

e) f:R* =R, f(z,y) = 31‘4—1-7:6 2 _2xyt

f) f R =R, f(z,y,2) = 232 + 2 cos z+y arctg x;

g9) f:R} = R3 f(z,y,2) = (a: +2yz, zy® — 2, 42’y — bady).
In plus, calculati Jacobianul functiei f in punctul (0, 1, 2).

4. Fie functiile f : R? - R, f(z) = 277" ¢i g : R x (0,00) — R2,
g(z,y) = (z + y, 3x*Iny). Determinati V f(1,—1) si div g(5,1).

5. Fie f : R3 — R3, f(x,y,2) = (€%, 3zy°+2yz, 423y*2). Determinati
10t (4y.2)f. Cat este rot(_g 10y f7?
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6. Stabiliti care dintre urmatorii vectori este versor:
V8 1
27 2
111 V2 V2
A R3: — 1 — _ = = = _— .
b) in u=1(0,0,1), v (3,3,3),w (2, 5 ,O)

7. Fie f : R® —» R, f(x,y,2) = cos(zy® — 3xz*). Determinati

ﬁﬁ_L?)

derivata lui f in (0,5, 1) dupa directia versorului (—

a) in R%: u=(1,2),v=(0,-1), w= <

3737 3

8. Fie f, g : R* = R, f(z,y) = 3y*7%, g(x,y) = 4xy>. Determinati
V(fg)siV (5) :

3. Derivate partiale de ordinul 2. Aplicatii

DEFINITIA 38. Fie A CRY o multime deschisd, a € A si f : A — R.
Spunem ca f este de doua ori derivabila partial in a daca $i numai daca

o of of of
fiecare derivata partiald a lui f in a, o (a), s (a),..., py. (a), este

derivabila partial in raport cu toate variabilele. Derivata partiala a unei
deriwate partiale se numeste derivata partiala de ordinul 2 si avem notatia

2
o daca 1 # j,
8:1:1- 893]- - 2
ﬂ daca i = j.
ox?

In acest context, derivatele partiale ale lui f sunt numite derivate
partiale de ordinul intai. Daca derivatele partiale de ordinul intai ale unei
functii reale de variabila vectoriala erau pastrate intr-un vector care se
numete gradient, derivatele partiale de ordinul doi sunt pastrate intr-o
matrice, dupa cum urmeaza.



3. DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL 2. APLICATII

DEFINITIA 39. Matricea
o (0f o (o0f 0 af
o (02) @ o ()@ o ()@

AR AR AC

()0 (@0 &)

8Z—f(a O a O a
8%% 81’181’2 o 8x1(‘3xN
it B i
0x2011 013 T Oxy0zy
il a 71 a ﬁ(a)
OxnOT, Ox NOTo 0%

se numeste matrice Hessiand asociata functiei f in punctul a € A.

DEFINITIA 40. Fie A C RY o multime deschisd si f : A — R. Dacad
f este de de doua ori deriwabila partial in fiecare punct din A, spunem
ca f este de douad ori derivabila partial pe A. Daca [ este de doud ori
derivabila partial pe A si derivatele partiale de ordinul 2 sunt continue,
atunci spunem cd f este de clasi C* pe A si notam f € C*(A).

TEOREMA 21. Fie A C RN o multime deschisd si f : A — R. Dacd

. 0%*f 0 f
2 A —
f € C?*(A), atunci e, On0w

TEOREMA 22. Fie A C RN o multime deschisd si f : A — R. Dacd
f € C*(A), atunci matricea Hessiand Hy este simetricd, adicd Hy =

oricare ar fii, j € {1,...,N}.
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(Hy)". In plus, pentru a face legatura cu ceea ce se studiaza de obicei
la cursul de algebra de catre studentii din anul I de la facultati cu profil
tehnic, Hy(a) (cu a € A) determind o formd pdatraticd ¢, : RN — R,

) = 3 L (.

i,j=1 8%281’]

Exercitiu: Fie f : R®* —» R, f(z,y, z) = 2®+3xy+7y?23. Determinati
Hessiana functiei f in punctul (4,—1,1).

OBSERVATIE. Tr Hy = Af, unde prin Tr H; intelegem urma matricei
Hy, adica suma elementelor de pe diagonala principala.

3.1. Puncte de extrem local.

DEFINITIA 41. Fie A CRY o multime deschisd si f : A = R, a € A.
Spunem ca a este punct de extrem local al functier f daca exista vecinatate
V' a lui a astfel incat f(x) — f(a) sa aiba semn constant pe V. Mai exact,
daca f(x) < f(a), Vo € V, atunci a este punct de mazxim local al functiei
f. lar daca f(x) > f(a), Ve € V, atunci a este punct de minim local al

functiei f.

OBSERVATIE. Daca f(z) < f(a), Yo € A, atunci a este punct de
mazxim global al functiei f. Daca f(x) > f(a), Vo € A, atunci a este
punct de minim global al functiei f.

DEFINITIA 42. Fie A CRY o multime deschisd si f : A — R, a € A.
Spunem cd a este punct critic (sau stationar) al lui f dacd si numai daca

gg'(a) =0, oricare ar fit € {1,...,N}.

Exercitiu: Determinati punctele critice ale functiei f : R? — R,
fla,y) =2 +ay —2y.

TEOREMA 23. (Teorema lui Fermat)
Fie A CRY o multime deschisd sia € A. Dacd f : A — R este derivabild
partial in a si a este punct de extrem local al lui f, atunci a este punct
critic al lui f.

Cu alte cuvinte, pentru functiile derivabile partial pe A, punctele de
extrem local se cauta printre punctele critice.

DEFINITIA 43. Spunem cd o multime A C RN este convexd dacd si
numai daca oricare ar fixz,y € A, tr+(1—t)y € A, oricare ar fit € [0, 1]
(adica o data cu capetele unui segment, contine gi segmentul).
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DEFINITIA 44. Fie o matrice patratica B € M, (R),

bii bz ... by
b21 b22 .. b2n
B p—
bnl bn2 e bnn
Minorii
bir bz b3
bii b2
Ay =bii, Ay = , Ag =] bar by a3 |,..., A, =detB.
ba1 oo
b3y b3y b33

se numesc minori principali ai matricei B.

TEOREMA 24. (Teorema lui Sylvester)
Fie A C RY o multime deschisd si convexd si f : A — R, f € C?(A).

Fie a € A un punct critic al lui f si Ay, Do, ..., Ay minorii principali
ai lui Hy(a).
a) Daca Ay >0, Ay >0,..., Ay > 0, atunci a este punct de minim

local pentru f.
b) Dacd A1 <0, Ay >0,...,(=1)NAx > 0, atunci a este punct de
mazim local pentru f.

Daca nu ne aflam in niciuna dintre situatiile descrise de Teorema lui
Sylvester, apelam la definitia punctelor de extrem local sau la una dintre
proprietatile.

PROPRIETATEA 9. Fie A C RY o multime deschisda, f : A — R,
fe€C?*A) siae Aun punct critic al lui f.
Daca Hy(a) are toate valorile proprii strict pozitive, atunci a este punct
de minim local.
Daca Hy(a) are toate valorile proprii strict negative, atunci a este punct
de maxim local.
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Deosebit de utile sunt urmatoarele doua proprietati care vizeaza cazurile
2-dimensional si 3-dimensional, in aceleasi ipoteze ca mai sus.

(i) Pentru N = 2, daca Ay < 0, atunci a este punct de sa al lui f,
nu punct de extrem.

(i) Pentru N = 3, daca Az si Tr H(a) au semne diferite, atunci a
este punct de sa al lui f, nu punct de extrem.

Algoritm de determinare a punctelor de extrem local

Sintetizand, pentru a stabili daca o functie admite puncte de extrem
local, parcurgem urmatoarele etape:

I determinam punctele critice (dacd f nu admite puncte critice,
nu admite nici puncte de extrem local);

IT calculam Hessiana gi aflam valoarea Hessianei in fiecare punct
critic gasit;
III pentru fiecare punct critic aplicam Teorema 24 (Teorema lui

Sylvester), definitia, sau una dintre proprietatie de mai sus, pen-
tru a determina daca este punct de extrem local.

Aplicatie: Stabiliti daca urmatoarele functii admit puncte de extrem
local.
a) [:R* =R, f(z,y) =2®+zy - 2y;
b) R = R, f(x,y,2) = 2> +y* + 22

Exercitii pentru fixarea notiunilor nou introduse

1. Fie f: R? - R, f(x,y) = ycosz. Determinati Hessiana functiei
I
2. Fie f : R® - R, f(z,y,2) = xy®> — bryz?. Determinati Hes-
siana functiei f in punctul (3,2, —2) si Laplaceanul functiei f in
punctul (—1,-2,1)
3. Stabiliti daca urmatoarele functii admit puncte de extrem local.
a) [:R? 5 R, f(x,y) = —a — 3y* + 6x;
b) [RP =R, f(r,y,2) =2 +y> +2° — a2y + o — 22.



