INTRODUCERE
IN TEORIA MODULELOR

Violeta Leoreanu-Fotea






Cuprins

Prefata
1 Notiuni introductive

2 Module

2.1 Notiuneade modul . . . . .. ... .. ... ... ... ...
2.2 Bimodule . . ... . ... ...
2.3 Submodul. Modul cat . . . ... .. ... ... ... ..., .
2.4 Morfisme demodule . . . .. ... ... ...
2.5 Siruri exacte demodule. . . . ...
2.6 Produse directe demodule . . . . .. ... ...
2.7 Sume directe de module . . . . ... ...
2.8 Suma directa interna de submodule . . . . .. ...
2.9 Sumanzi directi. Factori directi.

Siruri exacte scindate . . . . . ... ..o
2.10 Probleme . . . . . . .. ...

3 Module libere si module proiective
3.1 Module libere . . . . . . ... ...
3.2 Module proiective . . . . . ... o
3.3 Module injective . . . .. ..o

4 Produse tensoriale de module
4.1 Notiunea de produs tensorial de module . . . . .. ... ...
4.2 Produs tensorial de morfisme de module . . . . . ... .. ..
4.3 Produs tensorial dintre un bimodul
siun modul . . ...



4.4 Proprietatea de asociere a produselor

tensoriale . . . . . . . ..
4.5 Conexiunea dintre produsul tensorial

si sirurile exacte scurte . . . .. .. ..o
4.6 Morfisme plate . . . . . ... Lo

5 Module de fractii si inele de fractii
5.1 Notiunea de modul de fractii (caturi) . . ... ... ... ...
5.2  Proprietatea de universalitate a inelelor de fractii . . . . . . .
5.3 Proprietati ale modulului de fractii . . . ... ... ... ...
5.4 Transferul idealelor . . . . . . . ... ... L.
5.5 Localizatul lui Rrelativla P. . . . .. .. ... ... .....
5.6 Proprietati ale inelului de fractii . . . . . . ... ... ... ..

6 Exercitii

Bibliografie

69
69
72
74
7
80
82

87

99



Prefata

Aceasta carte este dedicata studentilor Facultatii de Matematica, dar poate
fi utila si studentilor altor facultati, precum si tuturor celor care doresc o in-
troducere si o familiarizare cu aceasta teorie. Cartea reprezinta o introducere
in teoria modulelor.

Teoria modulelor reprezinta o ramura importanta a algebrei moderne,
care poate fi privita ca o generalizare a algebrei liniare clasice, cu aplicatii
in teoria algebrica a numerelor, teoria reprezentarilor de grupuri, algebra
omologica, cat si in teoria categoriilor si in topologia algebrica.

Cartea debuteaza cu un capitol introductiv, ce contine notiuni de teoria
inelelor, apoi este prezentata notiunea de modul cu diverse exemple, sunt
analizate morfismele de module, nucleul i imaginea unui morfism, module
factor, teoreme de izomorfism, bimodule.

Apoi sunt studiate sumele si produsele directe de module, sumele directe
interne de submodule, siruri exacte de module.

In continuare sunt prezentate diverse clase de module: libere, proiective,
plate, urmate de produse tensoriale de module si de module de fractii.

Fiecare notiune este exemplificata si sunt puse in evidenta diverse pro-
prietati, cat gi exercitii.






Capitolul 1

Notiuni introductive

Reamintim cateva notiuni si rezultate de baza din teoria inelelor, in particu-
lar a corpurilor.

Definitia 1.1 Structura algebrica (R,+,-) cu R # () se numeste inel daca
(R,+) este grup abelian, (R,-) este semigrup si are loc distributivitatea
inmultirii fata de adunare, adica

Vr,y,z € R, x(y+2) =axy+zzsi (v +y)z =22+ yz.

Daca exista 1 € R astfel incat x-1 =12 =z, Vo € R, atunci inelul R
se numeste inel cu unitate sau inel unitar.

Daca, in plus, are loc comutativitatea inmultirii, adica Vr,y € R,
xy = yx, atunci inelul se numeste comutativ.

Un inel cu unitate si comutativ se numeste inel comutativ cu unitate.

Definitia 1.2 Unelement x € R este divizor al lui zero la stanga (la dreapta)
daca exista y € R, y # 0, astfel incat xy = 0 (respectiv z = 0).

Definitia 1.3 Un inel comutativ cu unitate in care orice element nenul este
inversabil se numeste corp. Altfel spus, (K, +,-) este corp dacd urmatoa-
rele conditii au loc: (K, +) este grup abelian, (K*,-) este grup si are loc
distributivitatea inmultirii fata de adunare.

Daca inmultirea din corp este comutativa, atunci corpul se numeste
comutativ.
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Observatia 1.1

1. Intr-un corp nu exista divizori ai lui zero nenuli.

2. Un corp are macar doua elemente.

Subinele. Ideale
Fie R un inel, ' C R; R’ # 0.

Definitia 1.4 R’ se numeste subinel al lui R daca
Vo' e R, ¥ —y e R'sia' -y €R.
Daca K' ¢ K, K' # (), atunci K’ este un subcorp al lui K si notam
K' <K
daca avem (K’,+) subgrup in (K, +) si ((K’)*,-) este subgrup in (K*,-).

Fie acum R un inel si A C R, A # ().

Definitia 1.5 A se numeste ideal stang in R daca:
1. Yaj,as € A, a1 —as € A,
2.Vx € R, YVa€ A, za € A, adica RA C A.

Similar se defineste notiunea de ideal drept.

Un ideal bilateral este un ideal stang si drept in R.

Sa observam ca, in general, ra # ax.
Pentru inelele comutative, cele trei tipuri de ideale coincid.
Notatie pentru A ideal in R: A < R.

Pentru cazul necomutativ: fie ¢ € R fixat.

Ra = {za € R | x € R} este ideal stang in R.
RaR = {zay € R | x,y € R} este ideal bilateral in R.
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Ideale principale

(a)s ={ra+na € R |z € R, n € Z} este ideal stang in R.
(a)g={ar+mna € R|x € R, n € Z} este ideal drept in R.

Pentru inelele cu unitate 1 # 0 avem (a)s = Ra si (a)q = aR.
Pentru Z, nZ = (n).

Ideal generat de un numar finit de elemente sau de o multime
oarecare de elemente

I. Fie A ={ay,as,...,a,}.

IT.

(A)s = (a1,a9,...,a,)s

= {Z(:L’zal—i—nlal) €R|$Z ER, anZ,z:l,_n}

=1

este ideal stang in R.

(A)d = (alaa% "'7a/n>d

i=1

= {Z(aixi+niai)€R|xi€R, n; €7, 1 ,n}
este ideal drept in R.
Daca inelul R este cu 1 # 0, atunci:

(a1, as,...,a,)s = Ray + Ray + - - - + Ra,

(a1,a2,...,an)qa = 1R+ asR+ - - + a,R.
Daca A C R nu este neaparat finita, atunci

A= U @s A= |J A
AlcA AlcA
A;ﬁnité Agﬁnité
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Inelul cat (factor)

Fie R un inel i A ideal bilateral al sau. Atunci (R/A,+) este grup factor
unde

R/A={z+A|zeR}cuzr~y(A) < z—yeA

Definim (z + A)(y + A) = xy + A; operatia este bine definita deoarece A
este ideal bilateral.

Avem ca (R/A,-) este semigrup si are loc distributivitatea inmultirii fata
de adunare. (R/A,+, ) se numeste inel cat (factor).

Exemple importante de ideale

Teorema 1.1 Fie R un inel comutativ cu R # 0 si fie P ideal in R, P # R.
Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:

1. Va,b € R, astfel incat abe P = a € P sau b € P.
2. Ya,b € R, astfel incita ¢ P sib¢ P = ab ¢ P.
3. VA, B ideale in R, astfel incait A-B C P=— AC P sau B C P.

4. R/P domeniu de integritate.
Definitia 1.6 P se numeste ideal prim al lui R.
Sa reamintim notiunea de numar prim.

Definitia 1.7 p € N, p > 1, se numeste numar prim daca plab = pla
sau p|b.

Divizibiliatea in inele se poate scrie astfel:

B|A <= A C B unde A si B sunt ideale in R.

Observatia 1.2 Daca R este un domeniu de integritate, atunci R/0 ~ R,
de unde rezulta ca 0 este ideal prim.
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Operatii cu ideale
Daca A, B sunt ideale stangi (drepte, bilaterale), atunci

AN B este ideal stang (drept, bilateral)

A+B={a+be R|ac A, be B} este ideal stang (drept, bilateral)

A-B= {Z ab; |a; € A, b € B, n € N} este ideal stang (drept, bilateral).
i=1

Daca R este comutativ si A este ideal R, atunci
VA={ce R|3neN, astfel incat ¢* € A} este ideal.
In particular,
V0= {ce R|3n €N, astfel incat * = 0}

se numeste nilradicalul inelului, format din elementele nilpotente ale lui R.

Teorema 1.2 Fie R un inel comutativ cu R # 0 si M ideal in R, M # R.
Urmatoarele conditii sunt echivalente:

1.V e R, x ¢ M, Jy € R, astfel incat 1 —xy € M.
2. VA ideal in R astfel incat M C A, atunci M = A sau A = R.

3. R/M este corp comutativ.

Definitia 1.8 Un ideal M care satisface una dintre conditiile echivalente de
mai sus se numeste ideal mazximal al lui R.

Fie (X, <) o multime partial ordonata.
Definitia 1.9 M € X se numeste element mazimaldaca M < x — x = M,
pentru z € X. Consideram Z = {A | A ideal al lui R, A # R}. Atunci (Z, Q)

este o multime partial ordonata.

Observatia 1.3 Orice ideal maximal este prim. Reciproc, nu: 0 este ideal
prim pentru un domeniu de integritate, dar nu este maximal in general.
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Teorema 1.3 Un inel cu 1 este corp daca si numai daca nu are ideale stang:
(drepte, bilaterale) proprii.

Deci, pentru K corp, avem doar doua ideale: 0 si K.

Pentru K corp, 0 este unicul ideal maximal.

Exemple. In Z., idealele prime sunt 0 si pZ cu p prim si idealele maximale
sunt de forma pZ, cu p prim.

Lema lui Krull

Fie R un inel comutativ cu 1 # 0. Daca A este ideal in R, A # R, atunci
exista M un ideal maximal in R, asa incat A C M.

Observatia 1.4

1. Daca R este un inel comutativ cu 1 # 0, atunci R admite cel putin un
ideal maximal. Intr-adevar, aplicam lema lui Krull pentru A = 0.

2. Daca R este un inel comutativ cu 1 # 0 i a € R, a element neinversabil
in R, atunci exista un ideal maximal M in R, astfel incat a € M.
Intr-adevir, considerdm, in lema lui Krull, A = (a) # R, deoarece daci
(a) = R, atunci 1 € (a), de unde ar rezulta ca a este inversabil, fals!

Proprietati

Fie A ideal in R.
Daca 1 € A, atunci A = R.
Daca a € A, a inversabil, atunci A = R.

Observatia 1.5 Daca R este inel gi A ideal iIn R, A # R, atunci elementele
lui A sunt neinversabile.

Teorema 1.4 Daca mulfimea elementelor neinversabile formeaza un ideal,
atunci acesta este unicul ideal mazimal al inelulus.

Morfisme de inele

Fie (R, +,-) si (R',+,") inele.
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Definitia 1.10 Functia f : R — R’ se numeste morfism (homomorfism) de
inele daca

L fle+y) = fl@)+ f(y)
2. f(zy) = f(x)f(y), pentru orice z,y € R.

Daca inelele R i R sunt cu 1 # 0 gi 1/ # 0/ si are loc, in plus, conditia
3. (1) =1,
atunci f se numeste morfism unitar de inele.

Definitia 1.11 Daca f este morfism si f este injectiva, atunci f se numeste
morfism injectiv de inele.

Daca f este morfism si f este surjectiv, atunci f se numeste morfism
surjectiv de inele.

Daca morfismul f este bijectiv, f se numeste izomorfism de inele.

Sa remarcam ca pentru notiunea de morfism de corpuri se impun doar
conditiile 1 si 2. Conditia 3 rezulta din faptul ca structurile (K*,-) si (K%, ")
sunt grupuri.

Observatia 1.6 Orice morfism nenul de corpuri este morfism injectiv.

Pentru f: R — R, Ker f ={z € R| f(x) =0'}.
Ker f este nucleul lui f si este ideal bilateral in R.
Imf={f(zx) e R|z€R}.

Im f este imaginea lui f si este subinel in R.

Teoreme de izomorfisme ale inelelor.

Teorema 1.5 Fie f : R — R’ un morfism de inele. Atunci existd izomor-
fismul de inele
o:R/Ker f — Imf
r+Kerf — f(z).
Teorema 1.6 Fie R un inel si A ideal bilateral in R. Atunci orice ideal
stang (drept, bilateral) al inelului R/A este de forma B/A unde A< B < R

51 B este ideal stang (drept, bilateral) in R. In plus, daca B este ideal bilateral
in R, astfel incat A C B, atunci exista izomorfismul:

R/B — (R/A)/(B/A).
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Teorema 1.7 Fie R inel st R' un subinel in R, iar A ideal bilateral in R.
Atunci exista izomorfismul canonic

R/RNA-—= (R +A)/A.
Observatia 1.7

1. Daca f : R — R’ este morfism de inele si A este ideal in R, atunci
f(A) este subinel in R’. Daca, in plus, f este surjectiv, atunci f(A)
este ideal in R'.

2. Daca A’ este ideal in R/, atunci f~!(A’) este ideal in R.



Capitolul 2

Module

2.1 Notiunea de modul
Fie R inel cu 1 # 0.

Definitia 2.1 Se numeste R-modul stang un grup abelian (M, +), impreuna
cu o lege externa de compunere peste R

p:RxM — M

(r,m) — r-m,
astfel incat
L. r(mq 4+ mg) = rmy + rmao.
2. (ry +7r2))m =rym+ rom.
3. r1(rem) = (ryry)m.
4. 1-m=m,

Vr,ri,r9 € R, Ym,mq,ms € M.
Analog se defineste notiunea de R-modul drept.

Observatia 2.1

1. O structura de R-modul stang poate determina o structura de R-modul
drept daca inelul R este comutativ.

15
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intr—adevér, daca gpM este un modul stang si ¢ : R x M — M,
©(r,m) = rm este operatia externa, in raport cu care au loc conditjiile
de R-modul stang, atunci definim

¢ M xR— M, ¢(m,r)=mor=rm.
Avem
(mory)ory =ry(mory) =ry(rym) = (rory)m = mo (rery).
Daca inelul R este comutativ, atunci se verifica toate conditiile de R-
modul drept pentru M, in raport cu ¢'.
De aceea, pentru inele comutative nu mai facem distinctie intre notiunile
de modul stang si modul drept.
2. Daca inelul R nu este comutativ, atunci pe grupul abelian (R, +)
definim o inmultire astfel:
R = R° ca multimi, (R,+) = (R°,+)
si pentru ri,79 € R°, 11 0ry = 79r;. Se obtine astfel inelul opus
(R°, +,-).
Definim
" M xR — M, o"(m,r)y=mor=rm
Asadar,

Exemple de module

1.

Fie R un inel cu 1 # 0. Atunci gR §i Rr sunt module. In acest caz,
inmultirea externa este inmultirea interna din inelul R.

. Orice grup abelian (G, +) este Z-modul.

. Pentru K corp comuttiv si gL spatiu liniar, avem ca gL este modul

peste K, atat stang, cat si drept.
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4. Fie (M, +) un grup abelian gi notam cu End (M) inelul endomorfismelor
grupului M. Atunci gnaanM este un modul stang in care

@ :End(M) x M — M, o(f,m)= f(m).

Teorema 2.1 Daca (M, +) este grup abelian si End(M) este inelul endo-
morfismelor sale $i R este inel cu 1 # 0, atunci un morfism unitar de
inele f: R — End(M) determind o structura de modul stang peste R si re-

ciproc, o structura de modul stang peste R induce un morfism unitar de inele
f:R— End(M).

Demonstratie. Intr-adevir, dac f : R — End(M) este un morfism unitar

de inele, atunci Vr € R,
f(r)y: M — M

si definim
w:RxM — M, o(r,m)=rm= f(r) -m.

Reciproc, daca g M este R-modul stang, atunci definim f : R — End(M),
f(r): M — M, f(r)(m) = r-m i se verifica faptul ca f este morfism unitar
de inele. U

2.2 Bimodule

Fie (M, +) un grup abelian si R, S inele cu 1 # 0, aga incat
1. gM si ¢M sunt R- si S-module stangi. Daca, in plus, r(sm) = s(rm),
Vr e R, Vs €S, VYm € M, atunci g_sM este bimodul.

2. gM si Mg sunt R-modul la stanga, respectiv S-modul la dreapta. Daca,
in plus, (rm)s = r(ms), Vr € R, Vs € S, Ym € M, atunci gpMg este
bimodul.

3. Mg si Mg sunt R si S module drepte. Daca, in plus, (mr)s = (ms)r,
Vr € R, Vs €S, Ym € M, atunci Mp_g este bimodul.

Exemple.
1. rRg este R — R bimodul.

2. Daca gM este modul si consideram modulul My, (deoarece (M, +) este
grup abelian), atunci M este Z — R bimodul de tipurile ;g M si g Mz.

3. Daca R este inel comutativ, atunci kMg este R — R bimodul.
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2.3 Submodul. Modul cat

Fie p M este un R-modul stang.

Definitia 2.2 M’ Cc M, M’ # () se numeste submodul al modulului M daca
1. Vmy,my € M’ avem m| —mb € M'.
2. Vre R, Ym' € M', avem rm’ € M'.
Urmatoarele conditii sunt echivalente cu definitia:
1. Vm/,my € M’ avem m) +m/, € M’
2. Vr € R, Ym' € M', avem rm’ € M'.

Notam M’ < M.
Fie M modul si M’ < M.
Consideram grupul abelian (M /M’ +),

M/M' = {m+ M| m e M}.

Definesc
tRx M/M' — M/M'

(rrm+ M) — r(m+M)=rm+ M

Definitia de mai sus nu depinde de reprezentant;i.
M /M’ se numeste modul cat (factor).

2.4 Morfisme de module

Fie gkM, rN module de acelagi tip peste acelasi inel R.

Definitia 2.3 Functia f : M — N se numeste R-morfism daca satisface
conditiile:

1. f(m1 + mg) = f(ml) + f(mg), le,mQ e M.

2. f(rm) =rf(m), Vr € R, Vm € M.
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Nucleul morfismului f:
Ker f ={xz € M| f(x) = Oy} este submodul in M.
Imaginea morfismului f

Im f={f(z) | = € M} este submodul in N .

Caracterizari:

f monomorfism <= Kerf =0
f epimorfism < Imf=N<+<= N/Imf=0.
O compunere de morfisme este un morfism.

Fie M’ < M. Atuncii: M’ — M incluziunea canonica este un monomor-
fism, iar p: M — M/M’', p(m) = m + M’ este un epimorfism.

Definitia 2.4 Daca f: M — N este un morfism, atunci N/Im f = coker f
se numeste conucleul lui f.
M /Ker f = coim f se numeste coimaginea lui f.

Definitia 2.5 Daca M, N sunt R— S bimodule de acelasi tipsi f : M — N,
atunci f este morfism de R — S bimodule daca f este morfism de R-module
si morfism de S-module.

Teoreme de izomorfisme ale modulelor

Teorema 2.2 Fie f : M — N un morfism de module. Atunci exista
¢:M/Ker f = Im f, o(m+ Ker f) = f(m) izomorfism de module.

Teorema 2.3 Fie R M un modul si N < M un submodul al lui M. Atunci
orice submodul al modulului cat M /N este de forma L/N unde N < L < M
st exista un izomorfism canonic

o:M/L— (M/N)/(L/N).

Teorema 2.4 Daca gM este un modul st N < M, L < M, atunci exista un
izomorfism canonic

¢:L/NNL-—s (L+ N)/N.
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2.5 Siruri exacte de module

Fie girul M L5 N %5 L de module si morfisme de module.

Definitia 2.6 Spunem ca sirul de mai sus este exact in N daca Im f = Kerg.

Observatia 2.2 Morfismul M L5 N este mono(morfism) daca si numai
daca sirul 0— M 4 N este exact.

Morfismul M —L5 N este epi(morfism) daca si numai daca sirul M 7,
N —0 este exact.

Morfismul M —L5 N este izo(morfism) daca si numai daca girul 0— M AN
N —0 este exact.

Definitia 2.7 Un sir exact de forma

v

0—M 4 N L M"—0
se numeste gir exact scurt daca v este mono, q este epi si Kerqg = Imw.

Plecand de la un mono (epi) morfism putem construi in mod canonic un
sir exact scurt astfel:
Fie v : M'— M mono. Obtinem sirul exact scurt
v

0—M - M 25 M/Imv—s0.

Fie ¢ : M—M" epi. Obtinem girul exact scurt

0—sKerq —— M —L5 M"—0.

Cazuri particulare

e v = u incluziunea canonica. Obtinem sirul exact scurt indus de un
submodul
0—M' - M—M/M'—0.

e ¢ = p proiectia canonica. Obtinem sirul

0—M'—M—M/M'—0.
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Pornind de la un morfism f : M— N, putem construi un gir exact astfel:

f

0 — Ker f M N—2N/Imf—0

adica este exact in fiecare termen al girului.

Lema slaba a celor 5. Consideram urmatoarea diagrama comutativa cu
lintile exacte:

At s At A" 0
f f £
0 B—Y -p—* .p

Au loc urmatoarele afirmatii:
1. Daca f' si f" sunt mono, atunci f este mono.
2. Daca f" si f” sunt epi, atunci f este epi.
3. Daca [ si f" sunt izo, atunci f este izo.

Demonstratie.

1. Aratam ca avem Ker f = 0. Fie a € Ker f. Atunci f(a) = 0, deci
¢ f(a) = 0, de unde f"q(a) = 0. Cum f” este mono, obtinem ¢(a) = 0,
adica a € Kerq = Imwv. Rezulta ca exista o’ € A’, incat a = v(a’). Avem
0= f(a) = fu(a’) = f'(a) si, cum v" este mono, obtinem f’(a’) = 0. Dar si
f' este mono, deci @’ = 0. Obtinem a = v(a’) = 0, adica

Ker f = 0.

2. Sa aratam acum ca f este epi. Verificam surjectivitatea lui f. Fie
b€ B. Avem ¢'(b) € B"”. Cum f” este epi, rezulta ca exista a” € A”, incat
f"(a") = q"(b). Dar si q este epi, rezulta ca exista a; € A, incat g(a;) = a”.
Avem f"(q(a1)) = ¢'(b) si cum f"q = ¢'f rezulta ¢'(f(a1) — b) = 0, de
unde f(ay) — b € Kerq¢’ = Imv'. Exista b’ € B’ incat f(a;) — b = o'(V).
Morfismul f” este epi, rezulta ca exista a’ € A’ cu f'(a’) = b'. Obtinem
fla1) =b=2"f'(d'), deci f(a1) — f(v(a")) = b, adica

b= f(a; —v(d)) € Im f. O
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Lema tare a celor 5. Fie urmatoarea diagrama comutativa cu liniile exacte:

/

A, 92 A, 9 A g A g A

f2 f1 f i i

Bp—"2 -p—" .p_ " .p_ ¥ . p
1. Daca fy este epi si fi si f’ sunt mono, atunci f este mono.

2. Daca fy si ' sunt epi, iar f” este mono, atunci f este epi.

2.6 Produse directe de module
I. Consideram doua module de acelasi tip, peste acelasi inel gMy, g Ms.

Definitia 2.8 Se numeste produs direct al modulelor M; si My un modul P,
impreuna cu dous morfisme py, pa, p; : P—M;, i = 1,2, asa Incat urméatoa-
rea diagrama este comutativa:

Pentru orice modul X si orice morfisme f; : X— My, fo : X—> Mo,
exista si este unic morfismul f : X— P, asa incat

pif = fi, pof = fo

Proprietatea prin care se defineste produsul direct se numeste proprietate
de universalitate a produsului direct.
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Teorema de existenta si unicitate. Fie modulele g My si gM,. Atunci
exista produsul lor direct (P, p1,ps2) si este unic pana la izomorfism.

Demonstratie. FEristenta. Fie produsul cartezian
MiIIMy = {(mq,my) | my € My, my € My}
si definim
(my, mg)+(ml, mb) = (my+mj, ma+ms), r(my,mg) = (rmy,rms), Vr € R.

Obtinem o structura de R-modul pe M;IIM,.
Definim
Di - M1HM2 — Ml

(ml, m2> — m;

p; sunt proiectiile canonice si sunt epi, ¢ = 1, 2.
Definim M; : M;— MiIIM; cu ui(my) = (mq,0), uz(ms) = (0, my).
uy §i ug se numesc injectiile canonice.
Au loc, in plus, urmatoarele proprietati:

pit; = 1, si piu; =0, @ # J.

De asemenea, u1p1 + u9p2 = 1y, folosind definitia produsului direct:

M,
u1p1t+u2p2
M, TIM, nr M, TIM,
Ty,
\ /
M,

Se demonstreaza faptul ca (M;I1Ms; p1, p2) este produs direct al lui My si Mo.
De remarcat ca f : X — M;I1M; este definit astfel f(x) = (fi(x), fa(z)).
Se verifica unicitatea pana la izomorfism a produsului direct (tehnica
"vanatorii de diagrame”). d
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II. Fie acum {gM,}ics o familie de R-module, nu neaparat finita.
Produsul direct al acestei familii de module este (P, {p; }icr), pi - P—>M;,
incat urmatoarea diagrama este comutativa:

Aceasta proprietate se numeste proprietate de universalitate a produsului
direct.

Teorema de existenta si unicitate. Data familia {M;}ic;, exista produsul
el direct $1 este unic, pana la izomorfism.

Demonstratie. Consideram produsul cartezian
[ M: = {{miticr | mi € M;, i € T}
i€l
si definim:
T+7 s Amitier +{mitier = {mi + mities
77 r{mtier = {rmitier, Yr € R.
Obtinem astfel o structura de R-modul pe H M,;.

el
Sa remarcam ca

[ = {f:]—>UM,~ | £(2) EMZ}.

iel iel
Definim
Dio - HMZ — Mio
i€l
{mi}iel — My,
si

Usq - Mio — H M;
i€l
— {mitier

mio

cu m; = 0 pentru ¢ # 1.
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Avem p;u; = 1y, piuj = 0, pentru @ # 7,

Zuipi =111 M-

iel el

Se verifica unicitatea pana la izomorfism a produsului direct de module. [

2.7 Sume directe de module

I. Suma directa pentru zpM; si M-

Definitia 2.9 Suma directa a modulelor p M; §i g M5 este un modul S impreuna
cu doua morfisme uy,us, u; : M;—S monomorfisme canonice aga incat
urmatoarea diagrama este comutativa:

gu; = ¢;, © = 1,2, adica, pentru orice modul X si orice morfisme ¢y, go
definite ca in diagrama, exista si este unic g : S— X, incat

gur=g1 §1 gus = go.
Aceasta proprietate se numeste proprietate de unviersalitate a sumei directe.

Teorema de existenta si unicitate. Date R M, i g M>, exista suma lor
directa si este unica pand la izomorfism.

Demonstratie. Existenta. (uq,uq, MiI1M;) este suma directa pentru M si
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M,. Consideram diagrama

M,
u1 g1
MIIMy -~ ——— - 2% . X
u2 g2
M>

Definim
g: MillMy— X, g(my,ma) = g1(m1) + ga(ms).

g este morfism si are loc

gu; = Gi, 1= 172

Unicitatea lui g. Presupunem ca exista morfismul ¢ : MIIM,— X, asa
incat g'u; = g;, i = 1,2. Avem

g/(m17 m2)

Unicitatea sumei directe

Pentru suma directa notam MMy sau My [[ My sau M@ M,. Suma directa
este (uy,ug, My ][] Ms). Presupunem ca (uy,ug, S) si (uf,u),S") sunt sume
directe ale modulelor M, si Ms.
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Sa aratam ca exista izomorfismul g : S—5’, astfel incat gu; = ul,
t = 1, 2. Folosim tehnica ”vanatorii de diagrame”. Consideram diagramele

M,

gu; =, Vi =1,2,

M

M

gl =y, Vi=1,2.
Obtinem

(99 )ui =} si (¢'g)u; = w;, i =1,2.
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Similar, avem
M,

1 ul

g9

1s

2 u2

SN
NS

M
9'g=1s,

My

7N
s’ = s’

g9’

M
99’ = lg.
Agadar, g este un izomorfism. O

Teorema 2.5 Date modulele gRM,, gMs si modulul S, impreunda cu morfis-
mele u; : M;—S, i = 1,2, urmdtoarele conditii sunt echivalente:

1. (u1,uq,S) este suma directa.

2. Existd morfismele p; : S—M;, i = 1,2, unic determinate, astfel incat

prur = Ly, paus = Loy, pouy =0, 1 # j,
urpr + ugp2 = lg.
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Demonstratie. 1 = 2. Consideram diagramele

M,
/ oo
S_______H!Bl _____ - M,
M,

A piur = Ly
v : S— M !
dlpy 0 S 1, Incat { Dty = 0

M,
/ \
gl _____Fe_____ = M,
\ 4
M,
pauy =0

dlpy : S— M>, incat
Dauz = 1y,
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Avem

\)1“‘7

Din unicitatea morfismului avem wu1p; + usps = 1g.

2 = 1. Fie R-modulul X si g; : M;— X morfisme arbitrare. Sa deter-
minam morfismul unic g : S— X, astfel incat gu; = ¢;, i = 1, 2.
Consideram diagrama in care g = g1p1 + gopo.

Se verificd faptul cd gu; = g;, @ = = 1,2. Morfismul ¢ este unic cu aceasta
proprietate. Intr-adevir, dacg g :S —>X este asa incat g'u; = g;, i = 1,2,
atunci

g =g olg=g o(upr+ups) = 11 + Gap2 = g O

II. Suma directa pentru o familie de module

Fie familia de R-module {gM;}ic;.
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Definitia 2.10 Suma directa a familiei {M;};er este ({w;}ier, S), unde S
este un R-modul si u; : M;—S sunt morfisme, asa incat

pentru orice R-modul X si orice morfisme g; : M;— X exista si este unic
g:S— X, incat gu; = ¢g;, 1 € I.

Proprietatea data in definitia de mai sus este proprietatea de universali-
tate a sumet directe.

Teorema 2.6 Dacd ({u;}ier, S) este suma directda pentru familia {M,;}ier,
atunci exista $i este unica familia de morfisme

1, entru J =1,
pi: S—M;, i€, cupju; = Mo P j ,
0, pentru j # i.

Demonstratie. Folosim diagrama

M;

g

Teorema de existenta si unicitate. Data familia de module {M;}cr,
exista suma directa a familiei si este unica, pand la izomorfism.

Solutie. Fie
[T = {{mi}ics | mi € M;, i € T}

iel
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cu {m;tier + {m}}ticr = {ms + m}}icr s r{m;}icr = {rmi}icr. Atunci [] M;
il

este un R-modul.

Consideram

1M = {{mi}iel € [[ M; | m; =0, cu exceptia unui numar finit de indici}.
il il
Atunci [ M; este submodul al lui [ M;.
i€l iel
Sa remarcam ca pentru [ finita, avem

[[26 =]
i€l el
Consideram morfismele

io - Miu— [ M;, pentru orice iy € I arbitrar
i€l
Ui (mi()) = {mz‘}z‘eb cu {

m; = m;, pentru i = 1,

m; =0 pentru i # 1.

Atunci ({ui}iel, 11 MZ) este suma directa pentru familia {M,};c;.
el
Intr-adevar, consideram diagrama

zEI

Morfismul g se defineste astfel

{ml 161 Zgz m'L

el

unde g;(m;) = 0, cu exceptia unui numar finit de indici.
Se verifica faptul ca gu; = g;.
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Unicitatea lui g. Presupunem ca exista ¢’ : [[ M;— X incat g'u; = g;, 1 € 1.

i€l
Atunci
g ({mitier) = ¢ (wi,(m1) + ui(ma) + -+ uiy (my,)
= G (mll) T+t glk<mlk>
= g({miticr), Y{miticr € [1 M;,
i€l

unde m, , ..., m;, sunt elementele nenule din {m, };c;. Unicitatea sumei directe
se verifica cu tehnica ”vanatorii de diagrame”. O

2.8 Suma directa interna de submodule

Fie gkM un modul si gM; submodule in g M, pentru orice : € I. Notam

el

Z M Ym;eM | m;eM,;, i € I,m;=0, cu exceptia unui numar finit
o de indici

el

Definitia 2.11 g M; se numeste suma directa internd a familiei {M;}ie;
iel
daca scrierea oricarui element sub forma g m,; este unica.
icl

Notatie: Z ©M; sau @MZ

iel i€l

Teorema 2.7 Fie M un R-modul si {M;}icr o familie de submodule ale lui
M. Urmatoarele conditit sunt echivalente:

1. A4-::§£:€BA4}

iel
2. Exista un izomorfism canonic h : HMl % M indus de incluziunile
iel

canonice h; : M;— M, i € I, unde H M; este suma directd externd.
i€l
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3. M=> Msiy m=0«m=0 Vicl

el i€l

4. M = ZM si My N | d2 M; | =0, pentru orice iy € 1.

I
el z;eézo

Demonstratie. 1 = 2. Consideram incluziunile canonice h; : M;— M.
Utilizam definitia sumei directe pentru diagrama

M;

hu; = h;, ¥Yi € I, unde

h({m;}icr) Zh m;) Zml pentru {m;};er € ]_[MZ
i€l iel i€l

h este morfism surjectiv, deoarece Vm € M, m se scrie in mod unic ca
m = E m;.

h este injectiv datorita faptului ca m = > m; este o scriere unica.
i€l

2 = 3. Comnsideram izomorfismul

h: HMi—>M.

el

Din definitie avem ca Z M; este submodul al lui M.
iel
Sa mai aratam ca M C Z M.
iel
Din faptul ca h este un izomorfism, rezulta ca, pentru orice m € M exista
{m;}icr, asa incat m = h({m; }icr).
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Morfismul h este indus de incluziunile canonice.

Avem m = Z hi(m;) = Zmi. Deci M C ZMZ
iel iel iel
Daca Zmz = 0, atunci h({m;}icr) = 0 si, cum h este izomorfism,

i=1
obtinem m; =0, Vi € I.

3 = 4. Pentru ¢y € [ oarecare, consideram

ZL‘EMioﬂ ZMZ

i€l
i#ig

Atunci, x =m;, € M;, si x = Zml Obtinem —m;, + Zmi = 0, de unde
iZio i
m; =0, Vi € I, in baza lui 3. Rezulta x = 0.

4 — 1. Avem M = E M;. Fiem = E m;. Sa aratam ca scrierea este
icl icl
.U v /
unica. Presupunem ca m = E m; = E m,;, de unde
iel icl

mio_m;ozzmg_zmieMioﬂ ZMZ/O :0’

i€l el i€l
i#iQ e i7#iQ
deci m;, = m; , pentru orice 7y € I. O

2.9 Sumanzi directi. Factori directi.
Siruri exacte scindate

Fie M un R-modul i N un submodul al sau. Notam cu v : N— M inclu-
ziunea canonica.

Definitia 2.12 Submodulul N se numeste sumand direct al lui M daca
exista morfismul ¢ : M— N, incat qu = 1.
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Rezulta ca morfismul ¢ este epi.

Spunem ca u are invers la stanga.

Fie acum M un R-modul §i P un modul cat al lui M, iar p : M—P
epimorfismul corespunzator.

Definitia 2.13 P se numeste factor direct al lui M daca exista v : P— M,
incat pv = 1p.

Rezulta ca morfismul v este mono.
Spunem ca p are invers la dreapta.
Definitia 2.14 Un sir exact scurt
0—M' -5 M — M"—0
se numeste sir exact scindat daca Im v = Ker ¢ este sumand direct al lui M.

Teorema 2.8 (de caracterizare a sirurilor exacte scindate) Fie M un R-
modul, N un submodul cuu : N—M incluziunea canonica sip : M— M /N
proiectia canonica. Urmatoarele conditii privitoare la M si N sunt echiva-
lente.

1. N este sumand direct al lui M.
2. M/N este factor direct al lui M.
3. Ewistd un izomorfism canonic f: M — N][(M/N) asa #ncat
N - M L NII(M/N)
NIIM/NY L5 M 2 MmN
fu=wu; : N—NJ[(M/N) este incluziunea pe prima componentd.
pft=py: N][(M/N)—M/N este proiectia pe a doua componentd.

Demonstratie. Fie diagrama

0 N : M P M/N —0
|
|
1n :Hf izo LN (D)
|
ul v p2
0—=Nz=—==—= NII(M/N)====== M/N —0

in care cele doua linii sunt siruri exacte.
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1 = 3. Sa aratam ca exista f care face patratele comutative si apoi, conform
lemei slabe a celor 5 va rezulta ca f : M—N [[(M/N) este izo.

Din N sumand direct rezulta ca exista q : M— N, incat qu = 1y.

Consideram produsul direct (N [[(M/N);p1,p2) si din definitia acestuia
Af: M—N]J[(M/N) incat p1f = q si pof = p.

Asadar al doilea patrat din diagrama (D) este comutativ. Pe de alta parte,
po(fu) =pu=0.
Considerand din nou produsul direct N [[(M/N), rezulta ca

Jluy : N—N [[ M/N

astfel Incat piu; = 1y si poup = 0.

Dar si fu satisface aceste conditii, deci fu = uq, deci si primul patrat al
diagramei (D) este comutativ.

Obtinem agadar conditia 3.

3 = 1. Sa aratam ca exista ¢ : M— N, astfel incat qu = 1y.
Consideram ¢ = py f : M— N si avem qu = (p1 f)u = pyug = 1y.

2 = 3. Procedam analog. Din faptul ca M/N este factor direct, rezulta

ca exista v : M/N—M, astfel incat pv = 1y;/y. Consideram suma directa
(ur,ug; N J[(M/N)) si aplicam definitia
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/ N
NL[(M/N)\M ______ - M
M/N

Rezulta ca d!f;, astfel incat fiu; = u si fius = v. Obtinem comutativitatea
primului patrat.

Consideram diagrama

0 N “>N[[(M/N)z==—===M/N —0
| 2
|
1y :f1 Layw (D)
|
Y p
0 N s M M/N 0

Sa verificam comutativitatea patratelor diagramei (D'). Din fius = v
rezulta(pfi)us = pv = lyyn si (pfi)ur = pu = 0. Intrucat N [J(M/N) este
suma directa, rezulta ca exista si este unic py : N [[(M/N)— M /N, incat
paus = lpyyn si poup = 0. Dar i pfy satisface aceste egalitati, deci pfi = po,
adica am obtinut comutativitatea celui de al doilea patrat din (D). Asadar,
f1 este izo. Consideram f = f;'.

3 = 2. Sa aratam ca exista v : M/N— M, incat pv = 1,;/y. Consideram
v = fiug. Avem pv = (pfi)ug = paus = Iy O
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2.10 Probleme

1. Fie f : M— N un morfism de module si u : Ker f— M incluziunea
canonica. Atunci

. fu=0,
e Pentru orice modul X si orice morfism g : X— M astfel incat
fg=0,3h: X—Ker f incat uh = g.

h(z) = g(z), Vx € X,
g(x) € Ker f din fg = 0.

(Ker f,u) se numeste nucleul lui f si este unic pana la un izomorfism.
Proprietatea de mai sus este universalitatea nucleului.

2. Fie f : M— N un morfism de module si p : N—Coker f = N/Im f.
Atunci

e pf =0.
e Pentru orice modul Y si orice morfism g : N—Y cu gf = 0,
Alh . N/Im f—Y incat hp = g.

M—1 N P N/Imf
/

Avem h(z +Im f) = g(z), iar p(z) = v + Im f, unde = € N.

(p, Coker f) se numeste conucleul lui f si este unic pana la izomorfism.
Proprietatea de mai sus se numeste uniwversalitatea conucleului.
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3. Fie M un modul si { M, };c; o familie de submodule. Auloc urmatoarele
siruri exacte:

(i) 0

N M; — M — [ [ (/)

= i€l

unde p este indus de proiectiile canonice p; : M— M /M.

(i) JJa—= M LM/ M 0
el el
unde p este proiectia canonica, p(z) = {x + M, }ics, lar h este

morfismul indus de incluziunile canonice h; : M;— M.



Capitolul 3

Module libere si module
proiective

3.1 Module libere
Fie gM un modul si X C M. Notam cu

X = {erx | . €R, € X, re=0 cu exceptia unui numar finit de elemente}
zeX

Atunci X este submodul al lui M.
Definitia 3.1 X se numeste submodulul generat de X.

Putem scrie

Y:ZRQC.

zeX
Daci X este finita, atunci X este submodul finit generat.
Daca X = M, atunci X este un sistem de generatori pentru M.
n
Avem X = {x1,...,7,}, de unde X = Z Rux;.

il

Definitia 3.2 Submultimea X C M se numeste liniar independentd peste
R daca
S ra=0=0r=0vse X

zeX

41
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Definitia 3.3 X C M se numeste baza pentru M daca X este multime de
generatori i X este liniar independenta.

Definitia 3.4 M se numeste modul liber daca admite o baza.

Daca M este liber cu baza X, atunci scrierea unui element din M sub forma
Z r, - ¢ este unica. Notam M = Z ®Rx.

rzeX zeX

Exemple. rR este modul liber cu baza X = {1x}.
kL spatiu liniar este un modul liber.

Teorema 3.1 Daca X este o mulfime oarecare si R este inel cu 1 # 0,
atunci exista un R-modul liber cu baza X.

Demonstratie. Fie

L = { Z r.x | ry € R, 7, = 0 cu exceptia unui numar finit de indici } .

zeX
Definim
[ S ng:#—Zréa:: Z(Tx—l—T;).CE
zeX zeX rzeX
T (Z rxa:) = Z(rm)w.
zeX zeX
Atunci (L, 4+, -) este un R-modul, cu baza X. O

Fie g M un modul.

Teorema 3.2 M este modul liber cu baza X daca si numai daca

M%HRI,

reX

unde R, = R, Vx € X.
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Demonstratie. '=-" Fie g, : R,— M, g.(r,) = r,x pentru orice z € X.
Familia {g, }+ex induce un morfism unic g : H R,— M,

rzeX
g({rs}eex) = E gz(rs) = E Ty,
zeX zeX

Avem diagrama

Definim acum

g M— H R,, ¢ <x = ZTI.Q?) = {r;teex-

zeX zeX

Se verifica faptul ca gg' = 1u, ¢'g = 1 [ g, . Deci
ze€X
M = T R..
reX
7<=" Avem M — [] R,cu X C M sicum [] R, este un modul liber

zeX zeX
cu baza {1g, }.ex rezulta ca M este modul liber cu baza X. O

Teorema 3.3 Fie L un modul liber cu baza X si M un modul, iar f :
X—M o functie. Atunci exista un unic morfism de module f : L—M
care extinde f.

Demonstratie. Definim f: L—M, f (Z Txx> = Z rof(x

zeX rzeX

_ Unicitatea lui f: presupunem ca existd morfismul f; : L—M, incat
fi(z) = f(x) = f(z), Vo € X. Rezulta atunci ca f, = f. O
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Teorema 3.4 Orice modul este un modul cat al unui anumit modul liber.

Demonstratie. Pentru orice modul M, exista un modul liber L si un epi-
morfism p : L— M. Fie X o multime de generatori pentru M si fie L
modulul liber de baza X si consideram aplicatia

f: X—M, f(x)==x.
In baza teoremei anterioare, exista

f:p cL—M, p (Zux> = Zux.

zeX zeX

p este un epimorfism. Conform primei teoreme de izomorfism, avem
L/Kerp~ M. O

Teorema 3.5 Daca f este epimorfism, iar f : M—N, g : L—N sunt
morfisme de module, unde L este un modul liber, atunci exista un morfism
(nu unic) h: L— M, asa incat fh = g.

Demonstratie. Consideram diagrama

L
//
h// g
/
/
£y
M N 0

Fie X o baza petru modulul liber L. Definim o aplicatie de la X la M. Fie
f': X—M, asga incatf'(z) = m, € M cu f(m,) = g(x). Observam ca f’
nu este unic, pentru ca g(z) poate avea mai multe contraimagini.

f' se poate extinde unic la h, care verifica egalitatea fh = g. U

3.2 Module proiective

Definitia 3.5 Un modul zP se numeste proiectiv daca pentru orice epimor-
fism f: M—N si orice morfism g : P— N exista un morfism h : P— M,
astfel incat
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P fh=g
//
h// g
/
/
£
M N 0

Sa observam ca h nu este unic.
Remarcam ca orice modul liber este proiectiv, invers nu!

Teorema 3.6 Dacd {P;}ics este o familie de module, atunci [ P; este proiec-
iel
tiv daca si numai daca P; este proiectiv pentru orice 1 € 1.

Demonstratie. "=—" Fie u; : P,— H P; injectiile canonice.

el
Consideram diagrama
[~
i€l
/A
7
/ Uq Pi
, [
y [
/ [
el
’ PR
/ Ve
/ s
/ //
/ 7 gi
/7 h;
At
M N 0, Viel.

H P; este o suma directa, deci dp; : HPi—>PZ~, 1 € I, astfel incat
i€l iel
piw; = 1p, si pju; = 0, pentru j # 1.
Exista morfismul A : H P,— M, asa incatfh = ¢;p;. Definim h; = hu;.
i€l
Se verifica fh; = g;.
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"<=" Fie diagrama

P;
/
/
/
/ Ug
/
/
h /
iy HR
/ ;
/ /
/ s
/ 4 g
/7 h
/s
yr f
M N 0

Exista morfismul h; : P,— M, asa incat fh; = gu;. Morfismul h apare de la
proprietatea sumei directe. Avem hu; = h; si atunci fh = g din fhu; = gu;,
Vi € I, si din faptul ca {u;};c; este o familie epimorfica.

Ultimul pas 1l mai putem justifica astfel:

Pi
Uj gui=fhu;
fh
[[p—————— =N
g
iel
Din definitia sumei directe, fh = g. O

Exemplu. Fie (m,n) = 1 si consideram modulele 7, Z,, 7., Zm, 7, Lon-
Din (m,n) = 1 rezulta Zyy, =~ Zy X Zy,. Modulul 3, 7Z,,, este liber, deci
proiectiv. Conform teoremei precedente, rezulta ca gz, Z, i z,,,Zm sSunt
proiective. Pe de alta parte, 7, 7Z, nu este liber, deoarece V2 € Z,, nt = 0,
dar 7 # 0, 2 € Zy,. Deci nu este satisfacutd conditia de liniara independenta
pentru V2 € Z,.

Teorema 3.7 (de caracterizare pentru module proiective) Fie P un modul.
Urmatoarele conditit sunt echivalente:

1. P este modul proiectiv.
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2. Pentru orice sir exact M AN N—0, sirul indus de grupuri abeliene
Homp(P, M) - Homp(P, N)—s0
este exact, unde f.(g) = fg.

3. Pentru orice epimorfism p: M— P, P este factor direct al lui M.

4. P este sumand direct al unui anumit modul liber.

Demonstratie. 1 = 2. Avem

Hompg(P, M) ={g: P—M | g morfism}
(9 +9)(x) = g(z) + g (2)

(Homp(P, M), +) este un grup abelian.
In continuare, folosim definitia modulului proiectiv.

2 = 3. Consideram sirul exact
M 25 P—0
Conform cu 2, urmatorul gir este exact
Hompg(P, M) 2 Hompg(P, P)—0

Pentru 1p : P—P exista v : P—> M, asa incat p,(v) = 1p, adica pv = 1p.
Cu alte cuvinte, P este factor direct al lui M.

3 = 4. Pentru P exista un modul liber L i p : L— P epimorfism. Conform
cu 3, P este factor direct al lui L. Avem L ~ Kerp® (L/Kerp) ~ Kerp® P.

4 = 1. Pentru P exista un modul liber L i ) submodul al lui L incat
L =P]]Q. L este proiectiv, fiind liber, deci i P este proiectiv. U

3.3 Module injective
Definitia 3.6 Fie g/ un R-modul. I se numeste injectiv daca pentru orice

monomorfism f : gkM—rN de R-module si orice morfism g : gM—>gl
exista h : N—1 morfism de module incat hf = g.
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Consideram diagrama

Teorema 3.8 Un R-modul I este injectiv daca si numai daca , pentru orice
R-modul N, orice R-submodul M al lui N si orice morfism g : M—1, exista
un morfism g : N—1I incat g/M = g.

Demonstratie. Este imediata. Avem diagrama:

0 M - N

Teorema 3.9 Un R-modul I este injectiv daca si numar daca pentru orice
sir exact de R-module

0 M “ N ? P

urmatorul sir

Hom(P,I) v Hom(N, I) u Hom(M, I)
este exact.

Demonstratie. ,,—" Fie g/ un modul injectiv. Avem deja Im v = ker u.
Intr-adeviar, (o) = aw si @ € Hom(P, 1), u(av) = awu = 0, deci Imo C
kerw. Pe de alta parte, Yw € Hom(N, I), incat wu = 0, cum [ este injectiv
existd o € Hom(P, I) incat avu = wu gi cum u este monomorfism, w = aw,
deci w € keru C Imv. Asadar, ker v = Im 2.

Fie acum g € Hom(M, I). Avem ca u este monomorfism si I injectiv, deci
exista f : N—1 incat fu = g, adica u este epimorfism.
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,,<=" Consideram acum monomorfismul

f

0 M N
g
I
g € Hom(M, I).
Din girul exact
0 M—1 N
obtinem sirul exact de R-module
Hompg (N, I) Hompg (M, I) 0

adica fieste epimorfism, deci, pentru g € Hom(M, I), exista h € Hom(N, I)
incat f(h) = hf = g. Asadar, gl este injectiv. O

Teorema 3.10 Un R-modul I este injectiv daca si numai daca orice §ir
scurt de R-module

0 1 = M b N 0
este scindat.
Demonstratie. ,,—" Consideram sirul exact de mai sus. Sa aratam ca
este scindat.

Din u monomorfism rezulta ca exista w : M—1 morfism de module,
incat wu = 1y, adica sirul este scindat.

,,<—="Fie f : A— B un monomorfism de module si g : A—1 un mor-
fism de module. Avem diagrama

0 A— T . p
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Fie (I ® B, 01, 09) suma directa a modulelor I si B. o0y si 09 sunt injectiile
canonice.

Fie S = Im(a1g — 02f) = {(019 — 02f)(a) | a € A} = {(g(a), = f(a)) |
a € A} submodulul in I & B.

Consideram modulul factor 7" = I & B/S si morfismele de module
a: I—T, a(i) = (i,0)+ S si B : B—T, B(b) = (0,b) + S. Comple-
tam diagrama de mai sus astfel:

A ! B
\ X
g
I

[0}

T

Avem ag(a) = (g(a),0)+ S, iar (5f)(a) = (0, f(a))+.S. Are loc echivalenta:

(ag)(a) = (Bf)(a) = (g(a), —f(a)) € 5,

ceea ce este adevarat. Deci ag = (f.

Sa verificam acum ca « este monomorfism, adica este injectiva.

Daca (i) = a(?'), atunci (i —',0) € S, deci Ja € A incat (i —i',0) =
(g(a),—f(a)), de unde i —i' = g(a) si 0 = — f(a). Obtinem ca a € ker f =0,
deci g(a) = 0, de unde i =, adica « este injectiva.

Consideram acum sirul exact

0 I - T =~ T/Ima 0

Conform ipotezei, acest sir este scindat, deci 3y : T—I morfism, incat
vya = 17. Notam h = v3 : B—1 gi avem

hf=OB)f=~8f) =(ag) = (ya)g =119 =g,

adica modulul I este injectiv. O

Teorema 3.11 Pentru o familie {I;};c; de R-module avem ca I = H[j

jet
este R-modul injectiv daca si numai daca I; este R-modul injectiv, pentru
orice 1 € 1.
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Demonstratie. Teorema de mai sus reprezinta duala Teoremei 3.6 de la
module proiective gi se demonstreaza prin dualitate (intoarcerea sagetilor). [

Teorema 3.12 Fie modulul gQ). Urmatoarele afirmatit sunt echivalente:
1°. @ este injectiv.

2°. Pentru orice ideal I al lui R si pentru orice morfism g : [—Q) exista
morfismul g : R—Q incat g/I = g (criteriul lui Baer).

3°. Pentru orice ideal I al lui R si pentru orice morfism g : [—Q) exista
xo € Q incat g(i) =iz, Vi € I.

Demonstratie. 1° = 2°. Imediata. Avem diagrama

0 1 “ R

cu gu = g.

2° = 3°. Consideram ¢ : [—() morfism de module unde [/ este ideal
in R. Conform cu 2°, exista g : R—(@), incat gu = g. Notam g(1) = xo.
Avem ¢(i) = g(i) = ig(1) = iz, pentru orice i € I.

3° = 1°. Fie diagrama de module

0 A - B

u poate fi considerat incluziune.
Fie

F=A{(Ai,9:) | A< A, <B, g;: A;i—Q morfism cu g;/A = g}.
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Avem (A, g) € F, deci F # (). Definim pe F relatia de ordine

Multimea orddonata (F, <) este inductiv ordonata si atunci, conform lemei
lui Zorn, exista cel putin un element maximal (A, go) In F.

Aratam ca Ay = B. Presupunem prin absurd ca exista b € B — Ay si fie
I={ael]|abe Ay} ideal al lui R gi u: I—Q, u(a) = go(ab) pentru orice
acl.

Conform ipotezei, exista zg € @ incat wu(a) = axy, pentru orice a € I.

Consideram

v:Ay+ Rb—Q, v(x+ ab) = go(z) + axo.

Astfel, (Ag + Rb,v) € F si (Ao, g0) < (Ag + Rb,v), ceea ce contrazice maxi-
malitatea lui (Ao, go) in F.
Agadar, Ag = B, ceea ce inseamna ca modulul @) este injectiv. O

Exemple. Q, Q/Z sunt Z-module injective.

Definitia 3.7 Fie R un inel unitar si fie Ry multimea nondivizorilor lui zero
din R. Un R-modul @ se numeste divizibil daca Vr € @) si Va € Ry exista
y € () incat z = ay.

Teorema 3.13 Orice R-modul injectiv este divizibil.

Demonstratie. Fie Q un R-modul injectiv, fie v € Q, z # 0, si a € Ry. Fie
I = Ra si monomorfismul g : Ra—Q), g(ra) = rx, oricare ar fi r € R. Din
injectivitatea lui @ rezulta ca exista h : R—Q morfism incat h/Ra = g.
Notam h(l) =t € Q. Avem at = ah(l) = h(1-a) = g(a) = x, deci
x = at. Pentru x = 0 alegem ¢t = 0. Deci modulul @) este divizibil. U

Observatia 3.1 Daca R este un domeniu de integritate, atunci corpul de
fractii K al lui R este un R-modul divizibil.

Teorema 3.14 Fie R un domeniu cu ideale principale. Un R-modul () este
injectiv daca $1 numat daca este divizibil.
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Demonstratie. Conform teoremei anterioare, avem de demonstrat doar
implicatia.

,,<=" Fie g un R-modul divizibil. Fie I un ideal al lui R si g: [—Q
un morfism de module. Idealul I este principal, adica este de forma I = Ra,
acl.

Daca a = 0, atunci ¢ = 0 si atunci consideram g : R—Q), g = 0 care
satisface conditia g/I = g.

Consideram acum a # 0. Avem g(a) € @, iar @) este divizibil, deci
Jzg € Q, Incat g(a) = axg, de unde g(ra) = raxg, Vra € Ra.

Consideram diagrama

0 I =R, - R
/
/
/
g //Hé
/
¥
Q
Fie g : R—Q incat g(r) = rzo, Vr € R. Atunci g este un morfism si
g/1 = g, de unde obtinem ca @ este injectiv. U

Lema 3.1 Orice Z-modul se scufunda intr-un Z-modul injectiv.
Teorema 3.15 Orice R-modul se scufunda intr-un R-modul injectiv.

Demonstratie. Fie gkM un R-modul. Conform Lemei 3.1, exista un Z-
modul injectiv G si un monomorfism de Z-module, o : M—G.
Consideram functia

0. : Homz(R, M)—Homgz(R,G), o.(u) = ou.

Se verifica faptul ca o, este un monomorfism de R-module.

Pe de alta parte, functia « : M—Homgz (R, M), a(z)(a) = azx, Vo € M
si Va € R este un morfism injectiv de R-module.

Atunci o, : M—Homgz(R, G) este un monomorfism.

Pe de alta parte, Homy(R, G) este un modul injectiv. intr—adevér, daca

0— M, AN M, este sir exact de R-module, atunci sirul

Hom ( My, Homz (R, G)) s Homa(M,, Homz(R, G))—s0
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este exact. Apoi avem
Hompg(Ms;, Homyz(R, G)) ~ Homy (R ®g Ms, G) ~ Homy (M, G)
iar
Hompg (M, Homyz(R, G)) ~ Homy(R ®g M;,G) ~ Homy (M, G).
Sa remarcam ca sirul urmator este exact
Homy, (Ms, G) - Homg (M;, G)—s0

unde f*(u) = uf, deoarece G este Z-modul divizibil, deci injectiv. O



Capitolul 4

Produse tensoriale de module

4.1 Notiunea de produs tensorial de module
Fie Mg si gN module si G un grup abelian.

Definitia 4.1 Functia f : M x N—G se numeste Z-biliniara daca
VYm,my,mg € M, Vn,ny,ny € N, avem:

L f(my+my,n) = f(my,n) + f(ma,n).
2. f(m,ny +ny) = f(m,ny) + f(m,ny).

Definitia 4.2 O aplicatie Z-biliniara se numeste balansata, daca
3. f(mr,n) = f(m,rn), Vm € M, ¥Yn € N, Vr € R.

Definitia 4.3 Fie modulele My si gN. Se numeste produs tensorial al modu-
lelor M i N perechea (T, f), unde T este un grup abelian, iar f : M x N—T
este o aplicatie balansata care satisface conditia:

pentru orice grup abelian G §i pentru orice aplicatie balansata
g: M x N— G exista un unic Z-morfism h : T— G astfel incat hf = g.

M x N




56 Violeta Leoreanu-Fotea

Teorema 4.1 Pentru orice module Mr, rRN exista produsul lor tensorial st
este unic pana la izomorfism.

Demonstratie. Fristenta. Consideram produsul direct Mr Xz N. Notam
cu X (M, N) Z-modulul liber cu baza M x N.
Fie Y(M, N) submodulul lui X (M, N) generat de submultimea elementelor
de forma
(my 4+ mg,n) — (mq,n) — (mg,n) € M x N,
(mvnl +n2) - (mvnl) - (manﬂ) € M x N,
(mr,n) — (m,rn) € M x N,

pentru orice m, my,mg € M, n,ny,ne € N, r € R.
Notam M ®r N = X(M,N)/Y (M, N). Consideram sirul
M x N - X(M,N) 2+ X(M,N)/Y(M,N) =M ®g N si f = pu.

Functia f este balansata si o vom numi aplicatie canonica. Atunci (M, ®g N, f)
este produs tensorial pentru Mg si gIN.
Consideram diagrama

M x N “ -~ X(M,N) L~ M@ N 0
| //
| -
Ih1 ]ﬁ//
g | -
I Phd

lhy : X (M, N)—G, asa incat hyu = g.
Avem

Y (M, N) C Ker hy

deoarece h; duce orice generator al lui Y(M, N) in 0

Y(M,N)—“ > X(M,N)—2—~M @z N

h1 s
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Din universalitatea conucleului rezulta ca d!h asa incat hp = hy, unde hpu =
hiu = g, adica hf = g.

Unicitatea. Fie h' : M ®@p N—G, asa incat h'f = g, cu f = pu. Avem
(W'p)u = g. Din unicitatea lui hy obtinem h'p = hy si, cum hp = hy §i p este
surjectiv, rezulta h = h'.

Unicitatea produsului tensorial pana la izomorfism se obtine cu tehnica ” vana-
torii de diagrame”.
Fie (T, f) si (11, f1) produse tensoriale ale modulelor M gi N. Aratam
ca exista un unic izomorfism de grupuri abeliene h : T—T7, incat hf = f.
Avem diagrama

M x N

Aplicam definitia produsului tensorial si rezulta ca 3'h cu hf = fi.
Schimbam rolurile lui T" cu T} §i obtinem ca 3'hy : T1—T incat h, fi = f.

Consideram apoi diagrama

M x N ! T
7/
/
7/
7/
f 7 1p=hih
7/
}
T
Avem 17 = hyh si similar hhy = 11,. Asadar, h este un izomorfism. O

Proprietati. Fie

FiMxN — M@ypN=T
(m,n) — mQen

Au loc urmatoarele proprietati: Vm,mqy,mo € M, Vn,ny;,ny € N, Vr € R:
f(ml + m27n) = f(mlvn) + f(m27n)

deoarece f este balansata.
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Obtinem:

Pi: (mi+my)®@n=m; @n+msRn.

Similar,

Py: m® (n+ng) =me@n; +m® ny

Ps: (mr)@n=m®rn

pentru orice m, my, mo € M, orice n,ny,ny € N si orice r € R.

Mai mult, avem
P,: 09n=m®0=0
(deoarece f(0,n) = f(0,n)+ f(0,n), deci f(0,n) =0)
Py (-m)@n=m®(-n) = —(m&n)
Pe: (zm)@n=m® (2n) =z(m®@n), Yme M, Vn € N, Vz € Z.

Daca z este arbitrar din X (M, N), atunci

= Zzi(m’ n;)

Deci

K
||

k k
:Zzl ®’I’LZ):Z Zim ®TLZ Zmz(g)nu
i=1 =1

unde m; = z;m}. Asadar, orice element din M ® N este de forma

k
E m; @ n,;.
i=1

Deci, {m®n | m € M, n € N} este multime de generatori pentru M ®pg N.
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4.2 Produs tensorial de morfisme de module
Fie morfismul w : Mp— My, si v : RN—rN'. Notam cu

(u,v) : M x N — M ®@g N’
(m,n) — u(m)®@uv(n).

Din definitie rezulta ca (u,v) este balansata.
Consideram diagrama

M x N

M ®@p N
|
|
|
|
|
¥

(u®wv)f = (u,v), adica
(u®@v)(m®n)=ulm)uv(n).

u ® v se numeste produsul tensorial al morfismelor de module u si v.
Daca v’ : M"— M giv' : N"— N, atunci

(u @)W @) = (w') ® (vv)
si deci

(U@ 1N’)(1M ®1}) = (UlM) X (1N/U) =uR.

4.3 Produs tensorial dintre un bimodul
si un modul

Fie s Mg un S — R bimodul si g/N. Consideram produsul tensorial M ®r N.
Pentru s € S, definim

hs : M— M, hg(m) = sm.

hs este un endomorfism de grupuri abeliene. Mai mult, h, este un morfism
de R-module.
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Intr-adevar, hy(mr) = s(mr) = (sm)r = hy(m)r-
Consideram hy, @ 1y : M @ N—M Qr N

(hs @ 1n)(m ®@n) = hy(m) ®n = sm Q n.
Pentru grupul abelian M ®r N definim o inmultire cu scalari peste S astfel:
s(m®@n)=(hs® 1n)(mRn) =sm n.
Se verifica faptul ca M ®g N este S-modul stang.
1°. Asadar, pentru perechea (sMpg, gN) se definegte inmultirea externa
s(m®mn)=(sm)n
si obtinem o structura de S-modul stang pe M ®r N.
Similar, putem obtine urmatoarele rezultate:
2°. Pentru (Mg_g, rIN) se defineste
(m®n)s=(ms)@n

si obtinem o structura de S-modul drept pe M ®gz N.

Analog, in situatia in care N este bimodul.
3°. Pentru (Mg, s—rN) se defineste
s(m®mn) =m® (sn)
si obtinem o structura de S-modul stang pe M ®r N.
4°. Pentru (Mg, rNg) se definegte
(m®mn)s=m® (ns)
si obtinem o structura de S-modul drept pe M ®g N.

Exemplu. zRp este bimodul si daca Mp este modul drept, atunci consi-
derand (Mg, rRR) obtinem M ®pr R care este R-modul drept. Considerand
(rRRr, rRN), obtinem R ®pr N care este R-modul stang.
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Teorema 4.2 R®r N — N ca module stangi si M @p R — M ca module
drepte.

Demonstratie. Consideram diagrama

f

RRXRN R@RN
/

unde g(r,n) = r-n, g este balansata. Atunci 3'h: R®r N— N morfism de
grupuri abeliene, incat hf = g. Altfel scris, h(r ® n) = rn.
Sa aratam ca h este morfism de R-module stangi. Mai intai, Vz € RQgrN,
T este de forma
k k k
T = Z(T’Z ®n;) = Z(l ®mrin;) =1 ®Z7‘mi =1®n,
i=1 i=1 i=1
k
unde n = Zrznz Asadar, VZ € R®r N, avem T = 1 ® n. Avem
i=1
hz)=h(l®n)=1-n=n.
h este deja morfism de grupuri, sa mai verificam urmatoarea conditie

h(rz) = hlr(1®@n)] = h(r ® n) =rn = rh(z),

pentru orice r € R gi orice T € R®p N. In plus, h este un monomorfism.
Fiez =1®n € kerh. Avem h(1 ®n) =n =0, de unde 1 ® n = 0, deci
ker h = 0, adica h este monomorfism.
h este gi epimorfism. intr—adevér, Vne N,dl®n € R®Rg N, astfel incat
n = h(l®mn). Deci h este un izomorfism. O

4.4 Proprietatea de asociere a produselor
tensoriale
Fie modulele Mg, gNg, sP. Atunci M®pgN este S modul drept si consideram

(M®grN)®gP. Pe de alta parte, N®g P este un R-modul stang si consideram
M ®g (N ®g P).
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Observatii.
1. Are loc izomorfismul

M®rN)®sP ~ M®g(N®sP)
hM(men)®@p) = m®(np)

2. Daca R este un inel comutativ si gkMpg, g Ng sunt R-bimodule, atunci
exista un isomorfism canonic de R-module:

h:-M®rN — NQrM
h(m®n) = n®m

Teorema 4.3 Daca Mg si {rN;}icr este o familie de module stangi, atunci

ezrista HNi st este un R-modul stang si exista un izomorfism canonic de
iel

grupurt abeliene

h:M®RHNi;>H(M®RNi)

iel iel
Cu alte cuvinte, produsul tensorial comuta cu sumele directe.

Demonstratie. Fie o aplicatie

g Mx[[N - [[MeN)

el el

gm,{ni}ticr) = {Mm®n;}icr

g este balansata. Consideram diagrama

iel i€l

/
7/

s/
g =1
7/
7/

¥
[IM®N,;

il
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h este un morfism de grupuri abeliene. Avem
h(m @ {nitier) = {m @ n;}ier

Definim acum o aplicatie despre care vom arata ca este inversa lui h.
Consideram diagrama

M x N, ! M @ N,
p 7/
7/
v
7 !
glo // Elhzo
7/
ya
M @g [ N;
iel
unde i (m, nio) = mg {nz‘}z‘eb
ni,, pentrui = 1o,
unde n; = .
0, pentru ¢ # i,

gi, este balansata. hj este morfism de grupuri abeliene.

i (m @ ny,) = m @ {n;}ier

cu

. . Vip € I.
0, pentru ¢ # ig.

ni,, pentru i = 1g,
n; =
Consideram acum urmatoarea diagrama pentru suma directa:

h;
M ® Ny, - M®[IN;

63
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cu

W ({m@nitier) = Z(m ® {n}}jer)

(2

unde n = n; pentru j =i si n} = 0 pentru j # i.
h' este morfism de grupuri abeliene. Se verifica

h,h = 1M®HN2‘ §1
hh! = 1HieI(M®RNi)

deci h este un izomorfism. O

Analog, se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 4.4 Fie {M;}ic;r o familie de R-module drepte $i RN un modul
stang. Atunci exista izomorfismul canonic

HMi@)RN%H(Mi@N)

il iel
4.5 Conexiunea dintre produsul tensorial
si sirurile exacte scurte
Teorema 4.5 Fie sirul exact de module drepte
My, - Mp -5 Mp—0
st fie RN un modul stang. Atunci sirul indus

v@1 N qR1 N

M @r N M ®r N M"®@pr N 0

este un sir exact de grupuri abeliene.

Notam v ® 1y = v, si ¢ ® Iy = ¢4 si le numim morfisme induse de v,
respectiv de q.

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca

M" @r N — Cokerv, = (M ®@g N)/Im(v ® 1y)
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adica are loc diagrama

M @r N o M ®r N b Coker v,

M// ®R N

Avem:
PeUx = 0 51 qvs = 0,

deoarece q.v, = (@ 1Iy)(v® 1y) = (qv) @ 1y =0® 1y = 0.
Din universalitatea conucleului, rezulta ca 3!'A" : Coker v,—M" ®pr N.
h' morfism de grupuri abeliene, incat h'p, = q..
Sa determinam acum o inversa pentru h’. Consideram diagrama:

M" x N f M'"®r N
g - I
g -
Cokerv, = (M @ N)/Im v,
unde g(m”,n) = m ®n aga incat m” = q(m).
Definitia este bund. Intr-adevir, m” = g(my) implicd q(m — my) = 0,

deci m —my € ker ¢ = Imw, adica Im’ € M’, incat m —m; = v(m’). Atunci
mn—mi;n=m-—mp)@n=v(m)@n = (vRly)(m' n) =v.(m @n),
de unde m@n —my ®n € Imv,. In plus, g este balansata.

Asadar, 3h : M" @ N—Coker v,, h morfism de grupuri abeliene, unde

h(m” ®@n) =m®&n cu m” = q(n).
Morfismele h si A’ sunt inverse una alteia. Deci
M" ®@r N — Coker v, O

Observatia 4.1 Chiar daca v ar fi mono, morfismul indus v, nu este neaparat
mono.
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Exemple. Fie sirul

0—7Z 5 7 25 Zy—0
u(m) = 2m

Imu =27 = ker p

Avem Zo = 7,/27 = 7Z/Im u. Consideram sgirul de produse tensoriale peste Z
cu Zo:
Z@ZZQ LZ@ZZQ &ZQ@ZQHO

S& observam ca wu, nu este mono.
U (men) = (uR1z,)(MRA) = u(m)@1z,(7) = 2mRn = m®2n = mK0 = 0.

Asadar, ker u, = Z X Zy ~ Zsy # 0, adica u, nu este mono.

4.6 Morfisme plate

Definitia 4.4 Un modul zN se numeste modul plat (sau R-plat) la stanga
daca, pentru orice monomorfism de module drepte v : Mj— Mg, morfismul
indus v, : M’ @ N—M ®pr N este mono.

Teorema 4.6 Dacd R este un inel, atunci R este R-plat (la stinga i la
dreapta).

Demonstratie. Intr-adevar, fie monomorfismul v : Mp— Mg si morfismul
indus v ® 1 : M' ®p R—M ®pr R este mono. Intr-adevar, consideram
urmatoarea diagrama comutativa:

v®1 R

M ®r R M ®r R
R h
M’ k M

h(v® 1g) = vh/, unde h si i/ sunt izo.

Din v mono §i A’ izo rezulta cd v ® 1x este mono.
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Teorema 4.7 Orice modul liber rL este R-plat.

Demonstratie. Intr-adevar, verificam ca, daca v : M'— M este mono,
atunci morfismul indus

’U®1LZM/®RL—>M®RL

este mono.
Fie X baza modulului liber L.
Rezulta ca L ~ R,, unde R, = R, Vx € X.
Consideram urmatoarea diagrama comutativa:

M' ®r L M ®p L
MI ®R H Ra: M®R ]_[ R.Z’
zeX rzeX
H (M, ®r Rw) H (M® Rm)
rzeX zeX

I1 M, - I1 M,

zeX rzeX

unde M, = M' si M, = M. Mentionam ca toate morfismele care apar pe
coloane sunt izomorfisme. Avem

h(v®@ 1) =v I,
unde » B
WMo L—[[M, s h:MorLl— [] M
rzeX reX

sunt compunerea izomorfismelor din diagrama de mai sus.
v h' este monomorfism, deci v ® 1;, este mono. Il
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Teorema 4.8 Fie urmatorul sir scindat de module drepte:

O—>M,§%:MR I My, 0

cu p: Mp— My, incat pv = 1y st fie RINun R-modul stang. Atunci urma-
torul sir indus este exact:

v®1
00— M OpNe—=Moz N YN 0y N—=0
pPRIN

Demonstratie. Avem ca Imv = ker ¢ ~ M’ este sumand direct in M, deci
exista un morfism p : M— M’ asga incat pv = 1,y (din faptul ca sirul dat
este scindat). Rezulta ca

p®1N2M®RN—>M,®RN
PRIN)(v@1y) =pr @1y = 1y @ 1y = Lypen

care este un monomorfism, deci v ® 1y este un monomorfism. Il
Teorema 4.9 Orice modul proiectiv este plat.

Demonstratie. Fiind proiectiv, modulul zpP este sumand direct al unui
modul liber, deci exista L modul liber aga incat L = P ® Q si fie u : P— 1L
monomorfismul corespunzator.

Similar ca in teorema anterioara obtinem ca 1, ®u este un monomorfism.

Sa verificam acum ca, daca v : Mp—> Mg este un monomorfism, atunci
v®1p: M @pr P—M ®p P este un monomorfism.

Consideram urmatoarea diagrama comutativa:

v®1p

M @g P M ®g P
1, ®u 1y ®u
M @pL—"" Mgl

Din (v@ 1)1y @u) = (1yy @u)(v@1p) si faptul ca v ® 1y si 1y @ u sunt
mono, rezulta ca v ® 1p este mono, adica P este un modul plat. Il



Capitolul 5

Module de fractii si inele
de fractii

5.1 Notiunea de modul de fractii (caturi)

Fie R un inel comutativ si g M un modul.

Definitia 5.1 S C R, S # (), se numeste sistem multiplicativ inchis (pres-
curtat s.m.1.) daca Vs,s € S avem ss’ € S.

Exemple

1. Fie a € R, a nenilpotent i S = {a™ € R | n € N*}. Avem a" # 0,
Vn € N*. Atunci S este un s.m.1.

2. S poate fi ales ca multimea tuturor nedivizorilor lui zero din R.
3. S poate fi multimea tuturor elementelor inversabile din R.

4. Daca P este un ideal prim in R, putem considera Sp = R — P, care
este un s.m.1.

Observatia 5.1 S ar putea contine si divizori ai lui zero, dar in cazul in
care x € S, x # 0, x este divizor al lui zero i y € R, y # 0, incat xy = 0,
avem y ¢ S.

69
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Exemplu. Fie inelul Zs si fie P = <Z§> = {0,3,6,9} idealul generat de 3.
Atunci

AAAAAA

contine divizori ai lui zero (pe 2,4, 8, 1A0), dar 0 ¢ Zy, — P.

In cele ce urmeaza, vom presupune ca 0 ¢ S.
Definim pe M x S urmatoarea relatie binara:

(z,8) ~ (y,t) <= Fu € S, al u(tex —sy) =0.

Relatia ,,~" este o relatie de echivalenta pe M x S. Notam clasa de echivalenta

x
a elementului (x,s) cu —. Multimea factor este multimea claselor:
s
1 T
S M:{—|xeM, SES}.
s

Definim pe S~'M :

T tr + s
77+” - + g - y
S t st
T rT x
7’.R” r-— = — V—,g GS_IM §1 Vr € R.
S S st

Definitiile de mai sus nu depind de reprezentanti.

x x! y /

intr—adevér, daca — = — gi = = y—, atunci Ju,v € S, incat
s st

u(s'x —s2') =0 si v(t'y —ty') =0.
inmulgim egalitatile cu t'tv, respectiv cu s'su, si rezulta:

wols't' (tx + sy) — st(t'z" + s'y")] = 0.
Notam w = uv € S. Am obtinut ca

t's' + 5"y tw+ sy
s't st

sau, echivalent,
/ /
T Y
oy
S t

w |8

+

<
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/ /
xS . s . A
Pentru ,,-”, aratam ca, daca — = —, atunci r — = r —, adicd Jw € S, incat
s s s S
w(s're — sra’) = 0. Consideram w = u si obtinem cerinta.
In plus, (S7'M, +) este grup abelian. Elementul neutru este %, pentru

x —x
care Jv € S, aga incat vy = 0. Opusul lui — este —. Obtinem ca
s s

Teorema 5.1 (S™'M,+,-) este un R-modul.

Observatia 5.2 Daca 0 € S, atunci V(z, s), (y,t), putem considera u = 0 si
atunci (z,s) ~ (y,t), caz in care multimea factor va avea un singur element
si anume clasa lui 0.

Caz particular

Pentru gk M = rR, avem ci R-modulul S~!R este, de fapt, un inel. inmul@irea
a b ab

Pt depinde de reprezentanti. Mai mult, (S7!R, ) este un monoid
s s
s
comutativ cu elementul neutru 1 = = € S™'R.
S
Se verifica si celelalte conditii din definitia inelului si (S™'R, +,-) este un
inel comutativ cu 1, numit inelul fractiilor lui R relativ la S.
Consideram functia

0: R—ST'R, ¢(a) = a—j, pentru s € S.

as at

Se verifica faptul ca definitia este buna; adica daca — = e Vs, t € S. Au
s

loc urmatoarele proprietati:

e ¢ este un morfism unitar de inele
e (s) este inversabil in S™'R pentru orice s € S
e ker f={a€e R|JveSs, al va=0}

© = (pg se numeste morfism canonic.

N st t
Intr-adevar, ¢(s) = n este inversabil in S™'R cu inversul —.

kergp:{aeR|@(a):0}:{a€R|?:O}
={aeR|Juels, al uas=0}={a€ R|Jv(=us), al va=0}.
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Caz particular in modulul pR.

Consideram S format doar din nedivizori ai lui zero. Relatia de echivalenta
se reduce la
(a,s) ~ (b,t) <= ta = sb.

Atunci ker ¢ = 0, adica ¢ este morfism injectiv. Cu alte cuvinte, R se poate
scufunda in ST'R, adica R poate fi vizut ca un subinel in S7!R.

Daci S este mulfimea tuturor nedivizorilor lui zero, atunci S~ R 22 Q(R)
se numeste inelul total de fractii al lui R.

In cazul in care R este un domeniu de integritate gi daca S = R*, atunci
SR 2L K(R) este corpul fractiilor domeniului de integritate R.

Pentru R = 7Z, avem K(Z) = Q.

. . oa _
Proprietate. Pentru orice — € S™'R, avem
s

S =)™

" a Cat
Intr-adevar, dacid — € S™'R, atunci — =

g, Vt € S. Avem
S st S
a as as 1 1 -1
L PR E e
deoarece 1 " t
—_ = — = -1 = S_
;=5 = [P unde () = T

5.2 Proprietatea de universalitate a inelelor
de fractii

Consideram inelul comutativ R, s.m.i. S, inelul cat S~ R.

Teorema 5.2 Fie R un inel comutativ cu 1 # 0 gi fien : R— R/, asa incat
n(s) este inversabil in R'. Atunci 3'7: ST'R— R’ a.i. p = n, unde

R L SR

e
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Demonstratie. Definim

7(%) = n(@n(s)

S

Sa aratam ca 7] este morfism unitar de inele.

_f(a b _[at+bs

o) o)

n(at + bs)[n(st)] ™

[n(a)n(t) +n(b)n(s)] - n(s)] = - [n(®)]

Mai mult, np = n si 77 este unic cu proprietatea de mai sus. Intr-adevir,

as

(Mp)(a) =7 ( ) = n(as) - [n(s)] ™" = n(a), Ya € R.

B
Presupunem ci 77 : ST!R— R’ asa Incat
—

ne=m.

Avem
a

7 () =7 (@@lps)] ™) = 7 (e(@) - [7 ()]
= (M) (@) e(s)] ™" = nla)n(s)]™
a a
=7(-), V-€S 'R
" (s) T <
Deci, pentru un sistem multiplicativ inchis S dat, inelul de fractii este unic
pana la un izomorfism de inele. Il
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5.3 Proprietati ale modulului de fractii

Fie R un inel comutativ gi S un sistem multiplicativ inchis. Fie M un R-
modul. Definim in M ®g S™'R urmétoarea inmultire cu scalari:

( b) b ab
alz@ - =ar®@-=2Q —.

s s s
Teorema 5.3 FEzxista un izomorfism canonic de R-module

g:ST'M—M ®i ST'R.

Demonstratie. Definim

g este bine definit.

/

s Y Y . aAa
Intr-adevar, daca — = —, atunci Ju € S incat u(s'z — s2’) = 0. Avem
s s

Se verifica, de asemenea, ca g este un morfism de R-module si este bijectiv.

Avem
x y) tr + sy 1
212 = = (¢ B
g<5+t g< st ) (x—l—sy)@s't
1 1 1 1
=R —=—4+sYR — =R -4+yQ —
st st S t
:g<§)+g(g>,vf,g68’lM
S t s’ t
si

1(o(9)) =o(F) = =a(ve) =u(})

Va € R si v% € S~IM.
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Construim inversa lui g. Consideram urmatoarea diagrama:

M x 57'R ! M &g SR
P Ve
7/
U L
7/
»
S—tM
f este aplicatie canonica
a ax
n (xv _> =
5 5
Buna definire a lui #:
a b . o _ar bx
Pl Jve S, al v(ta—sb) =0= v(taxr—sbx) = 0 adica — = -
s s
Definim
_ a ax
7] <$ ® —> = —.
s s

7 este morfism de grupuri abeliene.
Sa aratam ca 7 este morfism de module.

(e02)] =n(062) = (0 %) <202 i (o),

Vb e R, Ve M, v% c S 'R.

Avem
Ng=lg-1yr §1 97 = lygrs-1r

(M9) (g) Zﬁ(g@)) Zﬁ(x@)%) zg

0 (+62) =0 (a(r0 ) =5 () =oro L =e0?

Intr-adevar,

si

Asadar, S™'M ~ M ®r S7'R. O
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Teorema 5.4 SR este modul R-plat.

Demonstratie. Fie v : M'— M un monomorfism de R-module. Aratam
ca morfismul indus

V@ lg-1ip: M @p ST'R—M @5 SR

este un monomorfism.
Consideram urmatoarea diagrama:

v®lg-1p

M Qg SR M ®pg SR

gt 97!

S=TM’ v S=1M
!/ /

unde v (i) = v )

s’ S

/ /

Verificam acum buna definire a lui v. Fie — = =. Rezulta ca Ju € S,

s
al. u(te’ —sy') =0, de unde v(u(tz’ —sy')) = 0, adica u(v(tz’) —v(sy’)) = 0,
v(@) _ oY)

deci u(tv(z’) — sv(y’)) = 0, adica ot
s

o o,y o . _ (X o
Sa aratam acum ca v este monomorfism. Fie ¥ <—) = 0. Rezulta
S
v(a')

S

/

=0, adica Ju € 9, ail. uv(z’) =0, de unde v(uz’) = 0 gi, cum v este
xl
mono, obtinem uz’ = 0, de unde — = 0.

s
Diagrama de mai sus este comutativa, adica

g (v ® 1g-15) = v(g))

deoarece

g v ®1g-1R) (:B’ ® %) =g ! <v(x’) ® —

Pe de alta parte,

e ay _ _(ax"\ _v(az') a o
(U(g) )(a:@;)-v(s>— . ,Va:EM,VSES R,

deci diagrama este comutativa.
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-1

Cum o este mono si (¢')~! izomorfism, rezulta cd v(g’)~! este mono-
morfism, de unde v ® 1g-1 este un monomorfism.
Asadar, ST!R este R-plat. O

5.4 Transferul idealelor

Consideram R un inel comutativ cu 1 # 0, S un sistem multiplicativ inchis
as

al sau, S™' R inelul fractiilor si ¢ : R—S~! R morfismul canonic ¢(a) = —.
s

Fie A un ideal al lui R. Atunci S™'A este idealul generat de ¢(A) in
SR, notat (p(A)).

S~1A se numeste extensia lui A.

Pe de alta parte, daca A’ este ideal iIn S™'R, ¢ ~!(A’) imaginea inversa a
lui A" este

ANR={acR|ypla)e A}

si se numeste contractia lui A’.

Teorema 5.5 Au loc urmatoarele proprietati:
1) S*lA:{geS‘lRMGA, ses}.
S
2) ST'TA#A SR+ AnS =10.
3) STHA' N R) = A’ (extensia contractiei lui A’ este A').

4) (STTA)NR = Ag unde As ={a € R|3s € S a.i. as € A} (contractia
extensiei lui A este un ideal ce contine idealul A).

5) Emista o corespondentad bijectiva ¢ : Pr—Ps-1r cu pastrarea ordinii
date de incluziune, unde

Pr = {Pideal primin R|P#0 si PNS =0}
Ps-1zg = {P ideal in ST'R|P # 0}.

Demonstratie. 1) Notam

Z:{geS‘lRMGA, ses}.
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Verificam cd A € S~1A. Avem
a 1 as 1

s s s s A)) =S 'Aideal in ST'R.
s s s 590<a)6(80( ))=S""Aidealin ST'R

Tnvers, (p(A4)) = S71A C A. Intr-adevir, fie & € (o(A)). Rezulti ¢i Z are
forma

_ a;
T = — p(a)) cua; € A.
S;
=1
Avem
n / / n "
N Z a; a;s; a;a;S; a;
xr = —_ g 3 g —’
i—1 51 S i1 S i=1

unde af = a;als; € A si s;8; = t; € S. Obtinem

7 — CL_lll 1 a_’z/ NI a_;; _ allltg...tn + a’2’t1t3...tn + -+ a’étltg...tn_l c Z
tl t2 tn tltgtn

2) ,,—" Presupunem ANS # (), deci exista a € A, a € S.
Elementul < e S™'A deunde 1 € S7'A, deci S7'A = S~'R.
a

s
,,<=" Presupunem ci S~ 'A = S'R, deunde 1 = = € S7'A, deci exista
s

s a
a € A, te S, incat - = T Rezulta ca Jv € S incat wv(st — sa) = 0.
s
Obtinem
vsa =vst € ANS,

ceea ce este fals! Deci S™1A # SIR.

3) ,,C” Fie e S™HA'NR), unde a € A’ N R, deci p(a) = % ¢ A, Avem
s

s
1
T2 2 c A deunde 2 € A'. Deci ST (A'NR) C A
5 s s s
Invers, daca % e A’ atunci a € A'N R, adica p(a) € A'.

as 82

Avem 2 =2 . % ¢ A', de unde p(a) € A, deci a € A’ N R, de unde
s s s

geg%AmRy&mmm4cS%AmRy

V)

4) (STTA)N R = Ag, unde
As={aec R|3se€ S, as € A}.
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/
,C” Fiea € (STPA)N R, adica p(a) € ST'A, deci p(a) = a_/ cua € A, adica
s

as d

= —.Rezultaca 3t € S, a.i. t(ass’'—sa’) = 0, de unde a(ss't) = a'st € A.
s s
Rezulta ca a € Ag.
,0” Fiea € Ag, adicd 3s € S, a.i. as € A. Sd ardtam ca p(a) € S~ A, adica
!/

as a’

a as
¢(a) = —,cua € A Deci — = —. Cum as € A, rezultd ca — € ST1A,
s s s s
adicd p(a) € STLA.

5) Definim aplicatia ¢ : Pp—Pg-15, (P) = S™1P.
Din PN S =0 rezultd S~'P # S7'R. Din P # 0 rezultd S™'P # 0.

b b !
Fie g,; € SR, al. e, " € S7'P. Rezulta ca Ela—/ cuad € P,seSs,
s s

s
ab d
aga incat — = —. Rezulta ca Jv € S, ai. wv(s'ab — sta’) = 0, de unde

s s
(vs')(ab) = (vst)a’ € P. Deci (vs')(ab) € P i, cum P este prim si PN.S = 0,
rezulta ca ab € P, de unde a € P sau b € P. Rezulta ca 4 € S7'P sau
s
b
7 € S7'P. Deci S~'P este ideal prim al lui S™'R.
Considerim ¢/ : Ps—1 z—Pg, ¢/(P) = PN R 22 P. S atitdm ci

PNnS=1(
ST PNR)=P+#S 'R din 3.

Deci (PN R)N S = () conform cu 2).

S presupunem ci P = R, de unde 1 € P, deci (1) € P, adici Z e P,
de unde P = S7!R, ceea ce este fals! Deci P # R.

Mai mult, P este ideal prim.

Fie ab € P, adica ¢(ab) € P, de unde p(a)p(b) € P care ne conduce la
(a) € P sau ¢(b) € P, adica a € P sau b € P.

S& mai ardtdm cd ¢ = 1p,, si ' = 1p,_, sl ca ¢ pastreazd ordinea.

Avem

(W) (P) = ¢ (P(P)) =y (ST'P) = (ST'P)N R = Ps,
cu PePrsi PNS =0.
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Avem P C Ps. Pe de alta parte, din a € Pg rezulta ca ds € S, a.l. as € P.
Cum PN S = 0, rezultd ca s ¢ P, deci a € P. Obtinem ca ¢y = lp,.
Totodata,

(W' )(P)=4v(PNR)=S"(PNR) =P,

conform cu 3).

Fie acum P, C P, ideale din Pgr. Fie 4 € S7'P,, de unde a € P, C P,
s

deci & € §71P,. O
S

5.5 Localizatul lui R relativ la P

Fie R un inel comutativ si P un ideal prim al lui R. Consideram sistemul

multiplicativ inchis Sp = R — P. Notam S;lR 2% Rp. Fie A un ideal al lui
R. Notam Sp'A = ARp.

Teorema 5.6 PRp este unicul ideal mazrimal al lui Rp.

Demonstratie. Fie P’ un ideal prim al lui Rp. Conform teoremei prece-
dente, existd un ideal prim P, al lui R incat P, N Sp = 0 si PLRp = P'.
Avem deci P, C P si, datorita pastrarii ordinii, obtinem

PlRp:P/ C PRp,

adica PRp include orice ideal prim. O

Puteam obtine acelasi rezultat folosind teorema urmatoare.

Teorema 5.7 Fie R un inel comutativ cu 1 # 0. Urmatoarele conditii sunt
echivalente:

1. R admate un unic ideal maximal;
2. Multimea A = {a € R | a neinversabil in R} este ideal in R.

3. Daca a,b sunt elemente neinversabile, atunci a + b este element ne-
inversabil.

4. Daca a+b este inversabil, atunci a este inversabil sau b este inversabil.
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Demonstratie. 1 = 2 Fie M unicul ideal maximal al lui R.
M contine doar elemente neinversabile, deci M C A. Fie acum a € A.
Deoarece a este neinversabil, rezulta ca exista un ideal maximal M care

contine pe a. Pe de alta parte, M este unicul ideal maximal, deci a € M.
Rezulta ca M = A.

2 = 1 Din lema lui Krull exista in R un ideal maximal M. Avem M C A
si, conform conditiei de maximalitate, rezulta M = A, deci A este unicul
ideal maximal al lui R.

2 = 3 (A, +) este subgrup al lui (R, +).

3=21In raport cu adunarea, (A, +) este parte stabila. Sa verificam acum
ca daca b € R si a este neinversbil, atunci ba este neinversabil. intr—adevér,
daca presupunem ca ba este inversabil, atunci exista u € R, incat (ub)a = 1,
adica a este inversabil, fals! Deci ba nu este inversabil in R.

3 <= 4 Imediata. O

Definitia 5.2 Un inel care verifica una dintre conditiile echivalente din teo-
rema precedenta se numeste inel local.

Teorema 5.8 Daca R este un domeniu de integritate si A, B sunt ideale in
R, atunci
A=B<+= ARp = BRp

pentru orice P ideal maximal in R.

Demonstratie.
Metoda 1.

Aratam ca
ﬂ ARp = A

P ideal maximal

. a . .
,,C": Fie — € ARp, unde P este ideal maximal oarecare. Avem s € R — P,
s

pentru orice ideal maximal P, deci s este inversabil. intr—adevér, daca s ar
fi neinversabil, atunci ar exista un ideal maximal M, incat s € M, ceea ce
este fals.

a

Avem—:g-s_leA-R:A.
S 1
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.01 R este domeniu de integritate, deci g, este injectiv. Pentru orice ideal
a
maximal P avem A < ARp (p(a) = 1€ ARp), deci

AC ﬂ ARp.

P maximal

Sa remarcam ca 1 € Sp pentru ca altfel 1 € P implica P = R. Asadar,

N ARp = A,

P ideal maximal

de unde rezulta cerinta. O

Metoda 2.
Avem ca ARp = BRp, pentru orice ideal P maximal. Sa verificam ca A C B.

b

Fie a € A. Avem % € ARp = BRp, deci % = —P, unde b, € B, iar
Sp

sp € R— P = Sp, pentru orice ideal P maximal. Deci asp = bp € B, pentru

orice ideal P maximal.
Fie C' idealul generat de multimea

{sp € Sp | P ideal maximal}

Aratam ca C' = R. Presupunem prin reducere la absurd ca C' £ R. Conform
lemei lui Krull, exista un ideal maximal Fy, aga incat C' C Fy. Din definitia
lui C, sp, € C C By, dar sp, € R — B, fals! Deci C' = R. In particular,
1 € C, deci exista idealele maximale P, ..., Py, incat 1 = x15p, +- -+ xi5p,,
cus; € R, i=1k,de unde

a = x1asp, + -+ + Trasp,.

Dar asp, € B, Vi = 1,k, deci a € B, adici A C B. Similar se arati ca
B C A. Rezulta A = B. 0

5.6 Proprietati ale inelului de fractii

Teorema 5.9 Fie R un inel comutativ cu 1 # 0, S un sistem multiplicativ
inchis in R, n : R— R’ un morfism unitar de inele. Dacan are urmatoarele
proprietati:
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L. n(s) este inversabil in R', Vs € S.
2. kern = ker pg.
3. Vo€ R, Ja e R, 3s€ S, a.i. a=nla)n(s)]™,

atunci existd un izomorfism 7 : ST R— R,
Demonstratie. Consideram diagrama de la universalitatea inelelor de caturi:

R s SR

7 morfism, incat npg = n. Avem

a

7(%) = nl@)nis) ™

S

Sa mai aratam ca 7 este o aplicatie bijectiva. Penru injectivitate, verificam
ca kern = 0. Avem

7(2) =0 n@)n(s)™ =0 <= n(a) = 0.

adica a € kern = ker pg, de unde exista v € 5, asa incat av = 0, deci % =0.
Obtinem ker7 = 0, adica 7 este injectiva. 7 este si surjectiva. Intr-adevir,
pentru orice « € R, Ja € R, 3s € S, incat a = n(a)[n(b)]™ = ﬁ(g).
Asgadar, 77 este un izomorfism. i

Corolarul 5.1 Daca R este un inel comutativ cu 1 # 0, tar S, T sunt sis-
teme multiplicative, incat S C T, atunci

[os(T) 'ST'R~T'R.
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Demonstratie. Consideram diagrama

R ®s §_1R

t
or(s) = 87 este inversabil in T™'R (din S C T). Avem

1 () Eer@ler(s) ™

S

In teorema anterioard, consideram S~'R in locul lui R, T-'R in locul lui
R, si ps(T) in locul lui S.
©s(T) este sistem multiplicativ inchis in S~ R, deoarece

ps(t1)es(tz) = ps(tita).
Sa verificam acum urmatoarele afirmatii:
1°. n(ps(t)) este inversabild in T—'R.

2°. kern = ker o4 (7).

3°. Va € T7'R, 3% € SR, Jps(t) in pg(T) astfel incat
s

o= (%) nlest) ™"

S

1 pfos@) = 1 (%) = ert)lor()] = erer(s)er(s) ! = erl0

care este inversabil in T ! R.

2°.,,C" Fie Y e SR eu n (2) = 0. Rezulta ca pr(a)(er(s))~! =0, adica
s s
or(a) =0, de unde a € ker pp. Asgadar, 3t € T, incat at = 0.

Pe de alta parte,

a - . aw
kel"gO@S(T) = {g e S7'R | Jw € Ys(T), a.l. ? = 0} .
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N ts i . a a ts
w € Yg(ry implica w = —, pentru anumiti s € Ssit € T. Avem —w = —- —
s s s s
a a
si, cum ts € T, rezulta c& — = 0in T~ 1S. Deci at = 0 implica — = 0, adica
S s

kern C ker ¢ ¢ (7).

,,D” Este imediata.

a
3°.Fieacuma€T_1R,a:¥CutET. Avem

Y = er@ler®l™ = s @) 0]
= () [ ()] = () beeston .

A a as
In loc de — din proprietatea 3°, consideram — € S™'R.
S

s
Conform teoremei anterioare, rezulta ca exista un izomorfism
[os(T)] 'ST'R~T'R. O

Teorema 5.10 Fie R un inel comutativ cu 1l # 0 i .S un sistem multiplicativ
inchis in R. Fie A ideal al lui R, a.i ANS =0 gi fie p: R — R/A proiectia

canonica. Urmatoarele afirmatii au loc:
1°. p(S) este s.m.i. in R/A.

2°. Emistd un izomorfism canonic [p(S)|*R/A — ST'R/S'A.

Demonstratie. Notam p’' : ST'R—S~1R/S™1 A proiectia canonici si con-
sideram diagrama

R £s SR
p p’
R/A M SIR/STIA

Jn morfism unitar care face diagrama comutativa, adica

np =p'es.



86 Violeta Leoreanu-Fotea

Definim 7 astfel
n(a+ A) = ps(a) + ST'A.

71 este bine definit.
a+A=d+A=a—-d € A= pg(a—d) € ps(A) CS'A

Aceasta Inseamna ca

(a —d)

ps(a—a') = ® e S7LA,
s

de unde pg(a) + S7'A = pg(a’) + St A. Mai mult, 7 este morfism.
Verificam acum ca 7 satisface urmatoarele conditii:

1°. n(s+ A) este inversabil in ST'R/S1A, Vs € S.
2°. kern = ker @p(s).
3°. Ya e ST'R/STTA, Ja+ A € R/A si p(s) € p(S), incat

a=n(a+A)n(s+ A

1°. n(s+ A) = ps(a) + ST'A. Aici pg(s) este inversabil in SR, deci exista
[ps(s)] L+ S71A € STIR/S7TA ad. (ps(s) + S7L1A)([ps(s)] ™t + S7LA) =
lg-1ig + S7'A = 1g-1p/5-14. Deci n(s + A) este inversabil in S™'R/S™'A4,
Vs e S.

2°.,,C" Fie a+A € kern, adici n(a+A) = 0, de unde ¢g(a)+S™1A = 0, adica
ps(a) € ST1A sau %% ¢ S71A. Pe de alti parte, ker p,(S) ={a+A € R/A |

s

Jp(s) € p(S) ai (a+ A)p(s) = A = Ogrya}. Deci (a + A)(s + A) = a,
adici as € A. Rezultii ci = € S7'A, deci existi o’ € A, existi ¢ €

/!
A as a -y A Ay
Incat — = —. Asadar, exista v € S5, Incat wv(ast — sa’) = 0 sau inca

s
a(vst) = d'vs, cu vst € S, a'vs € A. Deci Just € S incat a(vst) € A, adica
a+ A C ker ppg).

,,D" Este imediata.

3. Fie a = — + 5S4 € ST'R/ST'A. Avem g ws(a)ps(s)]™, deci
s s

a = gs(a)es(s) ™t + STTA = (ps(a) + STTA)([ps(s)] T + STTA) =
n(a+ A)n(s + A)|~". O



Capitolul 6
Exercitii

1. Fie f :p M—rM un morfism de module, asa incat f?> = f. Atunci
M =ker f & Im f.

Solutie. Pentru orice z € M avem z = z — f(z)+ f(z). Avem ca z — f(z) €
ker f. Daca u € ker f N Im f, atunci f(u) = 0 ¢i w = f(a), pentru a € M.
Obtinem f(a) =0, deci u = 0. Obtinem M = ker f & Im f.

2. Fie M = M, ® M,. Atunci existd morfismul f : M—M, incdat f* = f
st My =ker f, My =1Im f.

Solutie. Pentru orice x € M, avem scrierea unica x = x1 + o9 cu x1 € My,
x9 € My. Consideram f(x) = x9. f satisface conditiile din enunt,.

3. Aratati ca Homg(R, M) ~ M.
Solutie. Avem Hompg(R, M) ={f: R— M | f morfism de module}.
(f +9)(r) = f(r) +9(r).

Consideram
¢ : Hom(R, M)— M

p(f) =f1)eM

@ este surjectiva: Vo € M consideram
f:R—M, f(r)=rzx.

f este morfism de module si p(f) = z.

87
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¢ este injectivil. Intr-adevir, daci o(f) = o(g), adici f(1) = g(1), atunci
flr)=rf(1)=rg(1) =g(r).

Deci ¢ este izomorfism.
Exemplu: HomzZ,7Z,,) ~ Z,.

4. Aratati ca Homy(Z,,Z) = 0.

Solutie. Fie f : Z,—Z, f(0) =0, f(k) = f(k-1) = kf(1). Avem f(0) =
f(a) =0si f(2) = nf(l). Rezultd ci nf(1) = 0in Z, deci f(1) = 0, adica
f=0.

5. Fie (m,n) =1, m,n > 2. Atunci Ly, n, == Ly, X Ly,.

Solutie. Consideram
f i lpm—ly X Lo,
f(@) = (z,7)
Se verifica faptul ca f este izomorfism.
Observatia 6.1 Daca n = p]'p5®...pp", atunci
Ly ~ chln X Zp;vz X o X Zp:k.

6. Homy(Zy,, Z,,) = Zq cu d = (m,n).

Solutie. Fie A = {4 € Z,, | ma = 0}, ma = 0 <= n|ma. Avem m = dm,
n = dny cu (my,ny) = 1. Din n|ma obtinem n;|ma, deci a € (ny) = <%>

A

n

Rezulta ca A = (3) ~ Z.4. Definim

¢ : Homy(Zy,, 2,)—Zg = A, o(f) = f(D

Avem A A A
mf(1) = f(m) = f(0) =0,
deci f(1) € A ~ Z;. Mai mult, ¢ este izomorfism.

7. Fie gM un R-modul. Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
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1°. M =0.

2°. |Hompg(M, N)| = 1, pentru orice modul gN.

3°. |Homg(M, N)| = 1, oricare ar fi modulul gN.
Solutie. 1° = 2° Fie f € Homg(0, N). Avem f(0) = 0, adica f = 0.
Rezulta ca Hompg(0, N) = {0}, deci |[Hompg(0, N)| = 1.

2° = 1° Pentru N = M avem morfismele 0 si 1), din Homg(M, N).
Conform ipotezei, rezulta ca 1y = 0, deci x = 1y(z) = 0, Vo € M, adica
M = 0.

1° = 3° Similar ca 1° = 2°.
8. Fie n un numar natural n > 2. Arata{i cda urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente.
1°. n este prim.

2°. Orice morfism nenul [ : Z,—G de Z-module este monomorfism.

3°. Orice morfism nenul g : G—7Z,, de Z-module este epimorfism.

Solutie. Amintim ca Z-modulele sunt grupurile abeliene.

1° = 2° Din f # 0, rezulta ca ker f # Z,. Pe de alta parte, | ker f| | n,
care este prim (teorema lui Lagrange), deci | ker f| = 1, adica avem ker f = 0.
Deci f este monomorfism.

2° = 3° Consideram sirul
G¢—2-72,—%7,/Img

unde p este proiectia canonica.

Daca p = 0, atunci Im g = Z,,, adica g este un epimorfism.

Daca p # 0, atunci din 2° rezulta ca p este un monomorfism. Deci
kerp = Im g = 0, adica g = 0, contradictie. Deci g este un epimorfism.

3° = 1° Presupunem prin absurd ca n nu este prim. Rezulta ca Im|n,
m # 1, m # n. Fie G = mZ, si fie g : G—Z,, morfismul incluziune. Din
g # 0 rezulta din 3° ca g este un epimorfism, contradictie. Deci n este prim.

9. Orice grup abelian cu n elemente poate fi inzestrat cu o structura de
Lo, -modul.
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Solutie. Fie (G, +) un grup abelian cu |G| = n. Definim
0 Ly x G—G,

p(a, ) = ax

¢ este bine definit. Intr-adevir, daci d; = as, atunci n|(a; — ag), adica
a; —ay = nk, k € N. Avem a1z — asx = nkx = 0, deci a1z = asx. Sunt
satisfacute conditiile din definitia unui Z,-modul.

10. Pentru orice n € N, n > 2, urmatorul sir este exact
00—z -7 2 7,—0
cu f(z) =nx si g(x) = Z.

Solutie. Se verifica faptul ca f este monomorfism, g este epimorfism si
ker g = Im g = nZ.

11. Z-modulul Z,, nu este liber.

Solutie. Pentru orice & din Z,, ni = 0, deci orice submultime a lui Z, este
liniar dependenta. Asadar, Z, nu este liber.

12. Fie Mg un R-modul asa incat exista 1 € M incat ria=0=—= a =0,
unde a € R. Consideram functia f, : M—M, f,(z) = za. Sa se arate
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. f. este morfism de module.
2. a € Z(R).

Solutie. 1 = 2 Pentru orice b,c € Rsiy,z € M, avem
falyb + zc) = fa(y)b + fa(2)e,
adica (yb + zc)a = (ya)b+ (za)c. Consideram y = x; si z = 0 si obtinem
r1ba = z1ab

si, conform ipotezei, ba = ab, ¥b € R, adica a € Z(R).

2 = 1 Imediata.
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13. Fie R un el unitar, I un ideal al sau st M un R-modul. Fie

IM = {Zaiwi |neN*", a;€l,x; € M,Vi= l,m}.
i=1

Atunct

1. IM este R-submodul al lui M.
2. (R/I)®@r M ~ M/IM.
Solutie. 1. Se verifica definitia unui R-modul.
2. Fie f: (R/I) x M—(R/I) ®g M aplicatia canonica a produsului
tensorial. Definim g : (R/I) x M—M/IM, g(a+1,z) = ax+ 1M, Va € R,
Vo € M.

g este bine definita si balansata.
Consideram diagrama

(R/T) x M (R/I) ®p M

Ve
Ve
7/
d
g a=11)
7
Ve

P
M/IM
pf =g, deci
olla+1)®@z)=axr+IM, Ya€ R, Yx € M.
Construim acum inversa lui ¢. Fie
v M/IM—(R/I) ®@r M,
Y +IM)=(1+1)®x, Vo e M.

Se verifica faptul ca 1) este bine definita si mai mult este morfism de module.
Verificdm cd Y@ = 1(r/1)g,m- Avem

(We)((a+)@x)=¢(ax+IM)=(1+)@ar=a(l+1)@zx = (a+1)®x.
Pe de alta parte,

() (z+IM)=p(1+])®x)=a+ IM,
deci b = 1p/ry. Asadar, are loc izomorfismul

(R/I) ®r M ~ M/IM.
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14. Are loc izomorfismul de grupuri abeliene Z, ®z G ~ G /nZ.
Solutie. Consideram in problema precedenta R=7, I =nZ si M = G.

15. Fie R un inel comutativ unitar si fie I si J ideale ale lui R. Sa se arate
ca are loc izomorfismul de R-module

(R/I)®g (R/J)~R/(I+J).

Solutie. Consideram in problema precedenta M = R/J. Obtinem (R/I) ®
R/J ~ (R/J)/I(R/J). Pe de alta parte, I(R/J) ~ (I + J)/J si, conform

teoremei a treia de izomorfism la inele, obtinem
(R/I)®gr (R/J) ~R/(I+J).
Cazuri particulare:

a. R=7, [ =mZ, J=nZ.
Obtinem Z,, ®z Zy, ~ Z/(mZ + nZ) = Z/dZ = Zd, cu d = (m,n).

b. R=2, I =mZ, J=nZcu (m,n) = 1.
Obtinem 7Z,, ® Z,, = 0.

c. R=27Z,1=J=127,.
Obtinem 7Z,, ®7 Ly, >~ ZLy,.

16. Fie Kcorpul de fractii al unui domeniu de integritate R. Atunci

Solutie. Consideram diagrama
Kx K d Kop K
g ET
L v
K

unde f este aplicatia canonica i g(ki, ko) = ky - ko.
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g este R-balansata, deci h: K @ g K— K

h(ki & ko) = kqks

Definim b/ : K— K@ K, I'(k) = 1®k. Avem hh/ = 1 i W'h = 1gg, k-
Asadar, K ®p K ~ K.

In particular, Q ®7; Q ~ Q.

17. Fie R un inel, S C R un sistem multiplicativ inchis in R. Daca M, si
My sunt R-module, atunci

(SlMl) ®S*1R (S_lMQ) ~ S_l(Ml ®R MQ)

Solutie. Au loc urmatoarele izomorfisme:

(S_lMl) Xg-1R (S_IMQ) ~ (S_1M1> Rs-1Rr [(S_lR) X R Mg]
~ [(S_lMl) XRg-1Rr (S_lR)] KRR M2 ~ (S_lMl) KR MQ

~ [(S_IR) XRpr Ml] XRpr MQ ~ (S_IR) KRR (Ml Xpr Mz) ~ S_I(Ml XRpr Mg)
18. Fie R un inel st M un R-modul la dreapta. Daca R nu are divizori ai

lui zero la dreapta i M este plat, atunci M este fara torsiune (adica
xr=0= 2 =0, unde x € M gir € R*).

Solutie. Fie r € R, r # 0, si definim functia
h.: R—R, h.(a)=ar.

h, este un morfism injectiv, deoarece R nu are divizori ai lui zero la dreapta.
Avem M ®g R ~ M si cum M este plat rezulta ca 1, ® h, este injectiv,
unde 1y ® h, : M— M, (1p; ® h,)(x) = xr. Fiind monomorfism, obtinem
ca xr = 0= x =0, adica M este fara torsiune.

19. Fie R un inel comutativ unitar, B o R-algebra plata si fie N un B-
modul plat. Sa se arate ca modulul N este R-modul plat.

Solutie. Reamintim ca o R-algebra B este un R-modul, care are si structura

de inel incat Vr € R, Vx,y € B, avem r(zy) = (rz)y = x(ry).
Fie urmatorul gir exact de R-module:

0—= M —L o
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Cum B este R-modul plat, rezulta ca sgirul

f®RrlB

0 M ®r B M ®pr B
este gir exact de R-module. Pe de alta parte, N este un B-modul plat, deci
urmatoarea diagrama este comutativa, unde morfismele de pe coloane sunt

izomorfime:

0 (M'®r B)®p N (M ®r B)®p N
0 M' ®g (B®g N) M ®g (B®gp N)
0 M @r N M ®r N

Asadar, morfismul M’ ® g N— M ®g N este injectiv, adica N este R-modul
plat.

20. Daca R este un inel comutativ unitar, iar M st N sunt R-module plate,
atunci M @r N este R-modul plat.

Solutie. Consideram urmatorul gir exact de module

0 E F P 0

Cum M si N sunt R-plate, obtinem girul exact:
0—M®r(N®rE)— M @ (NQr F)— M Qr (N ®r P)—=0
adica urmatorul sir este exact:

00— (M@ N)QrE—(MrN)Qr F—= (M ®@r N) g P——0

Cu alte cuvinte, modulul M ®g N este plat.
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21. Fie R este un inel comutativ unitar si fie S un sistem multiplicativ
inchis in R. Sa se arate ca

(ST'R)[X] =~ STH(R[X]).
Solutie. Observam ca Vs € S, ; € (ST'R)[X] este inversabil. Considersam

diagrama

R[X] = S7HR[X])

unde f(r) = g, f(X)=X.

Obtinem ca 3lh : S7HR[X])—(S7'R)[X] incat hpg = f.
Avem h(X) = X. Folosim universalitatea inelului de polinoame (S~ R)[X]:

SR fsmin (S~LR)[X]
u e glhl, morfism
,’/
SH(R[X])

cu ug-1p $i v morfisme de incluziune si hjug-1p = u. Se verifica faptul ca
hhl = 1(5—13)[)(} §1 hlh = 15—1(R[X])7 deci h este un izomorfism.
22. Aratati ca:
1°. (C ®R C ~ R4.
2°. R®g R ~R.
3°. CeC~C xC.

Solutie. 1°. dimgC = 2, o baza fiind {1,7}. Atunci C®g C este un R-spatiu
liniar de dimensiune 4, deci C ®z C ~ R*.
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2°. dimgR = ¢, deci R ~ QY cu |I| = ¢, adica R ~ DQ, @ =Q
Multimile I si I x I sunt echipotente, deci R ®g R ~ Q(IXI;e; QW) ~R.
3°. Avem oC ~g (R x R) =¢ R?, deci

CoyC~R*®yR*=(R®yR)* ~R*~ C x C.

23. Z nu este Z-modul injectiv. Singurul Z-submodul injectiv al lui 7 este 0.

Solutie. Presupunem ca nZ (n € N*) este submodul injectiv al lui Z. Fie
monomorfismul f : nZ—Z, f(nx) = 2nz. Avem diagrama

0 n

¥
nz.

Din injectivitatea lui nZ rezulta ca 3h : Z—nZ morfism incat hf = 1,7.
Deci nx = 1,z(nx) = hf(nz) = h(2nz) = 2nzh(l), Vo € Z, deci h(1) = 1/2,
fals!

Singurul Z-modul injectiv al lui Z este deci 0.

24. Fie R-modulele gM si gN. Daca unul dintre ele este divizibil, atunci
M ®gr N este R-modul divizibil.

n

Solutie. Consideram ca zrM este divizibil. Fie z = > x; @ y; € M @ N
i=1

§i @ € R. Pentru fiecare i = 1,n, 3z} € M asa Incat z; = ax}. Atunci

n
2= Z T ®y; € M ®@p N satisface conditia az’ = z. Intr-adevir,

i=1
a? :aZx;Q@yi = Z(am;) ®y; = in®yz~ = z.
i=1 1=1

i=1

25. (i) Fie kM un modul cu proprietatea: Yx € M, Ja € R*, astfel incat
ax = 0. (M se numeste modul de torsiune). Dacd N este un R-modul
divizibil, atunct M @ N = 0.

(i) Ardtati cd Z, ®7Q =0, Z, ®z (Q/Z) =0 $i (Q/Z) @7 Q = 0.
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/

Solutie. (i) Fie y € N. Din ipoteza Jy € N incat y = ay'.
Vr®y e M® N. Avem

Atunci

rRy=za =(ra)y =07y =0.

(i) Tinem cont ca Z,, este Z-modul de torsiune, iar Q, Q/Z sunt module
divizibile.

26. Un R-modul drept M este plat daca st numai daca R-modulul stang
M* = Homy(M,Q/Z) este injectiv.

Solutie. ,,—" Fie sirul exact de R-module stangi
0—N; 55 Ny,
Verificam ca girul
Homp(Na, M*) -5 Homp(Ny, M*)—0

este exact, unde f*(u) = uf. Urmatoarea diagrama este comutativa, iar
mofismele de pe verticala sunt izomorfisme.

HomZ(M KRR NQ,@/Z) —>H0mz(M KRR Nl,Q/Z) —0

(%)

HOIHR(NQ,M*) HOHlR(Nl,M*)—>O

Din faptul ca Q/Z este Z-modul injectiv rezulta cd prima linie a diagramei
este exacta. Asadar si a doua linie a diagramei este excta.
,,<="Invers, daca M* este injectiv, consideram girul exact de module

0—>RN1—>RN2

Deoarece M* este injectiv, rezulta ca linia a doua a diagramei (x) este exacta.
Agadar si prima linie a acestei diagrame este exacta, adica

este exact, de unde
0—M Xpr Nl—)M KRR NQ

este exact, deci M este plat.
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27. 7 este Zyo-modul proiectiv, dar nu este liber.

Solutie. Are loc izomorfismul
Lo ~ Lo ® Zs

deci z,,Z9 este sumand direct al modulului liber z,,Z, deci z,,Z5 este proiec-
tiv. Pe de alta parte, orice Zj;p-modul liber are macar 10 elemente, deciz,,Z
nu este modul liber.

28. rR[X] este R-modul plat.

Solutie. Intr-adevir, gR[X] este modul liber cu o bazi {X* | i € N}, deci
este plat.

29. Fien € N, n > 2. Modulul z7Z, nu este proiectiv.

Solutie. Presupunem ca 37, este proiectiv si fie epimorfismul f : Z—Z,,
f(z) = &. Ar rezulta ca exista morfismul h : Z,—7Z, incat fh = 1z,. Avem
h(#) = xh(1), Vi € Z,, de unde 0 = h(0) = nh(1). Deci h(1) = 0, adica
h = 0, contradictie cu fh = 15, . Deci Z, nu este proiectiv.

30. Fie R un inel comutativ unitar. Daca urmatorul sir de R-module este

exact
M, L M - M,

atunci sirul de ST'R-module

—1 —1
SN, — 2 gy 59 gy

este exact.

Solutie. Din gf = 0 rezultd c& S~ 'go S71f = S71(0) = 0, de unde
Im(S™'f) C ker(S7'g). Invers, fie z/s € ker(S7'g). Avem g(z)/s = 0 in
S~LM,, de unde existd t € S incat tg(z) = 0 in My. Avem tg(z) = g(tz),
deci tz € kerg = Im f, adica tz = f(x;) cu x; € M;. Obtinem z/s =
f(xq)/st = (S71f)(z1/st) € Im S71f, adica ker(S~'g) C Im(S~'f). Asadar,

sirul de module de fractii este exact.
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