Capitolul 2
LUNGIMI, ARII, VOLUME

In urma parcurgerii acestui capitol:

= veti obtine o vedere de ansamblu asupra locului in programa analitica din
invatamantul secundar a notiunilor de lungime, arie, volum,

= veti retine si veti compara patru modalitati diferite de a preda notiunea de arie,

= veti dispune de doua modalitati de a preda notiunea de volum,

= veti intelege in ce constd metoda areolara de rezolvare a unor probleme de geometrie.

§1. CONSIDERATII GENERALE

Etimologic termenul geometrie contine ideea de masurare a marimilor asociate unor
figuri geometrice. Cu timpul acest termen s-a extins pe mai multe directii incat chiar
geometria numitad elementard a devenit mai degraba o stiintd a formelor si pozitiilor figurilor
geometrice decat studiul marimilor asociate lor. Totusi, geometria elementara nu poate fi pe
deplin inteleasa fara studierea marimilor asociate uzual figurilor geometrice. Mai mult, aceste
marimi stabilesc interactiuni fundamentale intre geometrie si fizica oferind suport intuitiv
propozitiilor acceptate ca axiome in geometrie.

Prima marime geometricad impusd de experienta fizica a fost aceea de lungime, mai
intai a unui segment, apoi a unui cerc si, mai general, a unui arc de curba.

Foarte probabil ca aproape simultan a aparut necesitatea evaluarii intinderii sau, cum
spunem astdzi, a ariei unor figuri plane simple (triunghiuri, patrulatere), precum si a marimii
locului ocupat in spatiu de corpuri, cu alte cuvinte, a volumului unor corpuri simple (poliedre,
sfere, cilindri, conuri).

Ideea ca ariile si volumele se pot determina prin calcule algebrice cu lungimile unor
segmente din figurile respective a evoluat si s-a precizat in setul de formule cunoscute acum
de orice elev de clasa a VIII-a [1]. Tot experienta fizicd directd, manuirea obiectelor concrete,
a evidentiat o serie de proprietati ale lungimilor, ariilor si volumelor. Cea mai semnificativa
dintre ele este cea de aditivitate, care exprima constatarea ca daca o figura se descompune in
mai multe figuri, atunci lungimea (aria, volumul) ei, cand acestea exista, se exprima ca suma
a lungimilor (ariilor, volumelor) figurilor ce o compun. O alta proprietate acceptatd in urma
experientei este aceea cd figurile congruente (generic, figuri care se pot suprapune printr-o
deplasare in plan sau in spatiu) au aceeasi lungime (arie, volum), cind acestea existi. In
sfarsit, activitatea concreta de masurare a evoluat de la simple comparatii (mai lung sau mai
scurt, mai Intins sau mai putin intins, mai voluminos sau mai putin voluminos) la ideea de
alegere a unei unitati de masura, mai intai pentru lungime §i apoi pentru arie si volum incét a
fost posibil ca aceste marimi sa se exprime prin numere reale.

Cele trei proprietati descrise sunt fixate ca axiome in mai toate manualele actuale de
geometrie.

Exprimarea lungimii, ariei, volumului prin numere reale a condus la definirea
acestora, in limbajul analizei matematicii, ca functii 2 pe multimi convenabile de figuri
geometrice, cu valori in  multimea  numerelor reale pozitive, aditive
(h(Fy U Fy)=h(F; )+ h(F,)) pentru o figura ce se descompune in doud figuri | si F, si luand
valoarea 1 pentru o figura remarcabild Tn domeniul din definitie.

Existenta si unicitatea functiei lungime pe multimea segmentelor din spatiu este o
consecintd de cea mai mare importantd a grupelor I-III si V din axiomatica lui Hilbert a
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geometriei. Se poate ardta apoi ca functiile arie si volum, definite mai intdi pe figuri (sub-
multimi) simple, existd i sunt unic determinate, cu unitati de masura date. O problema care a
preocupat pe matematicieni a fost extinderea functiilor lungime, arie, volum la figuri din ce in
ce mai complicate (curbe, regiuni plane marginite de curbe, corpuri limitate de suprafete
generale). A fost astfel introdusd notiunea de curba rectificabila, adicd o curbda ce are
lungime, pentru a o distinge de altele care nu au, respectiv, notiunea de regiune plana
(spatiald) masurabila.

Orice tratare didactica a studiului lungimilor, ariilor si volumelor trebuie sa distinga
trei nivele suprapuse de complexitate a subiectului: nivelul intuitiv-experimental, nivelul
rational neformalizat si nivelul axiomatic formalizat. Atingerea acestor nivele se face in trei
etape succesive ce corespund aproximativ claselor I-V, VI-VII si IX-X sau IX-XII,
respectiv.

Nivelul intuitiv-experimental trebuie sa preocupe in cea mai mare masurd pe
invatator, care are sarcina de a propune ocazii si asigura conditii ca elevii sa opereze cu
elemente concrete pentru a intui cele trei proprietdti ale functiilor lungime, arie si volum
mentionate mai sus. In aceste manuiri directe, completate cu mijloace de vizualizare, elevii
trebuie sa-si formeze fondul de reprezentari necesare, care sd-i ajute sa treacd la rationamente.

In gimnaziu, profesorul urmeazi mai intai si consolideze fondul de reprezentiri
privind lungimea, aria si volumul si apoi sa introduca formulari din ce in ce mai adecvate ale
datelor experimentale, pe care sa le fixeze in definitii clare, apte sd conduca, prin
rationamente, la confirmarea rezultatelor acceptate intuitiv, precum si la unele ipoteze si
rezultate noi, neintuite anterior.

Palierul axiomatic este mai slab reprezentat in programele scolare pentru invatdmantul
preuniversitar. Cand acesta este prevazut, parcurgerea sa cade in sarcina profesorului de liceu
care, cu scopul de a reaminti datele esentiale, trebuie sa introduca axiomele necesare si sa se
ocupe de existenta si unicitatea functiilor lungime, arie si volum.

In continuare ne oprim pe rand asupra metodicii studierii lungimilor, ariilor si
volumelor la cele trei nivele mentionate mai sus.

§ 2. LUNGIMEA SEGMENTELOR

In perioada prescolara, copiii isi formeaza o idee despre lungimi in sensul ¢ dau un
anume continut expresiilor ,,mai scurt” si ,,mai lung”. Este posibil ca unii sa fi vazut si sa fi
manuit in joaca, pe langa adulti, instrumente de masura ca metrul de tAmplarie sau croitorie,
compasul de teren, ruleta, sublerul.

Scoala trebuie sd intdreasca, sd ordoneze aceste idei simple despre lungimi, sd le
completeze si aprofundeze, sé le ridice continuu si sistematic la nivelul teoretic prevazut de
programa.

Primul pas este familiarizarea elevilor cu instrumentele de masurd a lungimilor,
formarea deprinderii de a manui aceste instrumente, in fond a deprinderii de a masura
lungimi, formarea priceperii de a calcula cu usurinta si exactitate cu numerele ce reprezinta
unitati de lungime. Acest pas este fundamental intuitiv §i se realizeaza prin activitati practice
si jocuri didactice atragatoare. Formarea priceperii de calcul cu unitati de lungime apare ca o
aplicare a calculului cu numere zecimale si totodata, oferd o baza intuitiva pentru intelegerea
numerelor zecimale. Cunostintele despre sistemul metric pun la indemana exercitii variate, cu
continut bogat, care reflecta realitatea obiectivd. Pe da altd parte, aceste cunostinte permit
introducerea unitatilor de arie si volum.
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In clasa a V-a trebuie ca notiunea de ,,unitate de lungime” si capete pentru elevi un
continut precis: obiect-etalon cu ajutorul céruia se determina dimensiunile (lungime, latime,
indltime) altor obiecte.

Acest continut se contureaza prin precizarea sistematicd a multiplilor si submultiplilor
metrului intr-un tabel (prezentat in manual) care trebuie completat de un alt tabel ce ar putea
fi realizat de elevi 1n care sa se meargd de la submultipli la multipli. Se va observa si insista
pe diverse cai pentru a se retine cd un multiplu sau un submultiplu oarecare al metrului este
de 10 ori mai mic decat cel imediat superior lui si de 10 ori mai mare decat cel imediat
inferior lui.

Aceastd observatie ne permite sd facem usor schimbari ale unitatii de masurd si sa
exprimam lungimile prin fractii zecimale. Renuntam la detalierea aspectelor metodice privind
predarea lungimilor pana la clasa a V-a. Asemenea detalieri pot fi consultate in manuale de
metodica predarii aritmeticii.

Predarea geometriei, care incepe in clasa a VI-a, trebuie sa plece de la elemente
geometrice fundamentale intre care se afla si lungimea. Subliniem ca acum apare o prima
distantare de aspecte concrete, practice. Intuitia continud sa functioneze, dar ea opereaza cu
reprezentdri conventionale introduse prin desene pe foaia de caiet sau pe tabla. Se propune
elevilor sa conceapa lungimea ca un numar asociat unui segment abstract, reprezentat prin
desen, detasat de suprafata sau corpul pe care se afla. Prin aceasta se pardseste fizica si se
intra in geometrie.

Rigla gradatd, ca instrument de masurare, raimane concretd, obiectuald dar, desenarea
el schematizat, conventional pe caiet sau tabld langa anumite segmente creeaza premisele
abstractizarii acestui instrument precum si insdsi a operatiei de masurare, operatic de
determinare a raportului intre unitatea de masura aleasa si segmentul masurat.

Din notiunea de lungime a segmentelor deriva doud notiuni importante: distanta intre
doud puncte si congruenta segmentelor. Distanta intre punctele 4 si B se defineste ca
lungimea segmentului nchis [4B] si se noteaza prin AB. Lungimea segmentului deschis (4B8)
se noteaza tot prin AB, lungime care se distinge de dreapta 4B in context. Asadar, se accepta
ca distanta de la 4 la B este 1n acelasi timp si lungimea segmentului deschis (4B) dar
folosirea segmentului inchis [4AB] este mai sugestiva pentru ca implica punctele 4 si B. Doua
segmente (ambele inchise sau deschise) se numesc congruente daca au lungimi egale. Se
atrage atentia ca doud segmente congruente pot fi neidentificabile ca figuri geometrice. Daca
sunt identice se spune ca sunt egale. Deci trebuie o noud notati pentru congruenta. Se scrie
[AB]=[CD] pentru a spune ca segmentul [4B] este congruent cu segmentul [CD]. O data cu
congruentd [AB]=[CD] se accepta si congruentele (4B)=(CD)si [CD]=[AB]. A doua
exprima in fond simetria relatiei de congruenta a segmentelor. Cum doud segmente egale sunt
si congruente, aceasta relatie este si reflexiva.

Tranzitivitatea relatiei de congruentd este dedusa usor de elevi pe baza faptului
fundamental experimentat frecvent pana in aceastd clasa ca ,,doud egale cu a treia sunt egale
intre ele”, aici fiind vorba de lungimi. Chiar dacd termenul de relatie de congruenta (a
segmentelor) nu este folosit, consideram absolut necesar ca proprietatile ei sa fie puse in
evidenta.

O atentie speciald trebuie datd constructiei (aproximative cu rigla) pe o semidreapta a
unui segment congruent cu un segment dat (purtarea segmentelor congruente sau depunerea
segmentelor). Aceastd constructie, esentiald pentru acceptarea axiomei III.1 din axiomatica
lui Hilbert, introdusa ca proprietate fundamentala in [2], dd si un anume continut propozitiei
»segmentele congruente coincid prin suprapunere”. Ea se foloseste aici, in clasa a Vl-a,
pentru tratarea geometrica a operatilor de adunare si scadere a segmentelor. Consideram ca
pentru a sublinia caracterul geometric al acestor operatii este util sd introducem compasul si
sd efectuam cu acesta depunerea segmentelor. Astfel ne dispensam de numere, facem
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constructii mai exacte decat cele cu rigla si pregatim constructiile exacte cu rigla si compasul,
de mai tarziu.

In geometrizarea operatiilor de adunare si scidere a segmentelor se pleaci de la
configuratia particulara: 4, B, C trei puncte coliniare cu B intre 4 si C. Atunci lungimea
segmentului [AC] este egald cu suma lungimilor segmentelor [4B] si [BC]. Se reformuleaza
acest fapt astfel: suma segmentelor [4B] si [BC] este segmentul [4C] sau segmentul [AC] este
suma segmentelor [4AB] si [BC].

Similar, avem AB=AC-BC si BC=AC-AB, egalititi reformulate astfel:
segmentul [4B] este diferenta intre segmentul [AC] si segmentul [BC], iar segmentul [BC]
este diferenta intre segmentul [4C] si segmentul [4B]. Cazurile in care cele doua segmente nu
sunt in configuratia de mai sus se reduc la aceea purtarea congruentd (depunerea) a
segmentelor, preferabil cu un compas. Dupa ce se sumeaza doud segmente se extinde aceasta
operatie la mai multe segmente prin asezarea lor unul dupa altul capat la capat pe o dreapta.
Se arata ca segmentul diferentd poate fi construit in doud moduri si rezultatul este acelasi.

Operarea geometricd cu segmente (absentd in [2]) sprijind considerabil intelegerea
relatiei fundamentale ,,a fi Intre” pentru puncte, intuitd numai pand acum de elevi. Ei sunt
capabili sa sesizeze ca punctul B se afld intre 4 si C dacd si numai daca sunt coliniare si
AB+BC = AC. Acest rezultat care serveste ca definitie pentru relatia ,a fi intre” in
axiomatica lui Birkhoff este foarte bine clarificat de exercitiile propuse in [1], clasa a VI-a.

In clasele urmitoare de gimnaziu mirimile segmentelor si operatiile algebrice sau
geometrice cu segmente se folosesc frecvent fara insd a se mai reveni la ,,fundamentare”, cu
exceptia momentului in care se trateazi subiectul ,,Teorema lui Thales”. In aceastd teorema
intervin rapoarte de segmente. Raportul a doud segmente se defineste natural ca raportul
lungimilor lor. Acesta nu depinde de unitatea de masurd, cand ea este aceeasi pentru ambele
segmente.

< < . m
Raportul a doud segmente este un numar care in general apare sub forma — cu n #0
n

si m, n numere naturale, deci este un numar rational pozitiv. Prin impartire se obtine forma sa
zecimald care poate sd aibd un numar finit de zecimale sau o infinitate de zecimale cu o
anumita periodicitate. Dar evaluarea raportului a doud segmente poate conduce si la numere
care se scriu cu o infinitate de zecimale fara nici o periodicitate. Acestea se numesc numere
irationale, iar segmentele care prin raportare conduc la asemenea numere se numesc
incomensurabile. Un numadr irational este, de exemplu, 0,10110111011110... . Se observa
usor regula de formare a zecimalelor si imposibilitatea oricarei periodicitati. Consideram ca

asupra subiectului trebuie revenit dupa ce se aratd la algebra ca V2 este irational (prin
reducere la absurd) si de evidentiat ca aceasta implica incomensurabilitatea diagonalei unui
patrat cu latura sa.

Teorema lui Thales se demonstreazd mai intdi pentru cazul rapoartelor rationale.
Trebuie sd precizam ca ea are loc si In cazul in care rapoartele ce intervin sunt irationale in
sensul ca dacd in triunghiul ABC avem DE || BC cu D € (A4B) st E € (AC) si daca raportul

AD o .. AE o : . .
DB este irational atunci si raportul EC este irational si ele sunt egale. Demonstratia acestui

fapt poate fi omisa desi ea se gaseste in [1], clasa a VI-a.

Palierul urmator de reluare a notiunii de lungime a segmentelor este cel axiomatic. In
acest punct apare o deosebire fundamentala intre manualele [1] si [2], dictatd, evident, de
programele analitice care le-au generat. Astfel, Tn [1] se introduce explicit un sistem
axiomatic, datorat lui G. D. Birkhoff si se predd o mare parte a materiei geometrice,
subliniindu-se punctul nou de vedere adus de axiome, in ideea de a familiariza elevii cu
metoda axiomatici. In [2] ideea de metodd axiomaticd este implicita pentru elevi, deseori
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termenul de axioma este inlocuit cu cel de proprietate fundamentala si se urmareste mai putin
sistematic modul de folosire a axiomelor in justificarea teoremelor.

Din punct de vedere teoretic palierul axiomatic in discutia aratd dupd cum urmeaza.

Este normal ca axiomatica geometriei sd ia ca notiuni primare numai notiuni
geometrice, iar relatiile primare sd se exprime de asemenea in formd geometrica, cu alte
cuvinte in axiomatica geometriei nu-si are loc numarul real. Acesta este fundamental legat de
compararea segmentelor, dar segmentele se pot compara si geometric. O asemenea
axiomatica a fost edificata de D. Hilbert in 1899 si publicatd apoi in cartea sa ,,Grundlagen
der Geometrie”. Axiomatica lui Hilbert satisface cele mai pretentioase conditii formulate de
metateoria teoriilor axiomatice [6].

Intre consecintele axiomelor de incidentd, ordine, congruenti si continuitate se afla si
urmadtoarele rezultate (un rol esential in demonstrarea lor au cele doud axiome de
continuitate):

Fie d o dreapta orientata (notiune precizatd folosindu-se in esentd grupa axiomelor de
ordine). Se numeste sistem cartezian de coordonate pe d o aplicatie f:d >R cu
proprietatile:

1) numerele O si 1 se afld in imaginea aplicatiei f,

2) feste monoton crescatoare,

3) doud segmente (4B) si (CD) ale dreptei d sunt congruente si la fel orientate daca si
numai daca f(B)— f(4)= f(D)- f(C).

Din aceasta definitie rezulta ca f este injectiva. Se noteazd O = f -1 0)si E=f -1 )
si se numesc primul origine si al doilea punct unitate pentru sistemul de coordonate
f:d —>R. Rezultd ca O<E, unde ,,<” noteazd relatia de ordine indusd de orientarea
dreptei d. Numarul x = f(P) se numeste coordonata (abscisa) lui P. Daca P € (OE atunci
x>0, dacd P coincide cu O avem x =0 si dacd P apartine semidreptei complementare lui
(OFE , atunci x este negativ. Are loc urmatorul rezultat fundamental, a carui demonstratie are
multe dificultdti conceptuale (ea implicd o cunoastere aprofundatd a structurii campului
numerelor reale, indeosebi a completitudinii acestui camp):

Fie d o dreaptd orientatd si O < E doua puncte fixate pe d. Atunci:

1) Exista un singur sistem cartezian de coordonate

f :d —> R cuproprietatea f(0)=0, f(E)=1,

2) Aplicatia f:d — R este bijectiva.

Proprietatile lungimii sau marimii segmentelor mentionate mai sus se formuleaza prin
introducerea functiei masura a segmentelor ca o aplicatie m:S — R, de la multimea S a
segmentelor in multimea numerelor reale nenegative, care satisface conditiile:

a) Pentru un segment nul (44) avem m(A44)=0,

b) Exista un segment nenul (4B) incat m(A4B) =1,

c) Dacd (4B)=(CD), atunci m(AB) =m(CD),

d) Dacd 4, B, C sunt puncte coliniare si B este intre 4 s1 C, atunci
m(AB)+m(BC)=m(AC).

Amintim cd relatia ,,a fi Intre” pentru puncte si relatia de congruentd sunt relatii
primare ale axiomaticii lui Hilbert.

Segmentul (4B) cu proprietatea m(AB) =1 se numeste unitate de masura iar m(CD)
se numeste masura sau lungimea segmentului (CD) masuratd cu unitatea de lungime (4B).
Rezultatul precedent conduce la propozitia ([8], p. 106):

Existd o singurd masurd a segmentelor pentru care unitatea de masurd este datd a
priori.
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Ideea de demonstratie este de a considera pe o dreaptd AB un sistem cartezian de
coordonate f'si de a defini m(4B) =|f(B)— f(4)|.

Din punct de vedere didactic axiomatica lui Hilbert este greoaie. Nivelul ei de rigoare
si abstractizare nu este accesibil elevilor de liceu, iar timpul necesar pentru a o parcurge nu
poate fi gdsit In programa analiticd liceald. Totusi, ideea de axiomatizare este o idee
fundamentald in stiinta secolului XX si deci este necesar ca ea sa fie cunoscuta de absolventii
invatamantului preuniversitar. Solutia propusa a fost aceea de a se folosi pentru expunerea
geometriei sisteme axiomatice mai putin complexe, cu axiome mai ,,tari” si deci mai putine la
numar incat elevii sd ajunga repede la faptele geometrice interesante, acceptabile si utile. Din
numarul mare de asemenea sisteme axiomatice, o raspandire mai largd a capatat cel construit
de matematicianul american G. David Birkhoff (1884 — 1944) in 1931, indeosebi datorita
prelucrarii didactice la care a fost supus ([9], [10]). Acest sistem axiomatic intr-o varianta
adaptata dupa aceea din [10] se foloseste in [1].

In sistemul axiomatic datorat lui G. D. Birkhoff se utilizeazi limbajul teoriei
multimilor si se presupune cunoscut corpul numerelor reale. Lungimea unui segment (4B) se
identifica cu distanta de la 4 la B, iar distanta se ia ca notiune primara. Cu alte cuvinte, se
accepta ca oricare ar fi punctele 4 si B existd un numar real unic notat d(A4,B) sau simplu

AB care se numeste distanta intre 4 si B. Lungimea segmentului (4B) este d(A,B) sau AB .

Reprezentarea numerelor reale pe o dreapta, exersatad frecvent de elevi in clasele precedente ii
determinad sd accepte cu usurintd axioma riglei:
Fie d o dreapta oarecare si 4,B € d doud puncte distincte. Exista o functie bijectiva

f :d — R astfel incat:

) f(4)=0,f(B)>0,

2) Oricare ar fi punctele P, O pe d avem d(P,Q) = | f(O-f1 (P)| = PQ].

Functia f:d — R se numeste sistem de coordonate pe d, punctul 4 — originea lui si
f(M)=x,; —abscisa punctului M.

O comparare instructiva a sistemelor axiomatice Birkhoff si Hilbert se gaseste in [8].

§ 3. MASURAREA UNGHIURILOR

In cadrul acestei teme profesorul trebuie sa ,didactizeze”, si faca accesibila functia
masurd a unghiurilor care poate fi introdusa dupa cum urmeaza.

Fie U multimea unghiurilor din plan. O functie m: U — [0,180] se numeste functie
masura a unghiurilor (in grade) daca are proprietatile:

1) Pentru orice unghi 4, masura sa m(A) este un numar cuprins intre 0 si 180.
unghiurile nule au masura zero, iar unghiurile alungite au masura 180.

2) Fie (OA o semidreaptd si S un semiplan limitat de dreapta OA. Pentru orice

numar real o € (0,180) existd o semidreaptd unica (OB 1n S incat m(AOB) =a.
3) Daca C este in interiorul unui unghi AOB, atunci m(AOC)+ m(COB) = m(AOB) .

Observam ca 3) exprima aditivitatea functiei m, iar 2) ne spune cad functia m este
surjectivd, dar nu este injectivd, adicd existd mai multe unghiuri cu aceeasi masura
(semidreapta (OA este arbitrard). Acest fapt conduce la a spune ca doud unghiuri se numesc

congruente dacd au aceeasi masurd. Relatia de congruenta este o relatie de echivalenta si
constatam ca m induce o aplicatie bijectiva de la multimea claselor de echivalenta in [0,180].
Aceastd constatare poate fi un exercitiu util la clasa a IX-a pentru ca el contine idei
fundamentale, frecvent folosite in matematica.
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Unicitatea semidreptei din proprietatea 2) ne aratd cda unghiurile congruente pot fi
,suprapuse” prin purtarea congruentd sau depunere a unghiurilor (efectuata cu un raportor,
dar si mai bine cu un compas). Din aceeasi proprietate 2) rezultd ca exista cel putin un unghi
care are masura 1. Acel unghi poate fi folosit ca unghi unitate de masurd. Toate aceste
consideratii au avut scopul de a ardta cd functia m satisface cerintele generale impuse unei
functii masura.

In predarea temei ,Misura unghiurilor” apar mai bine conturate nivelele intuitiv si
trebuie sd pregateascd nivelul axiomatic. Nivelul intuitiv se poate parcurge dupd cum
urmeaza.

Se introduce masura unghiurilor prin intermediul operatiei de masurare a unghiurilor
cu raportorul (pe unghiuri desenate in caiet, pe tabla sau in conditii concrete cdnd acestea
existd). Cu raportorul se mdsoard in grade sexazecimale. Se introduc submultiplii gradului
(minutul si secunda) si se subliniaza ca operatia de madsurare este aproximativa si se insista ca
elevii sa sesizeze ca domeniul functiei m este intervalul de numere reale [0,180]. Operatia de
masurare a unghiurilor este o altd rampa de lansare spre numere irationale.

Se explica procedeul de efectuare a operatiilor de adunare si scadere a unghiurilor
masurate In grade, minute §i secunde, care se fixeaza apoi prin mai multe exercitii.

Un pas mai departe consta in definirea geometrica a adundrii si scaderii unghiurilor. In
acest scop se introduc unghiurile adiacente. Definitia formala are trei conditii (varf comun, o
laturd comunad, celelalte doua laturi situate de o parte si de alta o dreptei care contine latura
comuna), deci este mai greu de retinut. Este bine sd Incepem cu desene in care apar situatiile
favorabile dar si cele nefavorabile (contraexemple). Plecand de la un desen, introducem
termenul de unghi suma (diferentd) echivalent cu egalitdtile numerice
m(AOC) = m(AOB) + m(BOC) si, similar, pentru unghi diferentd. In particular, apar
unghiurile complementare si respectiv, suplimentare. Trebuie sa insistam ca elevii sa
priveasca operatiile cu unghiuri atat geometric cat si aritmetic. Aspectul geoemtric este
specific axiomaticii lui Hilbert si va fi intdlnit in probleme in care masurile unghiurilor nu
sunt date, dar este necesard operarea cu ele.

In sfarsit, se expliciteaza proprietitile functiei m si se procedeazi la fixarea lor. Acest
ultim pas se poate amana Incat proprietdtile functiei m sa fie prezentate in cadrul axiomatic la
o clasa de liceu. Consideram ca nivelul axiomatic poate fi parcurs in liceu. El nu prezinta
dificultati didactice deosebite.

Dupa studiul ,,Cercul” se poate evidentia posibilitatea de a masura unghiurile si in
radiani.

§ 4. ARIILE SUPRAFETELOR POLIGONALE

In predarea acestei teme nivelul intuitiv corespunde claselor I-V si deci premerge
studiului propriu-zis al geometriei. Mentionam, totusi, cateva obiective care trebuie atinse la
acest nivel pentru a se trece apoi fara efort la nivelul rational neformalizat.

1. Formularea conceptului de arie. Stabilirea si fixarea terminologiei uzuale.

2. Intuirea faptului ca figurile congruente au aceeasi arie.

3. Intuirea si folosirea proprietatii de aditivitate a functiei arie.

4. Deprinderea de a calcula ariile unor suprafete poligonale simple si de a opera
transformari de unitdti de masura ale ariei.

Aceste obiective se realizeaza prin activitdti practice (care pot include si jocuri) in
care elevul este pus sa manipuleze modele concrete. Modalitati interesante de realizare a
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acestor obiective sunt descrise 1n [5], lucrare care ia ca baza teoretica ideile lui Piaget privind
formarea conceptelor fundamentale la copii.

Nivelul rational neformalizat are ca obiective cunoasterea de catre elevi a
demonstratiilor pentru formulele de calcul de arii pentru suprafete poligonale incepand cu
cele simple: triunghi, dreptunghi, paralelogram etc., precum si consolidarea proprietatilor
functiei arie, fie ca acestea sunt explicitate sau nu.

Existd doud modalitati importante de realizare a acestor obiective, diferentiate prin
punctul de pornire: aria triunghiului si, respectiv, aria dreptunghiului (patratului). Fiecare din
aceste modalitati poate avea doua variante depinzand de reluarea sau nereluarea problematicii
acestui subiect la clasa a VII-a [1]. Schitam ordinea de desfasurare a activitatilor in fiecare
din cele patru situatii.

1) Punct de plecare: aria triunghiului

- Se demonstreaza cd produsul dintre lungimea unei laturi a unui triunghi si
indltimea corespunzatoare este acelasi oricare ar fi latura si inaltimea corespunzatoare ei.

- Se defineste aria triunghiului.

- Se observa ca doua triunghiuri congruente au arii egale.

- Se demonstreaza ca raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este egal cu
patratul raportului de asemanare.

- Se demonstreaza o variantd simpla a proprietatii de aditivitate:

Sapc =S4sp +Sapc (fig. 1)
/AN
D

Fig. 1

B C

- Se aratd cd pentru un patrulater (fig. 2), avem S 4pc +S4pc =S4ap +SBDC -

C

Fig. 2

- Se defineste aria patrulaterului.

- Se deduc formulele de calcul pentru aria paralelogramului (dreptunghi, romb,
patrat) si a trapezului.

- Se propun probleme care sa trateze situatii particulare de aditivitate a ariei pentru
a sugera forma generald a acestei proprietati precum si ideea cd prin ,triangulizarea” unei
suprafete poligonale (convexe) putem obtine aria ei ca suma ariilor triunghiurilor care o
compun. Acest fapt va servi la deducerea formulei de calcul a ariei unui poligon regulat cu
n >4 laturi.

Observam ca pe calea propusa punem pe elevi in situatia de a demonstra foarte multe,
aspect favorabil pentru formarea lor si totodata 1i plasam intr-o pozitie de pe care pot sesiza
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proprietatile fundamentale ale functiei arie (neexplicitate totusi) si modul in care ele intervin
in definirea ariei si in deducerea formulelor de calcul.

2) Punct de plecare: aria triunghiului

Lucram in ipoteza ca problematica ariei figurilor plane nu se mai reia la nivel
axiomatic formalizat. Este deci necesara o insistentd mai mare pe ,,functia arie”.

Ordinea de prezentare poate fi urmatoarea:

- Se introduce termenul de suprafata poligonala simpla: poate fi descompusa intr-un
numar finit de triunghiuri care au doua cate doua interioarele disjuncte.

- Se defineste functia arie ca o functie pe multimea suprafetelor poligonale simple
cu valori reale (a se vedea definitia de mai jos). Ca figurd unitate de arie se poate lua
triunghiul dreptunghic cu catetele de 1 si respectiv 2 unitdti de lungime. Se poate folosi
limbajul specific pentru functii introdus deja la Algebra.

- Se defineste aria triunghiului (cala 1)).

- Se demonstreaza cd definitia datd conduce la o functie arie pe multimea
triunghiurilor (doud triunghiuri congruente au aceeasi arie si proprietati de aditivitate, unele
date in 1) ca probleme).

- Se extinde functia arie la patrulatere prin justificarea invariantei la triangulizari si
se sugereaza extinderea ei la suprafete poligonale simple. Aici rdman multe aspecte fara
demonstratie.

- Se deduc formulele de calcul pentru ariile suprafetelor poligonale simple in
ordinea si maniera de la 1).

Observam ca materia vizand variantele 1) si 2) este aproximativ aceeasi. Punctele de
vedere diferite induc schimbdri In forma si ordinea de prezentare.

3) Punct de plecare: aria dreptunghiului

- Se defineste aria dreptunghiului ca produsul dintre lungimea si latimea sa.

- Se demonstreaza apoi formulele de calcul pentru aria unui triunghi dreptunghic (o
doime dintr-un dreptunghi), a unui triunghi oarecare prin descompunerea in suma (diferentd)
de triunghiuri dreptunghice, apoi a paralelogramului si trapezului.

- Problemele propuse pun in evidenta proprietéti ale functiei arie acceptate intuitiv
si folosite ca atare mai sus.

Varianta aceasta este prea mult simplificatd. Simplificarea provine din aceea cd am
acceptat o ipoteza foarte tare: formula pentru aria dreptunghiului.

Putem lua ca premisd ceva mai putin: aria patratului de laturd a este a’. Pentru a
deduce formula ariei unui dreptunghi de dimensiuni a si b completdim dreptunghiul la un
patrat de latura a +b (fig. 3). Cele doua dreptunghiuri formate sunt congruente si acceptam
intuitiv cd au aceeasi arie. Proprietatea de aditivitate (subinteleasd intuitiv) conduce la

egalitatea (a + b)2 =a® +b% +24 de unde obtinem A =ab.

b A b2

Fig. 3
Se continua apoi ca mai sus.
4) Punct de plecare: aria dreptunghiului
Aceastd varianta se poate folosi, de asemenea, in cazul in care nu se mai trateaza
nivelul axiomatic.
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- Se introduce notiunea de suprafata poligonala simpla.

- Se defineste functia arie si se accepta existenta ei (se dau proprietatile functiei arie
ca proprietati fundamentale sau axiome).

- Se deduce formula de calcul pentru aria unui dreptunghi. Recomandam procedeul
din [2, p. 207]. Anume, se aratd mai Intai ca ariile a doud dreptunghiuri de lungimi egale se
raporteaza ca latimile lor §i apoi se aplicd aceasta comparand dreptunghiul cu patratul unitate.
Demonstratia este de o rigoare convenabild, ea deducandu-se in ultima analiza la afirmatia:
daca 0<a<eg, oricare ar fi € >0, atunci a =0. Aceastd afirmatie usor de intuit se poate
demonstra prin reducere la absurd, ocazie cu care intervine faptul ca intre oricare doua
numere reale existd un al treilea, deci nu putem evita aspecte de structurd a multimii
numerelor reale.

- Se deduc apoi formulele de calcul pentru ariile triunghiului, paralelogramului etc.
ca la 3) sau in ordinea din [2].

In programele analitice construite in spirald (cum este cazul programei romanesti)
problematica legata de arii se reia si se insistd pe nivelul axiomatic.

Sistemele axiomatice (Hilbert sau Birkhoff) permit definirea interiorului unui poligon
convex si apoi a unei suprafete poligonale convexe ca reunire a liniei poligonale cu interiorul
poligonului convex. Mai general, se pot considera suprafete poligonale definite ca reuniuni
finite de suprafete poligonale convexe care, luate doud cate doud, au interioare disjuncte.
Echivalent, se spune ca o suprafata poligonala se descompune intr-un numar finit de suprafete
poligonale convexe. In particular, avem suprafete triunghiulare, suprafete patrulatere s.a.m.d.
Printr-o inductie finitd dupa numarul laturilor » se demonstreaza ca o suprafatd poligonala
convexa cu n >3 laturi se descompune in n—2 suprafete triunghiulare si, in consecinta,
orice suprafatd poligonald se descompune intr-un numar finit de suprafete triunghiulare.
Asadar, ele sunt simple in sensul definit anterior.

Numind unitate de suprafatd un patrat U de laturd 1 se introduce functia arie definita
pe multimea SP a tuturor suprafetelor poligonale simple.

O functie 6:SP — R cu proprietatile

1) Daca triunghiurile 77 si 7, sunt congruente, atunci G(T1 ) = G(T D) )

2) Daca Sy si S, sunt suprafete poligonale simple, cu interioare disjuncte, atunci

o(S1 U Sy)=o(S))+0(S3).

3) oU)=1,
se numeste functie arie.

Se reformuleaza, fard demonstratie

Teorema. Daca unitatea de suprafata U este fixata, atunci exista o singurad
functie arie.

Demonstratia acestei teoreme, dupa cum se constata in [7], revine la a arata ca aria
unei suprafete poligonale nu depinde de ,,triangulizarile” ei.

Formulele de calcul se stabilesc similar cu varianta 3) dupa ce se aratd ca aria

patratului de latura a este a’. Pentru a rational, prin divizare 1n patrate mai mici, se obtine
usor formula.

Pentru a irational apar dificultdti conceptuale in care structura multimii numerelor
reale este din nou implicatd. Recomanddm demonstratia din [9, p. 157].

Observatie.  Se pare ca este mai accesibil sa deducem mai intai aria dreptunghiului
ca In varianta 4).

Functiile lungime si arie se extind la figuri mai complicate decat cele discutate mai
sus. Astfel, functia lungime se extinde la liniile curbe (in particular la cerc), iar functia arie se
extinde la regiuni plane marginite de linii curbe (in particular la discuri). Nu ne ocupam de
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aceste extensiuni, n particular, de lungimea cercului si aria discului pentru cd in scoala
generala ele nu pot depdsi nivelul intuitiv §i retinerea mecanicd a formulelor. Evident ca
unele consideratii de naturd intuitivd cu menirea de a favoriza retinerea formulelor, sunt
binevenite. Astfel de observatii, mai mult sau mai putin extinse, se gasesc, de obicei, in
manuale, indiferent de modalitatea de abordare a ariilor suprafetelor poligonale.

Existd numeroase incercari de a prezenta riguros lungimea si aria cercului la nivel
elementar, prin exploatarea proceselor de trecere la limitd implicate n aceste notiuni. Multe
din acestea sunt foarte interesante si sunt accesibile elevilor foarte buni. Fiind, totusi,
complicate, ele nu pot constitui o pregatire pentru intelegerea notiunii de limita, care se poate
explica pe situatii mai simple. Consideram ca revenirea asupra lungimii si ariei cercului dupa
studiul limitelor de siruri si functii este extrem de favorabild sub aspect formativ, pentru o
mai bund integrare a cunostintelor.

Nu putem incheia acest paragraf fard a ne referi la problemele de geometrie in care
notiunea de arie este implicata.

Pe langa problemele-exercitii de aplicare a formulelor de calcul si a celor in care se
cer diverse relatii cu arii, semnalam ca notiunea de arie poate servi la demonstrarea unor
teoreme sau rezolvarea unor probleme care prin enunt nu trimit sub nici o forma la aceasta
notiune. Fenomenul este suficient de prezent pentru a se putea vorbi de metoda areolara ca
metoda de rezolvare a unor probleme de geometrie.

Sarcina de a introduce o clasificare a problemelor rezolvabile prin metoda areolara
este foarte dificild. Se poate doar observa cd mai multe dintre aceste probleme se referd la
relatii metrice. Astfel, existd mai multe demonstratii prin arii ale teoremei lui Pitagora, a
teoremei fundamentale a asemanarii ([9], [10]). Prin consideratii de arii se obtin formulele

= —cf; , = 5 intr-un triunghi (notatii standard). Pentru lungimea bisectoarei din varful 4
p
al unui triunghi se obtine formula / = 2be cosé.
b+c 2

Unele relatii aparent complicate sunt consecinte ale unor relatii simple cu arii.
Fie un triunghi ABC, un punct M in planul sdu si A' intersectia dreptelor AM si BC.
Atunci

o A'B o[ ABM
A'C ofACM]’
A'M  o[MBC]

@ == .
A4~ o[ABC]

A

Pentru a demonstra (1) proiectam B si C pe AA' in punctele E si, respectiv, F. O
asemanare de triunghiuri ne da
AB BE BE-AM  o[ABM]
AC CF CF-AM o[ACM]’
Pentru a obtine (2) proiectdm 4 si M pe BC in 4; si M|, respectiv, si avem:
AM MMy MM, -BC o[MBC]
AA A4, A4 -BC  o[ABC]
Consecinte ale relatiei (1):
- Pentru M = 4 sau M = A4' obtinem
(1) A'B _ o[ABA']
A'C  o[ACA']
iar pentru A" mijlocul lui BC gasim o[ ABA']| = o[ ACA'].
- Fie A' piciorul bisectoarei interioare (exterioare) din 4. Din (1') obtinem
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A'B _ AB-AA-sin(A4'B) _ AB

AC  AC-AA'sin(44'C) AC’
pentru cd unghiurile AA'B si AA'C fiind suplimentare au acelasi sinus. Am gasit astfel
teorema bisectoarei.

- Fie B' si C' intersectiile dreptelor BM cu AC si CM cu AB, respectiv. Atunci
avem

)

A'B B'C C'4
A'C B'A C'B
Se poate arata prin reducere la absurd ca relatia lui Ceva asigura concurenta dreptelor
AA',BB',CC" cand punctele A', B',C" sunt pe laturile triunghiului ABC sau doua sunt pe

=1 (relatia lui Ceva)

prelungirile laturilor si unul pe o latura.

Ca o consecintd a teoremei bisectoarei se obtine concurenta bisectoarelor.
- Combinand (1) cu (2), cu notatiile folosite se obtine usor

MA B'A CA

(4) = + (relatia lui Van Aubel).
MA4'" B'C C'B
Semnalam urmatoarele consecinte ale relatiei (2). Cu notatiile de mai sus avem:
MA'" MB' MC'

(%) + + =1

AA' BB' CC'
Pentru M = G, centrul de greutate al AABC, relatia (5) este banal verificata. In acest

caz se obtine, de asemenea, cd 6[GBC]|=0o[GAC]=o[GAB]= %G[ABC ]. Interesant este ca

G este singurul punct din planul triunghiului ABC cu aceasta proprietate.

o I'4 .
- Pentru M =1, centrul cercului inscris in AABC, deoarece v = hL’ relatia (5)
a

se reduce la
(6) L+L+L:l.
hy, hy, h. r

Relatii similare implicand razele cercurilor exinscrise pot fi de asemenea stabilite [6].

§ 5. MASURA VOLUMELOR

Tema aceasta trebuie sd exploateze intens si eficace analogia plan — spatiu. Aceasta
analogie apare implicata atat in linia generald de abordare a temei cat si in lectiile curente. Ea
se referd la continutul stiintific, la metodele de demonstratie, precum si la tratarea sub aspect
metodic.

Nivelul intuitiv de abordare a problematicii, care premerge predarii geometriei, tindnd
de fizica in masurd mai mare decéat cel consacrat ariilor, are ca obiective:

1. Formularea conceptului de volum al unui corp. Stabilirea si retinerea
terminologiei specifice.

2. Intuirea proprietatilor functiei volum.

3. Masurarea volumelor unor corpuri, operatii cu unitati de volum, transformarea lor.

Mai multe mijloace ingenioase pentru realizarea acestor obiective sunt descrise in [5].

La nivel rational neformalizat putem distinge, ca si In cazul ariilor, doud modalitati de
prezentare generate de puncte de plecare distincte: volumul tetraedrului si, respectiv, volumul
cubului (paralelipipedului dreptunghic). Fiecare din acestea poate cdpata mai multe variante
in functie de rigoarea dorita si de timpul disponibil.
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In continuare, descriem cele doui modalititi importante de derulare a temei si indicam
pe scurt unele variante.

Oricare dintre variante are la bazi functia volum. Inainte de a introduce aceasti
functie trebuie sd-i precizdm domeniul de definitie, cu alte cuvinte s descriem suficient de
precis figurile geometrice cirora le vom asocia un volum. In ideea de a merge de la simplu la
complex, se asociazd mai intdi volume multimilor (corpurilor) poliedrale si ulterior
corpurilor marginite de suprafete mai complicate decat planele. Multimea poliedrald este
analoagd suprafetei poligonale (simple) in sensul ca este o multime care se exprimd ca
reuniune finitd de tetraedre (piramide triunghiulare) cu interioare disjuncte doua cate doua.

Notam prin CP multimea ale carei elemente sunt corpuri (multimi) poliedrale.

O functie v:CP — R cu proprietatile

1) Daca doua tetraedre 77 si 7, sunt congruente, atunci v(T 1 ) = v(T ) )

2) Daca B si P, sunt multimi poliedrale cu interioare disjuncte, atunci

WB U P)=uR)+(P).

3) Daca U este un cub de muchie 1, atunci v(U) =1,

se numeste functie volum.

Proprietatile functiei volum pot raimane neexplicitate, dar subintelese pe baza intuitiei
si experientei din clasele anterioare (in situatia a. de mai jos) sau se expliciteazd ca proprietati
fundamentale ale volumelor (in situatia b. de mai jos).

a.Punct de plecare: volumul tetraedrului

- Se demonstreazd ca produsul dintre aria unei fete a unui tetraedru si inaltimea
corespunzatoare este acelasi, oricare ar fi latura si indltimea corespunzatoare.

- Se defineste volumul tetraedrului ca produsul de mai sus Tmpartit la 3. Definitia
este corectd. Asadar, analogia triunghi — tetraedru se continua in corespondenta arie — volum
si se coreleaza cu trecerea de la 2 la 3.

- Se face observatia ca doud tetraedre congruente au acelasi volum si cd doua
tetraedre cu ariile a doua fete respectiv egale si Indltimile corespunzdtoare egale au acelasi
volum.

- Se demonstreaza ca volumul unei prisme triunghiulare este dat de produsul intre
aria bazei si inaltime prin descompunerea ei in trei tetraedre de acelasi volum. Aceastd
descompunere este punctul cel mai delicat al temei si se impune tratarea lui cu atentie,
insotitd de desene si, eventual, de un model concret din lemn sau plastic, care, de obicei, se
gaseste in trusa cu material didactic.

- Se deduce formula volumului unei prisme oarecare prin descompunerea in prisme
triunghiulare. In particular, se di formula uzuald pentru volumul unui paralelipiped oblic,
apoi pentru volumul unui paralelipiped dreptunghic si apoi pentru cub, introducandu-se astfel
unitatea de volum.

- Se stabilesc formule de calcul pentru volumul piramidei si trunchiului de
piramida.

- Se evidentiaza pe unele corpuri particulare ca raportul volumelor a doud corpuri
poliedrale asemenea este egal cu cubul raportului de asemanare.

In aceastd modalitate de predare elevii sunt pusi in situatia de a demonstra suficient de
mult fard a intalni dificultati conceptuale semnificative. Demonstratiile tin efectiv de
domeniul geometriei in spatiu.

a) Punct de plecare: volumul cubului

Lucrdm 1n ipoteza cd@ problematica ariei figurilor plane nu se mai reia la nivel
axiomatic formalizat. Este deci necesara o insistentd mai mare pe ,,functia arie”.

Ordinea de prezentare poate fi urmatoarea:
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- Se introduce functia volum (sau se introduc proprietdtile ei ca proprietdti
fundamentale).

- Se aratd ci volumul unui cub de laturd a este a° prin descompunerea lui In cuburi
de laturd 1. cazul a irational ridica dificultati similare cu cele de la aria patratului. Se trateaza
analog.

- Se demonstreaza ca volumul paralelipipedului dreptunghic este egal cu produsul
dimensiunilor sale. Se poate proceda prin descompunerea in cuburi de latura 1 cu dificultatile
ridicate de situatia in care una sau mai multe laturi au lungimi numere irationale. O cale mai
accesibild este cea propusa in [2]. Se aratd mai Intdi ca volumele a doud paralelipipede
dreptunghice cu aceeasi baza se raporteaza ca inaltimile lor si se aplica succesiv acest rezultat
paralelipipedelor dreptunghice de dimensiuni 1, 1, 1; a, 1, 1; a, b, 1; a, b, c.

- Volumul paralelipipedului oblic se reduce la calculul volumului unuia dreptunghic
prin decupare si completare convenabila.

- Volumul prismei triunghiulare se giseste prin completare la un paralelipiped, iar
al prismei oarecare prin descompunere in prisme triunghiulare.

- Formula pentru volumul tetraedrului se obtine ca in situatia a).

- Se deduc formulele de calcul pentru volumului piramidei si trunchiului de
piramida.

Remarcdm ca de la un moment dat modalitatile a) si b) devin identice.

Nivelul axiomatic presupune definirea riguroasd, fard elemente intuitive a multimilor
poliedrale, formularea axiomelor volumului (exact proprietatile functiei volum) si
demonstrarea existentei functiei volum (in fond un model pentru axiome).

Semnalam posibilitatea de a deduce formulele de calcul pentru volumele corpurilor
uzuale, inclusiv a celor numite uneori ,,rotunde”: cilindru, con, sferd, pe baza principiului lui
Cavalieri [9].

In sfarsit, mentionim ca existd numeroase probleme de geometrie in spatiu care se
rezolva prin consideratii de volume. Cele mai multe se refera la relatii metrice.
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REZUMAT

Incepem prin a evidentia modalitati intuitive si riguroase de a introduce lungimea (masura)
segmentelor. Cele riguroase ne trimit la axiomatici ale geometriei si ne referim la cea a lui D. Hilbert
si la cea a lui G.D. Birkhoff. Procedam la fel cu masura unghiurilor. Pentru ariile poligoanelor plane
consideram functia arie si punem in evidentd patru modalitati de a preda in scoald tema ,,Ariile
suprafetelor poligonale”. Masura volumului corpurilor este introdusa prin functia-volum. Evidentiem
doud cdi de a gasi formulele uzuale pentru calculul volumelor unor piliedre. Pentru corpuri rotunde
folosim principiul Iui Cavalieri. Prezentdm apoi aplicatii ale formulelor pentru arii in rezolvarea unor
probleme de geometrie si argumentdm in favoarea acestei metode numitd metoda areolara. Se indica
frecvent metode de abordare la clasi a subiectelor in discutie.

TEMA DE CONTROL

1. Scrieti o listda cu formulele de calcu a ariei poligoanelor simple studiate in scoala.
Deduceti aceste formule presupunand data a) formula de calcul a ariei unui dreptunghi
si b) formula ariei unui triunghi.

2. Deduceti formula lui heron de calcul a ariei unui triunghi.
3. Demonstrati prin consideratii de arii teorema lui Pitagora.

4. Stabiliti o formula care leagd aria proiectiei unui triunghi pe un plan de aria
triunghiului. Fie un tetraedru OABC tridreptunghic in O. Aratati ca proiectia lui O pe
planul (ABC) coincide cu ortocentrul H al truinghiului ABC. Demonstrati cd suma
patratelor ariilor triunghiurilor OAB, OAC, OBC este egalda cu patratul ariei
triunghiului ABC. Scrieti volumul tetraedrului in mai multe feluri pentru a deduce o
relatie Intre lungimile segmentelor OA,0OB,OC si OH.

5. Imaginati predarea la clasa a X-a a formulei care da volumul trunchiului de con.
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