Analiza complexa si aplicatii
Companion 2026

Numere complexe

1. Gasiti modulul si argumentul principal pentru urmatoarele numere complexe:

(a) z=141 (d) z2=3(—cos§ +isin%)
(b) z=—3(cos § +isin ) () z=141i+i*+ ... +1i%%
(¢c) z=3(cos§ —isin %) (f) 2 = (=14 1iy/3)%?

2. Scrieti urmatoarele numere complexe in forma polara

(a) 2 (e) 2+ 2i

b) 1—1; )

o () /519
(d) (2—4) (g) —m

3. Scrieti umratoarele numere complexe in forma carteziana

(a) V2T (d) 3e%
(b) 35¢'% (e) 2%
(c) —e0m (f)

4. Gasiti solutiile ecuatiilor

(a) 22422+ (1—14)=0 (f) =1

(b) 22 4+424+12-6i=0 (g) A= 16

() 14422+ (=14 T7i)z— (10 —27) =0 ;

(d) 22 =3+ 4i () 2% =—9

(e) 22 =+/3+3i (i) 26—22-2=0

5. Pentru a,b € R, calculati

(a) cos(a+ b); sin(a + b) (c) cos(2a); sin(2a)
(b) cos(a — b); sin(a — b)

6. Aratati ca cos? + sin? = sin® f + cos* 0, pentru 6 € R.

7. Gasiti solutiile pentru 2" =1, 2" = -1, 2" =a,a € R, 2" = w,w € C.
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Structura topologica

8. Reprezentati multimile. Stabiliti daca sunt marginite, inchise, deschise, conexe, simplu conexe.

(a) {z€C||Re (2)] >3} (k) {zeC|1 <|z—1i| <3}
(b) {zeCl=3< Im (2) < —1} (1) {z € Cllz—i| + |z +1i| = 3}
(©) 1z € Cllz| < 33 (m) {z € Cll2| = |2 + 1]}
((d; izeglg—(lié\ S;; . (m) {zeCllz—1] =2z + 1]}
A e(z —2) =
(f) {z € Clg < Arg (2) < %} (0) {z € T Re(=") = 1}
) (p) {z € C| Im(2*) = 1}
) )
) )
) )

€

(g {zEC||7r—Arg( |<§}
() (s € Cl Arg (- ) - =} (@) {z€Cllz=2| < |z +1]}

(i) {zeClT < Arg (z+1) < %} (r) {z € Cl|F| <1}
() {z€ClL<|z—i <3} () {zeCl|i2] < 1)

z+21

1+2
9. Gasiti locul geometric al punctelor M (z) care verifica

(a) |z—al=1]z—b], abeC (¢) |lz—=z1| — |z — 22| =2a, a€R
(b) |z—a|+|z—bl=¢, abeC, ceR (d) |z—1| =] Re (2)|
10. FieG ={z € C| -2 < z < —1}U{z € C||z| < 1}U{z = 1}U{z = 2}. Reprezentati multimea G, determinati
punctele interioare, punctele frontiera si punctele izolate ale multimii.
11. Gasiti o parametrizare pentru urmatoarele curbe:
(a) C(1414,1) orientat in sens trigonometric;
(

b) segmentul de la —1 — 7 la 2i;

)
)
(¢) semicercul superior al C'(0, 3)orientat invers trigonometric;
(d) dreptunghiul de varfuri £1 =+ 2i orientat invers trigonometric;
)

(e) elipsa {z € C||z —i| + |z + i| = 4} orientata in sens trigonometric.

12. Reprezentati grafic curba parametrizata (t) = cost| cost| +isint|sint|, 0 <t < 27.
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Siruri si serii in C

1. Calculati lim z,, unde z, = nln (1 + %) + z"T*E’
n—oo

in 1
2. Calculati li_)m Zn, unde z, = @ +i(n+ 1)%.

3. Calculati lim n(/z —1), z € C.

n—0o0

Limite. Continuitate.

. . . 2
1. Calculati lim ﬂ’ lim EE.
2—0 %7 z—=0 *

2. Aratati ca functiile f,g: C — C, g(2) = Re z si f(2) = |z| sunt continue pe C.

.. . .. zlmz £
3. Studiati continuitatea functiei f: C — C, f(z) = 0 z
)R =
ZRez £
4. Studiati continuitatea functiei f : C — C, f(2) = 0 z 0
Y z =
L . 2],z <1
5. Studiati continuitatea functiei f: C — C, f(z) =
z,]z] > 1
o . 2%, 12 < 1
6. Studiati continuitatea functiei f: C — C, f(z) =
Z, 2| > 1
o . 2%, 2] < 1
7. Studiati continuitatea functiei f : C — C, f(2) =
20zl > 1

Functii derivabile. Functii olomorfe. Ecuatiile Cauchy-Riemann

Functii elemetare. Funtia exponentiala. Functii trigonometrice. Logaritmul complex.

putere
1. Calculati Ln(7); In(—3); Ln(1 — 4); In(1 + ¢); ¢*; sin(7 + 4); 2 (—1)%.

2. Verificati Ln(i) + Ln(i — 1) si Ln(i(: — 1)).

Functia
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Integrala complexa. Primitive. Teorema Fundamentala a lui Cauchy. Formula integrala a lui Cauchy

1. Calculati integrala complexa a functiei f pe curba ~, folosind definitia integralei. Reprezentati in fiecare caz
curba v in planul complex C.

(a) f:C—=C, f(z)=324+% ~)=t(1+1i),te]0,1]

(b) f:C—=C, f(z)=32+2z, 7t)=t+1t%,t€]0,1]. De ce rezultatul este diferit de cel de la punctul
(a)? (Hint: este f olomorfa?)
1

(c) f:C\{i} =C, f(z) = - () =i+e'™ t € [0,1]. Observati cd 2 parcurge curba « de doud ori.
z—1

(d) f:C\ (~00,0] = C, f(2) = Ln(z), ~(t) =€23Y t¢c[0,1]. Nu uitati s& va ca asigurati integrala
este bine definita pe 7.
_ sinz

() f:C\{0} = C, f(z) = —= (t) =™t € [0,1].

(f) f:C\{£i} = C, f(2) = ZJi T y(t) =e™ tel0,1].
(g) f:C—C, f(z)=z-¢*, ~{)=t+1t%,te]0,1]
dz

(h) f:C\{Lir} — C, f(z) = et > (0 parametru, 7 : |z| = 2 (cercul de raza 2, centrat in 0,
2247
parcurs in sens trigonometric).
(i) f:C—C, f(z) =(Re2)?, ~v:l|z| =7, r >0 parametru.

2. Determinati o primitiva olomorfa a functiei f si folositi-o impreuna cu Teorema Leibniz-Newton pentru a
calcula integrala lui f pe curba ~.

.C\ {0} = C, f(z):z—lg, V(t) =1 +ti, t € [0,1].

) f

) f:C—C, f(z) =sin(z)%cos(z), ~(t) =2t te][0,1].
(¢) f:C\(=00,0] = C, f(2) =

) f

1 i
=, () =e2" t €[0,1]. De ce nu am ales C\ {0} ca domeniu al lui f?
z
(d) f:C—C, f(z) =2zcos(z?), v:|z| =3.
1
3. Fie functia f : D\ {20} — C definita de f(z) = :
Z— 20

(a) Verificati ca functia f este olomorfa pe D\ {z}.

(b) Fie 7 : [a,b] — D o curba inchisa, simpla, omotopa cu un punct in D astfel incat zy € Int(~y). Fie r > 0

astfel incat D(zg,7) C D7y, unde D7y este domeniul marginit de curba ~. Aratati ca

/ dz _/ dz
v % T 20 C(zo,r)Z_ZO'

4
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4. Calculati urmatoarele integrale complexe (folosind, eventual, o teorema a lui Cauchy):

(a) /(z —)"dz,n €Z, ~(t)=1i+e** tel0,1].
¥

(b) / 2"(1— z)™dz, m,n € Z. (Calculati mai intai in niste cazuri particulare, e.g., n =1,m = —1.)
|z|=2

(c) / e dz, / ez "dz,n> 1.
lz|=1 % |z|=1

(@ / cosgz) i / sm(z.)3 &
lz2|=1 * |z—i]=1 (z —1)

1
© L—11 (2 — %)(Z — i) o
1
f dz.

(0 /|Z_1124_1

(g) / 2? — 62+ 1dz.
|z—7|=1

e*sin(z
(h) / (—()2 dz, [J:patratul cu varfurile +5 =+ 5¢, parcurs in sens trigonometric.
olz—m

(2

sin(z

(i) / L dz, [O: patratul cu varfurile ££1 = 4, parcurs in sens trigonometric.
0 z

Serii de puteri. Serii Taylor. Serii Laurent. Singularitati izolate. Teorema reziduurilor

1.

2.

Dezvoltati in serie Taylor functia f: C\ {1, —i,i}, f(2)= m in discul |z] < 1.
Dezvoltati in serie Taylor functia f: C\{-1,-2,-3}, f(2) = oz igery in discul 2] < L.

Dezvoltati in serie Laurent functia f : C\ {—i,i}, f(z) = ﬁ in discul punctat D(—i,1) si in discul
punctat D(i,1).

. . _ 1
Fie f: C\{0,1,—-2}, f(2)= Ees e
(a) Ce fel de singularitati sunt zo = 0,21 = 1, 29 = —27
(b) Calculati rez(f,0),rez(f,1),rez(f, —2);
(c) Calculati / f(2)dz
le-11=3

(d) Dezvoltati in serie Laurent functia f in coroana circulara D(1, 1, 2).
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5. Fie f: C\{0,4}, f(2)==.
(a) Ce fel de singularitati sunt zop = 0, z; = 4?7

(b) Calculati rez(f,0),rez(f,1);

(c) Calculati / f(2)dz, / F(2)dz

|z|I=1/2 |z—i|=2
6. Fie f: C\{0,—i,i}, [f(2)= 7
(a) Ce fel de singularitati sunt zo = 0,21 =i, 20 = —i?

(b) Calculati rez(f,0),rez(f, i), rez(f, —i);
(c) Calculati / f(2)d=

|z—i|=4

(d) Dezvoltati in serie Laurent functia f in coroana circulara D(0, 1, 2).

Teorema reziduurilor. Aplicatii ale Teoremei reziduurilor.

1. Calculati

() /ZCOS (%) dz (c) /z?’ez_l?dz.

|2=1

|z|=1
1
(b) / zsin (;) dz
|z|=1
2. Calculati
2 J 2m J
t t
(2) /2+cost (c) /2+Sint
0 0
2
(b) dt
(2 + cost)?
0



