Cursul 1
Corpul numerelor complexe

1. Introducere

Dezvoltarea istorica a gandirii matematice a urmarit indeaproape evolutia ideii
de numar. Aceasta evolutie, exprimata succint prin sirul de incluziuni

NCZcQcRCcC,

nu a fost nicidecum liniara ci foarte sinuoasa, cu etape suprapuse sau chiar in
ordine inversa.

Primele au aparut numerele naturale 1,2, 3, ..., urmate de fractii si rapoarte.
In lumea antica deja aparusera semne ca numai acestea nu sunt suficiente; de
exemplu, incomensurabilitatea diagonalei patratului cu latura sa era cunoscuta
din vremea lui Pitagora.

Urmatoarea achizitie a fost numarul zero care, plecand din India, a ajuns
in Europa in jurul anului 1000, odata cu scrierea pozitionala a numerelor, prin
intermediul cartilor lui Muhammad al-Khwarizmi, persanul de la numele caruia
provine termenul de algoritm.

Numerele negative si tmaginare apar in acelagi timp, in Italia secolului al XV1I-
lea, In parte tot sub influenta surselor islamice si bizantine. Aceste numere, cu
denumiri care sugereaza o acceptare doar formala a existentei lor, s-au dovedit
utile in rezolvarea ecuatiilor algebrice. Astfel, unitatea negativa, —1, a fost
definitd ca fiind solutia ecuatiei # + 1 = 0, iar unitatea imaginara, v/—1, ca
solutie a ecuatiei 22 + 1 = 0, chiar daca printre numerele deja cunoscute nu
exista niciunul care sa verifice vreo una dintre aceste doua ecuatii.

Calculul formal cu numere complexe, adicd cu expresii de forma a + by/—1
s-a dezvoltat prin analogie cu cel al numerelor irationale patratice de forma
a + /2. In ciuda numeroaselor rezultate obtinute cu astfel de numere in se-
colele XVII-XVIII, matematicienii au avut retineri cu privire la utilizarea lor.
Indoiala asupra “existentei” acestor numere a disparut odata cu aparitia unei
interpretari geometrice foarte simple a lor, si anume reprezentarea lor ca puncte in
plan. Folosirea sistematica i popularizarea reprezentarii geometrice a numerelor
complexe o datoram lucrarilor lui Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Denumirile nefericite, care mai provoaca si astazi confuzii, de “numere reale”
i “numere imaginare” au fost introduse de René Descartes (1596 — 1650) pentru
clasificarea radacinilor polinoamelor. Intelegerea deplina, atat a numerelor reale
cat si a celor complexe, a avut loc concomitent, in secolul al XIX-lea, odata cu
fundamentarea analizei matematice inceputa de Augustin-Louis Cauchy (1789 —
1857).



Multimea numerelor complexe C, aparuta ca instrument de lucru in rezolva-
rea ecuatiilor polinomiale, s-a dovedit a fi chiar cadrul natural al acestui dome-
niu, daca luam in consideratie, de exemplu, Teorema fundamentala a algebrei,
enuntata in 1608 si demonstrata doua secole mai tarziu, in 1806, care afirma
ca orice polinom cu coeficienti reali sau complecsi are macar o radacina in C.
Dezvoltarea teoriei numerelor complexe a continuat cu trecerea de la functii
polinomiale la functii oarecare de o variabila complexa, cu studiul derivabilitatii
si integrabilitatii acestora, ajungandu-se in final la stabilirea unui capitol funda-
mental in matematica, capitol numit Analiza compleza, prin analogie cu Analiza
matematica a functiilor de variabila reala.

Teoria functiilor de o variabila complexa a patruns, prin intermediul ecuatiilor
diferentiale mai ales, in numeroase domenii din gtiinta si tehnica. De exemplu, in
electrotehnica toate marimile “sinusoidale” care caracterizeaza curentul electric
sunt definite prin functii cu valori complexe. Sub presiunea numeroaselor lor
utilizari, numerele complexe au ajuns si in limbajele de programare, in C'++ sub
forma de clase in biblioteca standard iar in C# si Python chiar ca tip predefinit
al limbajului.

In cursul pe care 1l vom parcurge in acest semestru vom prezenta elementele de
baza ale analizei complexe, cu accent pe aplicatiile acestora in principal in grafica
pe calculator, dar nu numai. In acest scop vom utiliza limbajul de programare
Python in care numerele complexe sunt gata incorporate:

z = complex(2, 3)
print (£"z={z} are tipul {type(z)1}")
# z=(2+3j) are tipul <class ’complex’>

In aplicatiile grafice pe care le avem in vedere vom folosi numerele complexe
sub aceasta forma predefinita de limbaj, dar in acest curs introductiv, ca exercitiu
de programare in Python, vom prezenta structura algebrica a numerelor complexe
prin implementarea unei clase proprii de lucru cu aceste numere, clasa Complex
din figierul MyComplex.py atasgat.

2. Forma algebrica a unui numar complex

Multimea numerelor complexe C se defineste ca fiind multimea perechilor de
numere reale

C=RxR={(z,9)] z,y € R}

dotata cu doua operatii binare, adunarea:

(x1,91) + (22, ¥2) = (21 + 22,11 +y2),  V(21,11), (z2,y2) € C,



si inmultirea
(1, 1) (T2, Y2) = (T122 — Y12, T1y2 + T2y1), VYV (21,y1), (x2,y2) € C.

Teorema. (C,+,-) este un corp comutativ. Prin corespondenta x — (z,0),
R devine un subcorp al lui C.

Demonstratie. Este evident ca adunarea gi inmultirea sunt operatii interne.
Asociativitatea si comutativitatea adunarii sunt imediate, (0,0) este element
neutru iar opusul —z al lui z = (z,y) este (—z, —y). Asociativitatea inmultirii
se verifica prin calcul, comutativitatea este evidenta, iar (1,0) este elementul
unitate. Pentru un z = (a,b) # (0,0) gasirea inversului 27! = (z,y) revine la
rezolvarea sistemului liniar

ar —by =1
bxr + ay = 0,

care, deoarece A = a? + b # 0, are solutia unica 27! = (ﬁ, ﬁ) Distribu-
tivitatea inmutirii fata de adunare se verifica usor prin calcul, si astfel am aratat
ca (C,+,-) este un corp comutativ.

In sfarsit, este clar ca aplicatia x — (z,0), definita pe R cu valori in C este

injectiva si are proprietatile
(1'1, 0) + (%’2, 0) = (iCl + Zo, O)

(Il, O) (.TQ, 0) = (ZL’lfL’g, 0),

de unde rezulta imediat ca imaginea sa {(x,0)| x € R} C C, este un subcorp al
lui C izomorf cu corpul numerelor reale R.

Observatie. Fiind dat un numar complex z = (z,y), convenim sia numim
numerele reale x gi y ca fiind partea reala si, respectiv, partea imaginara a lui z,
si vom utiliza notatiile + = Rez, y = Imz. Aplicatiile 2z — Rez §i z — Im z,
definite pe C cu valori in R pastreaza operatia de adunare, adica

Re(z1 + z2) = Rez; + Re 2
Im (21 + 29) = Im 27 + Im 29,

dar nu si operatia de inmultire.

A doua parte a teoremei de mai sus afirma ca multimea numerelor reale R
poate fi identificata, prin izomorfismul de corpuri dat de aplicafia de scufundare
r € R — (z,0) € C, cu multimea numerelor complexe cu partea imaginara nula

R ={z|Rez=0} ={(z,0)| z € R} Cc C.
Aceasta Inseamna ca, in loc de

ReRcC



vom scrie
R cC,

iar numerele complexe de forma (z,0) vor fi notate cu z atunci cand nu exista
pericol de confuzie.

Mai mult, se verifica imediat ca orice numar complex z = (x,y) poate fi
descompus sub forma

z=(z,y) = (,0) + (0,y) = (x,0) + (0, 1)(y,0),

si, prin urmare, cu notatia

i=(0,1),

obtinem asa numita forma algebrica a lui z:
z =T+ 1y,

unde, subliniem, x, y si ¢ sunt numere complexe. Din definitia inmultirii avem
ca
(07 1)<07 1) = (_170) = _(170)7

relatie care, cu conventiile facute, se scrie
i =—1
Aplicand regulile de calcul dintr-un corp comutativ, deducem mai departe ca
(1 + iy1) (22 + iy2) = 2122 + G212 + i1 22 + P91y

= 2122 — Y12 + {(T1Y2 + Y122),

justificand astfel de ce inmultirea numerelor complexe a fost definita atat de
complicat.

Sa urmarim cum au fost implementate cele de mai sus in clasa Complex
definita in modulul MyComplex.py.

Egalitatea C = RxIR se reflecta direct in structura unui obiect de tip Complex,
care este format numai din doua variabile instanta, x si y, initializate de con-
structorul obiectului:

class Complex:

def __init__(self, x=0, y=0):
assert isinstance(x, (int, float))
assert isinstance(y, (int, float))
self.x = x
self.y =y



Aici, pentru depanare, se verifica daca la apelare parametrii x gi y sunt de
tip numeric, intreg sau flotant.

Definitiile operatiilor cu numere complexe apar, exact sub forma data, la
supraincarcarea operatorilor corespunzatori:

def __add__(self, other):
# aduna self + other; z+w se traduce z.__add__(w)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(self.x + other, self.y)
if isinstance(other, Complex):
return Complex(self.x + other.x, self.y + other.y)

raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} + {type(other)}")

def __mul__(self, other):
# returneaza self*xother; z*w se traduce z.__mul__(w)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(self.x * other, self.y * other)
if isinstance(other, Complex):
return Complex(self.x * other.x - self.y * other.y,
self.x * other.y + self.y * other.x)

raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} * {type(other)}")

Definitie. Conjugatul lui z = x + 1y este numarul complex z = a — ib.
Propozitie. Aplicatia z — Z are urmatoarele proprietati imediate:

Verificam de exemplu (1)

2172 = (11 —iy1) (22 — i) = (2122 — Y1y) — i(T1y2 + Toy1) = Z122.
Observatie. In corpul comutativ (C,+,-) prin scadere se intelege
21— R = 21 + (—2’2),

iar prin tmpartire

Este clar ca din (7) si (i7) urmeaza si



(vii) 21 — 20 =71 — %3

(vidd) (—;) -

(ix) 2" =7Z

SR

n

Definitie. Modulul lui z = = + iy este numarul real |z| = /2% + y2.
Propozitie. Aplicatia z — |z| are urmatoarele proprietati:

(@) |2* =

(@) |z = ||

(iv) |z122] = |21]|22]

)
)
(ii) |z =0 2 =0
)
)

(v

21+ 22| < |21| + 2]
Verificam de exemplu inegalitatea triunghiulara (v):
|Zl + 2’2‘2 = (21 + ZQ)(Zl + 22) = (21 + ZQ)(Z]_ +22) =

= 2171 + 21Z2 + 271 + 27 = |z P + (2122 + 2122) + |20
= 21> + 2Rez1%2 + |2 < Jz1|* + 2|21 %] + |22/
= |z1]* + 2|z1]|22] + 22 = (|21] + |22])%.

3. Forma trigonometrica a unui numar complex

Identificand R cu o dreapta pe care se considera o “axa a numerelor” Ox, urmeaza
ca C = R x R se identifica cu un plan raportat la un sistem de coordonate
cartezian zQy, asociind fiecarui punct M de coordonate (z,y) numarul complex
z = x + 1y, numit afizul lui M. Vom trece acum la coordonate polare.

Propozitie. Fie z € C, z # 0. Exista si este unic § € (—m, 7|, numit
argumentul numarului complex z si notat arg z, astfel incat

Demonstratie. Fie z = z + iy, cu |z| # 0. Din |z| = /22 + y? > Va2 = ||

rezulta cd % € [—1,1], deci exista

0o = arccos|x—’ e [0,7].
z
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2
Avem sin?f, = 1 — cos? 6, = (i) . Daca y > 0 definim 6 = 6y, altfel § = —6,.

|2
Unicitatea lui § = arg z decurge din echivalenta

0 —
{COS BY LgkeZa i 60— =%

sinf = sin

prin urmare, 0, € (—m, 7| implica § = .

0 =argz

Observatie. Fie punctul M(z,y) cu afixul z = z +iy. Raza p = |z| > 0
gl unghiul § = argz € (—m, 7] reprezinta chiar coordonatele polare ale lui M.
Legatura dintre cele doua tipuri de coordonate este data de formulele

x = pcosf p=/a*+y?
And x
m241’,1/2

0 = £+ arccos

y = psinf

unde semnul din fata lui arccos este dat de semnul lui y.
Este usor de vazut ca argumentul unui numar complex z cu Re z # 0 se poate
afla gi cu formula

0= arctgg + km,
x

unde k are una din valorile 0, 1 sau —1, in functie de cadranul in care cade z.
Cu aceste notatii obtinem imediat forma trigonometrica a lui z;

z=x+1iy = pcosf+ipsinf = p(cosf + isinh).

Sa observam ca modulul p = |z| = /2?2 4+ y? si argumentul § = argz al
unui numar complex z = x + 1y au fost implementate in structura Complex prin
proprietatile



@property

def rho(self):
# furnizeaza modulul rho = |x+yi| pentru
# z = x+tyi = rho(cos(theta) + i sin(theta))
return math.hypot(self.x, self.y)

@property

def theta(self):
# furnizeaza argumentul theta pentru
# z = x+yi = rho(cos(theta) + i sin(theta))
return math.atan2(self.x, self.y)

Observatie. Conform implemetarii de mai sus, argumentul § = arg z retur-
nat de proprietatea theta este in intervalul (—m, 7], conform cerintelor. Acest
fapt este utilizat, de exemplu, In urmatorul test care decide daca punctul z se
afla sau nu in semiplanul stang determinat de dreapta ab parcursa de la a la b:

def zEstelLaStangaluiAB(z, a, b):
return ((z - a) / (b - a)).theta > 0

#Exemplu:

z = Complex(0, 1)
a = Complex(0, 0)
b = Complex(l, 1)

print (zEsteLaStangaluiAB(z, a, b))
# True



4. Fisierul MyComplex.py

Prezentam in continuare modulul in care este definita clasa Complex

import math
class Complex:

def __init__(self, x=0, y=0):
assert isinstance(x, (int, float))
assert isinstance(y, (int, float))
self.x = x
self.y = y

@property

def rho(self):
# furnizeaza modulul rho = |x+yi| pentru
# z = x+yi = rho(cos(theta) + i sin(theta))
return math.hypot(self.x, self.y)

@property

def theta(self):
# furnizeaza argumentul theta pentru
# z = x+tyi = rho(cos(theta) + i sin(theta))
return math.atan2(self.x, self.y)

Q@property
def conj(self):
# furnizeaza conjugatul
return Complex(self.x, -self.y)

def __repr__(self):
# reprezinta pe z ca string: "Complex(x,y)"
return f"Complex({self.x}, {self.y})"

def __str__(self):
# reprezinta pe z ca string: "x+yi"
return £"({self.x}{self.y:+}i)"

def __neg__(self):
# expresia -z este tradusa z.__neg__()
return Complex(-self.x, -self.y)

def __pos__(self):
# expresia +z este tradusa z.__pos__()
return Complex(self.x, self.y)



def

def

def

def

def

def

def

__add__(self, other):
# aduna self + other; z+w se traduce z.__add__(w)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(self.x + other, self.y)
if isinstance(other, Complex):
return Complex(self.x + other.x, self.y + other.y)
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} + {type(other)}")

__radd__(self, other):
# aduna other + self; b5+z se traduce z.__radd__(5)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(self.x + other, self.y)
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(other)} + {type(self)}")

__sub__(self, other):
# scade self - other; z-w se traduce z.__sub__(w)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(self.x - other, self.y)
if isinstance(other, Complex):
return Complex(self.x - other.x, self.y - other.y)
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} - {type(other)}")

__rsub__(self, other):
# scade other - self; 5-z se traduce z.__rsub__(5)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(other - self.x, -self.y)
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(other)} - {type(self)}")

__mul__(self, other):
# returneaza self*other; z*w se traduce z.__mul__(w)
if isinstance(other, (int, float)):

return Complex(self.x * other, self.y * other)
if isinstance(other, Complex):

return Complex(self.x * other.x - self.y * other.y,

self.x * other.y + self.y * other.x)

raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} * {type(other)}")

__rmul__(self, other):
# returneaza other*self; 5%z se traduce z.__rmul__(5)
if isinstance(other, (int, float)):
return Complex(self.x * other, self.y * other)
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(other)} * {type(self)}")

__truediv__(self, other):
# returneaza self/other; z/w se traduce z.__truediv__(w)
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if isinstance(other, (int, float)):
if other != 0:
return Complex(self.x / other, self.y / other)
else:
raise ZeroDivisionError (f"Impartire la zero: {type(self)} / 0")
if isinstance(other, Complex):
ro2 = other.rho **x 2
if ro2 != 0.0:
return (self * other.conj) / ro2
else:
raise ZeroDivisionError (f"Impartire la zero: {type(self)} / 0")
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} / {type(other)}")

def __rtruediv__(self, other):
# returneaza other/self; 5/z devine z.
if isinstance(other, (int, float)):
if self != 0:
return (self.conj * other) / (self.rho ** 2)
else:
raise ZeroDivisionError(f"Impartire la zero: {type(other)} / 0")

_rtruediv__(5)

# testeaza daca self == other
try:
delta = self - other
except TypeError:
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} == {type(other)}")
else:
return delta.rho < 1.0e-20

def __eq__(self, other):

def __ne__(self, other):
# testeaza daca self != other
try:
delta = self - other
except TypeError:
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)} != {type(other)}")
else:
return delta.rho >= 1.0e-20

def __pow__(self, n):
# calculeaza z**n cu formula lui Moivre
if isinstance(n, (int, float)):
rlan = self.rho ** n
ntheta = self.theta * n
xx = round(rlan * math.cos(ntheta), 10)
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yy = round(rlan * math.sin(ntheta), 10)
return Complex(xx, yy)
raise TypeError(f"Operatie nedefinita: {type(self)}**{type(n)}")

@ classmethod

def fromRhoTheta(cls, rho, theta):
return Complex(rho * math.cos(theta), rho * math.sin(theta))
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