Cursul 3

Planul numerelor complexe

Multimea numerelor complexe este, prin definitie, C = R x R. Dupa cum
stim, fiind dat intr-un plan 7 un reper ortonormat, produsul cartezian R? = RxR
poate fi identificat cu multimea punctelor planului 7, notand cu Z(z,y) punctul
de coordonate z = (x,y) € R?. Prin urmare, fiecdrui punct din plan ii corespunde
cate un numar complex, numit afizul punctului, iar aceasta corespondenta este
bijectiva. Vom spune ca 7 este planul numerelor compleze, prin analogie cu aza
numerelor reale, si 1l vom identifica cu C, notand in acelasi fel punctul Z(zx,y) si
afixul sau, z = (z,y) = x + iy.

Mai mult, produsul cartezian R? = R x R se structureazs in mod natural ca
spatiu liniar real de dimensiune 2, definind adunarea si inmultirea cu scalari pe
componente:

(@1,91) + (22,92) = (1 + 22,01 +42),  V(21,91), (T2,92) € R?,
si
alr,y) = (az,0y), VaeR,(z,y) € R

Noténd @ = (1,0),7 = (0,1), orice vector Z = (z,y) din acest spatiu se scrie ca
7= (z,y) = 2l +yi,

adica este vectorul de pozitie 2= 07 al punctului Z(z,y) in reperul ortonormat
{0,471}

In continuare vom utiliza In mod sistematic identificarea
r=z=7=7,

altfel spus, vom nota in acelasi mod, cand nu exista pericol de confuzie, un numar
complex, o pereche de numere reale, un punct gi un vector.

§1. Adunarea numerelor complexe

Prin identificarea descrisd mai sus, definitiile adunarii in C si R? coincid,
rezulta ca adunarea numerelor complexe are loc dupa regqula paralelogramulus:

vectorul O? corespunzator sumei s = z; + 2o este diagonala paralelogramului
format de vectorii OZ; si OZ,.

Analog, vectorul de pozitie @ corespunzator diferentei d = 2o — 2; este
vectorul liber Z;Z, translatat cu Z; in origine (astfel incat OZ, sa fie diagonala
paralelogramului format de OZ; si OD. Spunem ca suma z; + 2o este diagonala
paralelogramului format de vectorii z; si 29, iar diferenta 25 — 21 este vectorul
—y
Z1%9.
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Cu acest prilej s observiam ci inmultirea cu scalari din spatiul liniar R? este
de fapt inmultirea in C dintre un numar real gi un numar complex, deoarece
aZ = a(z,y) = (ax,ay) = (o,0)(z,y) = az.

Urmeaza ca inmultirea cu numere reale reprezinta, in planul numerelor complexe,
o scalare, adica o marire/micgorare la scara cu centru in originea O. De exemplu,
produsul cu 2, adica aplicatia z — 2z, mareste figurile din plan de doua ori privind
din origine (este o omotetie cu centru O si raport 2).
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§2. Inmultirea numerelor complexe

Forma trigonometrica ne permite sa dam o interpretare remarcabila inmultirii
numerelor complexe.

Sa calculam produsul lui w = a(cos p+isinp) cu z = p(cosf+isinf). Avem

wz = ap|(cos p cosf — sin @ sin f) + i(sin ¢ cos O + cos psin 0)]
= ap(cos(¢ + 0) + isin(p + 0))
de unde obtinem ca
wz] = |w]z]
si
argwz = argw + arg z (mod 27).

Deci, la inmultirea numerelor complexe, modulele se inmultesc iar argu-
mentele se aduna. Deducem de aici ca produsul cu w = a(cos ¢ + isin ), adica
aplicatia

z — wz,

reprezinta o scalare de factor o compusa cu o rotatie de unghi ¢ in sens trigono-
metric in jurul originii.
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In particular, inmulfirea cu i, care are modulul 1 si argumentul 7 radiani,
este o rotatie de 90° in sens trigonometric in jurul originii. Prin urmare, produsul
cu i? nseamna doud rotatii de 90° in acelasi sens, adica de o rotatie de 180°,
exact transformarea geometrica asociata produsului cu —1. Iata o interpretare
geometrica eleganta a egalitatii 2 = —1.

Sa reamintim si celebra formula a lui Moivre (Abraham de Moivre (1667 —
1754), matematician francez): daca z = p(cosf + isinf) atunci pentru orice
n € Z avem

" = p"(cosnf + isinnd).
Aceasta formula permite, printre altele, si urmatoarea extindere la exponenti
reali pozitivi a operatiei de ridicare la putere a unui numar complex:

= p¥(cosab + isinab),

pentru orice a € (0, +00).



Programul urmator reprezinta grafic puterile numarului

995 T .. T
2z = ——(cos —= +isin —).
1000 120 120
Deoarece [2"| = |z]" = 0.995" — 0 pentru n — +o00, puterile lui z de exponent
n=1,2,3,... vor forma un gir de puncte care se apropie de origine, rotindu-se in

jurul ei la fiecare pas cu m/120 radiani, si parcurgand astfel o spirala indreptata
catre zero.

{4 Puteri: oprit — X

import ComplexPygame as C
import Color
import math

def Puteri():
C.setXminXmaxYminYmax(-1.1, 1.1, -1.1, 1.1)
.fillScreen()
.setAxis()
C.fromRhoTheta(0.995, math.pi / 120)
=1
or k in range(10000):
p *=z
C.setPixel(p, Color.Black)
if C.mustClose():
return
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if __name__ == ’__main__’:

C.initPygame ()
C.run(Puteri)



§3. Radacinile unitatii.

Consideram un numar natural fixat n > 1, notam

si definim
€ =cosf +isind.
Este ugor de vazut ca primele n puteri ale lui ¢,
1,e,e% €8, ..., e,
date de formula
2 = € = cos k@ + isin k6,
sunt distincte si sunt varfurile unui poligonului regulat cu n laturi inscris in cercul
unitate. Deoarece pentru orice k € {0,1,2,...,n — 1} avem
2y = cosnkf + 1sinnkf = cos 2km + isin 2km = 1,
deducem ca multimea
U,={l,e,%¢e* ..., 1}
este formata din cele n solutii in C ale ecuatiei
2" =1.

U, se numesgte multimea radacinilor de ordin n ale unitatii si are o structura de
grup in raport cu inmultirea. Puterile lui € se repeta din n in n, mai precis avem

k_h _ _k+h (modn)

e 9

si prin urmare aplicatia e — k este un izomorfism intre (U, -) si grupul (Z,, +)
al claselor de resturi modulo n.

§4. Conjugatul unui numar complex

Pentru a efectua impartirea a doua numere complexe sub forma algebrica
avem nevoie de operatia de conjugare.
Conjugatul i z = x + 1y este Z = x — iy §i are proprietatea esentiala
zZ=2"+y* =z’ e R
Operatia de conjugare (adica aplicatia z — Z) reprezenta trecerea de la un
punct la simetricul sau in raport cu axa reala, prin urmare conjugarea pastreaza
operatiile:
21+ 29 =7 +§2,
21— Zp = 21 — Z2,
Z1%9 = Z1%2,
21/22 = 31/32.
In sfarsit, pentru z = x + iy avem

Z+Z§iImz:y:Z_,Z
2 21

Rez =z =



Este util de tinut minte c&, dacd |z| = 1 atunci z = 1.

Sa observam ca pentru oricare trei puncte 21, 29 si 23 necoliniare, triunghiurile
Az12023 51 AZ1Z9Z3 sunt totdeauna congruente, fara ca ele sa poata fi suprapuse
numai prin prin translatii si rotatii.

§5. Impartirea numerelor complexe.

Sub forma algebrica, impartirea a doua numere complexe se efectueaza prin
amplificare cu conjugatul numitorului:
a+ib  (a+ib)(zr —iy) ax+by bxr—ay
N == . . - 1 °
v4iy (v ay) (e —iy) 224y a?4y?

Dupa cum rezulta imediat din proprietatile inmultirii, raportul a doua nu-
mere complexe sub forma trigonometrica, z; = pi(costy +isinfy) # 0 i 2o =
p2(cos by + isinby) este

z .
2= &(COS(QQ —01) + isin(fy — 0y)).
21 P1
Deducem ca modulul raportului z3/z; este raportul lungimilor vectorilor zo si 2

—_—
iar argumentul raportului z3/z; este unghiul 210z, dintre cei doi vectori.
O interpretare remarcabila vom avea intr-un triunghi Azyz;22 in care, daca
tinem cont ca diferentele zo — zg §i 21 — 2o sunt laturi, avem
. |Zz —Zo| . Zo Lo
|21 - Zo| ZoZy

Z9 — 20

21— 20
s

22 — 20 ="
arg = le(]ZQ.

21 — R0

Retinem: raportul a doua laturi este numarul complex care are modulul egal
cu raportul lungimilor laturilor si argumentul egal cu unghiul dintre cele doua
laturi. Deducem de aici ca triunghiurile (orientate) Azgz12z2 i Azg'z1' 25" sunt
asemenea daca si numai daca

Zy—2)  m— X

=2 72— 2



sau
Zé — 26 . Zo — EO

Zi — Z(/) 31 — 20
In primul caz spunem ca triunghiurile sunt direct-asemenea, iar in al doilea
caz spunem ca sunt invers-asemenea.
. . . A . — . .
Punctele 2y, 21 si 2o sunt coliniare cand unghiul Z; 7,7 are 0 sau 7 radiani,
deci atunci cand raportul celor doua laturi,

22 — X0
— =,

21 — R0
are argumentul 0 sau 7 gi, prin urmare, este numar real. Deducem de aici
caracterizarea: punctul zo care imparte segmentul zpz; in raportul

\ = |22 — 20
|21 — 2o
este dat de egalitatea
P zO’
21— 20

i, prin urmare,
29 = 20 —|— /\(Zl — ZQ).
Urmeaza ca dreapta determinata de doua puncte distincte, zg si 21, admite
reprezentarea parametrica

Z:ZO‘I—t(Zl—Zo), teR.

Ca aplicatie, urmatorul program sectioneaza triunghiul Aabc in zece felii de
arii egale:
import ComplexPygame as C
import Color
def Sectiuni():
def Sectioneaza(a, b, c, nrSectoare):
C.drawLine(b, c, Color.Black)
for k in range(nrSectoare + 1):
C.drawLine(a, b + k * (¢ - b) / nrSectoare, Color.Black)

.setXminXmaxYminYmax (-1, 7, -1, 7)
.fillScreen()

.setAxis()

=2 + 5j

=1+ 1j

6 + 2j

Sectioneaza(a, b, c, 10)

0O TP QO

if __name__ == ’__main__’:

C.initPygame ()
C.run(Sectiuni)



£ Sectiuni: complet - X

§6. Produsul scalar.
Fie z; = x1 +iy; si 29 = x9 + 1yo afixele punctelor 7 si Z5. Dupa cum stim,
prin produsul scalar al vectorilor OZ; si OZ, se intelege numarul real
R e
OZl . OZQ = ||OZ1||||OZQ|| COS <IZlOZQ
si se calculeaza pe coordonate cu formula
— —
OZ,-0Zy = x173 + Y13
Din acest motiv, vom defini produsul scalar al numerelor complexe z; si 2z
prin
< Z1,%9 >= T1%2 + Y1Y2 = Re 2129 = 5(2152 + 2122).

Urmatoarele proprietati ale produsului scalar sunt evidente:

< z,2>=|z|?

<u,v>=<v,u >
<z,zutv>=<z,u>+<z0v>

< AU, >= A< u, v >=< u,\v >, VA €R.
<z,22>=0& 07 L OZ

<wuz,vz >= 2> <wu,v >

Produsul scalar este util la caracterizarea perpendicularitatii: daca A, B, C
si D au afixele a, b, ¢ si d, atunci

ABJ_C’D<:><b—a,d—c>:O<:>Z_a

=\, A € R.

—C
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Exemplu. Fie H ortocentrul si O centrul cercului circumscris triunghiului
AABC. Aratati ca intre afixele h, o, a, b si ¢ ale acestor puncte are loc relatia

h=a+b+c— 2o.
Rezolvare Fie h = a + b+ ¢ — 20. Din
<h—ab—c>=<(b—0)+(c—0),(b—0)—(c—0) >=|b—of — |c—o|> = 0,

rezultd ca H se afld pe indlimea din A a triunghiului AABC'. Din simetria
relatiilor, rezulta ca H este pe oricare inaltime, deci este ortocentrul triunghiului.

§7. Transformari geometrice.

Identificand in continuare C cu multimea punctelor unui plan, prin figura
geometrica vom intelege, in cele ce urmeaza, o multime oarecare F' de numere
complexe, prin transformare geometrica o aplicatie T : C — C, iar prin trans-
formata figurit F' multimea formata din transformatele punctelor lui F:

F'=T(F)={=T(z), z€ F}.

Pe baza interpretarii geometrice a operatiilor cu numere complexe, avem urma-
toarele caracterizari ale transformarilor intalnite in geometria planului.

§7.1. Translatia. Dorim sa translatam o figura F' astfel incat un punct fixat
2o € F sa ajunga intr-un z| fixat in F’. Fie z € F' si 2/ € F’ transformatul sau.

Vectorii 22’ §i 2z trebuie sa fie egali, deci 2’ — 2z = 2| — 2y, de unde rezulta
2=z + (2 — 20).
In concluzie, transformarea 7' : C — C data de

T(z) =2+ (20— 20), 2z €C,

N /
este translatia de vector zyz.




§7.2. Omotetia. Fixam un punct 2y € C si un numar real A > 0. Fiind data
o figura F', dorim sa o “marim la scara” cu factorul \ relativ la centrul zy. Fie
z € Fsi 2 € F' transformatul sau. Cerem ca punctele zg, z si 2’ sa fie coliniare
si raportul segmentelor 2oz’ si 29z sa fie A, de unde rezulta ca 2’ = zp+ A(z — 2o).
In concluzie, transformarea T : C — C data de

T(z) =20+ Az — 20), 2z € C,

cu A € RY, este omotetia de centru zy st raport .

| / F\,ﬁ-r
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§7.3. Rotatia. Dorim sa rotim o figura F' in jurul unui punct fix zp € C
cu un unghi #. Consideram un z € F, notam cu 2z’ € F’ transformatul sau si
definim numarul complex w prin

“"\-u__,-‘! o

2 — 2

W = .
Z— 20

&

' %

to

Avem
B |2" — 20| B

w| = 1

|z — 20|
si
—_—
arg = 2'2pz = 0 = const.,
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de unde rezulta ca w = cos + isin 6.
Rotatia de centru zy si unghi 0 este data de transformarea T : C — C definita
de

T(z) =2+ w(z—2), z€C,
cu w = cosf + isinb.
§7.4. Simetria fatd de un punct. Punctul 2’ este simetricul lui z fata de
2o daca 2z’ — zp = —(z — 2p) si, prin urmare,
T(z) =2z —z, z€C,
este simetria fata de punctul z.
§7.5. Simetria fata de o dreapta. Fie d,, dreapta determinata de doua

puncte distincte a si b din C. Dorim sa determinam simetricul 2’ al unui punct
z fata de dreapta dg.

Consideram conjugatele a, b, z si 2’ care, dupa cum stim, sunt simetricele
punctelor a, b, z si 2’ fata de axa reala. Din egalitatea

Ql

Z —a

Z_
b—a b-—a

data de congruenta triunghiurilor Aaz’b si Aazb, obtinem mai departe

b —
Y =—a+———(2—a).
b—a

In concluzie, simetria fata de dreapta determinata de punctele a si b este
transformarea 7' : C — C data de

T(z)=a+w(Z—a), z€C,

11



§7.6. Asemanarea. Fie A un numar real strict pozitiv. Numim asemanare
de raport A > 0 o transformare 7' : C — C, cu proprietatea

T(21) — T(22)| = Mz1 — 22,

pentru orice z1, 29 € C. Daca A = 1, spunem ca T este o izometrie.

Se stie ca orice izometrie poate fi scrisa ca o compunere formata dintr-o
translatie, o rotatie si, eventual, o simetrie fata de o dreapta. Mai departe, orice
asemanare poate fi scrisa ca o compunere dintre o izometrie gi o omotetie.

Este usor de vazut ca, in planul complex, orice asemanare este de forma

T(z) =a+ wz,
sau

T(z) =a+ wz,
cu a gi w # 0 numere complexe oarecare, unde A = |w| > 0 este raportul de
asemanare.

Spunem ca 7' este o asemanare directd, o asemdnare care pastreaza marimea
unghiurilor, in timp ce T este o asemanare inversa, deoarece inverseaza semnul
marimii unghiurilor.

De exemplu, simetria fata de o dreapa este o izometrie inversa. intr—adevér,
simetria fata de dreapta ab are forma

T(z)=a+w(zZ—a)=(a—wa)+wz, Vz €C,

unde w = =2 are modulul lw| = 1.

Este clar ca asemanarile duc triunghiuri in triunghiuri asemenea i, in conse-
cinta, transforma poligoane in poligoane asemenea. Din acest motiv, doua figuri
F,F" C C se numesc figuri asemenea, (direct-asemenea sau invers-asemenea),
daca exista o asemanare 7', (directa sau inversa), astfel incat T'(F) = F”.

Orice pereche de triunghiuri asemenea Azgz1z9 ~ Auguius determing in mod
unic o asemanare 71" astfel incat T'(zo) = ug, T(21) = uy i T(22) = us. De fapt
transformarea T este determinata, pana la sensul direct sau invers, de oricare
pereche de segmente care se corespund.

Teorema. Fiind date punctele zy # 2z i uy # ug, exista o unicd asemanare
directa T  astfel incat T(z1) = uy st T(29) = ug §i 0 unica asemdanare inversa T
astfel incat T'(z1) = uy $i T(z2) = us.

Demonstratie. Fie z un punct necoliniar cu zy2z,. Notam u = T'(z). Ase-
manarea directa T se determina din conditia ca triunghiul Auwujus sa fie direct

asemenea cu Azz;z, conditie care, dupa cum am vazut la interpretarea geome-
trica a Impartirii numerelor complexe, inseamna

U — Uy zZ— 21

U — U 22—21’

de unde urmeaza ca



g v Ug — UL . .
Observam ca T'(z) = a + wz cu w = sl a = up —wzp, deci T' este o

R — 21
asemanare directa.
Asemanarea inversa u = T'(z) se determina din conditia ca triunghiul Auwujus

sa fie invers-asemenea cu Azz;ze. Aceasta Insemna ca Auujug este direct-
asemenea cu AZZZ,, de unde avem
U — Uy Z— 21

Uy —Ul 22— 21
i, prin urmare,

~ U — U

T(z) =u + ——(Z — 7).
Z2 — X1
2 o o _ Ug — U . _ e
In final, observam ca T'(z) = a+wz, cu w = —— si a = uy —wzy, deci T este
22 — 21

g

0 asemanare inversa.
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