Cursul 4

Topologia numerelor complexe

1. Siruri si serii in C. Prin distanta dintre z; = x1 41y §i 20 = T2+ 1y In-
telegem lungimea segmentului determinat de punctele z; si 2o din planul complex:

(21, 22) = |22 — 21| = /(22 — 21)? + (92 — 1)

Se verifica imediat ca aplicatia d : C x C — R are proprietatile unei metrici:

(My) Yu,v € C, d(u,v) > 0; d(u,v) =0 u=wv;

(M) Yu,v € C, d(u,v) = d(v,u);

(Ms3) Yu,v,w € C, d(u,v) < d(u,w) + d(w,v);
si, prin urmare, (C,d) este un spatiu metric. Aceasta inseamna ca avem gata
definite, din teoria generala a spatiilor metrice, o serie de notiuni legate de
convergenta sirurilor si de continuitatea functiilor.

Un sir (2,,), de numere complexe este convergent daca exista z* € C, limita
sa, astfel incat girul distantelor de la z, la z* sa tinda la zero:

lim 2z, =2 < lim |2, — 2" =0 &
n—oo n—oo
Ve>0,dN(e) eNa. 1. n>N(e) = |z, — 27| <e.
Convergenta sirurilor se caracterizeaza pe componente,
lim z, = lim (z, + y,) = 2" +1y* < lim z, =2"si lim y, =y,
n—00 n—00 n—r00 n—00

datorita dublei inegalitati
max{|Re z|, |Im z|} < |z| < |Rez| + |Im z|.

Orice sir convergent este marginit, fara ca reciproca sa aibe loc.
Un sir care nu este convergent este numit sir divergent. Despre un sir spunem
ca tinde la infinit daca sirul modulelor sale tinde la plus infinit:

lim z, =00 & lim |z,| = 4o0.
n—oo n—o0

Atentie la limitele infinite: la girurile de numere reale exista limitele —oo i 400,
in C avem numai oo fara semn!

Sirurile care tind la infinit sunt nemarginite, deci divergente, dar nu toate
sirurile nemarginite tind la infinit.

Exemplu. Sa se studieze sirul puterilor unui numar complex w € C.
Rezolvare. Fie w = p(cos @ +isinf). Atunci w™ = p™(cosnb +isinnh) si deci,
daca |w| = p < 1 atunci w™ — 0 deoarece

ptcosnf — 0 i p"sinnd — 0,

dacd p > 1 atunci w" — oo deoarece |W"| = p" — 400, iar daca |p| = 1 sirul
ramane pe cercul unitate, fiind convergent numai in cazul in care este constant,
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adica pentru w = 1, in rest fiind periodic (cand raportul 7/6 este rational) sau
dens distribuit pe cercul unitate. Retinem:

oo pentru |w| > 1;
. n 0 pentru |w| < 1;
lim w" =
n—00 1, pentru w = 1;

A pentru |w| =1 cu w # 1;

Sirul (z,), se numeste gir Cauchy daca:
Ve>0,dN(e) eNa. 1. n,m>N(e) = |z, —zm| <e.

Spatiul metric (C, d) coincide cu R? dotat cu metrica uzuald, deducem ca C este
complet: orice gir Cauchy de numere complexe este convergent.

Deoarece convergenta este caracterizata pe componente iar operatiile in C au
fost definite pe componente, deducem imediat ca din u,, - u* € Csi z, — 2" € C
rezulta

* ok,
UnpZn —> U2ZY;

(€) un/z, — u*/z* (aici se cere z* # 0 g1 Vn, z, # 0);
Sa observam ca reciproca implicatiei z, — z* = |z,| — |2*|, are loc numai in
cazul z* = 0.
Analog cazului real, pot fi formulate si unele reguli de calcul cu limite infinite,

de exemplu

1 . 1
— =0, adica: z, >0 = — — 0.
o0 Zn
Atentie, nu toate regulile din R sunt valabile in C, de exemplu acum oo + 0o

este caz de nedeterminare. In plus, apar reguli noi, cum ar fi:

1 . 1
— =00, adica: z, >0 = — — o0.
0 Zn

In concluzie, deoarece convergenta in C este compatibila cu operatiile, unele
limite de giruri pot fi stabilite prin calcul, analog cazului real.

Exemplu. Sa se calculeze

A+l
lim ————.
n—oo (14+4)" —1
Rezolvare. Notim w = 1 +i. Deoarece |w| = v/2 > 1 avem w” — oo, prin
urmare
"1 "(1+%) 1+L 140
limw+zlim/@( “)— <>O—+—1.




Fie (2,), un sir de numere complexe. Exact ca in cazul seriilor de numere
reale, spunem ca seria

oo
Zzn:zo+z1+zz—|—~~—|—zn+~-,

n=0

are suma s, cu s € C sau s = oo, daca girul sumelor sale partiale
Sp =20+ 2+ + 2y

are limita s, adica

g zp=lim (2o + 214+ -+ 2,) =s.
n—oo
n=0

Seria este convergentd daca are suma finita (adica s € C), altfel este diver-
genta. Din proprietatea de completitudine, rezulta ca seria data este convergenta
daca si numai daca satisface conditia de tip Cauchy:

P
Ve>0,3N(e) eNa. 1. Vn> N(g),Vp > 1 avem ZZ"”“ <e.
k=1

Din caracterizarea pe componente a convergentei in C = R x R, rezulta ca
oo

o
seria g Zn = g (x, + 1y,) este convergenta daca gi numai daca ambele serii de
n=0

n=0

o o
numere reale E Tp S g yn sunt convergente, caz in care are loc egalitatea

i n:: oo 00
Z(xn +iy,) = an + iZyn.
n=0 n=0 n=0

Exemplu. Sa se studieze convergenta seriei geometrice
l4w+w +w’+ o Fw"+-

in multimea numerelor complexe.
Rezolvare. Sirul sumelor partiale este dat de formula
1 — wn+1
sp=14+w+w 4+ +uw"={ 1-
n+1 pentruw =1,

pentru w # 1,

si este convergent numai daca |w| < 1, caz In care limita este ﬁ
Retinem: in multimea numerelor complexe, seria geometrica cu ratia w este
convergenta numai daca |w| < 1, gi atunci are suma

ltw+w + w4 = ——

rezultat analog cazului real.



o0

Seria E z, se numeste absolut convergenta daca seria de numere reale cu

n=0
o0
termeni pozitivi E |z,| este convergenta. Din proprietatea de completitudine,
n=0

rezulta ca orice serie absolut convergenta este convergenta, dar reciproca nu are
loc.
Exemplu. Sa se arate ca seria

) in
n=1 n

este convergenta fara sa fie absolut convergenta.

" 1 nm nmw
Rezolvare. Notam z, = — = — <COS — +4sin —) Avem
n n 2 2
(o) o0 1
SIMES R EES
n=0 n=1
deci seria nu este absolut convergenta, in timp ce atat seria partilor reale
i 1 nr 1 N 11 N
— C0S — = —— _ — = RN
—~n 2 2 4 6

cat si seria partilor imaginare

o0

lemnﬂ'_l 1+1
n 2 1 3 5 ’

n=1

sunt, conform criteriului lui Leibniz, convergente.

2. Multimi deschise si multimi inchise in C. Fie zp € C i r > 0.
Notam cu

D(zp,7) = {z € C pentru care |z — 2| <7}

discul deschis de centru zp si raza r. Multimea V' C C se numeste vecinatate
pentru 2z € C daca exista r > 0 astfel incat D(zp,7) C V, caz in care spunem
ca zg este punct interior lui V. Multimea punctelor interioare unei multimi A se
noteazi cu A.

Multimea D C C se numeste deschisa daca D = () sau daca D este vecinatate
pentru orice z € D, altfel spus, daca D = D. Se verifica imediat ca multimea
C este deschisa, ca intersectia a doua multimi deschise este deschisa si ca reuni-
unea oricarei familii de multimi deschise este deschisa. Amintim ca acestea sunt
proprietatile definitorii pentru clasa multimilor deschise ale unui spatiu topologic.

Multimea F' C C se numeste inchisa daca C\ F este deschisa. Din legile lui
De Morgan rezulta imediat ca intersectia oricarei familii de multimi inchise este
inchisa. Urmeaza ca pentru fiecare multime A C C exista o cea mai mica (in

sensul incluziunii) multime inchisa care contine pe A, multime notata cu A si
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numita znchiderea multimii A. Mai precis, daca notam cu F4 familia multimilor
inchise care contin multimea A, atunci

Inchiderea A este formatd din limitele sirurilor de elemente din A, altfel spus:
a* € A daci si numai daci existd un sir (a,), din A astfel incat a, — a*.
Elementele lui A se numesc puncte aderente multimii A.

Frontiera multimii A se noteaza

0A=ANC\ A,

si este formata, asadar, din punctele aderente atat multimii A cat si comple-
mentarei sale.

Numarul complex a* € C se numeste punct de acumulare pentru multimea
A C C daca este punct aderent multimii A\ {a*}, adica daca exista un sir (an ),
din A\{a*} astfel incat a,, — a*. Daca a* € A, dar a* nu este punct de acumulare
pentru A, atunci a* se numeste punct izolat al multimii A.

Pana acum, in toate definitiile §i caracterizarile din aceasta sectiune, am
lucrat numai cu siruri convergente, adica cu siruri care au limita finita. Pentru
a lucra si cu sgiruri care tind la infinit, este comod sa adaugam la multimea
numerelor complexe C inca un element, notat cu simbolul oo §i numit punctul
de la infinit. Multimea C U {oc} este numita planul complex extins si se noteaza
cu C = C U {oo}, notatie care sugereaza ca punctul de la infinit este punct de
acumulare pentru multimea C. Vom topologiza multimea C astfel incat aceasta
afirmatie sa fie adevarata, definind vecinatatile punctului de la infinit astfel:
multimea V' C C se numeste vecindtate a punctului oo daci exista r > 0 astfel
incat C\ D(0,r) C V.

Utilizand definitia cu vecinatati a limitelor, este ugor de vazut ca un gir (z,),
din C are limita co in aceasta topologie, daca gi numai daca |z,| — +oo, asa
cum ne-am propus.

Planul complex extins are o interpretare geometrica remarcabila, data de
proiectia stereografica a unei sfere pe un plan care trece prin centrul sferei. Mai
precis, consideram

8§ = {(z,y,u) € R® pentru care 2 +y*+u* =1}

sfera unitate din R? centrata in origine si o Inzestram cu topologia de subspatiu
din R3. Cu alte cuvinte, o multime U C § este deschisa in topologia lui § daca
si numai daca existd o submultime deschisd D C R3? astfel incat U = D N 8.
Notam cu 7 planul Oy, de ecuatie u = 0, si cu N(0,0,1) punctul numit
polul nord al sferii unitate. Fie P(zp,yp,up) € S cu P # N, si fie Z(xz,yz,0)
punctul de intersectie al dreptei NP cu planul 7. Corespondenta P — Z este
clar o bijectie intre § \ {N} si planul m, pe care o putem scrie chiar explicit.
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FicurA 1. Sfera lui Riemann

Ecuatia dreptei NP in reperul cartezian Oxyu din spatiul tridimensional R? este

r—0 y—-0 u-—1

$p—0_yp—0_uP—l7

de unde urmeaza ca
Tz yz = —1

)
rp  yp up—1

deci
Tp
Tz = )
1—u
Yz = Yp P
Z 1—’U,p‘

Identificam acum C cu 7 prin corespondenta
z=uz+1iy € C<+ Z(x,y,0) €,
si definim aplicatia ¢ : § — C prin
Tp . Yp
+1 , pentru P # N,
QD(P) = 1—up 1—up %
00, pentru P = N.

Este ugor de vazut ca aplicatia ¢, numita proiectia stereografica de centru N,
este un omeomorfism de la 8 la C = C U {oo}, adica o aplicatie bijectiva care
pastreaza vecinatatile punctelor.

Acest model geometric al lui C = C U {oo} este numit sfera lui Riemann.
Ca o consecinta, definind distanta dintre doua elemente din C ca fiind lungimea
segmentului determinat de punctele corespunzatoare lor pe sfera lui Riemann, se
obtine o metrica pe C, iar topologia indusi de aceastd metricd coincide cu cea
definita mai sus.



3. Limite de functii si continuitate. Topologia lui C este topologia in-
dusd de metrica d(u,v) = |u — v|, prin urmare notiunile de limita gi de con-
tinuitate pentru functii care au argumentul sau valorile in C se definesc ca in
cadrul spatiilor metrice si, in consecinta, pot fi caracterizate cu siruri. Deoarece
si topologia lui C este indusi de o metrica, si limita infinit poate fi caracterizata
cu giruri.

Mai mult, deoarece multimea numerelor complexe C poate fi identificata cu
R? si din punct de vedere topologic, notiunile de limitd si de continuitate pot fi
caracterizate pe componente.

Definitie. Fie A C R sau A C C si a* un punct de acumulare al lui A.
Functia f : A — C are limita £, pentru a — a*, daca pentru orice vecinatate V;
a lui 0 exista o vecinatate Vys a lui a* astfel incat f(Vys \ {a*}) C V4.

In definitia de mai sus limitele a* si £ pot fi finite sau nu. Are loc urmatoarea
caracterizare cu Siruri:

lim f(a) =( < (V(an)n Cc A\{a'},a, = a* = f(a,) — E).

a—a*

~—

In cazul ¢ # 00, avem caracterizarea pe componente: limita lim, .« f(a
exista i este finita dacd si numai daca functiile x = z(a) = Re f(a) si y
y(a) = Im f(a) au limite finite, gi atunci avem

lim (z(a) + iy(a)) = lim x(a) 4+ ¢ lim y(a).
a—a* a—a* a—a*

Definitie. Fie AC R sau A C C siag € A. Functia f : A — C este continua
in ag dacd: fie ag nu este punct de acumulare pentru A (adica este punct izolat)
fielim, o, f(a) = f(ao). Functia f se numeste continuda pe A daca este continud
in orice punct din A.

Este clar ca o functie f cu valori complexe este continua daca si numai daca
functiile ambele functii componente, Re f si Im f sunt continue.

3.1. Functiv complexe de argument real. Fie I C R un interval. O functie
z: I C R — C este formata dintr-o pereche de functii reale x siy: I C R — R,
date de egalitatea

z(t) = x(t) +iy(t), t € 1.

Astfel de functii sunt utilizate in descrierea miscarii unui punct in plan. De

exemplu,
z(t) = t(cost +isint), t € [0, 4+00),

reprezinta legea orara dupa care un punct se deplaseaza pe o spirala care porneste
din origine. Cele doua functii reale componente dau ecuatiile parametrice ale

spiralei:
T = tcost,
y = tsint,

pentru t € [0, +00).



Fie ty € I. Dupa cum am vazut, limita si continuitatea functiei z = z(¢) in
to se caracterizeaza pe componente, la fel ca derivabilitatea:

?(to) = lim A = 2lt) _ 2 malt) oy, 900 = vlto)

= a'(to)+iy/ (to)-
t—to t—to t—to t—to t—to t_to .T<0)+?/y(0>

Din definitia derivatei rezulta aproximarea
2(t) = z(tg) + (t — t0)2'(to) pentru t = ¢,

care Inlocuiegte miscarea lui z = z(t) cu o miscare rectilinie uniforma cu viteza

|2/(to)| pe tangenta la traiectorie in punctul zy = z(ty). In concluzie, derivata
unei functii complexe de argument real se calculeaza pe componente

2(t) = '(t) + iy (t)

si reprezinta vectorul vitezd instantanee al punctului in miscare z = z(¢). El da
directia tangentei la traiectorie in punctul curent.

|
X

£5 Spirala: complet

o
W

Programul Python de mai jos deseneaza cu negru traiectoria punctului curent
z = t(cost+isint) pe intervalul t € [0,35] si traseaza cu rogu vectorul viteza la
momentul ¢ty = 32:

import ComplexPygame as C
import Color
from math import sin, cos
def Spirala(Q):
def z(t):
return t * (cos(t) + sin(t) * 1j)

def zprim(t):
return cos(t) + sin(t) * 1j + t x (-sin(t) + cos(t) * 1j)



C.setXminXmaxYminYmax(-50, 50, -50, 50)
C.setAxis()
for k in range(35000):
tk = 0.001 * k
C.setPixel(z(tk), Color.Black)
t0 = 32
z0 = z(t0)
C.drawLine(z0, z0 + zprim(t0), Color.Red)
if __name__ == ’__main__’:
C.initPygame ()
C.run(Spirala)

3.2. Functiv complexe de argument complex. Orice functie f: D C C — C
are forma

f(2) = [z, y) = ulz,y) + iv(,y),
pentru orice z = x + iy € C, cu u,v : D C R x R — R doua functii reale de

doua variabile reale. Stim ca limitele finite si continuitatea se caracterizeaza pe
componente:

lim f(z)= lim w(x,y)+i lim oz, y).
z=z (zy)=(z*y*) (@)= (z*y*)

pentru orice punct de acumulare z* = z* + iy* al lui D.
Analog limitelor de giruri, exista un calcul cu limite de functii dat de urma-
toarele reguli: daca exista lim f1(z) = ¢; g1 im fy(2) = fs, atunci
z—rz* z—rz*
e exista li_>m*(f1 + f2)(2) = €1 + {5, cu exceptia cazului £; = 5 = 00 si cu
z z
conventia ¢ + oo = oo pentru £ € C;
e cxista Zli_)rgl*( fife)(z) = €143, cu exceptia cazului 0 - co §i cu conventia

(- 00 = oo pentru £ € C\ {0};

e cxista lim h (2) 4 cu exceptiile Y i = i cu con entiile : 00
X -0 = — X — — Vi - =
Jm { 7 ptiile 5 s —, 5 0
l
pentru £ € C\ {0} si — =0, %:oopentruﬁe(c;
00

In plus,
e daca f: A— B C Cecu lim f(z) =w"si f(2) # w* pentru z # z*, iar
Z—z*
g:B— Cecu lim g(z) =/ atunci lim g(f(z)) = ¢.
Zz—w* z—rz*

Exemplu. Sa se arate ca pentru orice functie polinom de grad n > 1 cu
coeficienti complecsi

P(2) = ap,2" + - + ag2® + a1z + ao,

aver
lim P(z) = oo.

Z—00
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Rezolvare. Este clar ca lim 2" = (lim 2)" = oo™ = o0, §i astfel:
Z—00 Z—00

lim P(z) = lim 2" - lim (an—i— o1 4_...4_@) =
2

Z—00 2—00 2—00 Al
Apy— a
oo-(an+ 1—|—--~+£>=OO~(an+0+"'+0)=OO,

deoarece a,, # 0.

Ca o consecinta a compatibilitatii trecerii la limita cu operatiile, si continu-
itatea este compatibila cu operatiile: daca f, g sunt continue pe D C C, atunci
si f+9, fgsi 5 sunt continue peste tot unde sunt definite in D, iar daca

f:A—= BCCsig: B — Csunt continue, atunci si g o f este continua. In
plus, daca f = u + iv este continua gi conjugata sa, f = u — v, este continua.

Este important de retinut ca pentru o functie f : C — C, studiul limitei
si continuitatii in punctul de la infinit se poate reduce la studiul in 0 deoarece

2Z—00 z— 0

i )= o ()

3.3. Functiv reale de argument complex. Deoarece topologia lui R coincide
cu urma topologiei lui C pe R, functiile f : D € C — R pot fi considerate,
din punctul de vedere al limitelor si al continuitatii, ca fiind de forma f(z) =
flz,y) = u(z,y) +iv(z,y), cu v functia nula.

Functiile z — Rez, z — Imz gi z — |z| sunt continue pe C. Functia
argument, z — arg z, este continua in orice punct din C\ (—o0,0].

limita lim f(z) exista daca si numai daca exista lim f (— i in acest caz
z

4. Multimi compacte, multimi conexe. Fie K C C. Multimea K se
numeste compacta daca sunt indeplinite urmatoarele proprietati echivalente:
(a) K este multime inchisa si marginita;
(b) orice gir din K admite un subsir convergent la un element din K;
(¢) orice acoperire deschisa a lui K are o subacoperire finita;

Fie A C C o submultime nevida. Numim curba in A o functie continua
~v:[a,b] = A, cu a < b doud numere reale oarecare. De fapt functia vy este doar
o parametrizare a unei curbe, prin abuz vom nota tot cu 7 si imaginea acestei
functii.

Multimea A C C este conexa prin arce pentru orice u si v din A exista o
curba v in A astfel incat v(a) = u i y(b) = v. Multimea A se numeste coneza
daca nu exista submultimile A;, Ay C A, nevide, disjuncte, deschise in A si astfel
incat A = Al U AQ.

Pentru o multime deschisa D, conexiunea si conexiunea prin arce sunt pro-
prietati echivalente.

Proprietatile de compacitate gi conexiune se conserva prin functii continue:
daca f : A — C este continua, iar A este compacta (respectiv conexa) atunci
f(A) este compacta (respectiv conexa).
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Fie a € A. Prin componenta conezxd a lui a in A intelegem multimea
.= JcC
Celq

unde cu €, am notat familia submultimilor conexe ale lui A care il contin pe a.
Este evident ca C, este conexa, fiind chiar cea mai mare (in sensul incluziunii)
submultime conexa a lui A care 1l contine pe a.
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