Cursul 5

Functii olomorfe

§1. Derivabilitatea functiilor complexe

Vom considera in cele ce urmeaza ca D C C este o multime deschisa, nevida
si conexa, adica un domeniu, altfel studiul se realizeaza pe fiecare componenta
conexa a lui D.

Definitie. Fie f : D CC — Csi 29 € D.
— Prin derivata lui f in zp intelegem limita, finita sau nu,
o) — i 1O = S0

2—20 Z— 2
atunci cand exista ;

— Functia f se numeste derivabild in zo daca f'(z) € C;

— Spunem ca f este olomorfa in D daca este derivabila in orice punct din
D

— Spunem ca f este diferentiabila in zy daca exista A € Csiw: D — C, cu

lim w(z) = w(zy) = 0, astfel incat
Z—r20

f(z) = f(z0) + Az — 20) + w(2)(2 — 20),
pentru orice z € D.

Din definitia derivatei, daca f este derivabila in 2y atunci are loc aproximarea

f(z) = f(20) + f'(20) (2 — 20) pentru z &~ z,
care arata ca local, in vecinatatea lui zp, f se comporta ca o functie afina.

Propozitie. Functia f este derivabila in zy daca st numai daca este diferen-
tiabila in zy, caz in care A = f'(2p).
Demonstratie. Rationamentul este acelasi ca la functii reale, se utilizeaza
egalitatea
z)— f(z

Z— 20

w(z) =

Propozitie. Daca f este derivabila in zy atunci este si continua in zy; re-
ciproca nu are loc.
Demonstratie. Daca exista f'(zy) € C atunci

f(2) = f(20) + ['(20)(2 = 20) + w(2) (2 — 2)
cu w functie continua in z, deci si f este continua in z.
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Pentru a arata ca reciproca nu are loc, este suficient urmatorul exemplu:
functia f(z) = Z este continua in 0 fara sa fie derivabila in 0. Intr-adevar, in
acest caz raportul incrementar

M _Z_ cos 20 — i sin 26,
z— 2 z
nu depinde de modulul lui z = p(cos 6 4 isin #) si, judecand pe giruri, poate avea
ca limita orice punct de pe cercul unitate cand z, — 0.

Propozitie. Au loc urmatoarele reguli de derivare:
(1) Daca f,g : D — C sunt derivabile in zy, atunci f + g, fg si, daca

g(z0) # 0, = sunt derivabile in zy si au loc formulele
g

(f +9)'(20) = f'(20) + ¢'(=0),
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20),
(z)/ _ f'(20)9(20) — f(20)9'(20) .

g 9*(%0) ’

(i) Daca f : D — E C C este derwabila in zy € D iar g : E — C este

derivabild in f(zy), atunci g o f este derivabila in zy si
(90 f)(20) = ¢'(f(20))f (20);

(1ii) Fie f : D — E C C functie bijectiva si g : E — D inversa sa. Daca f
este derwabila in f(zo) cu f'(z0) # 0 iar g este continud in f(zy), atunci g este
derivabila in f(zo) si

/ _
g (f(ZO)) - f/(ZO),

Demonstratie. (i) Verificarile sunt identice cu cazul real. (iz) In relatia

9(f(2)) = 9(f(20)) = 9'(f (20))[f (2) = f (20)] + wy(f(2))[f (2) = [ (20)]

efectuam 1nlocuirea

f(2) = f(z0) = f'(20)(2 — 20) + wy(20) (2 — 20)

si obtinem

9(f(2)) = 9(f(20)) = ¢'(f(20)) /" (20) + &(2)(z — 20)
cu @ continua in zy si @(zp) = 0.
(77i) Calculam limita
, o 9w) —g(f (%)
g (f(Z())) - wLI?(le) w — f(zo)

cu schimbarea de variabila w = f(z) < z = g(w). Din continuitatea lui g in
f(z0) avem 2 = g(w) — g(f(20)) = 2o, si obtinem

wei(z)  w= f(z0) = f(2) = flz0)  f'(20)
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Exemplu. Sa se arate ca orice functie rationala

P(z)  ap2"+ -+ a2’ + a1z + ag

J) = Q(2)  bpz™ 4+ byz2 F bz + by,

py by #£ 0,

este olomorfa pe D = C\{z1,..., 2}, unde z1, . .., z; sunt radacinile polinomului
Q.

Rezolvare. Este clar ca orice functie constanta z +— ag este olomorfa si are
derivata nula, iar functia identitate z — z are ca derivata functia constanta 1.
Urmeaza, aplicand regulile de derivare, ca orice functie polinomiala este olomorfa
in C si, mai departe, orice functie rationala este olomorfa in domeniul ei maxim
de definitie.

§2. Conditiile Cauchy-Riemann
Orice functie complexa f : D C C — C este formata din doua functii reale
u,v: D C R? — R date de descompunerea
f(2) = flx,y) = ulz,y) +iv(r,y), (z,y) € D.
De exemplu, aplicatia z — 2% are descompunerea
fz) = 2" = (z +iy)* = (2" = 3zy®) +i(32"y — y*),

deci 1n acest caz u(z,y) = 23 — 3zy? si v(z,y) = 3z2y — 3.

Stim ca limitele si continuitatea unei functii complexe se caracterizeaza pe
componente, dar, aga cum vom arata in continuare, derivabilitatea nu se mai
reduce doar la diferentiabilitatea celor doua componente reale.

Fie z9p = z¢g + iy € D C C un punct in care f este derivabila. Calculam

limita
f&) = f(=0)
Z—r20 zZ— 20

considerand trasee orizontale de forma z = z5 + Az, cu Ax — 0 in R. Obtinem

0 0
ca u si v admit derivatele partiale gu si av in 2o = (zo,90) €D C R? si
Jor =~ Ox
A - A _
f(z) = lim u(zo + Az, yo) — u(zo, Yo) 4 lim v(zo + Az, yo) — v(zo, Yo)
Az—0 Al’ Az—0 Al‘

= 9 0, 0) + 1 (0, 0)
= or Zo, Yo Z@x Lo, Yo)-

Consideram acum trasee verticale de forma 2z = 2y + ¢Ay si gasim

u(xo, Yo + Ay) — u(xo, yo) v(wo, yo + Ay) — v(2o, Yo)

! T ..
Flzol= 4, Ay RO Ay
1 {0u ov v du

= Z a—y(ﬂﬂo,yo)x + ia—y(l‘o’yo) = 8_y(x0’y0) - Zba—y(%oyyo)-
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Comparand cele doua rezultate deducem ca urmatoarele egalitati, numite
condititle Cauchy-Riemann, sunt necesare pentru derivabilitatea functiei f in zq:

15, 0
a—z(ifoayo) = "‘a—Z(%,yo)

ou ov (CR)
a_y(xm yo) = _8_90(%’ yo)‘

Pentru suficienta acestor conditii, avem nevoie ca u i v sa fie chiar diferenti-
abile in (z9,Yo), ca functii reale. Amintim ca u, de exemplu, este diferentiabila
in (x, o) daca exista o, 5 € R i w: D — R continua, cu w(xg,ye) = 0, astfel
incat

u(,y) = u(zo, yo) + a(z — o) + By — yo) + w(, y)[|(x,y) — (w0, o),
unde ||(z,y)|| = \/2% + 4. In acest caz, u are derivate partiale in (zo, yo) si
ou ou
- \Zo, =, 7 \Zo, =M
(93:( 0:%0) (93/( 0,%) =

dar simpla existenta a derivatelor partiale intr-un punct (z, yo) nu este suficienta
pentru diferentiabilitatea lui v in acel punct.

Teorema. Functlia f = u+ v este derivabila in zy daca i numai daca u i
v sunt (real) diferentiabile in (xo,y0) st au loc conditiile (CR). In plus, in aceste
conditii

, ou Ov
f'(20) = %(ifojyo) + Z%(%;yo)

Demonstratie. Notam f'(z9) = a + ib. Presupunem ca f este derivabila,
deci diferentiabila, in z, si atunci rezulta

f(2) = f(20) + (a +ib)(z = 20) + w(2)(z — 20),

cu lim,,,, w(z) = 0. Trecand pe componente, avem

u(w,y) = u(zo, yo) + alz — o) — by — yo) +wi(z,y)[|(z,y) — (o, vo)ll

v(z,y) = v(zo, Yo) + b(z — z0) + aly — yo) + wa(z, y)||(z, y) — (o, o),
cu lim g )< (20,50) W1,2(2, ¥) = 0. Deducem ca u si v sunt diferentiabile in (o, yo)
si
ou ov ou ov
= — = — , b - — Q= ) = a_ ) N
a Oz (z0,%0) By (70, Yo) By (z0,%0) 8:5(% Yo)
Reciproc, din relatiile de mai sus rezulta imediat diferentiabilitatea lui f, ca
si exprimarea derivatei.

Observatie. Daca functia f = u+ v este derivabila in zg, cu f'(29) = a+1ib,
atunci

f(2) = f(z0) + (a + 1b)(z — 20),
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relatie care poate fi scrisa matriceal sub forma

u(z,y) ~ u(o, Yo) + (@ —b T —Zo
v(z,y) (20, Yo) b a Yy—yo )
Functia f = u 4 v poate fi privita ca fiind aplicatia reala

(z,y) € D C R* ( wz,y) ) c R?

v(z,y)
iar pentru aceste aplicatii rolul derivatei in (zg,yo) 1l joaca matricea jacobiana
ou ou
%(ﬁo, Yo) 8_y(x0’y0)
J(x0,Y0) = v ov ,

%(l‘o’?/o) a—y(ifo,yo)

mai precis, in cazul in care aplicatia este diferentiabila in (zg,yo), atunci

U(.Z', y) ’LL(J?(), yO) ) ( T —Xo )
~ + J(zo, .
( v(z,y) ) ( v(o, Yo) (o, 40) Y — Yo
Comparand cele doua relatii, apare clar de ce numai diferentiabilitatea lui f,

ca functie de la R? la R?, nu este suficienta pentru derivabilitatea ei ca functie
de la C la C, si, mai mult, tinand cont ca submultimea matricelor patratice de

ordin 2
iKz{(a _b) cu a,beR}
b a

formeaza cu operatiile matriceale un corp izomorf cu C, intelegem de ce conditiile
Cauchy-Riemann, scrise in forma matriceala

s = (5 ).

au, prin acest izomorfism, semnificatia J(xg,yo) € C, cu J(zo,v0) = f'(20)-

Consecinta. Dacd u siv sunt de clasd C' pe domeniul D, adicd au derivate
partiale de ordinul intai continue pe D, iar condifiile (CR) sunt satisfacute in
orice punct din D, atunci functia f = u + iv este olomorfa pe D.

Demonstratie. Se aplica criteriul de diferentiabilitate corespunzator de la
campuri scalare. Reciproca acestui criteriu nu are loc, de exemplu functia

1
Z2sin — pentru z # 0,
f(z)= |2[?
0, pentru z # 0,
este derivabild in 0, cu f'(0) = 0, fard ca u = Re f si v = Im f s4 fie de clasa C'.

Exemplu. S& se verifice conditiile Cauchy-Riemann pentru f(z) = 2% si

g9(z) ==
Rezolvare. Pentru f(z) = 23 avem u(x,y) = 2 —3zy? si v(z,y) = 322y —y3,
deci

8%(563 —3zy?) = 32" — 3y* = %(i’m?y — %)



si

9 3 2 0 o o 3
—(2° = 32y”") = —bry = ——(3x"y — y°).
ay( y) y=—5- 327y —y’)
Rezulta ca f este derivabila in orice z, deci olomorfa pe C, cu
ou .0v
"(2) = — +i— = 3(2* — 9*) — 6ayi = 32°
aga cum gtiam aplicand regulile de derivare.
Functia ¢g(2) = z = = — iy = u(x,y) + w(x,y) nu respectd prima dintre
conditiile Cauchy-Riemann:
ou

ov
—_ = —_ = —1
o) =1 £ 5 e) = -1,

deci nu este derivabila in nici un punct z din C, rezultat cunoscut de noi pentru
z = 0.

Consecinta. Daca [ este olomorfa pe domeniul D (multime deschisa si
conexa) si f'(z) = 0 pentru orice z, atunci f este constantd pe D.

ou v
Demonstratie. Din ipoteza rezulta ca 9 0, iar din conditiile
x x
0 0
Cauchy-Riemann urmeaza a—u = O_U = 0, de unde deducem ca functiile u si v
) Y

sunt constante.

O proprietate remarcabila a functiilor olomorfe este urmatoarea: daca u si v
sunt de clasa C? iar f = u + iv este olomorfa in domeniul D C C, atunci u si v
sunt functii armonice, adica sunt solutii pentru ecuatia lui Laplace

of 0% 0%u
Au(z,y) & (2,9) + 55 (w9) =0, (a,y) € D.

T ox?
Verificare: deoarece pentru functiile de clasa C? derivatele mixte comuté, din
conditiile (CR) rezulta imediat ca

0 O0u 0 Ou 0dv 0 v
A= ——+——=—— — —— =
Jrdx Oydy Oxrdy Oyox
si

0odv 0 0ov 0 du 0 Ju
= ——+—5F =77 +=—7—=0.

Oxdx Oy dy Ordy  Oyox
Operatorul liniar A : C%(D,R) — C°(D,R), definit mai sus, numit operatorul
lui Laplace, sau laplacian, joaca un rol fundamental in teoria ecuatiilor fizicii
matematice.
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§3. Pastrarea unghiurilor

Graficul unei functii f: D C C — C, definit de
Graf(f) ={(z, f(2)) e CxC|z € D C C},

este o submultime in C x C care, ca spatiu liniar, este izomorf cu R*. Vederea
noastra fiind tri-dimensionala, nu putem vedea aceasta suprafata bi-dimensionala
scufundata intr-un spatiu patru-dimensional. In schimb, o functie complexa de
argument complex poate fi interpretata ca o deformare a planului, actiunea ei
poate fi inteleasa vizual urmarind modul in care functia deformeaza, transforma,
diverse retele de linii din plan.

Functia urmatoare coloreaza cu negru patratul [1,2] x [1,2] din planul nu-

merelor complexe si cu rogu transformatul acestuia prin functia f(z) = 23.

def RidicarealLaCub():
C.setXminXmaxYminYmax(-20, 10, -10, 20)
.fillScreen(Color.Lightgray)
=1
=2
= 1000
delta = (b - a) / N
for h in range(N):
x = a + h *x delta
for k in range(N):
y = a + k *x delta
z = complex(x, y)
C.setPixel(z, Color.Black)
C.setPixel(z **x 3, Color.Red)
C.setAxis()

=0 p Q

{4 RidicarealaCub: complet - x
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Din definitia derivatei, daca f este derivabila in 2y atunci are loc aproximarea

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) pentru z = z,

care arata ca local, in vecinatatea lui 2, deformarea produsa de f este o rotatie
de unghi arg f'(2o) in jurul lui 2z, compusa cu o omotetie de centru 2, si raport
|f'(20)|, urmata de o translatie care il duce pe z in f(zp). Prin urmare, deoarece
toate aceste transformari pastreaza marimea si orientarea unghiurilor, functiile
olomorfe cu derivata nenula au si ele aceeasi proprietate (se spune ca sunt trans-
formari conforme). In desenul precedent se observa ca cele patru colturi ale
patratului alb au fost transformate in cele patru colturi rosii, pastrand marimea
lor de 90° (unghiul dintre doua curbe este prin definitie unghiul dintre tangentele
la curbe in punctul de intersectie).

Sa observam ca aplicatia z — Zz, fiind o simetrie fata de o dreapta, conserva
unghiurile dar schimba orientarile, deci nu este conforma si, in consecinta, nu
este derivabila in nici un punct, dupa cum am vazut deja.

§4. Functii elementare

Pana acum, am vazut cum sunt definite in C functiile polinomiale gi rationale,
si am stabilit ca ele sunt continue si derivabile peste tot unde sunt definite, iar
derivatele lor se calculeaza cu aceleasi reguli de derivare ca in R.

§4.1. Functia exponentiali. In R, functia f (x) = e este singura solutie
a problemei Cauchy

flx)=f(z), zeR,
f(0)=1,
si este definita de seria de puteri

o et 22 3 gt

1+1‘+§+§+Z+ T
care are raza de convergenta infinita.
Fie z € C fixat arbitrar. Seria de numere complexe
|4 F 22 28 A ]
tatgtytagt (1)
este absolut convergent# deoarece seria modulelor este convergenti, in R, la el?l.
Urmeaza ca seria (1) este convergenta pentru orice z € C, deci se poate defini
functia exponentiala prin egalitatea

-t 22 .3 L

1+v+m+§+ﬁ+”’ (2)
pentru orice z € C.

Vom arata pentru inceput ca functia definita mai sus are proprietatea esentiala



pentru orice u,v € C. Intr-adevar,

n=0 n=0 k=0
[e's) = )
1 _ u+v)"
E :_|§ Csukvn k::E ( : ) :6u+v
n. n!
n=0 k=0 n=0

pentru orice u,v € C. Aici am aplicat formula binomului lui Newton si teorema
lui Mertens pentru produsul dupa Cauchy a doua serii, ambele rezultate fiind
valabile gi in cazul numerelor complexe.

Acum justificam formula lui Fuler

e = cosf +isind,
pentru orice # € R. Deoarece seria din definitia (2) este absolut convergenta,
este permisa schimbarea ordinii de sumare, si obtinem
i0 %% 303

oo T T

_19294 (o 6 o
=\l-gt+g— ) tilg -zt

= cosf +isiné.

e =1+

Aplicand aceasta formula, gasim in final descompunerea pe componente a
functiei exponentiale:
e* = " = e%e" = e”(cosy + isiny),
pentru orice z = x 4 iy din C.

Teorema. Functia exponentiald z — e* este olomorfd in C i (e*) = €.

Demonstratie. Functiile u(x,y) = e*cosy si v(z,y) = e"siny sunt de
clasd C! si satisfac conditiile Cauchy-Riemann in R x R (verificati!). Calculam
derivata:

o Ou Ou _ - — o
(%) = o (@ 9) + i (w,y) = ulz,y) + iv(z,y) = ¢

Observam ca formula de derivare a functiei exponentiale se poate obtine, in
mod formal deocamdata, derivand seria din definitia (2), care este de fapt o serie
o serie de putert In C. Vom studia mai tarziu astfel de serii si vom arata ca
ele pot fi derivate termen cu termen, exact ca in R, astfel ca si aceasta cale este
corecta.

Teorema. Functia exponentiala z — e este periodica de perioada 27i.
Demonstratie. Din formula lui Euler rezulta e?™ = cos 2w + isin 27 = 1,
deci

6z+27m — ez€27rz — ez
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pentru orice z € C. Mai mult, au loc echivalentele

1 = T2
T = )
e =e? & {cosy; =cosy, & ! 2 & 21 = 29 + 2k,
: : Y1 = Y2 + 2k,
siny; = sin ¥

cu k € Z, care ne permit sa spunem ca T’ = 2wt este perioada principala a functiei
e*.

Sa observam ca, atunci cand argumentul z = x 4 1y se deplaseaza in planul
complex pe o dreapta verticala de ecuatie x = z, imaginea sa prin f(z) = e* se
roteste pe cercul centrat in origine de raza ry = €™, cate o rotatie completa la
fiecare cregtere cu 27 a lui y.

§4.2. Functia logaritmica. In general, logaritmul (natural) al unui numar
z este exponentul w pentru care are loc egalitatea eV = z. In cazul numerelor
reale logaritmul exista si este unic determinat pentru fiecare z > 0 si are propri-
etatea esentiala

InzZ=Inz+1Inz, vz 2. (3)

In cazul numerelor complexe, functia exponentiala este periodica, avand loc
echivalenta

=" eI a i w=1uw+2kni (4)

prin urmare logaritmul lui 2z, daca exista, nu mai este unic determinat, oricare
dintre solutiile ecuatiei e = z jucand rol de logaritm al lui z. Pentru inceput,
s& observam ci, deoarece |e¥| = el*l > 0, ecuatia e” = 0 nu are solutie, altfel
spus 0 nu are logaritm.

Vom considera in continuare ca z € C\ {0}. Suntem interesati sa vedem
in ce conditii se poate face, pentru fiecare z dintr-un domeniu D C C\ {0},
o alegere a lui w dintre solutiile ecuatiei e” = z, asfel incat functia obtinuta,
z € D w— w e C sa fie olomorfa in D.

Definitie. Fie D C C\ {0} un domeniu (adica o multime deschisa si conexa).
Functia f : D — C se numeste o determinare a logaritmului in D daca este
olomorfa in D si ef(*) = 2, pentru orice z € D.

Este clar ca daca f este o determinare a logaritmului, atunci, pentru orice
k € Z, f = f + 2kmi este si ea o determinare in D. Reciproc, daca f si f
sunt doud determinari ale logaritmului in D, din e/® = 2 = /) rezulta ca
f(2) = f(2) € {2kmi, k € Z} pentru orice z € D, de unde urmeazi ci existi
ko € Z astfel incat f(z) — f(z) = 2komi, pentru orice z € D, deoarece f — f
este o functie continua pe deschisul conex D. Obtinem de aici ca oricare doua
determinari au aceeasi derivata, i anume

Propozitie. Daca f : D — C este o determinare a logaritmului in D atunci

f(z) = ~ pentru orice z € D.
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Demonstratie. Derivam identitatea z = ef®), pentru orice z € D, si
obtinem
L= (/) = /O (z) = 2f(2),
de unde rezulta concluzia.

Subliniem ca in definitia unei determinari f a logaritmului nu se cere ca f
sa fie bijectiva, c¢i numai olomorfa. Totusi, noi vom stabili existenta si forma
unor determinari ale logaritmului pe baza unor restrictii inversabile ale functiei
exponentiale.

Analizam ecuatia e = z, cu z # 0. Notam w = x+iy si z = p(cos@+isinb),
sl avem

.. .. Y=y
Y=z, 0 < e*(cosy +1is = p(cosf + isinf) <
e’ =z, 2% e”(cosy +isiny) = p( isin0) {y:9+2k‘7r
N x=1Inp - r=In|z| N In 2] + i( + 2%k
w =1In|z| +i(arg z T
y=0+2km y = arg z + 2km &

cu k € Z un numar intreg oarecare.
Definim banda orizontala By = R x (—7,m) si functia fo: C\ (—00,0] — By
prin
fo(z) =In|z| +iarg z,
pentru orice z € C\ (—o0,0]. Din expresia lui f rezulta ca este continua si ca
este inversa urmatoarei restrictii a functiei exponentiale

w € By e’ € C\ (—00,0].

Cum functia exponentiala are derivata nenula in orice punct, din teorema de
inversare locala urmeaza ca f; este olomorfa, fiind deci o determinare a logarit-
mului in Dy = C\ (—00,0], numita determinarea principald a logaritmului si
notata cu fo(z) = Inz.

Orice determinare a logaritmului intr-un domeniu D C Dy = C\ (—00,0]
este de forma f, = fo + 2kmi, cu k € Z. Sa observam ca fiecare f; este o bijectie
de la C\ (—o00,0] la banda By = By + 2kmi.

Pe domenii care intersecteaza semiaxa negativa (—oo,0] C C determinarile
se obtin prin racordari ale functiilor fy.

Exemplu. Sa se puna in evidenta o determinare a logaritmului in discul
D(zp, 1) centrat in zy = —1 si de raza 1.

Rezolvare. Plecam de la ecuatia e = —1 & w € {w, = 2k+1)7i, k € Z},
si fixam de exemplu, solutia wy = mi. Vom construi f astfel incat f(—1) = i,
astfel,

f(2) = In|z| 4+ iarg z, pentru z € D(zp,1),Imz >0
| In|z| +i(arg z 4+ 27) pentru z € D(z,1),Im z < 0.

Functia f a fost obtinuta racordand prin continuitate ramurile fy si f; ale lo-
garitmului, in punctele z # 0 cu argz = w. Rezulta ca f este continua gi, prin
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urmare, din e/*) = z pentru orice z € D(z, 1), rezulti ci este olomorfa, fiind
deci o determinare a logaritmului in discul D(zg, 1).

Sa observam ca, daca z = x € (0,4+00) C R, atunci |z| = z gi arg z = 0, prin
urmare In z = In z, adica ramura principala prelungeste functia logaritm natural
din R.

Este important de retinut ca aceasta prelungire nu pastreaza intru totul pro-
prietatea esentiala a logaritmilor, data de (3).

Mai precis, fie z1,25 € C\ (—00,0] gi fie wy = Inz;, wes = Inzy € By. Avem

22y = eWle"? = gwrt®2
iar de aici rezulta ca
Inz; +1n 29 = wy + we = In 2129 + 2k,
unde k£ = —1,0 sau +1, dupa cum suma w; + ws cade in banda B_q, By sau Bj.

27 ; .
Exemplu. Pentru e =e3 avem Ine = % € By, deci Ine +1lne = 2Ine =
4me 271

W By, intimp cec-c =¢3 =e 3 gi prin urmare, In(e?) = -2 € By,
rezultat diferit de 2Ine.

Observatie. Uneori se noteaza cu In chiar prelungirea lui fy la C\ {0},
Inz=In|z|+iargz, Vz#0,

dar In acest caz functia care se obtine nu mai este olomorfa pe domeniul sau de
definitie, fiind discontinua in orice punct de pe semiaxa (—oo,0] C C.

Mai mult, uneori se noteaza cu In orice determinare fixata a logaritmului, caz
in care se spune ca logaritmul este o aplicatie multiforma.

§4.3. Functia putere. Fie « € C si D C C un domeniu fixat. Pentru
fiecare determinare In a logaritmului in D, se defineste o determinare a functiei
putere prin

def
Lo ealnz'
Determinarea principald a functier putere va fi, prin urmare,
azea(ln|z\+zargz) _ ‘Z‘aezaargz

z )

pentru z € C\ (—o00,0]. In cazul a € R, recunoagtem aici o extindere a formulei
lui Moivre: pentru z = p(cosf + isin f) rezulta, pe determinarea principala, ca

2% = p*(cos al + isin ab). (5)

Este ugor de vazut ca fiecare determinare a functiei putere este olomorfa si
se deriveaza cu formula binecunoscuta din cazul functiilor reale:

(%) = az*"L.

Determinarile logaritmului sunt de forma f = f + 2kmi, deci determinarile
functiei putere F(z) = 2 vor fi de forma

F(z) = fz) — e f(z)€2ka7ri — F’(Z)GZkomi.
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In cazul a = n € Z, deoarece e2*"™=! pentru orice k € Z, existd o singura
M b

determinare a functiei putere i aceasta coincide cu definitia puterilor cu exponent
intreg prin inmultiri si impartiri repetate.

Daca « = — cun € N, n > 2, atunci in orice domeniu D exista exact n

determinari dis?incte ale functiei putere, si acestea se obtin unele din altele prin

amplificari cu cele n radacini ale unitatii, e, = 62]2”, k=0,1,...,n—1.
Mentionam, in final, ca nu toate proprietatile functiei putere se pastreaza la

trecerea in planul complex, de exemplu, este posibil ca (za)ﬁ + (zﬁ )a chiar daca

se utilizeaza aceeagi determinare a functiei putere.

Exemplu. Programul urmator, in care este implementata functia putere cu
exponent real conform formulei (5), are rezultatul din comentariu:

import ComplexPygame as C
def Puteri():
def myPow(z,alfa):
return C.fromRhoTheta(pow(C.rho(z), alfa), C.theta(z) * alfa)
alfa = 6.0
beta =1 / 3

print (f"mypowl={myPow (myPow(1j, alfa), beta)l}")
print (f"mypow2={myPow (myPow(1j, beta), alfa)l}")

print (f"powl={pow(pow(1lj, alfa), beta)}")
print (f"pow2={pow(pow(1lj, beta), alfa)}")

# REZULTAT:
# mypowl=(0.5000000000000003+0 . 8660254037844385 )

# mypow2=(-1+1.2246467991473532e-16)

# powl=(0.5000000000000001+0.86602540378443867)

# pow2=(-1.0000000000000002+6 . 106226635438361e-1673)

if name == ’__main__"’:

Puteri()
Explicatie: Avem

=

2 = (iG)% = (cosz-6—|—isinz-6>

.. 1 m .. T
5 5 = (cosm +isinm)3 = cos — + isin —,

3 3

in timp ce

(,%)6 1 .. 1\° . 1
= = —-—4isin—-=-|] = +esinm = —1.
29 1 COS2 3 18 53 coST +¢sin
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§4.4. Functiile trigonometrice. Din formula lui Euler
e = cosf +isiné,
0 —if 0 _ —if

: ; e’ +e - : e’ —e 5 :

obtinem cosf = Ree’ = ———— si sinf) = Ime? = ———— In multimea
i

numerelor complexe, functiile circulare cos si sin se definesc inlocuid in aceste
formule argumentul real 6 cu z € C. Definim

def €7 + e
cosz = ———
2
si
) def e’LZ _ 6722
sinz = -
21

pentru orice z € C.
Se observa imediat ca aceste functii sunt olomorfe si sunt prelungiri la C ale
functiilor circulare reale corespunzatoare, avand aceleasi formule de derivare:

cos' z = sin z
sin’ z = — cos z.
Mai mult, se verifica prin calcul ca sunt pastrate si formulele
sin(z; + z2) = sin 21 cos 23 + €os 21 sin 23
cos(z1 + 2z3) = €08 21 COS 29 — sin z; sin 29
si
sin? z + cos® z = 1.
Spre deosebire de cazul real, in care functiile sin i cos sunt marginite, acum
ele sunt nemarginite, ramanand totusi periodice cu perioada principala T' = 2.
Ecuatia cosw = z este echivalenta cu 2ze™ = %% 4+ 1 de unde, luand pentru
functia y/z determinarea principald a functiei putere, avem mai departe

cosw =z e =2+V22—1&iw=1In(z+£V22-1).

Aceasta echivalenta justifica definitia
of 1
arccos z = = In(z+vz2—-1)
)

pentru orice z € C. Se verifica prin calcul ca pentru z € (—1, 1) arccos z coincide
cu functia reala corespunzatoare.
In final, mai mentionam doar definitia lui

1. .
arcsin z = — In(iz + V1 — 22)
1
si ca se pastreaza identitatea
) T
arcsin z + arccos z = 5,

pentru orice z € C.
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