Cursul 6

Integrala in complex

Fie f : D — C o functie continua pe domeniul D C C. Ne punem problema
existentei unei primitive a lui f, adica a unei functii olomorfe F': D — C astfel
incat F' = f.

In cazul functiilor reale, orice functie continua pe un interval are primitive,
iar acestea sunt date de formula Leibniz-Newton

F(u) = F(up) + /u f(2)dz.

Justificarea acestei formule este imediata: daca F' = f, scriem ca pe fiecare
subinterval al unei diviziuni A : ug = 29 < 21 < - -+ < 2z, = u are loc aproximarea

F(z) — Fzr1) = F'(G) (2 — 2z6-1) = f(C)(2k — 26-1)

si sumam aceste relatii. In stanga avem o suma telescopica iar in dreapta o suma
Riemann:

F(u) — F(ug) = Y F(z) — Flz1) = Y f(G) (2 — 2e1) = 0alf.0).
=1 k=1

Aceste relatii sunt valabile si in cazul functiilor complexe, si urmand acesta
idee am putea incerca sa definim direct “integrala de la a la b” a lui f ca limita
sumelor oa(f, (), pentru v(A) = max |z; — 2x—1| — 0, oricum am alege nodurile
a =2y, 21, ..., 2o =bin D C C gi oricum am alege “punctele intermediare” (.
Totusi, aceasta libertate totala in alegerea punctelor zj ar restrange nepermis de
mult clasa functiilor integrabile; se poate arata ca nici macar functia f(z) = z,
de exemplu, nu ar fi integrabila.!

Problema se rezolva astfel: definim mai intai integrala lui f pe o curbay C C,
considerand numai diviziuni A C ~, gi apoi aratam ca f are primitive daca si
numai daca valoarea acestei integrale este aceeasi pe toate curbele dintre a i b,
caz in care are loc formula Leibniz-Newton.

Aceasta cale este ugsor de urmat, deoarece integrala lui f pe o curba se de-
fineste ca o integrala Riemann-Stieltjes care se reduce imediat la o pereche de
integrale curbilinii de specia a II-a in R2?, iar acest tip de integrala este deja
studiat.

LJustificare: pentru aceeasi diviziune A,,, daci alegem intai ¢ = 2, Vk, si apoi fk = 2k_1,
Vk, diferenta sumelor Riemann corespunzatoare va fi
n
UAn(fa C) - O-An(,ﬂ C) = Z(zk - Zk—1)2-
k=1
Pentru a = 0 si b = 1, de exemplu, se pot alege chiar pe axa reala punctele a = zg, 21, ...,
zn, = b astfel incat gi ﬁ <lzk—zp—1| < % VEk. Avem v(A,) = Osioa, (f,{)—on, (f,() > 1.

n’
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§1. Integrale pentru functii reale

Amintim aici cateva notiuni si rezultate de calcul integral pentru functii reale
necesare pentru definirea inegralei complexe.

Fie f : [a,b] — R o functie data. Prin diviziune a intervalului [a,b] vom
intelege o multime finita A, = {tx, £ =0,1,...,n} C [a,b], supusa la conditia
esentiala: a =ty < t; < --- < t, = b. Vom nota cresterile argumentulur cu
Aty = tp — tg_1 st cu Af(ty) = f(tx) — f(tx—1) cresterile functiei (chiar daca
acestea din urma pot fi negative). Prin norma diviziunii intelegem

v(A,) = max Aty

Notam cu 7 = {1, k = 1,2,...,n} o alegere a punctelor intermediare cu
Tk € [tr_1,tx ], pentru Vk.

§1.1. Integrala Riemann. Fie f : [a,b] — R o functie data. Daca f este
pozitiva, atunci suma Riemann

3

on,(f,7) =) f(m)Aty

k=1

aproximeaza aria cuprinsa intre graficul lui f si axa orizontala, deoarece ea
reprezinta suma ariilor fagiilor dreptunghiulare [tx_1, x| X [0, f(7%) |, determinate
de o diviziune A, si o alegere 7 a punctelor intermediare. Intuitiv, aproximarea
este cu atat mai buna cu cat norma diviziunii este mai mica. Suntem condusi
astfel la urmatoarea definitie:

Definitie. Functia f : [a,b] — R este integrabila Riemann pe [a,b]| daca
exista numarul I € R, notat I = f: f(t)dt, astfel inat:

Ve>03n>0 a 2. YA, cu v(A,) <n,|oa,(f,7)—1I| <e, VT.

Daca I = fab f(t)dt, se spune ca sumele Riemann au limita I cand norma
diviziunilor tinde la 0, independent de modul de alegere a punctelor intermediare.

Se arata ca o functie este integrabila Riemann pe [a,b, | daca si numai daca
este marginita gi continua aproape peste tot in [a,b] (criteriul lui Lebesgue).
Consecinta: orice functie continud pe portiuni, adica continua pe | a, b] cu exceptia
unui numar finit de puncte, este integrabila. Proprietatile integralei Riemann
(liniaritate in raport cu integrandul, aditivitate in raport cu intervalul, etc.)
sunt binecunoscute si nu le mai amintim aici.

Este clar ca pentru o functie f : [a,b] — C, f(t) = u(t) + iv(t), integrala
Riemann se defineste ca limita a sumelor

o, (f,7) =) F(m) Aty = u(m) Aty + 1> v(7i) Aty

k=1 k=1
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iar f este integrabila Riemann daca gi numai daca u si v sunt integrabile, caz in

/ Ftydt = / (u(t) + io(0)at = [ b““)dt“/ab”(t)dt'

§1.2. Integrala Riemann-Stieltjes. O generalizare imediata a integralei
Riemann reale se obtine considerand acum doua functii f,g : [a,b] — R si
inlocuind sumele oa, (f, 7) din definitia integralei Riemann din paragraful prece-
dent cu sumele Riemann-Stieltjes

(fr9,7) Zf k) Ag(ts) = Zf 7)(9(t) — 9(tk-1))-

Obtinem astfel definitia mtegmlez Rzemann—Stzeltjes, notata

- " g = / (gl

Aceasta integrala are multe proprietati asemanatoare integralei Riemann, dar
si unele specifice datorate considerarii functiei g.

Continuitatea functiilor f si g nu asigura existenta integralei I = f; fdg,
criteriul uzual fiind urmatorul: orice functie f continua este integrabila Riemann-
Stieltjes in raport cu orice functie g cu variatie marginita.

Amintim ca o functie g : [a,b] — R este cu variatie marginita daca exista
M > 0 astfel incat

S 1Ag(t)| < M,

pentru orice diviziune A,, a intervalului [a,b]. Are loc urmatoarea caracterizare:
o functie g : [a,b] — R este cu variatie marginita daca si numai daca poate fi
scrisa ca diferenta a doua functii monotone de acelasi sens.

Este usor de vazut ca orice functie ¢ lipschitziana este cu variatie marginita,
in particular functiile de clasa C!, caz in care integrala Riemann-Stieltjes se
reduce la o integrala Riemann obignuita

[ s - [ 0

§1.3. Curbe rectificabile. Orice functie continua v : [a,b] — R? este legea
de miscare a unui punct curent y(t) = (x(t),y(t)) € R% Doua legi de miscare,
et [ag, b ] — R? k= 1,2, sunt echivalente dac& punctele lor curente trec prin
aceleasi locuri, in aceeasi ordine si tot de atatea ori, mai precis: daca exista o
schimbare de argument t = (s), s € [ag, b2 ], t € [a1, b1 ], bijectiva, continua si
strict crescatoare, astfel incat v;(¢(s)) = 72(s), pentru orice s € [ag, by ].

Clasa de echivalenta a unei legi de migcare v = v(¢) o numim curba (orien-
tatd) in plan, si o vom nota, de obicei, tot cu v. Spunem ca v = 7(t) este
o parametrizare, sau o parcurgere a curbei . Uneori, cand nu exista peri-
colul confuziei, notam tot cu v si suportul curbei v, dat de traiectoria oricarei
parametrizari v = 7(t) a curbei, adica imaginea aplicatiei ¢ — (t), si scriem
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v C R%  Atentie, doud curbe distincte pot avea acelasi suport, de exemplu,
curba 7~ datd de parametrizarea v~ (t) = y(—t) este distincta de curba v dar
are aceeagi traiectorie ca 7y, parcursa insa in sens invers. Vom spune ca 7y~ este
curba de sens opus lui .

Capetele A = v(a) si B = ~(b) nu depind de parametrizarea curbei, spunem
ca A este punctul de plecare iar B punctul de sosire. Egalitatea v(a) = ~(b)
defineste o curba inchisa.

Numai continuitatea parametrizarii v = y(t) nu asigura uni-dimensionalitatea
curbei . Exista exemple celebre de curbe care trec prin toate punctele unui
patrat, deci a caror multime suport are arie nenula, dintre aceste exemple unele
vor fi prezentate intr-un curs viitor: curba lui Peano, curba lui Lebesgue si curba
lur Hilbert.

In incercarea de a inlatura astfel de comportari stranii, vom cere ca v = ~y(t)
sa fie un homeomorfism, adica o bijectie bicontinua, caz in care spunem ca -y
este o curba simpld, o curba fara autointersectii. In general, imaginea in R? a
unui interval [a,b] printr-un homeomorfism se numeste arc Jordan. Orice arc
Jordan este suportul a doua curbe simple, corespunzatoare celor doua sensuri de
parcurs.

Imaginea homeomorfa a unui cerc se numeste curba Jordan. Daca pe o curba
Jordan se fixeaza un punct A, exista exact doua curbe simple si inchise care
pleaca din A si ajung tot in A, corespunzatoare celor doua sensuri de parcurs.

Teorema lui Jordan. Orice curba simpla si inchisa separa planul in doud
domenii si este frontiera lor comund.

Acest enunt trebuie inteles astfel: daca v C R? este o curba Jordan, atunci
multimea R?\ 7 este compusi din exact doud componente conexe, una marginita,
numita domeniul interior al curbei i alta nemarginita, domeniul exterior, iar ~y
este frontiera fiecarui domeniu.

Fie v = 4(t) o parametrizare a unei curbe . Lungimea parcursului total al
punctului curent poate fi aproximata cu suma

Ca,(7) =YV (Ba(ty)? + (Ay(t))?,

in care A, este o diviziune a lui [a, b] cu norma suficient de mica, aceasta suma
fiind egala cu lungimea liniei poligonale cu varfurile (¢x), luate in ordinea de
parcurs.

Curba v se numeste rectificabila daca admite o parcurgere continua pentru
care sumele /() sunt marginite, caz in care lungimea lui +,

def
0(y) = sup/la, (v) < +o0.
Se arata ca definitia lui ¢() nu depinde parametrizarea aleasa.

Criteriul lui Jordan. Curba v(t) = (z(t),y(t)) este rectificabila daca si
numai daca functiile componente x = x(t) si y = y(t) sunt cu variatie marginita.

4



Consecinta: orice curba neteda pe portiuni, adica data de o parametrizare ~y
continua pe tot intervalul [a,b] i derivabila pe (a,b) cu exceptia unui numar
finit de puncte, este rectificabila. Mai mult, In acest caz avem

() = / (1) + ()t

Exemplu. Fie A = (—1,—1) si B = (1,1). Pe segmentul AB din plan vom
defini urmatoarele parcurgeri de la A la B:

i [=1,1] = R% 41 (t) = (L,1),

720 [0,1] = R?, (1) = (%, 4),
5
Vs [_ga 771-] — R27 73<t) = (Sintv SiIlt)
Este evident ca parcurgerile v, si 2 sunt echivalente, ele definesc curba “segmen-
tul AB parcurs o singura data de la A la B”, a carei lungime poate fi calculata

asa
1

/ VU2 4 t2dt = 242,
-1

1 1 1
/ \/ (3)7% + (13)dt :/ V18tidt = 3/ t2dt = 2V/2,
-1 -1

-1

sau aga

in timp ce 73 este o parcurgere a curbei “segmentul AB parcurs in ordinea A —
B — A — B”, si care are lungimea

/

In final, atragem atentia ca, desi este frontiera unui domeniu marginit, o
curba Jordan poate sa nu aibe lungime finita, adica sa nu fie rectificabila, mai
mult, exista curbe Jordan care au arie nenula, un exemplu celebru fiind curba
lui Osgood.

5m 5w
2 2

Vcos?t 4 cos? tdt = \/5/ | cost|dt = 6v/2.

s us
2 2

§1.4. Integrala curbilinie de specia a II-a. In mecanica, pentru calcu-
larea energiei necesare deplasarii unui punct M sub actiunea unei forte F , S-a
introdus notiunea de lucru mecanic. Atunci cand M parcurge un segment M; My
sub actiunea unei forte constante, lucrul mecanic L este egal cu produsul scalar
dintre vectorul F si vectorul deplasare A7 = 15 — 77,

L=F-AF=|F||Af|cosa.

In cazul general, cand M parcurge o curba v din plan sub actiunea unui
camp de forte variabil, lucrul mecanic total se aproximeaza considerand pe curba
o succesiune finita de puncte, A = {M}, cu norma v(A) = max || My_1 Mg||
suficient de mica, si inlocuind deplasarea de pe fiecare arc cu una rectilinie pe
segmentul corespunator, efectuata sub actiunea unei forte constante F k, egala cu
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valoarea campului F' intr-un punct oarecare de pe acel arc. Notand campul de
forte cu

F(z,y) = P(x,y)i + Q(x,v)J,
si vectorul de pozitie al punctului My(zy, yx) cu
Ty = Tpi + YiJ,

obtinem aproximarea

n

L(v) = Z AL, = Z Fy - Arp, = Z(PkAxk + QrAyy).
k=1 k=1 k=1
Daci deplasarea lui M are legea orars 7 = 7#(t) = 2(t)i + y(t)J, cu t € [a,b],
atunci orice diviziune A, : a = tg < t; < -+ < t, = b a intervalului [a,b]
determina o diviziune { My (z(tx), y(tr)} pe curba =, iar oricarei alegeri de puncte
intermediare 7, € [t4_1,t] i corespunde o alegere Fj, = F(x(7,),y(7,)) pentru
campul de forte. Observam ca sumele

Z PyAxy = Z P(x(m), y(m%)) Ax(ty)
i . .
D QuAye =Y Qa(m), y(mh)) Ay(ty)

devin sume Riemann-Stieltjes pentru integralele

| Pao.v)dst) s [ Qo). ue)dste)

Suntem astfel condusi spre urmatoarea

Definitie. Fie F="ri+ Qf un camp vectorial definit pe un domeniu D din
R?, cu P si Q continue, si fie v C D o curbd datd de parametrizarea ¥ = 7(t),
cut € [a,b]. Prin integrala curbilinie (de specia a doua)

/ﬁ dir ™ / P(z,y)dz + Q(x,y)dy

gl gl
intelegem urmatoarea suma a doud integrale Riemann-Stieltjes

/ Fodrd / Pa(t), y(t))da(t) + / QUalt). y(1))dy o).

Pentru un camp vectorial oarecare F', cantitatea fw F'-dr’ este numita circulatia

lui F pe 7, si, daca F este o forta, este egala cu lucrul mecanic efectuat pe ~.

In studiul integralei curbilinii, pentru a nu mai face referire la campuri vecto-
riale, se prefera sa se asocieze integrala curbilinie direct unei forme diferentiale,
adica unei expresii de forma

w = P(z,y)dr + Q(z,y)dy,
6



definind

t b b
/ o / (2, y)da+Q(a, y)dy / P(t), y(t))de(t) + / QU(t), y(6))dy(t).

Pentru a asigura existenta integralelor Riemann-Stieltjes implicate, cerinta
minimé pentru curba v este si fie rectificabils iar forma w si fie de clasa C° pe
D, altfel spus, componentele P si () sa fie continue.

Se arata ca valoarea integralei nu depinde de parametrizarea curbei v, iar
pentru o parametrizare de clasa C* calcul ei se reduce la integrala Riemann:

b
/ Pl y)de + Qi y)dy — / [P((t), y(1)' () + Qa(t), y(O)y (D)dt.

Alte proprietati: integrala curbilinie de specia a doua este aditiva in raport

cu juxtapunerea curbelor:
/7 y / /’y
1 2 Y1 2

isi schimba semnul la schimbarea sensului de parcurs

e

si este liniara in raport cu integrandul:

/a1w1 + oy = /w1 + Qo /(UQ, VOZLQ € R.
v vy v

Din mecanica, se gtie ca lucrul mecanic efectuat de forta de greutate, de
exemplu, nu depinde de drum, adica este acelasi pentru toate curbele care unesc
doua puncte date. In acest caz, spunem ca lucrul mecanic este dat de o integrala
independenta de drum. Deoarece integrala isi schimba semnul la schimbarea
sensului de parcurgere a curbei, este clar ca ea va fi independenta de drum daca

si numai daca
/ w =0,
.

pentru orice curba rectificabila inchisa v C D.

Tot din mecanica se gtie ca aceasta proprietate o au toate campurile de forte
F conservative, adica pentru care exista un camp scalar U, numit potenfialul
fortei, astfel incat

~ oUu- oU-
F=gradU & —
B 1+ = oy
Intr- adevar, in acest caz P = 8_U siQ = 8U, si avem
or ~° Jy

L(@:/yﬁdﬁ:/@b (g—gx'(t)+g—zy'<t>> dt —
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b
d
— [ LUGEL0) = Ua).50) - Ua(a).y(a))
In limbajul formelor diferentiale, cazul conservativ de mai sus corespunde
cazului cand w este o forma diferentiala exacta, adica atunci cand admite o
primitiva Q = Q(z,y), de clasia C', astfel incat
not 082 09}

=dQ) = —d —d
“ Ox x+6y Y

/w:/dﬂzﬂwwww»—Mﬂ@wm»

Reciproc, daca pentru o forma w = Pdx+ Qdy integrala nu depinde de drum,
atunci pentru orice pereche de puncte (xg, yo), (z1,y1) € D se poate nota cu

(w1,91)
(z0,90)

valoarea comuna a integralei pe curbele v care pleaca din (zg,yy) si ajung in
(x1,71), si se poate arata destul de ugor ca, pentru orice (zg,y0) € D fixat,
functia

(z.y)
A= [ P@E5)E+ QD)
(z0,%0)
este o primitiva a formei Pdx 4+ Qdy definita pe o vecinatate a lui (xg, yo).
Pentru a gasi un criteriu care sa asigure ca forma Pdx + Qdy este exacta, sa
observam ca in cazul in care €) este o primitiva de clasa C2, avem

orP 000 000 0Q

oy Oyoxr 0Ox0dy Oz
deoarece In acest caz derivatele mixte comuta. Aceasta conditie caracterizeaza
independenta de drum a integralei curbilinii de specia a doua in cazul in care
D este un domeniu simplu conex, adica un deschis conex D cu proprietatea ca

oricare doua curbe avand aceleasi capete se pot obtine una din alta printr-o
deformare continua in . Mai precis, are loc urmatorul rezultat:

Teorema. Fie D C R? un domeniu simplu conezx i P,Q : D — R doud
functii de clasa Ct. Atunci, forma diferentiald P(z,y)dz + Q(z,y)dy este exactd
daca st numai daca

oP, . 0Q

pentru orice (z,y) € D.
In concluzie, in cazul domeniilor simplu conexe, integrala unei formei dife-
rentiale w = P(z,y)dz + Q(z, y)dy de clasd C' este independentd de drum daca
oP  0Q

si numai daca —_—.

(’9_y:8x



§2. Integrale pentru functii complexe

Peste tot in cele ce urmeaza, vom considera ca f = u+iv : D — C este o
functie continua definita pe domeniul D C C, iar v C D o curba rectificabila.

§2.1. Integrala scalara. Amintim ca in C am definit produsul scalar a doua
numere complexe z; = x1 +1y; $i 22 = X9 + 1Yo prin

def _ .
2120 = Rez1 2y = X109 + 1Yo = 5(2122 + Z122) = |z1]|22| cos b,

unde # = arg z, — arg 21, si el corespunde produsului scalar dintre vectorii de
pozitie ai punctelor z; » din plan.

Interpretand functia complexa f = u+ v ca un camp de forte in plan, lucrul
mecanic efectuat de f pe curba 7 de ecuatie z(t) = z(t) + iy(t) se calculeaza,
dupa cum stim, cu integrala curbilinie de specia a doua

L(y) = /uda: + vdy,
Y
care este limita sumelor Riemann-Stieltjes

D SEm) - Axt) = Y ule(n),y(m)Az(te) + Y vla(m), y(m) Ay(t),

k k

asociate diviziunilor A,, : a = ty) < t; < -+ < t,, = b si punctelor intermediare
(7). Suntem condusi spre urméatoarea notiune:

Definitie. Numarul real I, dat de integrala curbilinie de specia a doua
I = / udzr + vdy,
g

se numeste integrala scalara a functieir complexe f = uw + 1w pe curba vy, si se
noteaza cu

/ fodz" I

v

Proprietatile integralei scalare ale unei functii complexe sunt exact cele ale
integralei curbilinii de specia a doua, dintre care reamintim: pentru orice functie
continuaf si orice curba rectificabila v, integrala scalara f7 f - dz exista, iar daca

v =2(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b], este de clasa C', atunci

/7f cdz = /ab(u:v’ + vy )dt.

Aceasta egalitate justifica urmatorul calcul formal:
z€y = z(t) =z(t) +iy(t) — dz =dzx +idy = 2'dt +iy'dt
$i, prin urmare
b
/f ~dz = /(u + ) - (de + idy) = / (uz’ 4+ vy')dt.
¥ ¥ @
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Mai mult, cu aceasta definitie a lui dz, produsul scalar f - dz devine chiar
forma diferentiala

f-dz=udr+vdy.
Integrala f7 f +dz este independentd de drum daca si numai daca f7 f-dz=0

pentru orice curba inchisa v C D.
O alta caracterizare: integrala fv f - dz este independenta de drum daca si

numai daca forma diferentiald, f - dz admite primitive, adic exista Q de clasa C*
astfel incat

Q Q
dQ:a—dx—i-a—dy:udx—i—vdy:f-dz.
ox Jy

In cazul domeniilor simplu conexe, daca u si v sunt de clasa C*, integrala

scalara
/f-dz:/udx—I—vdy
¥ ¥

ou_ o
oy Oz’

este independenta de drum daca si numai daca

§2.2. Integrala complexa. Vom defini acum integrala complexa a functiei
f = u+iv pe curba vy de ecuatie z = z(t), t € [a,b], inlocuind produsul scalar
din suma Riemann-Stieltjes

> fa(m) - Az(ty)
k
care apare in definitia integralei scalare, cu produsul a doua numere complexe:
> ) Az(t) =) (upAzy — veAye) +i Y (0pAzy, + upAyy),
k k k
unde am notat cu u, = u(x(7x), y(7)), Az = Ax(ty) = z(ty) —x(tx_1) si analog
pentru v si y.

Definitie. Numarul complex I +1iJ, dat de integralele curbilinit de specia a
doua

I:/udx—vdy §Z’J:/vdx+udy,
Y

2l
se numeste integrala functiei complexe f = u + iv pe curba vy, si se noteaza cu

/fdz L )
,

Sa observam ca cele doua integrale curbilinii reale, I si J, din definitia mai
sus, pot fi scrise ca integrale scalare pentru functiile f = u — v §i if = v + u:

I:/f-dz:/udx—vdygiJ:/@'f-dz:/vdx+udy,
v gl v v

astfel ca avem egalitatea:
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/fdz:/f-dz+z'/if-dz
. , ,

care reduce integrala complexa la doua integrale scalare.

Exemplu. Fie 7(t) = cost + isint, ¢t € [0,27] cercul unitate. Calculam
direct cu definitia:

1 —
/—dz:/(zx 2+i2y2)dz
1 4 \Z°+ Yy e +y

xdr+ydy . [ —ydr+zxdy
- 22 T 22
v TTFY v TTFY

™ _ costsint + sint cost C[*sin®t + cos? t
5 dt +1 — . 3.
0 cos?t 4 sin“t o cos?t+sin“t

dt = 2m1.

Sa observam ca, in cazul unei curbe netede v(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b], cu
r si y de clasa C!, din proprietatile integralei Riemann-Stieljes rezulta egalitatea

b b
/f(z)dz = / (uz’ — vy')dt + z/ (v’ + uy')dt
o7 a a
care poate fi regasita prin urmatorul calcul formal:
zey = z(t) =z(t) +iy(t) — dz=dx+idy = (' +iy')dt

de unde

[yfdz = L(u + ) (dx +idy) = /ab[(ux’ —vy') +i(va’ + uy')|dt.

1
Exemplu. Calculam din nou integrala functiei f(z) = — pe cercul unitate,
2

7(t) = cost +isint = e t € [0,27], folosind acum: z = e — dz = ie'dt.

Avem: -
1 T e’

/—dz:/ ze‘t dt = 2m1.
1 o €

Fie f : D — C o functie continua, f = u + tv. Studiem acum existenta unei
primitive a functiei f = u + 7v, adica a unei functii olomorfe F' = U + iV astfel
incat F' = f. Conform conditiilor Cauchy-Riemann scrise sub forma matriceala,
F' = f daca si numai daca

au U

ox O _(f u —v
v oo =\, )
or Oy

adica U 517
dU = —dx + —dy = udr —vdy = f - dz,
ox oy
si
oV A% -
AV = —dor+ —dy=vdr+udy =if - dz.
ox oy
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Obtinem ca f admite primitive daca si numai daca formele diferentiale f-dz
sitf - dz sunt exacte, deci daca si numai daca integrala complexa fv f(2) dz este
independenta de drum. Sintetizam aceste rezultate astfel:

Teorema. Fie f: D — C o functie continua pe domeniul D C C. Daca f
admite primitiva F, atunct pentru orice curba v C D,

/ﬂ@w=ﬁh@D—ﬂww>

In particular, dacd v este o curbd inchisd, f7 f(z)dz =0.

Reciproc, daca fﬂ{ f(2)dz = 0 pentru orice curba inchisa v C D, atunci f
admite primaitive. Mai mult, in acest caz, integrala fﬂ{ f(2)dz este independenta
de drum g1, pentru orice 2y € D fixat,

szgﬂmm

este unica primitiva a lui f pentru care F(zy) = 0.

Exemplu. Aplicand regulile de derivare, vedem c& f(z) = 2? are ca primitiva

functia F(z) = % definitd pe C, iar f(z) = 272 are ca primitiva F(z) = %,

definita pe C\ {0}.
Daca pe un domeniu D exista o determinare a logaritmului, F(z) = Inz,

atunci aceasta este o primitiva a functiei f(z) = — i, prin urmare,
z

1
/—dz:(),
y 2

pentru orice vy curba inchisa din D.

Deoarece
1
/ —dz =2mi # 0,
|

z|=1 %
rezulta ca nu exista nici o determinare a logaritmului definita pe tot domeniul

D =C\ {0}

Teorema fundamentala a lui Cauchy. Fie D C C un domeniu simplu
conex si f : D — C o functie olomorfa cu f' continuda pe D. Atunci, pe orice
curba rectificabila si inchisa v C D,

//f(z) dz =0.

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca, in ipotezele teoremei, cele doua
integralele scalare din egalitatea

/fdz:/f.dzﬂ/zf.dz,
12



sunt independente de drum. Domeniul D fiind simplu conex, prima integrala
este independenta de drum daca

ou  0(—v)
a_y - Ox
iar a doua daca
dv  Ou
dy  Ox’

adica exact conditiile Cauchy-Riemann satisfacute de functia olomorfa f = u+iv.

13



