Cursul 10

Curbe remarcabile in plan

§1. Curba lui Koch. Definitie

Prezentam aici o curba remarcabila introdusa de matematicianul suedez Helge
von Koch in 1904 intr-un articol intitulat Sur une courbe continue sans tangente,
obtenue par une construction géométrique élémentaire.

Pornim cu un segment oarecare, de lungime ¢, pe care il impartim in trei parti
egale. Inlocuim segmentul din mijloc cu alte doua segmente de aceeasi lungime cu
acesta si care formeaza intre ele unui unghi de 60°. Am obtinut o linie poligonala
formata din 4 laturi de lungime ¢/3. Pentru fiecare latura aplicam procedura
descrisa, avand grija sa construim unghiurile mereu pe aceeasi parte. Obtinem
o linie poligonald cu 42 laturi, fiecare laturd avand lungimea £/3%. Repetdm
aceasta procedura la nesfarsit.

Von Koch a aratat, in articolul mentionat, ca acest sir de linii poligonale
converge (intr-un sens bine precizat) la o curba continua care nu are tangenta in
nici un punct. In plus, aceasta curba este un exemplu de arc Jordan nerectificabil.

Notam cu P, linia poligonala obtinuta la pasul n, formata din N,, laturi toate
de aceeasi lungime /,,. Avem:
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Din tabelul de mai sus rezulta ca sirul lungimilor liniilor poligonale tinde la
infinit si, deoarece varfurile liniilor poligonale apartin curbei limita, agsa cum vom
arata mai tarziu, urmeaza ca lungimea curbei lui Koch este infinita, desi multimea
punctelor curbei este marginita, fiind imaginea printr-o functie continua a unui
interval [a,b] C R.

In ultima coloand am aritat ca, daca acoperim fiecare linie poligonala cu
discuri de diametru cat latura, centrate in mijlocul laturilor, obtinem un gir de
acoperiri cu aria tinzand la zero. Deoarece curba lui Koch este evident (!) inclusa
in fiecare dintre aceste acoperiri, rezulta ca aria sa este zero.

§2. Metoda motivelor iterate

Definitia curbei lui Koch se incadreaza intr-o metoda generala de constructie
iterativa a unor figuri geometrice din plan, numita metoda motivelor iterate si
care consta in repetarea la infinit a unei anumite reguli de generare, prin care
o figura initiala, numita baza, este inlocuita cu o alta, numita motiv, gi in care
se regaseste de mai multe ori figura de baza, eventual redusa la scara, rotita,
simetrizata sau translatata.

baza motivul

In cazul curbei lui Koch, baza este un segment iar motivul este format din alte
4 segmente gi fiecare dintre aceste 4 segmente vor deveni baze in etapa urmatoare.
Aplicam aceasta metoda in programul Python de mai jos, memorand la fiecare
etapa varfurile liniei poligonale intr-o lista de numere complexe.

La fiecare etapa apelam functiile transforma() si traseaza().

In transforma() parcurgem lista primita gi fiecare pereche de puncte con-
secutive z1, z2 este inlocuita, in lista returnata, de punctele z1, zA, zB, zC si z2.
Altfel spus, inlocuim baza formata din segmentul z;25, cu motivul format din
segmentele 2124, 242B, Z2BZc S 20 29.

In program, parametrul § = % este marimea unghiului <zpz;27, iar numarul
complex zp este calculat astfel incat triunghiul Az;zp2s sa fie isoscel. Parametrul
real A = % reprezinta raportul dintre lungimea lui 2124 i 2120. Punctul z¢ este
astfel calculat incat z124 = zo2o. Schimband valorile parametrilor 6 si A se pot
construi curbe Koch generalizate.



z1 zZA zC z2

import ComplexPygame as C
import Color
import math
def VonKoch():
theta = math.pi / 6
rho = 0.5 / math.cos(theta)
w = C.fromRhoTheta(rho, theta)
Lambda = 1 / 3.0

def transforma(li): # VonKoch

rez = [1i[0]]

for k in range(l, len(li)):
zl = 1i[k - 1]
z2 = 1i[k]
delta = z2 - z1
# Segmentul z1_z2 este inlocuit cu
# z1_zA, zA_zB, zB_zC si zC_z2, unde
# zA=z1 + Lambdax* (z2 - z1)
# zB=z1 + w *x (22 - z1))
# zC=z1 + (1-Lambda) * (22 - z1).
rez.append(zl + Lambda * delta)
rez.append(zl + w * delta)
rez.append(z2 - Lambda * delta)
rez.append (z2)

return rez

def traseaza(li):
C.fillScreen()
for k in range(l, len(li)):
C.drawLine(1li[k - 1], 1i[k], Color.Black)
C.refreshScreen()
C.wait(50)

C.setXminXmaxYminYmax(-1.1, 1.1, -0.5, 1.5)
# segmentul initial
fig = [-1, 1]
for k in range(6):
fig = transforma(fig)



traseaza(fig)
if C.mustClose():
return

if __name__ == ’__main__"’:

C.initPygame ()
C.run(VonKoch)

{4 VonKach: complet - *

FiGura 1. VonKoch ()

§3. Curba lui Koch. Proprietati

Sa revenim acum la definitia a curbei lui Koch si sa definim riguros proce-
sul de convergenta al sirului de linii poligonale P,, construit prin metoda indi-
cata. Pentru aceasta va trebui sa precizam pentru fiecare linie poligonala P,, o
parametrizare continua z = z,(t), t € [a,b], si sa aratam ca sirul de functii (z,)
este convergent, macar punctual, la o functie continua z = ~(t), t € [a,b].

Fiind dat un interval [t1,%2] C R si doud puncte zj, zo in planul complex,
notam cu

t1,t2

Sozl,zz . [tl,tg] - C
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legea orara a unui punct care pleaca din z; la momentul ¢; si ajunge in 25 la
momentul ¢,, parcurgand cu viteza constanta segmentul z;z,. Este usor de vazut
ca functia 172 este data de formula

21,2
to —t t—1;
t1,t2 —
2 () = a2 et
P () ot T [t1,t2]
Fixam, fard si restrangem generalitatea, intervalul [a,b] = [0,1]. Con-

sideram z, si 2, doua puncte distincte oarecare din planul complex si construim
curba lui Koch care are ca baza initiala segmentul z,z.

Vom alege acum, pentru fiecare linie poligonala P,, parametrizarea z, :
[0,1] — C care descrie migcarea unui punct care pleaca din z, la momentul
t = 0, parcurge linia poligonala cu viteza constanta in modul si ajunge in z;, la
momentul ¢ = 1.

Stim ca linia poligonala P, are N = 4" laturi, toate de aceeagi lungime

l, = 3% unde ¢ = |z, — z,| este distanta de la z, la z,. Sa notam varfurile lor

cu 29 = 2, 21, 22, - - -, 2N = 2. Laturile, avand lungimi egale, vor fi parcurse in
durate egale, astfel ca punctul curent pe linia poligonala va trece prin varfurile
zr la momentele ty = 0, t; = 4%, ty = 4%, A % = 1. Cu aceste notatii,

parametrizarea z = z,(t) este data de formula

(902%’,1;11 (t)7 te [t07 tl ]7
PUE (), t € [t ta],
2n(t) = § 250, 1€ 28],

tN_ 1.t
Loy 1w (), T € [tn_1,tN].

Teorema. Sirul de functii z, : [0,1] — C definit mai sus este un gir de
functii continue uniform convergent pe [0,1] la o functie continud~y : [0,1] — C,
numita curba lui Koch.

Demonstratie. incepem prin a evalua distanta dintre punctul curent P, =
zn(t) de pe linia poligonala P,, i punctul curent P, = z,.1(t) de pe urmatoarea
linie poligonala.

La pasul n = 0, Py parcurge baza z,z, iar P; parcurge motivul format din
4 segmente. Deoarece motivul este inclus in discul de diametru z,z,, ambele
puncte Py si P, vor fi tot timpul in acest disc, iar distanta dintre ele va fi mai
mica decat diametrul sau ¢, egal cu distanta dintre a gi b. Am aratat ca

bﬁ%ﬁﬁﬂS?WEWJ]

Fie acum n > 1 fixat arbitrar. Din modul de constructie, rezulta ca toate
varfurile 2, k = 0,1,2,...,4" ale liniei poligonale P,, se afla si pe linia poligonala
P11, dispuse pe aceasta din urma din 4 in 4. Deoarece punctele curente P,
si P,y1 pleaca din z, si ajung in 2, in acelagi timp, mergand fiecare cu viteza
constanta in modul, ele vor trece in acelasi timp prin varfurile comune, mai precis,
pentru fiecare kK = 0,1,2,...,4™ vom avea egalitatea P, = P,,; la momentul
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iy = 4%. Rezulta ca, pentru fiecare £ = 0,1,2,...,4", in timp ce P, parcurge
baza formata din latura 2}z, ,, punctul P, va parcurge motivul construit pe
aceasta laturd, ramanand astfel, ca si P,, in discul de diametru 2}z, ;.

Am aratat astfel ca, pentru orice n € N, distanta dintre punctele curente P,

si P11 este tot timpul mai mica decat lungimea laturii ¢,, = % Altfel spus,

14
[z041(t) — 2(t)] < o7, VE € [0,1].
(o]
Deoarece seria geometrica Z I este convergenta, aplicand pe componente
n=0

criteriul lui Weierstrass de convergenta uniforma pentru serii de functii reale,
obtinem imediat ca seria de functii cu valori complexe

o0

> (zasalt) = za(1))

k=0

este uniform convergenta pe intervalul [0,1] la o functie z = s(¢). Sirul sumelor
partiale ale acestei serii fiind format din sumele telescopice

Sp(t) = 21(t) — 20(t) + 22(t) — 21() + - - + 21 (t) — 2,(t) =

= Zny1(t) — 20(t),
urmeaza ca sirul (z,) converge uniform pe intervalul [0, 1] la functia v : [0,1] —
C, data de
~v(t) = s(t) + 2z0(t), YVt € [0,1].
In final, deoarece convergenta uniforma transfera continuitatea, din continu-

itatea functiilor z, obtinem continuitatea pe [0, 1] a functiei limita ~, curba lui
Koch. ]

Vom arata in continuare ca toate liniile poligonale P, au varfurile pe curba
v, de unde vom trage concluzia ca aceasta are lungimea infinita.

Teorema. Curba lui Koch nu este rectificabila, avand lungimea infinita. Mai
precis

n—1
L(y) = sup > (tker) = ()| = +o0,
" k=0

unde supremumul este luat dupa toate diviziunile A, 1 tg =0 < t; <ty < -+ <
t, =1.

Demonstratie. Fie n fixat arbitrar si fie 2,° un varf al liniei poligonale P,,.
Punctul curent P, trece prin acest varf la momentul ¢}° = & Din demonstratia
precedenta, stim ca toate punctele curente P,, cu n > ng, vor trece prin acest

varf 20 la acelasi moment ¢;°. Altfel spus
Zn(tZO) = ZI?O?
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pentru orice n > ny. Trecand la limita cu n — oo obtinem ca

1) = Jim 2 (t?) = 2

si, prin urmare, 2, se afla pe curba lui Koch, pentru orice k = 0,1, ..., Ny = 4™.
Alegem acum diviziunea A, : ¢ =0 < -+ < 1;° = 4%0 <<ty =1,
pentru aceasta diviziune, avem
N()—l ]\/vO_1 4n0
n n ny n
Z y(t50) — (0] = Z 2541 — 25" = Noly, = 37057
k=0 k=0
adica exact lungimea liniei poligonale P, .
Am aratat ca, pentru orice ng € N,
4\
(—) ¢ < L(v),
3
de unde rezulta ca L(y) = +o0. O

Pentru oricare doua puncte distincte 2; si 22 din plan, vom nota cu o, ,, tri-
unghiul isoscel Az;zgzo construit pe stanga segmentului z129 si care are unghi-
urile de la baza de 30°.

Este evident ca oricare doua astfel de triunghiuri o, ., si 0., sunt asemenea.

Amintim ca o transformare T : C — C se numeste asemanare de raport
A > 0daca |T(z1) —T(z2)| = A|z1 — 22|, pentru orice z1, z5 € C. Orice pereche de
triunghiuri asemenea determina in mod unic o asemanare care sa le suprapuna.
Mai mult, spunem ca F C C si F C C sunt figuri asemenea daca exista o
asemanare 7' : C — C pentru care T'(F) = F.

Teorema. Pentru orice linie poligonald P, si orice laturd 2} z;,, a acesteia,
arcul 7y determinat pe curba vy de punctele z;! si z;!,, este asemenea cu curba -y
st este complet inclus in triunghiul Ozpan, -

y 5 y n y n 7 y n

Mai mult, doud arce consecutive ;' si 7y, au in comun numai punctul z,,,
iar oricare doud arce 7y, §i Vi, cu h > 2 sunt disjuncte.

Demonstratie. Vom reinterpreta metoda motivelor iterate cu care am con-
struit curba lui Koch, v. La fiecare pas, inlocuiam baza formata de un segment
2129 cu motivul format din patru segmente inlantuite, z124, 2425, 2B2c Si 2c29.
Acum consideram ca baza este triunghiul o,,,, iar motivul este format din patru
triunghiuri inlantuite, 0,.,, 02,425, Ozp2e S O202,- Toate aceste 4 triunghiuri ale
motivului devin baze la pasul urmator.



Observatia esentiala pentru cele ce urmeaza este ca triunghiurile motivului
sunt incluse in triunghiul de baza si au, doua cate doua, cel mult un punct comun,
fapt usor de constatat. Prin triunghi intelegem, aici, multimea punctelor aflate
in interiorul sau pe laturile triunghiului.

O linie poligonala P,,, cu varfurile {z}}, din constructia initiala are acum aso-
ciatd o inlantuire de triunghiuri {o.p.» 1}, si toate triunghiurile liniei poligonale
P11 sunt incluse, cate patru odata, in triunghirile liniei poligonale P,,.

Daca fixdm un n si o latura 2z}, , a lui P,, prin aplicarea acestei metode
luand ca baza initiala triunghiul Ozpap,, toate triunghiurile o ulterioare vor fi in-
cluse in triunghiul initial, Ozpzp, > §10 data cu acestea si laturile liniilor poligonale

ko kel

Pryn situate intre 23 si 277, ;. Rezulta ca, pentru orice ¢ € [ 5, 55 |, avem

Zn+h(t) € O-ZZZZJA

pentru orice h € N gi trecand la limita cu h — +o00 obtinem

V(t) € oapap s
pentru orice ¢ € [ £, £t ]

Am aratat astfel ca v} C Oapan, - Sa notam cu 71" asemanarea care duce
triunghiul initial 0, ,, In Ozpzp, - Este usor de vazut ca T" va duce motivul aplicat
pe 2,2 in motivul aplicat pe 2z, si, prin urmare, va duce linia poligonala P}, in
portiunea dintre 2} §i z;/,, a liniei poligonale P, pentru orice h > 1. Trecand
la limita cu h — 400, tinand cont ca T este o functie continua, deducem ca
T(v) =%

Sa observam, in trecere, ca arcul 7 al curbei lui Koch construita pe segmentul
initial 2,23, coincide cu curba lui Koch construita pe segmentul z;'z;!, | considerat
ca baza initiala.

Pentru fiecare n fixat, arcele 47 sunt disjuncte dupa cum este precizat in
enuntul teoremei, deoarece triunghiurile Ozpzn, corespunzatoare sunt disjuncte.

O
Teorema. Curba lui Koch este un arc Jordan.

Demonstratie. Trebuie sa aratam ca functia continua z = 7(t) este injec-
tiva. De aici va urma ca imginea lui 7, curba lui Koch, este homeomorfa cu
intervalul [0, 1], adica este un arc Jordan.

Fiet'sit” in [0, 1] astfel incat y(t') = (). Dupa cum stim din demonstratia
precedenta, orice arc 7} este restrictia curbei v la intervalul [ﬁ, kz;l |, iar doua
arce distincte 7 si v, au cel mult un punct in comun. Rezulta ca ¢’ si ¢”
trebuie si fie in acelasi timp intr-unul dintre intervalele [ £ %] Obtinem de

4717 4n
aici ca

1
|t/ _ t//| S 4_n7
pentru orice n € N, de unde rezulta t' = t”, ceea ce trebuia aratat. O

Fiind date doua puncte distincte z; # 2z, vom nota cu 6, ,, unghiul facut
de segmentul 2129 cu orizontala, si vom numi acest unghi directia lui z12,. Mai
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precis,
0,,., = arg (za — z1).
O curba z = (t) admite tangenta in z* = (t*) daca exista si este finita
Hm 02 )2y = 07,

caz in care dreapta prin z* de directie 8* este tangenta la curba in punctul z*.

Spunem ca segmentul v(s)v(d) este o coarda a curbei v care ncadreazd punc-
tul 2* = (t*) daca t* € [s,d].

Este usor de vazut ca, daca o curba z = «(t) admite tangenta in z* = ~(t%),
atunci pentru orice gir de coarde care incadreaza punctul z*, u,v, = v(s,)v(d,),
cu s, <t* <d,, avem lim, o 0y,,, = 0%, daca d,, — s, — 0 pentru n — +o0.

Teorema. Curba lui Koch nu admite tangenta in nici un punct.

Demonstratie. Vom presupune, fara a restrange generalitatea, ca baza initiala
Zq.2p este orizontala. In acest caz, este usor de observat ca directiile laturilor tri-
unghiurilor o,n,» sunt multipli de Z radiani.

k k41 6

Fixam t* € [0, 1] arbitrar i vom arata ca curba lui Koch nu are tangenta in
z* = ~(t*). Vom construi un gir de coarde u,v, care incadreaza punctul z*, dupa
cum urmeaza.

Prima coarda este segmentul initial, ugvg = 2, 2p.

ko kel

Pentru orice n € N, exista k € {0,1,2,...,4"} astfel incat t* € [ %, 5], si

atunci z* se afld pe arcul 7} determinat de punctele 2 = y(£) si 2, = (&),
arc inclus, dupa cum stim, in triunghiul Ozpzp, - Toate varfurile acestui triunghi
sunt pe curba -y, iar dintre laturi cel putin doua sunt coarde care incadreaza
punctul z*. Dintre acestea doua, sigur una are directia diferita de 6,, ,,, , si pe
aceasta o vom nota cu u,v,,.

Obtinem astfel un sir de coarde care incadreaza punctul z*, u,v, = v(s,)7(dn),
cu s, < t* <d,, si, evident, d,, — s,, = 0, pentru care sirul directiilor 6,,,,, are
valori discrete, multipli de §. Un astfel de sir este convergent numai daca este
constant de la un loc incolo, dar, din modul de constructie, 0y, v, # Ou,v,,
pentru orice n > 1. Rezulta ca sirul 6,,,,, este divergent si, prin urmare, curba

lui Koch nu admite tangenta in z* = ~(¢*).
U



§4. Insula lui Koch

Daca se construiesc trei curbe Koch pe exteriorul laturilor unui triunghi
echilateral sau, in mod echivalent, sase curbe Koch pe interiorul laturilor unui
hexagon regulat, se obtine o curba v simpla si inchisa, adica o curba Jordan, a
carui domeniu interior D, este numit nsula (ui Koch.

Domeniul D, filnd o multime deschisa in R?, este mésurabild Lebesgue si,
fiind o multime marginita, are arie finita. Ca un simplu exercitiu, vom calcula
aceasta arie.

FicurA 2. Insula lui Koch

In figura de mai sus notam cu s aria triunghiului albastru. Aria unui triunghi
verde va fi s/9, aria unui triunghi galben s/9?, aria unuia rosu s/9° si aga mai
departe. Notam cu A aria insulei lui Koch si avem:

A:s+3<f+4-i+42-i+--->

9 92 93
+3s 1+4+42+ +3s 1 8s
= S J— — — J— N = S —_ = —
9\1 9 92 9 1—% 5

Insula lui Koch este un exemplu de domeniu plan cu are arie finita, marginit
de o curba Jordan cu lungime infinita.
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§5. Curba lui Koch in patrat

O imagine mult mai colorata se poate obtine construind cate o curba Koch
generalizata pe fiecare latura a unui patrat, pe interior.

def VonKoch4():
theta = math.pi / 4.1
rho = 0.5 / math.cos(theta)
w = C.fromRhoTheta(rho, theta)
Lambda = 1 / 2.1

def transforma(li): # VonKoch

rez = [1i[0]]

for k in range(l, len(li)):
zl lilk - 1]
z2 = 1li[k]
delta = z2 - z1
# Segmentul zl1_z2 este inlocuit cu
# z1_zA, zA_zB, zB_zC si zC_z2, unde
# zA=z1 + Lambdax*x (z2 - z1)
# zB=z1 + w * (22 - z1))
# zC=z1 + (1-Lambda) * (z2 - z1).
rez.append(zl + Lambda * delta)
rez.append(zl + w * delta)
rez.append(z2 - Lambda * delta)
rez.append(z2)

return rez

def traseaza(li):

C.fillScreen()
for k in range(l, len(li)):

C.drawLine(1i[k - 1], 1li[k], Color.Index(k // 500))
# C.wait(50)

C.setXminXmaxYminYmax(-0.1, 1.1, -0.1, 1.1)
# patratul initial
fig = [0, 1, 1 + 1j, 1j, 0]
for k in range(9):

fig = transforma(fig)

traseaza(fig)

if C.mustClose():

return

Rezultat pentru § = = si A = L. Succesiunea culorilor coincide cu ordinea
11 2.1
de parcurs a curbei.
Observatie: in cazul # = T si A = 1 curba limita trece prin toate punctele
4 2
patratului dat, dar nu mai este o curba Jordan deoarece are autointersectii.
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4§ VonKochd: complet - *

FIGURA 3. VonKochd() 0= /5 si A= 53

§6. Curbe Koch generalizate

Vom studia acum curbele construite prin metoda motivelor iterate in cazul
in care baza este un segment 2,2, iar motivul este o linie poligonala oarecare, cu
varfurile wg = z,, w1, ..., W, = 2z, unde m > 2.

La fiecare pas n, pentru linia poligonala P,, formata din m”™ laturi ¢} =
2521, consideram parametrizarea z, : [0,1] — C pentru care punctul curent
P, = z,(t) parcurge fiecare latura ¢} cu viteza constana, invers proportionald in
modul cu lungimea acesteia, astfel incat fiecare latura este parcursa in aceeasi
durata de timp, At = #

Teorema. Daca toate laturile motivulur sunt strict mai scurte decat baza,
atunci sirul de functii (z,) definit mai sus este uniform convergent pe [0,1] la o
functie continud vy : [0,1] — C, numita curba Koch generalizata.

Demonstratie. Justificarea urmeaza aceeasi pasi ca la existenta curbei lui
Koch propriu-zise. Din definitia legilor orare z, urmeaza ca punctele curente
P, = z,(t) si Poy1 = zu41(t) sunt sincronizate: cand P, parcurge o baza

% = Zp2p., punctul P,y parcurge motivul construit pe acea baza. Rezulta
ca distanta dintre P, si P,y1 va fi mai mica decat diametrul multimii formate
de punctele bazei reunite cu punctele motivului. Prin diametrul unei multimi
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4§ VonKochd: complet - *

FIGURA 4. VonKoch4() 0 =7 g1 A= %

M C C intelegem
d(M) = sup |u—n|.
u,veEM

Deoarece motivul se aplica pe baza prin asemanare, rezulta ca diametrul re-
uniunii dintre baza si motiv este proportional cu lungimea bazei, constanta de
proportionalitate C' > 0 depinzand numai de forma motivului, nu si de dimensi-
unile acestuia. Obtinem ca distanta dintre P, si P,.; este mai mica decat C ori
lungimea bazei parcurse de P,.

Fie acum

¢ = max —'wiﬂ — il
|26 — Zal

cel mai mare raport dintre lungimea laturilor motivului gi lungimea bazei. Este
usor de aratat ca toate laturile liniei poligonale P,, au lungimea mai mica decat
Loq™, unde Ly = |z, — z,| este lungimea segmentului initial, gi, prin urmare,
pentru distanta dintre dintre P, si P,.; obtinem majorarea

|Zny1(t) — 20(t)] < CLoq",

pentru orice ¢ € [0,1] si orice n € N. Din ipoteza teoremei avem ¢ € (0, 1) iar
mai departe concluzia decurge exact ca in demonstratia amintita. U
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§6.1. Curba lui Lévy, numita si crabul, este curba Koch generalizata con-
struita in cazul in care baza, formata de un segment z;z5, este inlocuita, mereu
pe stanga, de motivul format din segmentele 2124 §i 2420 dispuse astfel incat
Az1za29 sa fie triunghi dreptunghic isoscel.

def Crab():
i = complex(0, 1)
theta = math.pi / 4.0
rho = 0.5 / math.cos(theta)
w = C.fromRhoTheta(rho, theta)

def transforma(li): # Crab

rez = [1i[0]]

for k in range(l, len(li)):
zl = 1li[k - 1]
z2 = 1li[k]
# Segmentul z1_z2 este inlocuit cu zl_zA si zA_z2
# unde zA=zl+wx(z2-z1).
rez.append(zl + w * (22 - z1))
rez.append(z2)

return rez

def traseaza(li):
C.fillScreen()
C.setAxis ()
for k in range(l, len(li)):
C.drawLine(1i[k - 1], 1i[k], Color.Index(k // 30))
# C.refreshScreen()
# C.wait (50)

C.setXminXmaxYminYmax(-1, 2, -1.5, 1.5)
# segmentul initial
fig = [0, 1]
for k in range(19):
fig = transforma(fig)
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traseaza(fig)

print (k)

if C.mustClose():
return

I{,‘E Crab : complet —

FIGURA 5. Crab()
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§6.2. Curba lui Heighway, sau dragonul, este curba obtinuta daca in
constructia crabului alternam pozitionarea motivului, cand pe stanga, cand pe
dreapta bazei.

717

z1 zA’ 72’

def Dragon():
i = complex(0, 1)
theta = math.pi / 4.0
rho = 0.5 / math.cos(theta)
wl = C.fromRhoTheta(rho, theta)
w2 = C.fromRhoTheta(rho, -theta)

def transforma(li): # Dragon

rez = [1i[0]]

sign = 1

for k in range(l, len(li)):
zl = 1li[k - 1]
z2 = 1i[k]
# Segmentul zl1_z2 este inlocuit cu zl_zA si zA_z2
# unde zA=zl+w*(z2-z1) cu w avand in mod
# alternativ valoarea wl sau w2.
sign *= -1
w = w2 if sign > 0 else wl
rez.append(zl + w * (22 - z1))
rez.append (z2)

return rez

def traseaza(li):
C.fillScreen()
C.setAxis()
for k in range(l, len(1li)):
C.drawLine(1li[k - 1], 1i[k], Color.Index(k // 30))
C.refreshScreen()
C.wait(50)

C.setXminXmaxYminYmax(-0.5, 1.5, -1, 1)
16



# segmentul initial
fig = [0, 1]
for k in range(19):

fig = transforma(fig)

traseaza(fig)

if C.mustClose():
return

I{,‘E Dragon : complet —

FI1GURA 6. Dragon()
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