Cursul 12
Siruri recurente in planul complex

Vom studia, in continuare, comportarea girurilor definite prin relatii de recu-
renta de forma

(1)

20 = a,

{zn+1 = f(zn), n=0,1,2,...,

cu f: D — D o functie continua pe domeniul D C C.

Sirul (z,) este definit, deci, de o recurenta de ordinul intai autonomd, in care
Zn+1 depinde numai de valoarea termenului precedent z,, nu si de indicile sau
n. In consecinta, aceste siruri sunt fara memorie: daca la un moment dat ng
sirul (z,) ajunge intr-un punct @ € D, atunci de la ng incolo termenii girului dat
coincid cu cei ai sirului cu data initiala zy = a, pastrand mereu un decalaj de ng
unitati intre ranguri.

Mai mult, aceste siruri pot fi exprimate cu ajutorul iteratelor functiei f, adica
cu functiile

f"=fofo---of (demn ori).

intr—adevér, avem: z, = f(a), 22 = f(f(a)) = (f o f)(a), zz = f(f(f(a))) =
(fofof)(a)s.am.d. Prin urmare,

Zn = f on(a)’
pentru orice n > 1, adica (z,) este sirul valorilor in z = a ale iteratelor functiei
f.

Continuitatea functiei f implica o proprietate importanta a sirurilor (z,)
definite de (1): daca z, — z* atunci, trecand la limita in relatia de recurenta,
obtinem ca z* = f(z*). Altfel spus, limita unui astfel de sir (z,), daca exista,
este un punct fiz al functiei f, adica o solutie a ecuatiei z = f(z).

Deoarece existenta punctelor fixe pentru o functie f oarecare este importanta
atat pentru functii reale cat gi pentru functii complexe, gi nu numai, vom prezenta
in contiunare acest studiu intr-un cadru mai general, cel al spatiilor metrice.
Amintim ca R gi C, cu distanta uzuala d(u,v) = |u — v|, sunt spatii metrice
complete.

§1. Teorema de punct fix a lui Banach

Teorema de punct fix a lui Banach, cunoscuta si sub denumirea de principiul
contractiilor, a fost formulata si demonstrata in anul in 1922 de catre Stefan
Banach (1892-1945), fondatorul analizei functionale.

Definitie. Fie (X,d) un spatiu metric. O functie f : X — X pentru care
exista ¢ > 0 astfel incat

d(f(z), f(y)) < qd(z,y), Vr,yeX,
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este numita functie lipschitziana. In cazul in care ¢ < 1 spunem ca f este o
contractie.

Orice functie lipschitziana este continua, reciproca nu are loc in general.

Teorema (Banach). Daca (X, d) este un spatiu metric complet iar functia
f X — X este o contractie, atunci f are un punct fix unic in X. Mai mult,
pentru orice punct inifial xo € X, sirul aproximatiilor succesive

Xo € X
{mn+1 = f(zn), n€N, )

este convergent la punctul fix x* € X al lui f, viteza de convergenta fiind data

de estimarea

d(QZ(), :1:1)
l—gq

unde q € [0,1) este constanta Lipschitz a lui f.

d(x,,x*) <

q", (3)

Demonstratie. Consideram un punct xg € X fixat arbitrar gi definim sirul
(x,) prin relatia (2). Vom arata, pentru inceput, ca (z,) este un sir Cauchy.
Deoarece f este o contractie, avem, pentru orice n € N,

d(Tny1, o) = d(f(20), f(Tn11)) < qd(Tn, Tnia),
de unde rezulta
d(@n, Tnt1) < ¢"d(20, 21),
pentru orice n € N. De aici obtinem imediat, pentru orice n,m € Ncun <m,

anxl) n
(T, Tom) dez,xlﬂ < d(xo, 1) Zq S —=q". (4)
Am folosit majorarea data de suma seriei geometrlce
m—n—1

care este convergenta deoarece constanta Llpschltz q este In intervalul [0, 1).

Fie € > 0 fixat arbitrar. Deoarece lim,, m

—q
d(zo’zl)q < e. Din (4) urmeaza ca, pentru

q" = 0 rezulta ca exista un

n. € N astfel incat n > n. implica
orice n > n. §i m > n., avem d(x,, ) < €, si deci (x,) este gir Cauchy. Spatiul
metric X fiind complet, rezulta ca (z,) este convergent, adica exista z* € X
astfel Incat

lim z, = z*.
n—oo

In sfargit, deoarece f este o contractie, este continua gi, trecand la limita in
relatia de recurenta (2), obtinem egalitatile

o' = lim @ = lim o) = f(lim @) = f(@),
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care arata ca x* este punct fix pentru f.
Pentru a demonstra unicitatea punctului fix, fie z** € X, cu «* # 2™, un alt
punct fix al lui f. Atunci d(z*, z**) > 0 si obtinem imediat ca

d(z*, ™) =d(f(z"), f(z™)) < qd(z,2™) < d(z*, z™"),

de unde rezulta o contradictie.
Estimarea (3) se obtine din (4) prin trecere la limita cu m — oo.

O
Exemplu. Definim f: C — C prin

f(z) = az+1,
unde

) (cos T tisin 7T)

a=— - =).

10 7 7

Deoarece

() = (@) =lalju = o] < ol o],

pentru orice u si v din C, f este o contractie. Unicul sau punct fix este solutia
ecuatiel z = az + 1, adica z* =i/(1 — a).

Urmatorul program reprezinta grafic, pentru functia f de mai sus, com-
portarea sirului aproximatiilor succesive pentru diverse valori ale datei initiale:

import ComplexPygame as C
import Color
import math

def Banach():
a = C.fromRhoTheta(0.9, math.pi / 7)

def f(2):
return a * z + 1j

def transformaSiTraseaza(fig):
for k in range(len(fig)):
z = fig[k]
zprim = f(z)
C.drawLine(z, zprim, Color.Index(100 * k))
fig[k] = zprim

C.setXminXmaxYminYmax(-5.1, 2.1, -2.1, 5.1)
C.fillScreen()
C.setAxis()
fig = [-1 - 1j, -0.6 - 1j, -0.2 - 1j, 0.2 - 13, 0.6 - 1j, 1 - 1j]
nrEtape = 100
for _ in range(nrEtape):
transformaSiTraseaza(fig)
if C.mustClose():



return

if __name__ == ’__main__"’:
C.initPygame ()
C.run(Banach)
Rezultatul este dat in Figura 1, in care varfurile celor sase linii poligonale
reprezinta punctele succesive ale sirului 2,11 = f(z,), pentru sase valori initiale

diferite ale lui zg.

i

FiGurA 1. Iteratii trasate de functia Banach().

Gasirea unei contractii potrivite pentru rezolvarea unei anumite ecuatii este,
in general, o chestiune dificila, de multe ori urmatoarea varianta locala este
salvatoare: daca stim ca o aplicatie f : X — X are un punct fix z* undeva
in spatiul metric complet (X, d), si daca reusim sa aratam ca exista ro > 0 si
q € [0,1) astfel incat

d(f(x), f(y)) < qd(z,y)

pentru orice x si y din S(a*, ro) = {z|d(z,2") < 1o}, atunci rezultd mediat ca
f este o contractie pe Xg = S (x*,7r0) si, prin urmare, pentru orice zo suficient
de aproape de z* (adica zyp € Xj) sirul valorilor in z( ale iteratelor lui f este
convergent la z*.

In cazurile numerice X = R sau X = C avem chiar un rezultat mai precis:

Teorema. Fie x* un punct fix al functiei f : R — R (sau f : C — C)
derivabild cu derivata continud (respectiv olomorfa). Daca
|f'(@)] <1,
atunci exista ro > 0 astfel incat, pentru orice xy cu |xg — x*| < 19 avem

lim f°"(zg) = x*.
n—o0

Demonstratie. Fixam o constanta ¢ astfel incat |f'(z*)] < ¢ < 1. Din
continuitatea derivatei in x*, rezulta ca exista ro > 0 astfel incat |f'(z)| < ¢
pentru orice x € S(x*,rg).



Pentru orice z si y din S(z*, 7)), calculand integrala derivatei pe segmentul
cu capetele z si y, obtinem

rﬂm—f@ﬂ—y[]fwmasmx—m

si aplicam in continuare varianta locala a principiului contractiilor. O

In cazul unei contractii f : X — X, spunem ca punctul sa fix, x* € X, este un
atractor global, deoarece are proprietatea ca pentru orice xy € X girul iteratelor
(f°"(x0)) converge la x*. Se mai spune ca z* este atractorul contractiei f.

In cazul ultimei teoreme, spunem ca punctul fix x* este un atractor local,
deoarece convergenta lui (f°"(zo)) la x* este asigurata numai pentru z dintr-o
vecinatate a punctului fix. Tot in cazul functiilor numerice, un punct fix z* este
numit repulsor daca |f'(x*)| > 1 §i neutru daca |f'(z*)] = 1. In cazul cand z*
este repulsor se poate arata ca pentru orice x # x* dar suficient de apropriat
de acesta, d(x,z*) < d(f(z),z*), si, prin urmare, un sir de iterate x, = f°"(zo)
poate sa convearga la z* numai daca x, = z* de la un loc incolo.

§2. Recurente definite de metoda lui Newton

Vom prezenta in continuare o problema formulata in anul 1879 de Arthur
Cayley (1821 — 1895) privind convergenta metodei lui Newton de aproximare a
radacinilor polinoamelor in multimea numerelor complexe. Problema s-a dovedit
a fi foarte dificila, rezolvarea ei completa fiind data 40 de ani mai tarziu de catre
Gaston Julia (1893 — 1978) si Pierre Fatou (1878 — 1929).

Incepem prin a prezenta metoda lui Newon (numita si metoda tangentei). Fie
p : C — C o functie polinomiala (un polinom) de grad n > 1. Ne propunem sa
ii aflam radacinile prin transformarea ecuatiei

p(z) =0, (5)
intr-o problema de punct fix, adica intr-o ecuatie de forma
f(z) == (6)

Fie o : C — C o functie care nu ia niciodata valoarea zero. Folosind
echivalenta

p(z) =0 & 2 +a(2p(z) = 2,

vom considera functii f de forma f(z) = z + a(z)p(z). Radacinile z = z* ale lui

p coincid deci cu punctele fixe ale lui f, mai trebuie sa alegem functia o astfel

incat aceste puncte fixe sa fie atractori, macar de tip local. Cerem asadar ca
f'(z*) =0, si obtinem:

14+ (Z)p(z") +az)P (") =0 & 14+ az)Y () =0 & a(z*)=—

p'(2%)
daca p'(z*) # 0. Ne vom restrange prin urmare la cazul radacinilor simple.
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Reciproc, fie acum z* € C o radacind simpla a lui p, adica p(z*) = 0 si
P'(2*) # 0. Din continuitatea derivatei lui p rezulta ca exista o vecinatate Vj a
lui z* pe care p’ nu se anuleaza, si unde putem defini f : Vj — C prin

fe) === B3, )
Deoarece
£l = p('(=") _
p*(z*) ’

rezulta ca f este o contractie pe o vecinatate ‘70 C Vpalui 2%, si aplicand Teorema
de punct fix a lui Banach, obtinem urmatorul rezultat:

Teorema (Metoda lui Newton). Fie p: C — C o functie polinomiala si z* o
radacindg simpld a sa. Atunci exista r > 0 astfel incdt pentru orice zo € S(z*,r)
sirul definit de relatia

Zn+l = Zp —

Pl ©)
P'(2n)
pentru orice n € N, este convergent la z*.

Demonstratie. Sirul definit de (8) este girul aproximatiilor succesive atagat

lui f
Zntl = f(zn)v (9>
adica girul (f°"(zp)) al valorilor in zq ale iteratelor functiei f asociata lui p prin
relatia (7), care, dupa cum am argumentat deja, este o contractie pe S(z*,r) al
carei atractor este chiar radacina z* a lui p. Il

Sa aplicam metoda lui Newton in cateva cazuri simple.

Incepem cu p(z) = z — 1 care are numai radacina z* = 1. Functia f asociata
are forma f(z) = 1 pentru orice z € C, si deci girul (9) este sirul constant z,, = 1,
pentru orice n > 1. Rezultatul este corect dar banal.

Consideram acum ecuatia

Z—-1=0
care are doua soluii, zj =1 i 25 = —1. Functia f data de (7) poate fi pusa sub

forma
1 1

f(z) = 3 (z + ;) , (10)

si, prin urmare, sirul aproximatiilor succesive este dat de relatia
1 1
Znr1 ==z +—1, 11
=3 ( ) (11)

pentru orice n € N.
Se observa imediat ca daca data initiala este reala atunci tot sirul ramane in
R si are urmatorul comortament: pentru orice @ > 0, daca zg = a > 0, sirul

converge la punctul fix 27 = 1 iar daca zyp = —a > 0 atunci (z,) tinde la 25 = —1.
Aceasta comportare simetrica este mai generala: deoarece f(—z) = —f(z2),
pentru orice z € C\ {0}, rezulta ca sirul (Z,) care pleaca din Zy = —zy va avea
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termenii Z, = —z,, pentru orice n € N. Studiul convergentei girului (z,) in
functie de data sa initiala poate fi redus astfel numai la cazul Rezg > 0, de
exemplu. Mai mult, deoarece

s =5 (5-3).

rezulta ca daca data initiala zg = i3, cu B € R*, este de pe axa pur imaginara
Rez = 0, atunci intregul sir raméne pe aceasta axa si deci este divergent (daca
ar fi convergent ar trebui sa tinda la unul dintre cele doua punctele fixe, 27 sau
23).

Deoarece se poate intampla ca pentru un ny € N sa avem z,, = 0 si atunci
Zno+1 Sa nu mai fie bine definit, pentru un studiu unitar se prefera extinderea
multimii C la C = CU{oo} si prelungirea functiei f data de (10) la C, adaugand
la definitie f(0) = oo si f(00) = 0.

Din varianta locala a principiului contractiilor avem urmatorul rezultat par-
tial: daca data initiala zy este suficient de aproape de unul dintre punctele fixe,
atunci girul converge catre acel punct fix. Studiul complet a fost dat de Cayley,
care a stabilit urmatoarele:

Teorema (Cayley). Fie z, sirul dat de relatia (11). Dacd Rezy > 0 atunci
Z, — +1, daca Rezy < 0, z, — —1 iar daca Re zg = 0 sirul ramane pe axa tmagi-
nara reunita cu punctul de la infinit, avand una din comportarile urmadatoare: sau
2z, = 00 de la un loc incolo, sau este periodic de la un loc incolo, sau “vagabon-
deaza” la mesfarsit pe axa imaginara fara sa aiba vreo limita.

Demonstratie. Scriind relatia (11) sub forma

22 +1
22,

Zn+1 =

)

obtinem imediat ca
Zn+l — 1 - (zn - 1)2
Zni1+ 1 (2p+1)%

de unde, cu substitutia
Zn — 1
2n+ 17

U, = (12)

obtinem relatia de recurenta
2
un+1 = un?

pentru orice n € N.
Termenul general al girului (u,) este

Up = ug
pentru orice n € N, i, inversand substitutia (12), obtinem

1w, 1+
S l-w, 1—ud"

7
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pentru orice n, de unde urmeaza ca z, — +1 daca |ug| < 1 si 2, - —1 daca
|up| > 1. Dar |ug| < 1 inseamna |z — 1| < |zo + 1], echivalenta cu Re zy > 0.
U

Sa observam ca pentru functia extinsa f : C — C, punctul de la infinit este
punt fix dar, spre deosebire de 2] §i 25 care sunt atractori locali, punctul de la
infinit este repulsor, deoarece in orice vecinatate a lui exista date initiale zy din
care plecand, sirul (z,) paraseste definitiv la un moment dat acea vecinatate.

Urmatoarea functie coloreaza cu rosu bazinul de atractie al atractorului z7,
format din punctele zy din care girul converge la 27 = +1 si coloreaza cu albastru
bazinul lui z5 = —1. Celelate puncte sunt lasate negre. Peste desen sunt trasate
in final, cu alb, axele de coordonate.

def Newton2():
zStarl = 1
zStar2 = -1

def f(z): # f(z)=0.5%(z+1/z)
if z ==
return 1.0e100
else:
return 0.5 * (z + 1 / z)

C.setXminXmaxYminYmax(-1.5, 1.5, -1.5, 1.5)
nrlter = 300
for coloana in C.screenColumns():
for zeta in coloana:
col = Color.Black
z = zeta
for _ in range(nrIter):
if C.rho(z - zStarl) < 0.1:
col = Color.Red
break
if C.rho(z - zStar2) < 0.1:
col = Color.Blue
break
z = f(z)
C.setPixel (zeta, col)
if C.mustClose():
return
C.setAxis()
C.refreshScreen()

Rezultatul este aratat in Figura 2 si confirma categoric studiul anterior.

Un desen mai diversificat se obtine cand ilustram wviteza de convergenta a
sirului (z,) in raport cu data sa initiala. In acest scop, functia Python Newton2ETA
listata mai jos coloreaza punctele zy pe baza “timpului de scapare”, utilizand
asa numitul Escape Time Algorithm: culoarea lui zy este stabilita in functie de
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FIGURA 2. Class Newton?2

numarul de iteratii efectuate pana la luarea unei decizii privind comportamentul
sirului generat de el (adica pana cand z, ajunge intr-o vecinatate prestabilita a
limitei sale, sau pana este atins un numar maxim de iteratii).

Benzile colorate din Figura 3 sunt formate din puncte care ajung in acelagi
timp la o distanta fata de limitele lor mai mica decat 0.1.

def Newton2ETA():
zStarl = 1
zStar2 = -1

def f(z): # f(z)=0.5%(z+1/z)
if z ==
return 1.0e100
else:
return 0.5 x (z + 1 / z)

C.setXminXmaxYminYmax(-1.5, 1.5, -1.5, 1.5)
nrlter = 300
for coloana in C.screenColumns():
for zeta in coloana:
z = zeta
for k in range(nrIter):
if C.rho(z - zStarl) < 0.1 or C.rho(z - zStar2) < 0.1:
break
z = £f(z)
C.setPixel(zeta, Color.Index(k * 50))
if C.mustClose(): return
C.refreshScreen()



FIGURA 3. Newton2ETA()

§3. Problema lui Cayley

Am ajuns, in sfargit, la problema formulata de Arthur Cayley: sa se sta-
bileasca bazinele celor trei atractori locali ai functiei f asociate polinomului
p(z) =2%—1.

Dupa cum este bine stiut, ecuatia

2 —1=0, (13)
are ca solutii radacinile de ordin trei ale unitatii:

g0 =w” =cos0+isin0 = 1,

2 2 1 3
51:w1:cos§+z’sin§:—§+i%—,
€ —w2—cos47r+isin47r——1 —z'\/g

2TE TS 3 2 27

care sunt radacini simple, polinomul avand descompunerea

p(z) = (z —e0)(z — £1)(z — €2).

Aceste radacini sunt punctele fixe al functiei f data de (7), pe care o scriem sub
forma 08 1 1

z° 4+
pentru orice z € C\ {0}. La fel ca in cazul precedent, extindem functia f la
C = CU {00} adaugand cazurile f(0) = oo si f(o0) = 0.

Sa notam cu By, By si By cele trei bazine de atractie ale punctelor fixe ¢, €1
si €9, adica

Bi = {ZQ & @| fon(Z()) — 81'},
10



pentru ¢ = 1,2, 3.

S# stabilim mai intai o proprietate geometrica: din w® = 1 rezulta imediat ca
f(wz) = wf(z), pentru orice z, si prin urmare, daca girul (Z,) pleaca din Zy = wz
atunci Z; = f(wzy) = wf(z9) = wz1, de unde urmeaza ca z, = wz,, pentru orice
n € N. Daca z, — g atunci Z, — weg = €1, adica zy € By implica wzy € Bj.
Analog se pot obtine toate celelalte implicatii pentru a stabili ca bazinul B; este
By rotit cu 120° in jurul originii, iar By este Bj rotit cu acelasi unghi.

i

FIGURA 4. Sirul (z,) pentru zp = 0.2 € R}

Vom arata acum ca multimile By, B; si By sunt deschise. Deoarece g este un
atractor local, stim ca exista r > 0 astfel incat zy € S(go, ) implica " (zy) — €o.
Notam Sy = S(go,7) si avem, deci, Sy C By. Definim

S1=f71(S) = {z] f(2) € So},

i avem imediat ca zy € Sy implica z; € Sy g1 deci f(z9) — eo, adica S; C By.
Sa observam ca S este multime dechisa, fiind contraimaginea printr-o functie
continua a unei multimi deschise.

Definim in mod recurent

SnJrl = fﬁl(sn)a

pentru orice n > 0, si obtinem astfel un sir de multimi deschise incluse in B.
Avem deci

LS. c Bo.

n

Pentru a stabili incluziunea inversa, fixam arbitrar un zg in By si consideram
sirul z, = f"(z). Din z, — &, rezultda ca exista ng € N astfel incat z, €
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So = S(gg,7), pentru orice n > ng. Dar z,, = f(zn,-1) € So Inseamna z,, 1 €
F71(So) = Sy, si, din aproape in aproape, obtinem 2y € S,,. Am aritat astfel ca

USn = BOJ

de unde urmeaza ca multimea By este deschisa, ca reuniune de multimi deschise.

Sa observam ca in rationamentul precedent am utilizat numai continuitatea
lui f, am aratat astfel ca pentru orice functie continua, bazinul de atractie al
unui atractor local este o multime deschisa.

Sa analizam acum cazul zp = 9 € R’. Este usor de vazut ca sirul (z,)
ramane pe semiaxa R’ si ca tinde la 1 pentru orice zp € R. Vezi Figura 4 in
care este trasat, cu rosu, graficul restrictiei lui f la RY.

Rezultd ca intreaga semiaxa R este inclusa in bazinul By si, prin urmare, si
celelalte doua semiaxele obtinute prin rotatii de 120° in jurul originii sunt incluse
in By, respectiv in Bs. De aici deducem ca originea se afla pe frontiera fiecaruia
dintre cele trei bazine.

Pe baza informatiilor stranse pana acum bazinele de atractie, colorate in
albastru, galben si rosu, ar putea arata ca in Figura 5

F1GURA 5. O incercare de trasare a bazinelor By, By si Bs.

Dar rezolvarea nu este asa de simpla. Sa consideram, de exemplu, predecesorii

lui zero, adica acele puncte z, pentru care exista no > 1 astfel incat z,, =
om0 (29) = 0. Notam Zy = {0} si definim Z; = f~1(Zy), Zo = f~1(Z1), si asa
mai departe. Multimea predecesorilor lui zero este, prin urmare,

z=\Jz. (14)
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Sa observam ca Z; are trei elemente, si anume solutiile ecuatiei f(z) = 0, care
sunt

Co=—= <cosz +ZSIH7T>
f 3
< 3 3#)

(1= s——l—zsm— ,

V2 3
C 1 57T+, . om
= ——= | COS — 7281 — | .
S5} 3 3

Zy are noua elemente, solutiile ecuatiilor f(z) = (o, f(2) = (1 si f(2) = (o, si asa
mai departe.

Stim ca punctul zero se afla in acelagi timp pe frontiera fiecaruia dintre cele
trei bazine, vom arata ca fiecare predecesor al sau are exact aceeasi proprietate!
Fie, de exemplu, a3 € Z3 un predecesor de ordin 3 al lui zero. Notam ay = f(as)
si a; = f(az). Din a3 € Z3 rezulta ay € Z, i, In continuare, a; € Z;, de unde
urmeaza ca

(fofof)as) = f(f(f(a3))) = f(f(az)) = f(a1) =0
si
(fofof)(as)=f(f(f(ad)f (f(as))f (as)
= ['(a1)f'(a2) f'(a3) # O,

deoarece derivata f’ se anuleaza numai in punctele fixe e, € si €9, care evident
nu sunt predecesori ai lui zero. Urmeaza ca aplicatia f°> = f o f o f este local
inversabila cu inversa g derivabila (este un difeomorfism local) si deci pastreaza
frontierele. Bazinele B; fiind invariante prin f°3, din

fos(ai%) =0e 8Bg N 831 N 8B2
obtinem ca
as = g(0) € 8g(By) N dg(By) N dg(Bs) = 0By N OBy N IBs,

si deci in orice vecinatate a lui az se gasesc puncte si din By, si din By, si din Bs.

Privind Figura 5, intelegem ca frontierele bazinelor nu sunt aga simple cum
le-am trasat noi, niste semidrepte plecand din origine. Punctul (y, de exemplu,
se afla pe semiaxa trasata de noi intre By si By, si in el trebuie sa se intalneasca
toate cele trei culori. De fapt situatia este mult mai grava: in orice punct in care
se intalnesc doua culori trebuie sa se intalnesca si a treia, intelegand prin aceasta
ca frontierele celor trei bazine coincid. Studiul complet este dat de urmatoarea
teorema, pe care o prezentam fara demonstratie:

Teorema (Julia). Fie J; = C\ (By U By U By). Multimea J; este in-
finita, nemarginita, inchisa, nu are puncte izolate si nici puncte interioare. Jy
este inchiderea multimii predecesorilor lui zero si, in acelasi timp, este frontiera
fiecaruia dintre cele trei bazine de atractie, adica

Jf - 830 - 331 - 832
13



F1GURA 6. Newton3()

Urmatoarea functie Python coloreaza cele trei bazine cu albastru, galben si
rogu. Multimea J¢, pe care o vom numi mulfimea Julia asociata functiei f, ar
trebui sa apara colorata in negru, dar datorita discretizarii planului in pixeli,
punctele ei sunt cele aflate intre doi pixeli vecini de culori diferite (langa un
asemenea punct mai trebuie sa mai fie gi un al treilea pixel cu a treia culoare).
Vezi Figura 6.
def Newton3():

epsO = C.fromRhoTheta(1.0, 0.0 * math.pi / 3.0)
epsl = C.fromRhoTheta(1.0, 2.0 * math.pi / 3.0)
eps2 = C.fromRhoTheta(1.0, 4.0 * math.pi / 3.0)

def f(z): # f(z)=0.5%(z+1/z)
if z == 0:
return 1.0e100
else:
return (2 *x z *x z *x z + 1) / (3 *x z * z2)

C.setXminXmaxYminYmax(-1.5, 1.5, -1.5, 1.5)
nrlter = 300
for coloana in C.screenColumns():
for zeta in coloana:
col = Color.Black
z = zeta
for _ in range(nrIter):
if C.rho(z - eps0) < 0.1:
col = Color.Darkblue
break
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if C.rho(z - epsl) < 0.1:
col = Color.Yellow
break

if C.rho(z - eps2) < 0.1:
col = Color.Fuchsia
break

z = £(z)

C.setPixel(zeta, col)
if C.mustClose(): return
C.setAxis(Color.White)
C.refreshScreen()

O reprezentare mai sugestiva a multimii J; este obtinuta in Figura 7, pe baza
metodei timpului de scapare, ETA.

FIGURA 7. Newton3ETA()

In final, si remarcim faptul ca metoda lui Newton, care a fost stabilita pentru
radacini simple, functioneaza si in cazul radacinilor multiple. Sa consideram,
spre exemplificare, un polinom p cu trei radacini distincte aq, as si ag, avand
multiplicitatile ki, ko si, respectiv, k3, adica

p(2) = (z — a1)" (z — a)™ (= — ag)™. (15)
Atunci
(z —a)" Mz — ap)*2(2 — a3)*
Fko(z — a))™ (2 — a2)™ 7 (2 — as)™ + ks(z — )" (2 — ap)*2(2 — as) !,
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deci

FiGURrA 8. Newtonk()

Obtinem pentru functia f data de relatia (7) urmatoarea forma

1
f(Z)ZZ— k1 4 ko + ks °
z—aq z—as z—as

Derivam

o 1 k1 ko ks
e < L S )2 ((2—01)2+(Z—a2)2+(z_a3)2>

z—aq z—asg z—as3
1 ki(z —ag)?(z — az)® + ka(z — a1)?(z — a3)? + k3(z — a1)?(z — ap)?

a (k1(z — a2)(z — ag) + kao(z — a1) (2 — as) + ks(z — a1)(z — ag))2 ’
si obtinem:

OSfl(al):l_i<17
ka1
pentru orice k1 € N*. Punctul fix a; este un atractor local, dar cu f'(a;) # 0
pentru ky > 1.
De fapt metoda este valabila si pentru functii p de forma (15) in care exponentjii

ki, i = 1,2, 3, sunt chiar numere complexe, atat timp cat este indeplinita conditia:

1
)l =l - <1,
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pentru orice i € {1,2,3}.
Urmatorul program ilustreaza un astfel de caz.
def Newtonk():
a0 = complex(0.3, 1.5)
al = complex(1l.1, 0.6)
a2 = complex(-0.1, 0.6)
a3 = complex(0.1, -1.6)
a4 = complex(-1.1, -0.6)
kO = C.fromRhoTheta(2.3, 0.1)
k1 = C.fromRhoTheta(1.2, 0.1)
k2 = C.fromRhoTheta(1.3, 0.2)
k3 = C.fromRhoTheta(1.0, 0.1)
k4 = C.fromRhoTheta(2.1, 0.05)

alist = [a0, al, a2, a3, a4]
klist = [kO, k1, k2, k3, k4]

def f(z):
if z in alist:
return z
else:
w = [klist[h] / (z - alist[h]) for h in range(5)]
return z - 1 / sum(w)

C.setXminXmaxYminYmax (-3, 3, -3, 3)
nrlter = 300
for coloana in C.screenColumns():
for zeta in coloana:
z = zeta
for _ in range(nrIter):
amAjuns = False
kol = 0
for ak in alist:
kol += 100
if C.rho(z - ak) < 0.01:
amAjuns = True

break
if amAjuns:
break
z = £(z)

C.setPixel(zeta, Color.Index(kol))
if C.mustClose(): return
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