Cursul 14

Multimea lui Mandelbrot

Multimile si functiile cu caracter exceptional (multimea lui Cantor, insula
lui Koch, functiile lui Weierstrass si Takagi, curbele lui Peano, multimile Julia,
s.a.) au fost studiate intens de matematicieni inca de la aparitia lor, in analiza
matematica mai ales, in a doua jumatate a secolului al XIX-lea. Cel care a
reusit sa faca cunoscute aceste obiecte matematice publicului larg a fost Benoit
Mandelbrot (1924 —2010) care, prin doua carti fundamentale: Les objets fractals,
forme, hasard et dimension (aparuta in 1975) i The Fractal Geometry of Nature
(1982), a introdus denumirea de fractal si a argumentat in mod convingator
utilitatea lor in diverse domenii. O buna parte din succesul popularizarii acestor
notiuni atat de abstracte a fost insa asigurat de reprezentarile lor grafice com-
puterizate, care au dezvaluit o adevarata lume ascunsa, plina de forme si culori
incantatoare.

Frumusetea vizuala a fractalilor este indiscutabila, si dintre ei cel mai faimos
este, de departe, mulfimea lur Mandelbrot, despre care vom vorbi in continuare.

1. Multimi Julia pentru functii patratice. Plecam de la studiul multi-
milor Julia J. asociate functiilor patratice

f.:C —C, fc(z):,22+c,

unde ¢ joaca rolul unui parametru care parcurge multimea numerelor complexe.
Deoarece f. este un polinom, stim ca J. este frontiera bazinului de atractie a
punctului de la infinit (care este un atractor) sau, in mod echivalent, frontiera
multimir Julia plina,

P.={z € C| sirul (fJ"(z)) este marginit}.

Pentru implemetarea unui algoritm de trasare a multimilor P,, este util urmatorul
rezultat: daci existd k € N astfel incat |(f°%(z0))| > 2 atunci f°"(z) — oo
pentru n — oo si, prin urmare, zg € P..

Prin intermediul functiilor f., asociem fiecarui numar complex ¢ € C multimea
Julia J., si suntem interesati sa determinam valorile parametrului ¢ pentru care
multimea asociata J. este conexd.

Amintim ca o multime A C C este conexa daca nu ezrista submultimile des-
chise D1 §1 D2 CUAle #@, AQDQ #@, AlemDQ :®§1ACD1UD2
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Definitia 1. Multimea lui Mandelbrot, M, este multimea valorilor lui ¢ pen-
tru care J,. este conexa:

M= {ce C| J.este conexa }.

De exemplu, pentru ¢ = 0 avem fo(z) = 2?2 si, prin urmare, f5"(z) = 2.

Obtinem,
Py = {2z € C| sirul (22") este marginit} = {20 € C| |20| < 1},

de unde urmeaza ca Jy este cercul de raza unu centrat in origine, care este in
mod evident multime conexa. In concluzie, 0 € M.
Programul urmator traseaza multimea J. pentru ¢ = —1.0 + 0.35:.

mport ComplexPygame as C
import Color

def Julia():
def f(z, c):
return z * z + ¢

C.setXminXmaxYminYmax (-2, 2, -2, 2)

¢ = complex(-1.0, 0.35)

nrlter = 1000

for coloana in C.screenColumns():
for zeta in coloana:

z = zeta
for k in range(nrIter):
z = f(z, c)

if C.rho(z) > 4: break
C.setPixel(zeta, Color.Index(3 * k))
if C.mustClose():
return

if __name__ == ’__main__’:

C.initPygame ()
C.run(Julia)

Examinand rezultatul aratat in Figura 1, observam ca multimea P, nu este
conexa gi, cu atat mai mult, nici frontiera sa J. nu este conexa, deci ¢ = —1.0 +
0.35¢ ¢ M.

2. Trasarea multimii lui Mandelbrot. Stabilirea conectivitatii unei mul-
timi pe cale algoritmica este extrem de dificila si din acest motiv Definitia 1 nu
este proprice reprezentarii grafice a multimii M (dar este utila in stabilirea, pe
cale riguroasa, a proprietatilor ei).



FicUuraA 1. Multimea J. pentru ¢ = —1.0 4 0.351.

O metoda foarte simpla de trasare a multimii M se obtine pe baza urmatorului
rezultat® stabilit de Hans Brolin in 1965: multimea Julia asociata unui polinom de
grad mai mare decat unu este conexa daca si numai daca nici unul dintre punctele
sale critice (zerourile derivatei) nu se afla in bazinul de atractie al punctului de
la infinit.

In cazul nostru f.(z) = 2% + ¢ are derivata f'(z) = 2z gi deci z = 0 este
singurul punct critic al lui f.. Multimea J, este conexa daca si numai daca z = 0
nu se afla in bazinul de atractie al punctului de la infinit. Este usor de vazut ca
sirul (f2™(0)) tinde la infinit daca si numai daca este nemarginit, si am justificat
astfel urmatoarea caracterizare:

Teorema 1. Multimea lui Mandelbrot este multimea valorilor lui ¢ pentru
care girul (fo"(0)) este marginit:

M = {ce C|sirul (f"(0)) este marginit}.

Pentru a testa daca parametrul ¢ € C este sau nu in multimea lui Mandelbrot
calculdm termenii girului 29 = 0, 21 = 28 + ¢, ..., 2x = 2%_; + ¢, unde N
este un numar suficient de mare. Daca toti z, sunt in modul mai mici decat
doi, consideram ca sirul (z,) este marginit si, prin urmare, ¢ € M. Pixelul
corespunzator lui ¢ va fi colorat cu negru (de exemplu) daca ¢ € M i cu alb in

Y. Brolin, Invariant sets under iteration of rational functions, Arkiv for Matematik,
6(1965) p. 103-144.
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caz contrar. Se obtine o imagine ca in Figura 2, unde este reprezentata regiunea
[—2.5,1.5] x [-2.0,2.0] din planul complex.

F1GUrRA 2. Multimea lui Mandelbrot

Imagini mult mai interesante se obtin prin metoda de colorare ETA, cand
fixam culoarea pixelului corespunzator lui ¢ in functie de numarul de termeni ai

sirului (f™(0)) care au modulul mai mic decat doi.

def Mandelbrot():

x0 = 0.27314055
yO = -0.486
r0 = 2.0 / 10 ** 3

nrlter = 1425
C.setXminXmaxYminYmax(x0 - rO, x0 + r0, yO - rO, yO + r0)
C.fillScreen()
for coloana in C.screenColumns():
for ¢ in coloana:

z =0

col = Color.Black

for k in range(nrIter):
z=2z%2z+c

if abs(z) > 2:
col = Color.Index(700 + k)
break
C.setPixel(c, col)
if C.mustClose(): return



FiGURA 3. class Mandelbrot

Multimea lui Mandelbrot este o multime compacta si conexa, cuprinsa in
patratul [—2,2] x [—2,2], si este formata, in linii mari, dintr-un corp principal
dat de cardioida
1— (w—1)?

Co={ceC| c= 1

cu |w| < 1},

un cap circular
Ci={ceC| |c+1] <1/4}
si dintr-un gir infinit de bulbs.

Corpul Cj este format din valorile lui ¢ pentru care functia f. are un punct fix
atractor. Intr-adevir, cu parametrizarea ¢ = (1 — (w — 1)2)/4, solutiile ecuatiei
fe(z) = z, adica

?—z+c=0. (1)

sunt z; = w/2 sl 2o = 1—w/2. Impunand ca f/(z) = 2z sa fie subunitara in modul
obtinem ca aceste doua puncte fixe nu pot fi in acelasi timp de tip atractor, iar
valorile lui ¢ pentru care cel putin unul dintre ele este de tip atractor sunt date
de apartenenta c € Cj.

Punctele ¢ € (' sunt caracterizate de existenta unei orbite periodice atractive
de perioada doi. Sa justificam: punctele z3 si z4 formeaza o orbita periodica daca
sunt distincte si f.(z3) = 24 lar f.(z4) = z3. Rezulta imediat ca ele sunt solutii
pentru ecuatia (f.o f.)(z) = z, care are forma

42 — 2+ P +c=0. (2)



FiGUurA 4. Multimea lui Mandelbrot. Detaliu;

Ecutia polinomiala (2) are exact patru radacini in C, gi anume punctele 23 si 24
ale orbitei cautate si cele doua puncte fixe z; si 29 ale lui f. determinate mai
inainte. Deci radacinile ecuatiei (1) sunt si radacini pentru (2), rezulta de aici o
relatie de divizibilitate intre polinoame care se verifica printr-o simpla impartire:

A2 —z+Fte=(—z+e)(P+z+c+ ).
Obtinem ca z3 si 24 sunt radacinile ecuatiei
2+z+c+1=0. (3)
Sa calculam acum valoarea derivatei (f. o f.)’ In punctele z3 si z4. Avem

(fc © fc)l(23) = fé(fc(z?)))fé(zzs) = fé(Z4)fé(Z3) = 4z324.

Din ecuatia (3) rezulta ca z3z4 = ¢+ 1. Deci

(fc © fC)/(Z3) = (fc © fC)/<Z4) = 4(C + 1)7

si, prin urmare, orbita {z3, z4} este atractoare daca si numai daca |c¢ + 1] < 1/4,
adica c € (4.

Caracterizari asemanatoare relative la existenta orbitelor periodice au loc si
pentru ceilalti bulbi.

Marind la scara regiunile aflate in preajma frontierei, se observa ca aceasta
este compusa, pe langa componentele deja enumerate, si din numeroase filamente
in care se afla prinse copii mai mici ale multimii M.



FicurAa 5. Filamente

Imagini foarte frumoase se obtin in regiuni care contin puncte de frontiera,
vezi de exemplu Figura 4 in care este redata vecinatatea punctului ¢y = 0.27314+
0.4864.

FicurA 6. Un mandelbrot mic!
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3. Cazul real. In cele ce urmeaza vom analiza intersectia multimii lui Man-
delbrot cu axa reala, adica multimea valorilor lui ¢ € R pentru care sirul

Tpi1 = x% + ¢, pentrun > 1,
_ (4)
To — O,
este marginit.
Vom justifica egalitatea M N R = [—2.0,0.25], utilizand pentru ilustrarea
comportamentului girului (z,) urmatoarea functie de desenare:

def MandelbrotReal():

def f(x, c):
return x * X + C

a =2

C.setXminXmaxYminYmax(-a, a, -a, a)
C.fillScreen()

C.setAxis()

C.drawLineXY(-a, -a, a, a, Color.Black)

c = -1.812

# GRAFICUL y=f(x,c)

XV = -a

yv = f(xv, c)

for k in range(C.dim):
x, _ = C.getXY(k, 0)
y = £f(x, ©)
C.drawLineXY(xv, yv, x, y, Color.Black)
XV = X
yv =%

# SIRUL x_n

xv = 0

xp = f(xv, c)
for k in range(10 *x 5):
col = Color.Index(k)
C.drawLineXY(xv, xp, xp, Xp, col)
XV = Xp
xp = f(xv, c)
C.drawLineXY(xv, xv, xv, xp, col)
if C.mustClose() or xp < -2 or xp > 2:
break



9

1. Cazul ¢ > 0.25. Parabola y = 2 + ¢ nu intersecteazd prima bisectoare,
sirul (z,) este monoton crescator si nemargit, ¢ ¢ M.

FIGURA 7. ¢=0.26

2. Cazul ¢ = 0.25 Ecuatia = f.(x) are radacina dubla z* = 0.5, sirul (x,,)
tine la z*, deci este marginit.

FIGURA 8. ¢=0.25
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3. Cazul —0.75 < ¢ < 0.25. Functia f. are doua puncte fixe reale, 7 =

(14++1—4c)/2 i 5 = (1 — /1 —4c)/2, dintre care z] este repulsor iar x} este
atractor. Sirul (x,) converge la 2} in mod oscilant.

FiGura 9. ¢=-0.30

4. Cazul ¢ = —0.75 Atractorul x5 devine punct fix neutru, z,, — 3.

Ficura 10. ¢=-0.75
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5. Cazul —1.25 < ¢ < —0.75 Punctul fix 23 este repulsor, apare o orbita
periodica de perioada doi de tip atractor.

Ficura 11. ¢=-0.80

6. Cazul ¢ = —1.25. Orbita de ordin doi devine neutra, pentru ¢ < —1.25
apare o orbita atractoare periodica cu perioada patru.

FI1GURrRA 12. ¢c=-1.25
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7. Cazul —2 < ¢ < —1.25. Sirul (x,,) ramane in intervalul [—2.0, 2.0] avand
in general un comportament oscilant neregulat, haotic. Apar un sir de ferestre
de stabilitate, formate din valorile lui ¢ pentru care z,, tinde catre un ciclu limita
periodic.

Ficura 13. ¢=-1.29

FI1GURA 14. ¢= -1.7499



FIGURA 15. ¢=-1.7501

FIGURA 16. ¢c=-1.98
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8. Cazul ¢ = —2. Avem 2y =0, 23 = =2, 20 = 2, 23 = 2, .... Sirul (z,,) este
constant egal cu 2 pentru n > 2, deci ¢ = —2 € M.

FIGURA 17. ¢=-2.0

9. Cazul c < =2. Avem 2 =0, 21 =c < =2, 190 > 2, ..., x, — +00, deci
c & M.
4. Diagrama Feigenbaum. Analiza comportarii girului z,, = f"(0) in

functie de parametrul real ¢ efectuata in paragraful precedent poate fi sintetizata
in asa numita diagrama Feigenbaum, o reprezentare grafica in care pe verticala
sunt puse valorile lui ¢ iar pe orizontala punctele limita ale girului (x,) cores-
punzator. Metoda practica este urmatoarea: in dreptul fiecarui ¢ € [—2.0,2.0]
reprezentam (pe orizontald) toti termenii x,, din domeniul n € {10000, 10001,
..., 11000}, de exemplu. Valorile lor aproximeaza suficient de bine punctele
limita ale girului.
def Feigenbaum():

def f(x, c):

return X * X + C

a =2
nrGradatii = 16
delta = 2 * a / nrGradatii
C.setXminXmaxYminYmax(-a, a, -a, a / 4)
C.setAxis()
for k in range(C.dim, 0, -1):

_, ¢ = C.getXY(0, k)

x =0

for n in range(11650):



x = f(x, c)

if abs(x) > 2:
break

if n < 10000:
continue

h, _ = C.getHK(x)

C.setPixelHK(h, k, Color.Index(n))
if C.mustClose():
break

for n in range(nrGradatii):
c = -a + n *x delta
C.drawLineXY(a - 0.5, ¢, a, c, Color.Red)
C.setText("c = {0:.2f}".format(c), complex(a - 0.25, c))

C.refreshScreen()

c=-0.25

e=-0.75

c=-1.00

c=-125

Ficgura 18. Diagrama Feigenbaum
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