Tema 6

Triunghiuri si rapoarte complexe.

Ne vom ocupa, in cele ce urmeaza, de problema triangulatiei topografice: fiind cunoscute
pozitiile a doud puncte, B si C, punctele care formeaza baza de triangulatie, se cere sa se determi-
ne pozitia punctului 4, punctul nou, masurand anumite elemente ale triunghiului A ABC.

ZA

Pentru a utiliza notatiile consacrate din geometria triunghiului, vom nota aici cu Z,, Zg si
Z. afixele varfurilor triunghiului A ABC, cu a, b si ¢ lungimile laturilor BC, CA si AB, iar cu 4, B
si C mirimea unghiurilor triunghiului, masurati in radiani si cuprinsa strict in intervalul (0, 7).

Cu numere complexe avem relatiile:

a=|ZC—zB ,b=|zA—zC ,C:‘ZB—ZA‘
si
A:|arg W, ,B=|arg Wg ,C=|arg W¢|,
unde am notatcu W,, Wy §i W, rapoartele
Z.—2Z, 2,72 _ Zy—7Zc
(X)A—i, B— _ c—
Zgp—1Zy Zc—L1g Zp—Zc

pe care le vom numi in continuare rofori. Denumirea este justificatd de formula de calcul

zAzzB+wB(zC—zB),



de exemplu, care spune ca punctul A se obtine din punctul C printr-o rotatie in jurul lui B de
unghi egal cu argumentul lui @p si o scalare de marime cat modulul lui @p.

Programul urmétor exemplifica implementarile marimilor precizate mai sus:

import ComplexPygame as C
import Color
def Exemplu():
zA, zB, zC = 1.5 + 5j, -2 + 1j, 2 + 1j
a = C.rho(zC - zB)
omegaA = (zC - zA) / (zB - zA)
UA = abs(C.theta(omegaA))
.setXminXmaxYminYmax (-3, 3, 0, 6)
.drawNgon([zA, zB, zC], Color.Navy)
.setText("A", zA)
.setText("B", zB - 0.1)
.setText("C", zC + 0.1)
.setTextIJ(f"lungimea BC = {a:.3f} metri", 10, 30)
.setTextIJ(f"unghiul A = {uA:.3f} radiani", 1@, 50)
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if __name__ == "'__main__"':
C.initPygame()
C.run(Exemplu)

£ Exemplu: complet - X

lungimea BC = 4.000 metri
unghiul A = 0.843 radiani

Cazul bazi-unghi-laturi. Incepem cu cazul cel mai simplu, cel numit in topografie radiere:
fiind date punctele de baza Zg si Z., se cere sa se afle Z, cunoscand unghiul B si lungimea c.
Rezolvarea este imediata, deoarece rotorul varfului B este gata determinat:



si prin urmare Z, se calculeaza cu relatia
zAzzB+coB(zC—zB).

Urmatoarea functie construieste de doua ori triunghiul A ABC, prima datd pe stinga bazei cand
aceasta este parcursa in sensul de la B la C, si apoi pe dreapta:

def BazaUnghilLatura():
def bazaUnghiLatura(zB, zC, uB, c, peStg=True): # returneaza varful zA
if not peStg:
uB = -uB
a = C.rho(zC - zB)
omegaB = C.fromRhoTheta(c / a, uB)
return zB + omegaB * (zC - zB)

C.setXminXmaxYminYmax(-5, 5, -5, 5)
C.fillScreen()

zB = -3 - 1j

zC = 1.5

uB = math.pi / 7
c=7.5

C.drawLine(zB, zC, Color.Red)

zA = bazaUnghilLatura(zB, zC, uB, c)
C.drawLine(zB, zA, Color.Green)
C.drawLine(zC, zA, Color.Green)

zA = bazaUnghilLatura(zB, zC, uB, c, False)
C.drawLine(zB, zA, Color.Magenta)
C.drawLine(zC, zA, Color.Magenta)
C.setAxis()

‘.i Bazalnghilatura : complet - *x




Observati ca in metoda bazaUnghiLatura() parametrul peStg are setatd valoarea
implicita True, deci la apelare este necesar sa fie precizat numai dacd dorim sd aiba valoarea

False.

Exercitiul 1. Puneti in evidenta locul geometric al varfului A al triunghiului A ABC, atunci cand
baza BC este fixa, iar unghiul B si lungimea c variaza dupd legea:

c=t,
1 .
B=arccos% te (1, +e)

Justificati rezultatul observat.

\:5 Bazallnghilatura_ex1: complet

Cazul baza-unghi-unghi. Consideram cazul cand se cunoaste baza si unghiurile B s1 C
de la baza triunghiului. Evident ci si unghiul A este cunoscut, A=m—(B+C). Pentru deter-
minarea varfului 4 se poate folosi rotorul oricarui varf al triunghiului, noi il preferam, pentru

zZ,~Z
. . o e A B . .
uniformitatea prezentdrii, tot pe wz= Acum, pentru a-1 calcula modulul, avem nevoie
Zc—Zp
de Teorema sinusurilor:
a _ b _ c

sinA sinB sinC

Prin urmare numarul complex @y este determinat din relatiile



‘ZA_ZB| c sinC
|coB|=— = — = ——, argwyz=B8,
|zc—zB| a sin A

iar Z , se calculeaza cu tot relatia Z ,= ZB+COB(ZC—ZB)-

Exercitiul 2. Implementati metoda
def bazaUnghiUnghi(zB, zC, uB, uC, peStg=True):
if not peStg:
uB, uC = -uB, -uC
omega = ...
return zB + omega * (zC - zB)

care determina, din datele prezentate, cele doua pozitii posibile ale varfului 4. Utilizati acesta
metoda pentru a desena urmatorul sir de triunghiuri dreptunghice, toate cu aceleasi unghiuri:

HJ Spiralad0 : complet - X

Exercitiul 3. Punctele B si C fiind fixate in mod arbitrar, puneti in evidenta, in fiecare dintre
cazurile urmatoare, locul geometric al varfului 4 al triunghiului A ABC cand masura unghiurilor
B si C variaza dupa legea
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) B=arctan(3t) e (0moor);  (d) B=arctan(sint) e (o.n).

C=arctan (2t), C=t,

'-J BazallnghiUnghi_d : complet - X

Cazul baza-latura-latura. Consideram, in final, cazul cand sunt date varfurile B si C si
se cunosc lungimile b si c. Evident ca si latura a este cunoscutd, a=|z.—z,|. Folosim, de exem-

Zp—Zp

plu, iardsi rotorul wz= . Acum modulul este cunoscut:

Zc—1p

|w _ ‘ZA_ZB| _c
B - T 1 — _l
s

iar argumentul se determind din Teorema cosinusului:

2 2 2
b°=a"+c"—2accosB.



Prin urmare

2 2 2
a+c —b
arg wg=B=arccos———,
2ac

1ar ZA:ZB+0)B(ZC—ZB).

Exercitiul 4. Implementati metoda

def bazalLaturaLatura(zB, zC, b, c, peStg=True):

return zB + omega * (zC - zB)

care determind, din datele prezentate mai sus, cele doua pozitii posibile ale varfului 4 si puneti in
evidenta locul geometric al punctului Z, in cazul in care Zz=—1—1, z =1+, iar lungimile b si
¢ variaza dupa legea: b :33 +tt te (— V2, \/E)

C — [—

b

&4 Bazalaturalatura: complet - x




Exercitiul 5. Acelasi enun{ ca mai sus, cu altd lege de variatie: [ b :23: te (% ,24/ E).
c=2t,

':9 Baralaturalatura_3: complet - X

Cazul triunghiului isoscel. Daca triunghiul A ABC este isoscel, cu AB= AC, atunci este
mai elegant sa folosim rotorul varfului A, deoarece acesta este un numar complex unitar,

_ |ZC_ZA| _

— =1,
|ZB_ZA|

‘wA‘

prin urmare produsul cu W 4 reprezinta o rotatie de unghi A, fara scalare. Afixul Z, al apexului 4

Z.—2Z
e g .. . A . .
se determind din definitia rotorului w , = , $1 obtinem
Zp—1Zx
, = Zc— WyZp
A 1-w,

Exercitiul 6. Desenul urmator a fost obtinut construind triunghiuri echilaterale pe exteriorul
laturilor pentagonului interior §i repetand constructia pentru pentagonul exterior obtinut:



iy PentagoaneExterioare : complet -

Studiati codul functiei care a realizat acest desen:

def PentagoaneExterioare():

def

def

bazaApex(zB, zC, uA, peStg=True):

calculeaza apexul zA al triunghiului isoscel zB zA zC
omegaA = C.fromRhoTheta(1l, uA)
if not peStg:
omegaA = omegaA.conjugate()
return (zC - omegaA * zB) / (1 - omegaA)

transformaPoligon(p, col): # pentagonul p trece in rez

N = len(p)

rez = [None] * N

for k in range(N - 1):
rez[k] = bazaApex(p[k], p[k + 1], math.pi / 3, False)
C.fillNgon([p[k], p[k + 1], rez[k]], col)
C.drawNgon([p[k], p[k + 1], rez[k]], Color.Navy)

rez[N - 1] = rez[0]

return rez



C.setXminXmaxYminYmax(-10, 10, -10, 10)
C.fillScreen()
N =25
delta = 2 * math.pi / N
q=29
a=-1.5j
pp = [q + C.fromRhoTheta(1, k * delta) * (a - q) for k in range(N + 1)]
for k in range(3):
pp = transformaPoligon(pp, Color.Index(100 + 20 * k))
return

Incercati sa modificati acest program astfel incat sa obtineti desenul urmdtor, in care s-a pornit de
la pentagonul exterior §i s-au construit triunghiuri isoscele pe interiorul laturilor, apoi s-a repetat
constructia pentru pentagonul nou obtinut:

ﬁ’ Pentagoanelnterioare : complet — X




Exercitiul 7. Desenati si rezolvati problema lui Napoleon : pe fiecare laturd a unui triunghi
oarecare A ABC construieste in exterior cate un triunghi isoscel cu unghiul de la varf de 120 ° si

cu baza pe latura triunghiului dat. Cu notatiile din figura urmatoare, aratati ca triunghiul
AA'B'C' este echilateral.

4 Mapoleon : complet — X

o . _ 2m,.. 2m _
Indicatie: Folosim rotorul w—cos?ﬂsm— si avem Zg =

3 © (ZA_O‘)ZC) si celelalte.

1—

. . . . 1
Folosind relatiile *=1 si w’+w+1=0 obtinem Zc'_ZB':E(Q)ZZA"'WZc"'ZB), etc.



