Tema 7

Puncte importante in triunghi

Ne vom ocupa aici de punctele remarcabile intalnite in geometria triunghiului: centru de
greutate G, centrul cercului circumscris O, etc.

ZA

Vom nota §i acum cu Z,, Zp si Z¢ afixele varfurilor triunghiului A ABC, cu a, b si ¢ lungimile
laturilor BC, CA si AB, iar cu A, B si C marimea unghiurilor triunghiului, masuratd in radiani si
cuprinsi strict in intervalul (0, 7).

Amintim c¢a numerele reale «a,  siy formeaza un set de coordonate baricentrice omogene pentru
un punct Q din planul triunghiului A ABC daca afixul sdu se calculeaza cu relatia

_az,+Bzgtyz,
Qe a+f+y

Pentru a afla cum se determina aceste coordonate, vezi tutorialul Coordonate baricentrice.

Exercitiul 1. Centrul cercului circumscris triunghiului. Urmatorul program pune in evidenta
punctul de intersectie al mediatoarelor laturilor unui triunghi care, dupa cum se stie, este punctul
O, centrul cercului circumscris:

import ComplexPygame as C
import Color
import math

def unCercQA(q, a, N):
theta = 2 * math.pi / N
return [q + C.fromRhoTheta(l, k * theta) * (a - q) for k in range(N)]



def Mediatoare():
C.setXminXmaxYminYmax(o, 10, @, 10)
ZA = 2 + 2.5]
zB = 8 + 2.5j
zC = 3.5 + 9j
for z in C.screenAffixes():
za = C.rho(z - zA)
zb = C.rho(z - zB)
zc = C.rho(z - zC)
k =0
if za < zb:
k += 1
if zb < zc:
k += 2
if zc < za:
k += 4
C.setPixel(z, Color.Index(600 + 50 * k))
C.drawNgon([zA, zB, zC], Color.Red)

if __name__ == '__main__":
C.initPygame()
C.run(Mediatoare)

Completati codul astfel incat sa apara cercul circumscris triunghiului si razele OA4, OB si OC:

& Mediatoare : complet — X




Indicatie: Metoda I. Avem zO:(a ZA+ﬁZB+YZC)/(O(+ﬁ+Y) unde ponderele «, B siy sunt date de

relatiile
a=a’(b*+* -a?), B=b*(c*+d* - b),y=c?( P+ b - ),
sau de relatiile
a=sin2 A,B=sin2B,y=sin2C.
Metoda a II-a. Se foloseste triunghiul A BOC care este isoscel cu unghiul BOC=2A.

Exercitiul 2. Centrul cercului inscris in triunghi. Urmatorul program pune in evidenta, printr-
o animatie grafica, locul geometric al punctului /, centrul cercului inscris in triunghiul A ABC,
atunci cand varful A se misca pe un cerc dat iar B si C sunt fixate arbitrar pe cerc.

Functia
cercInscris(zA, zB, zC)

calculeaza afixul lui 7 cu formula ZIZ(GZ 2tbzg+c ZC)/ (a+ b+C)unde a, b si ¢ sunt lungimile
laturilor BC, CA si, respectiv, AB. Notand cu p semiperimetrul p=(a+b+c)/ 2 , raza r a cercului
inscris se gaseste din relatia S= pr unde aria § a triunghiului este calculatd cu formula lui Heron

S=vplp-allp-bllp-c).

import ComplexPygame as C
import Color
import math

def LocGeomI():
def unCercQR(g, r, N):
alfa = 2 * math.pi / N
return [q + C.fromRhoTheta(r, k * alfa) for k in range(N)]

def cercInscris(zA, zB, zC):

returneaza zI si r pentru cercul 1inscris

= C.rho(zB - zC)

= C.rho(zC - zA)

C.rho(zA - zB)

(a+b+c)/ 2

math.sqrt(p * (p - ¢) * (p - b) * (p - a))
zI = (a*zA+b *zB+c *2zC) / (a+b+ ()
r=S/p

return zI, r

noT N oo H
|

C.setXminXmaxYminYmax(-10, 10, -10, 10)
q=29

R =7

nrPuncte = 720

delta = 2 * math.pi / nrPuncte

nB = nrPuncte // 2 + nrPuncte // 15

nC = nrPuncte - nrPuncte // 15
zB = C.fromRhoTheta(R, nB * delta)
zC = C.fromRhoTheta(R, nC * delta)



for n in range(10 * nrPuncte):
C.fillScreen(Color.White)
C.setNgon(unCercQR(q, R, nrPuncte), Color.Navy)
zA = C.fromRhoTheta(R, n * delta)
C.drawNgon([zA, zB, zC], Color.Navy)
zI, r = cercInscris(zA, zB, zC)
C.setNgon(unCercQR(zI, r, 300), Color.Green)
C.drawNgon([zA, zI, zB, zI, zC, zI], Color.Green)
if C.mustClose():

return

if __name__ == '__main__":
C.initPygame()
C.run(LocGeomI)

Adaugati codul necesar pentru a pune in evidentd, colorate in rosu, cele doud arce de cerc care
formeaza locul geometric al lui / (demonstrati!), si care sa ramanad nemiscate in timpul animatiei:

5:5 LecGeoml: oprit




Exercitiul 3. Ortocentrul. Vrem sd evidentiem acum locul geometric al ortocentrului H al
triunghiului A ABC, atunci cand varful A se misca pe un cerc dat iar B si C sunt fixate arbitrar pe
cerc. In programul urmitor trebuie implementati functia

ortocentru(zA, zB, zC)
astfel incat aceasta s calculeze afixul lui H cu formula ZHZ(O( Z,+Pzg+y Zc)/ (a+B+y)
unde ponderele a, B si y sunt date de relatiile
a=(c*+d®*-bY)(a*+b*- Y
p=la*+b*- c?)(b*+c* - a?),

y=(b2+c2— az)(c2+a2 —bz).

import ComplexPygame as C
import Color
import math
def LocGeomH():
def unCercQR(g, r, N):
alfa = 2 * math.pi / N
return [q + C.fromRhoTheta(r, k * alfa) for k in range(N)]

def ortocentru(zA, zB, zC):
# returneaza afixul zH al ortocentrului
zZzH = @ # trebuie corectat!
return zH

C.setXminXmaxYminYmax(-10, 10, -12, 8)
q=20

R =6

nrPuncte = 720

delta = 2 * math.pi / nrPuncte

nB = nrPuncte // 2 + nrPuncte // 15
nC = nrPuncte - nrPuncte // 15
zB = C.fromRhoTheta(R, nB * delta)

zC = C.fromRhoTheta(R, nC * delta)
for n in range(10 * nrPuncte):
if n % nrPuncte == nB or n % nrPuncte == nC:
continue
C.fillScreen(Color.White)
C.setNgon(unCercQR(qg, R, nrPuncte), Color.Navy)
zA = C.fromRhoTheta(R, n * delta)
C.drawNgon([zA, zB, zC], Color.Navy)
zH = ortocentru(zA, zB, zC)
C.drawNgon([zA, zH, zB, zH, zC, zH], Color.Green)
if C.mustClose():
return



if __name__ == '__main__°'
C.initPygame()
C.run(LocGeomH)

Adaugati si codul necesar pentru a pune in evidenta, colorat in rosu, cercul care formeaza locul
geometric al lui H (demonstrati!), si care sa rdmand nemiscat pe parcursul animatiei:

§4 LocGeomH : oprit - X
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Exercitiul 4. Punctul lui Gergonne. Fiec A’, B’ si C ’punctele de contact cu laturile BC, CA4 si,
respectiv, AB ale cercului inscris in triunghiul A ABC. Notam cu p semiperimetrul

p=|a+b+c)/2.

a) aratati ca BA’=BC’=p-b,CB’=CA’=p-c,AC’=AB’=p—a,



b) demonstrati ca dreptele AA’,BB’,CC’ sunt concurente intr-un punct J, numit punctul lui
Gergonne.

c) aflati coordonatele baricentrice ale punctului J si corectati programul urmator astfel incat
cerculetul rosu sa fie centrat mereu in intersectia celor trei ceviene verzi:

import ComplexPygame as C
import Color
import math

def Gergonne():
def unCercQR(g, r, N):
alfa = 2 * math.pi / N
return [q + C.fromRhoTheta(r, k * alfa) for k in range(N)]

def pctGergonne(zA, zB, zC):
# returneaza afixul zJ al punctului Gergonne
alfa = 1 # de corectat!
beta 1 # de corectat!
gama = 1 # de corectat!
z] = (alfa * zA + beta * zB + gama * zC) / (alfa + beta + gama)
return zJ

def deseneazaTriunghi(zA, zB, zC):

a = C.rho(zB - zC)

b = C.rho(zC - zA)

¢ = C.rho(zA - zB)

p=(a+b+c)/ 2

S = math.sgrt(p * (p - ¢) * (p - b) * (p - a))
zI = (a *zA+b * zB+ c *2zC) / (a+b +c)
r=S/p

zAprim = ((p - b) * zC+ (p - ¢) * zB) / a
zBprim = ((p - c) * zA + (p - a) *zC) / b
zCprim = ((p - a) * zB + (p - b) * zA) / c

C.drawNgon([zA, zB, zC], Color.Navy)
C.setNgon(unCercQR(zI, r, 1000), Color.Blue)
C.drawLine(zA, zAprim, Color.Green)
C.drawLine(zB, zBprim, Color.Green)
C.drawLine(zC, zCprim, Color.Green)

C.setXminXmaxYminYmax(0, 10, 0, 10)

zB =1 + 2j
zC =9 + 2j
zQ =5 + 8j
t =20

while t < 1000:
C.fillScreen()
zA = zQ + C.fromRhoTheta(2 * math.sin(3 * t), t)
deseneazaTriunghi(zA, zB, zC)
z] = pctGergonne(zA, zB, zC)
C.setNgon(unCercQR(zJ, ©.05, 100), Color.Red)
if C.mustClose():
return



t += 0.001

if __name__ == '_main__':
C.initPygame()
C.run(Gergonne)

{4 Gergonne: oprit - x

Indicatie: a) Se foloseste faptul cd tangentele dintr-un punct la un cerc dat sunt egale.
b) Se aplica teorema lui Ceva.
c¢) Cu notatiile standard, avem

&: pP— b = 9 = %
o, p-c 1 1
p—-c p-b
de unde deducem urmatorul set de coordonate omogene pentru punctul lui Gergonne:
1 1 1

p-a p-b p-c



Exercitiul 5. Punctul lui Lemoine. Doud ceviene AA’ si AA” duse prin varful A al unui
triunghi A ABC se numesc izogonale daca unghiul facut de una dintre ele cu o latura este egal cu
unghiul facut de cealaltd ceviana cu cealalta laturd a unghiului A, mai precis, daci BAA'= AAC.
Izogonala unei mediane se numeste simediand.

a) aratati ca simediana imparte latura opusa intr-un raport egal cu patratul raportului celorlalte
doua laturi ale triunghiului.

b) demonstrati ca simedianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct L, numit punctul lui
Lemoine.

c) Puneti In evidentd aceastd proprietate (printr-o animatie graficd, eventual) marcand cu un
cerculet verde centrul de greutate si cu unul rosu punctul lui Lemoine al unui triunghi oarecare:

{¥ Lemaine: complet — x




Indicatie: a) Fie AA” simediana corespunzitoare medianei AA’. Notim S=BAA’ '=AAC si
y=CAA '=A” AB=A— f si exprimam cu arii rapoartele in care cevienele AA ” si AA’ impart
latura BC. Avem

1

—AB- AA” - sin BAA” ,
BA” _Oxpaa» _ 2 _ csiny

AC Gon Lac. aa».gncaa» DSinB
2
si
, LAB-AA -sin BAA
1= BA' _Oppaa _ 2 _csinp
A'C 0,0, 1 ——  bsiny "’

EAc -AA -sin CAA

Inmultind aceste doua rapoarte, obtinem relatia cautata:

BA” _C_z

A»C b2'

b) Se aplica teorema lui Ceva, folosind punctul a).

¢) Punctul A ” se pozitioneaza cunoscand raportul in care acesta imparte segmentul BC. Pentru
aflarea afixului punctului L se folosesc coordonatele lui baricentrice, care se determind analog
cu coordonatele centrului cercului inscris (vezi tutorialul Coordonate baricentrice).

Exercitiul 6. a) Fie Qun punct in interiorul triunghiului A ABC si fie AA’,BB’,CC’ cevienele
prin Q, conform figurii. Determinati pozitia lui Q cunoscand pozitiile varfurilor triunghiului si
rapoartele

AB' AC'
= Vo= .

AC AB

Vg

Rezolvare. Metoda I, aflarea afixului Z, prin determinarea coordonatelor baricentrice ale lui Q
este 1asatd cititorului (vezi tutorialul).

Metoda a II-a. Pentru a pozitiona punctulQ pe AA’ vom folosi relatia lui Van Aubel
AQ _AB'’ N AC'
QA" B'C C'B

iar pentru al pozitiona pe A’ pe BCvom folosi teorema lui Ceva:




AC' BA' CB'_

C'B A'C B'A_

Avem urmatoarele calcule

AB'
AB': AB’ _ AC _ Vs AC': Ve
BC AC-AB |- AB' 1-v,’C'B 1-v,
AC

Prin urmare
v v
AQ: AQ — B + C
QA ! ]_ - VB 1 - VC

si
_BA'_C'B AB'_1-vc v
A A'C AC' B'C v, 1-vg

Mai departe, afixele punctelor A’ §iQ se determina astfel

3 _zA,—zBZ _zgtA,zc
A ZC_ZA' A 1+AA

si

3 _zQ—zAZ _z,+A,2,
QT _, %o~
Z,~Zg 1+2,

=

b) Urmatorul program pune in evidenta locul geometric al punctului Q atunci cand segmentul
B’ C’se misca ramanand tot timpul paralel cu BC.

import ComplexPygame as C
import Color
import math



def VanAubel3():
def unCercQR(g, r, N):
alfa = 2 * math.pi / N
return [q + C.fromRhoTheta(r, k * alfa) for k in range(N)]

def intersectie(zA, zB, zC, niuB, niuC):
# niuB=AB'/AC niuC=AC"'/AB
lambdaA = niuB * (1 - niuC) / (niuC * (1 - niuB))
# LambdaA =BA'/A'C
zAprim = (zB + lambdaA * zC) / (1 + lambdaA)
lambdaQ = niuB / (1 - niuB) + niuC / (1 - niuC)
# LambdaQ=AQ/QA"’
zQ = (zA + lambdaQ * zAprim) / (1 + lambdaQ)
return zAprim, zQ

C.setXminXmaxYminYmax(0, 10, 0, 10)
ZA, zB, zC = 7 + 83, 1 + 23, 9 + 2j

t =0
while t < 10:
t += 90.01

niuCprim = ©.05 + 0.45 * (1 + math.sin(t))

niuBprim = niuCprim

zCprim = zA + niuCprim * (zB - zA)

zBprim = zA + niuBprim * (zC - zA)

zAprim, zQ = intersectie(zA, zB, zC, niuBprim, niuCprim)

C.fillScreen()
C.drawLine(zA, zAprim, Color.Red)
C.drawLine(zB, zBprim, Color.Green)
C.drawLine(zC, zCprim, Color.Green)
C.drawNgon(unCercQR(zQ, ©.1, 100), Color.Red)
C.drawLine(zCprim, zBprim, Color.Red)
C.drawNgon([zA, zB, zC], Color.Navy)
C.setText("A", zA)
C.setText("B", zB - 0.2 - 0.17)
C.setText("C", zC + 0.2 - 0.17)
C.setText("A'", zAprim - 0.47)
C.setText("B'", zBprim + 0.2 - 0.17)
C.setText("C'", zCprim - 0.2 - 0.17)
C.wait(10)
if C.mustClose():
break
if __name__ == '_main__':

C.initPygame()
C.run(VanAubel3)

Rulati programul si apoi modificati-1 pentru a arata locul geometric al punctului Q atunci
cand dreapta B’ C ’trece tot timpul printr-un punct fix Psituat pe dreapta BC, in exteriorul triun-
ghiului.



"J VanAubel2Dublu : complet - X

Indicatie. Fixati punctul Ppe BCalegand un raport PB/BC=2/3, de exemplu. Lasati punctul B’
s se miste periodic pe ACca in programul dat, determinati mai intai pozitia lui C’ ca intersectie
de doua ceviene in triunghiul ACPA (sau, prin Teorema lui Menelaus, ca intersectie dintre
secanta PB’ cu latura ABa triunghiuluid ABC) si apoi determinati pozitia lui Q ca intersectie de
douad ceviene in A ABC.

Exercitiul 7. Pe laturile triunghiului A ABC se construiesc in exterior triunghiurile A AC'B,
ABA'C, si ACB'A astfel incdt BAC=CAB'=a,ABC=CBA'=f,BCA'=ACB'=y.
Puneti in evidenta printr-o animatie grafica (si, eventual demonstrati) ca dreptele AA’,BB’,CC”’

sunt concurente. De exemplu: tineti fix triunghiul A ABC si variati marimea lui a € (O,g)-



Indicatie

Exprimdam cu arii rapoartele in care cevienele AA’,BB’,CC’ impart laturile
triunghiu-lui:

L AB.BA"sin ABA"
BA” — OpaBa’ — 2 —
A”C Gapca %AC-CA'-sin ACA"

BA' sin(B+p]

siny sin(B+p)
CA' sin(C+y)

c
b sinf sin(C+y)

S0

Aici am folosit teorema sinusurilor in ABA'C
BA'_CA'_ BA'_siny
siny sinB CA' sinf’

Mai departe se aplica teorema lui Ceva.

';; Definitivat : cprit
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