Ecuatia polinomiala de gradul trei

Ne propunem sa rezolvam ecuatia
P(2) = az® + b2* + cz +d =0, (1)

unde coeficientii a, b, ¢ si d sunt numere oarecare, reale sau complexe, cu a # 0.

Dupa cum este bine cunoscut, ca o consecinta a Teoremei Fundamentale a
Algebrei!, in corpul numerelor complexe orice polinom P de grad trei poate fi
descompus sub forma

P(z) =a(z — 20)(z — z1) (2 — 29)

unde radacinile? zg, 21 si 29 sunt numere reale sau complexe, distincte sau nu.
Incepem prin a rezolva cazurile cele mai simple.

§1. Radacinile cubice ale unitatii. Ecuatia

2 =1 (2)

se rezolva imediat prin calcul algebric:

e

1
P—1=0& z-1DF+2+1)=0& 2z =1, Zl’gz—éi—-.

Peste tot in cele ce urmeaza vom nota cu € urmatoarea radacina a ecuatiei (2)

1 3 2 2
5:—§+\/7_i:cos§+isin§. (3)

Am determinat astfel mul{imea radacinilor cubice ale unitatii:

2k 2k
Us=1{z€C |2 =1}={1¢e¢}= {cos%%—isin%, /{;:—1,071}.

Sa observam ca

62*0084—7T+isin4—7rfcos —2—7T + 7 sin —2—7T =¢
N 3 3 3 3) 7

prin urmare multimea U3 poate fi scrisa si ca

2k 2k
Us ={1,e,e?} = {COSTﬂ—l—isinTﬂ, k:O,1,2}.

lvezi https://mathscholar.org/2018/09/simple-proofs-the-fundamental-theorem

-of-algebra/

2Termenul de raddcing este strans legat de radical (din latinescul radiz) si desemneaza,
in mod strict, solutiile ecuatiilor de forma 2z = a. Denumirea s-a extins insa la orice ecuatie
polinomiala, cuvintele solutie si radacina fiind in acest caz sinonime. Pentru o functie numerica
oarecare f, solutiile ecuatiei f(z) = 0 se numesc zerourile functiei. Numai pentru functii
polinomiale zerourile se numesc radacini.



§2. Radacinile cubice ale unui numar real. Fie r un numar real oarecare,
pozitiv sau nu. Dupa cum stim de la studiul functiilor reale, se noteaza cu /r,
prin definitie, singura solutie reala a ecuatiei

zZ =T.

Prin verificare directd se constata ca, pe langa zo = /r, celelalte doua radacini
sunt

2 = \3/;5 _ \3/7_"(_12"" \/gl)
si
Yr(-1- V3)

22:21:\3/7_"5: 5 .

In concluzie, multimea radacinilor cubice ale numarului real r» € R este

{zeC|2=ry={z2,21,2} = {r, Ire,Jre} = {Ir, Ire, Ire* }.

§3. Radacinile cubice ale unui numar complex. Fie acum w un numar
complex oarecare, real sau nu. In acest caz general ecuatia

27 =w
poate fi rezolvata numai cu forma trigonometrica a numarului w, fie aceasta
w = p(cosf +isinf).

Definim numarul complex

0 0

0= W(cos§+isin§)

si, folosind formula lui Moivre, constatam ca 6° = w. Mai departe, din

(9e)® = 6% =w

(68)% = 58 = w,

urmeaza ca multimea radacinilor cubice ale lui w € C,
{zeC| 2 =w}={2,2,2}=1{0d,d}={0d,d}

este data de formula

{zeC | =w}= {f’/ﬁ(cos (g—l—%%)—l—isin (g—l-zk%r)), k:0,1,2}. (4)

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia:

=24 9.



Rezolvare. Avem w =z + yi = —2 + 2i = p(cosf + isinf) unde

p=lwl=+a2+y> =38

si
T ( \/§> 3T
f = arccos — = arccos | ——— | = —
p 2 4
Obtinem
0 0 2 2
0= {”/ﬁ(cos— +isin—) = \fj/g(cosz —|—isinz) = \/§(£ +@£) =141
3 3 4 4 2 2
Prin urmare, radacinile cubice ale lui w = —2 + 2¢ sunt
Z0 — 1 + i,
-1-v3 —1+V3,
21 = 20E = + /)
2 2
si
o, —14+VB 1B,
29 = ZpE~ = 5 + 5 7

Observatie. In exemplul de mai sus in rezultatul final nu mai apare functia
cosinus, se impune intrebarea: oare nu exista in locul formulei (4) o alta formula
de rezolvare care sa furnizeze radacinile sub forma algebrica utilizand cel mult
radicali din numere reale?

Raspunsul este nu®: se stie c& in corpul numerelor complexe ecuatiile poli-
nomiale pana la gradul patru inclusiv sunt rezolvabile prin radicali, dar aceasta
afirmatie este valabila numai daca sunt admisi si radicali din numere complexe.

Este important de mentionat ca, in analiza complexa, radicalul unui numar
complex este o multifunctie, mai precis

Vw={z€C|z"=w}={20,21,- 201},
unde, pentru w = x + iy = p(cosd + isinf), avem

0+ 2kr . 0+ 2kr
— +s51n —

), k=0,1,....n—1.
n

2= /p (COS
Pentru fiecare k € {0,1,...,n — 1} fixat, functia w — z; defineste o ramura a
radicalului, care este o functie bine definita in tot planul complex dar discontinua
in punctele de pe semiaxa reala negativa, deoarece in acele puncte § = argw are
un salt de la — la +.
Prin urmare, formula (4) defineste radicalul de ordin trei dintr-un numar
complex: pentru w = x + iy = p(cosf + isinf),

Vw = {{’/ﬁ(cos (%) + isin (MT%W)), k= 0,1,2}.

3vezihttps://en.wikipedia.org/Cubic_equation#Trigonometric_and hyperbolic_solutions



§4. Rezolvarea ecuatiei de gradul 3. Consideram acum ecuatia generala (1)
scrisa sub forma
az® +bx® + cx +d =0, (5)

si cautam o schimbare de variabila de tipul

rT=2z— A\, (6)

astfel incat ecuatia in noua variabila z sa aiba forma redusa
P +pz+qg=0. (7)

Aplicand substitutia (6), ecuatia (5) devine
a(z—=N? +b(z=XN)?+c(z—A) +d=0,
a(2® =302 + 3022 = A*) + b(22 —2X 2 + A*) +e(z — \) +d =0,
az® + (=3aX + b)2% + (3aX® — 2bA + )z + (—aX® + bA* — cA + d) = 0,

agadar pentru

N
3a

ecuatia capata forma redusa (7), unde

2\ ¢ b2 c

A T S 8
P a +a 3a2+a’ (8)
|l 2 3
b ch d 2b be d
=N+ = -y = S ——T—— 9
g + a a +a 27a3 3a2+a (9)

Pentru rezolvarea ecuatiei reduse scriem formula cubului sumei
(u+v)* = v’ + 3uv + 3uv® + v°
sub forma
(u+v)® = 3uv(u+v) — (v’ +v*) =0

si o comparam cu ecuatia (7). Observam ca daca au loc egalitatile

{p = —3uv (10)

q=—(u’+v’)
atunci suma
Z=u+v
este o solutie a ecuatiei. Scriem relatiile (10) sub forma unui sistem “in suma i
produs”
w40 =—¢q
L 3 (11)
wd = —L
27
prin urmare u® si v sunt solutiile w; » ecuatiei de gradul doi

2 p°
o, 12
w” + qu o 0 (12)



Notam cu 5

A:q2+ﬁ. (13)

discriminantul ecuatiei (12) i avem

de unde obtinem radacinile ecuatiei reduse sunt forma

—g+ VA i/—q—\/Z
2 + 2 '

(14)

In relatia de mai sus, numita formula lui Cardano®, intervin radicali din numere
complexe care, aga cum am mentionat, sunt multifunctii. Cei doi radicali de
ordin trei au fiecare cate trei valori, pentru formarea lui z sunt posibile sase
moduri. Vom vedea in continuare cum alegem termenii sumei z = u + v astfel
incat sa obtinem numai cele trei radacini ale ecuatiei.

Metoda este urmatoarea: notam cu d; una dintre solutiile ecuatiei u® = wy si

cu J, una dintre solutiile ecuatiei u® = w,, fixate astfel incat §,6, = —’g’. Aceasta
alegere este totdeauna posibila deoarece, pentru d; fixat,

( p>3_ PPl 1
30,/ ~ ot @ T R, T

prin urmare

(52:—£E 3/ W9

verifica cerintele.
In formula (14), scrisa sub forma

Z=u4+v = Jw + Jws,

trebuie sa avem

u € \3/’11]1 = {51,(518,(5182}, IS \3/’11)2 = {52,526,5262}.

Notam uy = 016" si vj, = 626", Perechea (ug,vp) o vom forma astfel incat

wo, = —2
kUh 3"

Avem urmatorul calcul

P
ULVp = 51€k(525h = 51525k+h = ——€k+h

)

deci vom alege h si k astfel incat " = 1.

4Aceastd formuld a fost publicati de Gerolamo CARDANO in Ars Magna (1545) si atribuita
lui Scipione del FERRO (1515), dar forma publicati a fost gasita de Niccolo TARTAGLIA (1541).
Ars Magna este printre primele lucrari in care apar calcule formale cu radicali din numere
negative, marcand astfel inceputul dezvoltarii teoriei numerelor complexe.



Obtinem cele trei radacini ale ecuatiei reduse sub forma

20 = 01 + 09,
21 = 01€ + 096, (15)
29 = (515"‘ (528,

unde am tinut cont ci 2 = &.

In practica, pentru rezolvarea numerica a ecuatiei de gradul trei, se poate
folosi urmatoarea strategie: dupa rezolvarea ecuatiei (12), notam cu w una dintre
cele doua radacini, fixata aleator, si rezolvam ecuatia u® = w, obtinand radacinile
{uo, w1, up}, iar pe v il determinam din uv = —%. Cele trei radacini ale ecuatiei
reduse vor fi calculate astfel

= — 2 k=0,1,2.

?)Uk

Daca notam cu w cealalta solutie a ecuatiei (12), obtinem aceleasi radacini,
dar in alta ordine.
Aceasta metoda este implementata in urmatorul program Python:

import cmath
import math

def ComplexToString(z):
x = round(z.real, 3)
y = round(z.imag, 3)
if y == 0:
return f"{x:g}"
if x ==
return £"{y:g}j"
return f"{x:g}{y:+g}j"

def RezolvareEcuatie(a, b, c, d):
def Radix3(w):
rtho, theta = cmath.polar (w)
return [cmath.rect(math.pow(rho, 1 / 3), (theta + 2 * k * math.pi) / 3)
for k in range(3)]

assert a != 0

p=c/a-bx*xb/ (3.0*ax*a)

q=2.0%*bx*xx3/ (27.0 xa ** 3) ~-b*xc/ (3.0*xax*xa)+d/a
Delta = q * q + 4.0 *x p ** 3 / 27.0

w = (-q + cmath.sqrt(Delta)) / 2

# w = (-q - cmath.sqrt(Delta)) / 2

for k, u in enumerate(Radix3(w)):
z=u-p/ (3 *u
z -=b / (3.0 % a)
print (f"z{k} = {ComplexToString(z)}")

def main():
a=1



b=-1+1j
c=2-1j
d=-2

RezolvareEcuatie(a, b, c, d)

if __name__ == ’__main__"’:

main()

Rezultat:
z0 =1
zl = 1j
z2 = -2j

H O H H

§5. Cazul coeficientilor reali. Consideram acum ecuatia de gradul trei
az’ +b2* +cz+d=0

cu coeficientii a, b, ¢ i d numere reale si suntem interesati sa stabilim natura
celor trei radacini ale acesteia.

Deoarece radacinile ecuatiei generale se obtin din cele ale ecuatiei reduse prin
scaderea termenului %, un numar real, discutia se rezuma la natura radacinilor
ecuatiei reduse (7).

Observam ca in acest caz ecuatia de gradul doi (12) are coeficienti reali, deci
discutia va fi data de semnul discriminantului A.

Cazul A > 0. Ecuatia (12) are solutiile reale si distincte

Wi9 = 9 eR
Notam
—qg VA
012 = Jwio = Y CIT\/_ eR
Deoarece

b p
5160 = S, = 4 - = £
109 wW1W2 o7 3

suntem 1n conditiile de aplicare a formulei de rezolvare (15) si obtinem pentru
ecuatia redusa radacinile

3| — A s/—qg—VA

Z1 = 518 + (526_,

si
Z9 = 51§+ (528 = 2.

Din (3), dupa efectuarea calculelor se obtine

RSN | )

212 = —



In concluzie, in cazul A > 0 ecuatia are o solutie reala si doua complexe
conjugate si toate aceste solutii pot fi exprimate prin radicali din numere reale.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia:
22 —32—-4=0.

Rezolvare. Avem p = —3 si ¢ = —4, iar din (13) obtinem A = 12, de unde
urmeaza

3.

In final, ecuatia are solutiile

zoz{’/2+\/§+€/2—\/§,

si
. Y2+ + {’/2—\/§ii‘ (V2+v3-v2-v3)V3
12 = 5 5

Cazul A = 0. Pentru ecuatia (12) avem w; = wy = —%, prin urmare

o =y = {1,

iar din (16) i (17) urmeaza ca

[ q q
=2. 3 —= = =9/ —=.
z1 9 29 z3 5

Sa observam ca pentru p # 0 avem echivalentele

4p? 27¢> 27¢3 q
A=0 e ¢F+-—=0& =-ls ==
Tt o7 43 8 2
de unde obtinem
4 _ 34
2 2
ecuatia redusa avand agadar solutiile reale
3¢ 3¢
21 = —, Zg =23 = ——.
2p

Daca p = 0, din A = 0 rezulta imediat ca gi ¢ = 0, ecuatia redusa are forma
23 =0, cu radacinile z; = 29 = 23 = 0.

Cazul A < 0. Ecuatia (12) are solutiile complexe conjugate

—qtiv—A
Wi =—7F7"—

, 5 = p(cosf £ isind).



Definim

6 .0
6:{”/5(cos§+zsm§)

si notam 0, = 6, d, = 6. Este evident ca 5?72 = w2 i, deoarece

_ 3
616, = 85 = 3P = ¥/ = Y = -2 = -2

suntem iarasi in conditiile de aplicare a formulei (15), in consecinta obtinem
pentru ecuatia redusa radacinile reale

20=06+06 =2Re(d)
21 = d¢ + 6& = 2 Re(de), (18)
2y = 02 + dc = 2 Re(68) = 2 Re(de?)

pe care le putem scrie compact sub forma

0 2
2 = 2Re(dF) = 2Yp cos (5 n Tﬁ) k=0.1,2, (19)

unde p si € sunt modulul si argumentul numarului complex w.
Am aratat mai sus ca

de unde gasim
p
3/, — =
vp 3

Deoarece partea imaginara a lui wy este strict pozitiva, rezulta ca 6 € (0, ), prin
urmare el poate fi determinat din egalitatea

q
—= =pcosb
9 1Y )

de unde gasim

q q 27 3q 3
9 = arccos | —— = arccos — = — = arccos | — - .
2p 2V p? 2pV p

In concluzie, in cazul A < 0 ecuatia redusa are toate radacinile reale, date

formula
1 3 3 2k
2 =2 e (— arccos [ 22, /-2 + l), k=0,1,2. (20)
3 3 2p P 3

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia:
22— T2+6=0.

Rezolvare. Observam imediat ca suma coeficientilor este zero, deci ecuatia
admite radacina 1, iar pe celelalte doua le aflam imediat: 2 i —3. Folosim acest
exemplu numai ca sa verificam formula (20).



_ S . . 400 .
Avem p = —T7 si ¢ = 6, iar din (13) obtinem A = —3=. Suntem in cazul

A < 0, aga cum era de asteptat deoarece stim ca ecatia are toate radacinile reale
si distincte intre ele, deci radacinile sunt date de formula (20) care devine

7 1 9 /3 2k
zk:2\/;cos<§arccos(—? ?)4—%), k=0,1,2.

Deoarece este greu de crezut ca formula de mai sus are ca rezultat numerele
intregi 1, 2 i —3, o verificam printr-un program Python:

import math
def VerficareDeltaMinus(p, q):
delta = q *x g + 4.0 * p ** 3 / 27.0
assert delta < 0, "Nu suntem in cazul Delta < 0"
theta = math.acos(3 * q * math.sqrt(-3 / p) / (2 * p))
rtho = math.sqrt(-p / 3)
print (f"Ecuatia zx*3{p:+}z{q:+}=0")
print(f"are solutiile:")
for k in range(3):
zk = 2*rho*math.cos((theta + 2 * k * math.pi) / 3)
print (f"z{k}={zk: .3g}")

if __name__ == ’__main__"’:

VerficareDeltaMinus (-7, 6)

Rezultat:
Ecuatia z*x*3-7z+6=0
are solutiile:

H OH HF H H H

z0= 2
z1=-3
z2= 1



