Seminar 04.05.2020

Ex 1. Pentru urmatoarele elipse, determinati coordonatele focarelor, coordonatele varfurilor,
excentricitatea, ecuatiile directoarelor.

(i) “”f—6+y—:1
(ii) %erz:l
(iii) 2%+ 5y* — 5 = 0;

(iv) x=4cost,y=>5sint, t € R.

Reprezentati grafic (schita).

Ex 2. Fie elipsa & : % + "{—Z = 1. Sa se studieze pozitiile relative ale urmatoarelor drepte
fata de elipsa &:

a)d:y=2z+1
b)§:3x—2y+1=0
C)Z\/_a:—l—y 8=0

(
(
(
(d) z =

Reprezentati grafic (schita).

Solutie. Vom da doar reprezentarea grafica a problemei.

secanta;

(a)

(b)  secanta;
) tangenta,
)

exterioara.



(d}

Ex 3. Fie elipsa &£ : % + % =1.
(a) Sa se scrie ecuatiile tangentelor din M (2,1) la elipsa &.
(b) S
(

(d) S

& se giseasca tangentele prin A(2,0), B(0, —3) si C(v/2,3/v/2) la elipsa &.
c¢) Sa se determine un punct P din care se pot duce tangente perpendiculare la elipsa €.
a

a se gaseasca locul geometric al tuturor punctelor cu proprietatea de la (c).

d)

Solutie.
(a) Sa observam mai intai ca dreapta = = 2 (verticald) este tangenta la & §i trece prin M.

Fie acum § : y = 1 + m(x — 2) o dreapta prin M de panta m. Intersectia dintre 0 si £ ne
conduce la ecuatia (9 4+ 4m?)z* + 8m(1 — 2m)x + 16(m? —m — 2) = 0.

Conditia de tangenta, A = 0 implica m = —2. Prin urmare, ¢ are ecuatia y = —2x + 5.



(b) Avem

e tangenta prin A: z =2

e tangenta prin B: y = —3

e tangenta prin C: y = —%x +3v/2.




(c) Patru puncte evidente sunt P;(2, —3), P(2,3), P3(—2,3) si Py(—2,—3) din care se pot
duce tangente paralele cu axele de coordonate.

(d) Fie P(zo,y0) un punct exterior elipsei cu proprietatea din enunt. Ducem prin P o
dreapta de panta m si facem intersectia cu £. Obtinem

(4m? + 9)2® + 8mnz + 4(n* — 9) = 0,
unde n = yy — mxy.
Conditia de tangentid A = 0 ne conduce la 4m? —n? 4+ 9 = 0.
Inlocuind valoarea lui n deducem

(4 — a5)m? + 2xoyom + (9 — yg) = 0,
ecuatie care are doua solutii reale distincte (P este exterior).

Astfel avem doua valori pentru m, deci doua drepte tangente prin P. Pentru ca cele doua
tangente sa fie perpendiculare, produsul pantelor trebuie sa fie —1, deci

Obtinem x3 + y2 = 13 care este ecuatia unui cerc cu centrul in origine de razi v/13. Se
arata, de asemenea, ca pentru orice punct de pe acest cerc, avem proprietatea din enunt.




Observatie. 13 = 4 4 9; vezi si problema urmatoare.

Lucru individual:

Ex 4. Sa se gaseasca locul geometric al tuturor punctelor P din care se pot duce tangente
perpendiculare la o elipsa &.

Solutie.

Se obtine cercul lui Monge al elipsei, adica cercul circumscris dreptunghiului circumscris
elipsei.

Ex 5. Scrieti ecuatiile elipselor determinate, respectiv, prin urmatoarele conditii:

(i) elipsa cu doua varfuri in A(5,0) si A’'(—5,0), ce trece prin punctul P(—2,3);

(ii) elipsa cu focarele in F'(2,0), F'(—2,0), ce trece prin punctul Q(%i, %ﬁ)

Solutie. Vom considera elipsa & scrisa in forma 2’—5 + %}’—; = 1, unde a,b € R vor fi
determinate din conditii.

(i) Avem mai intai cd a = 5 (A si A’ sunt varfuri). Apoi, din conditia P € &, rezulta

s + 1 = 1, de unde rezultd b = 2.

(i) Rezulta mai intat ca axa Oz este axa focala si ¢ = 2, deci a®> — b* = 4. Apoi, din
conditia @) € &, rezulta % + % = 1, de unde rezulta
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Se obtine solutie unica b = 4 si astfel elipsa se scrie £ : & + 4 = 1.
Ex 6. Scrieti ecuatiile elipselor determinate, respectiv, prin urmatoarele conditii:
(i) elipsa cu doua varfuri in A(3,0) si A’(—3,0), si este tangenta dreptei § : 20+y—9 = 0;
(ii) elipsa cu focarele in F'(0,3), F'(0,—3), si este tangenta dreptei d : x 4 2y — 9 = 0.

. . . [EIRVEEN 2 2
Solutie. Vom considera elipsa & scrisa in forma % + % = 1, unde a,b € R vor fi
determinate din conditii.



(i) Avem mai intai a = 3. Pentru a afla b, procedam astfel:

z—0)2
(2 bzg) 1

Metoda 1. Facem intersectia dintre dreapta ¢ si elipsa £ si obtinem % +
Conditia de tangentd (A = 0) ne conduce la b? = 45.

Metoda 2. Fie M (z,yo) punctul de tangenta. Ecuatia tangentei prin M se scrie

ToZ Yoy

—+=-1=0
9 " ’
care trebuie sa coincida cu 9, deci
To_ Yo _ 1
18 - 9

Deducem zy = 2 si yo = 229 — 9 = —5, deci b? = 45.

Se obtine agsadar elipsa
2

2
x

E: — =1.
9+

&I

(ii) Rezultd mai intat ca axa Oy este axa focald si ¢ = 3, deci b* — a® = 9. Vom proceda
ca in metoda 2 de mai sus. Fie M (zo,yo) punctul de tangenta. Ecuatia tangentei prin M
se scrie

ToZ Yoy

—-1=0,
a?> = 2(a’+9)
care trebuie sa coincida cu d, deci
Zo Yo 1 zo+2yo — 9

@ 2a®+9) 9 a+4a+9) —81
ultima egalitate obtinandu-se folosind proportii derivate.

Cum M € d, numaratorul ultimului raport este 0, deci si numitorul se anuleaza. Prin
urmare a® = 9.

Se obtine asadar elipsa
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Lucru individual.

Ex 7. Fie elipsa £ : 22 + 4y?> — 4 = 0.

1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M (1, ‘/75) la elipsa.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa, paralele cu normala in M la £.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa duse din punctul exterior Py(—3,5) si determinati
punctele de tangenta P; si P,. Sa se scrie ecuatia dreptei P Ps.

Reprezentati grafic (schita).

Lucru individual.

Ex 8. (Proprietatea optica a elipsei)

Tangenta si normala la elipsa, intr-un punct oarecare M al ei, sunt respectiv bisectoarea
exterioara si bisectoarea interioara a unghiului <F'MF".

Solutie (schita).

Pentru ca unghiul sa fie nenul (triunghiul M FF’ sa fie nedegenerat) consideram M # A
si M # A, adica M ¢ Ox. Fie M(xo, o).

).

Avem apoi d(M, F) = a — xpe si d(M, F') = a + xpe, unde e = £ este excentricitatea
elipsei.

. C e oy s g
Tangenta in M are directia (¥3 , —%), iar normala are directia (7§ ,

w-ltd
[M[=)

Directia bisectoarei interioare unghiului <M F" este i + FT

—
Dar MF' = (—xo — ¢, —yo) §i MZ_: = (—x0+¢,—Yyo).
Astfel, bisectoarea (interioara) are directia

(—zo — ¢, o) I (—zo + ¢, —o)
a + xpe a — xpe ‘

v oA . . 2
Facand calculul obtinem succesiv: aL—igeQ ((ce—a)wo, —ayo)) = — azzfafgeQ (%3, %) care este

directia normalei de mai sus.



Ex 9. Data o elipsa, se considera triunghiurile AM; MsM; inscrise 1n elipsa, astfel incat
centrul lor de greutate sa coincida cu centrul de simetrie O al elipsei. Sa se arate ca
normalele in varfurile triunghiului la elipsa sunt concurente. (Steiner)

2 2
Solutie: Consideram elipsa £ : l + 3;—2 =1,a,b>0¢ifie M; € £ i=1,2,3 ai.

a2
Yo =0,y =0.

1 1 1
Reamintim ca centrul de greutate al triunghiului M; My Mj se scrie G = §M1+§M2+§M3.

Normala in M; la € se scrie b?z;(y — y;) — a®y;(z — x;) = 0.

Deoarece cele trei normale sunt concurente rezulta ca sistemul format din cele trei ecuatii
de mai sus este compatibil. Determinantul urmator trebuie sa fie zero:

bz, _a2y1 (@2 - b2)901y1
A = |blxy —adPys (a® — b*)zays| = 0.
Vws —a’ys (a® — b?)asys

R 1 N 1
Intrucat a® # b2, conditia A = 0 este echivalentd cu |z2 yo Xoys| = 0.

xr3 Y3 T3Y3

Apoi, adunand L, si Lo la L3, obtinem

X1 n 1
T Y2 22 =0.
T1+To+2x3 Y1+ Y2+ Ys Ty + ToYe + T3Y3

1 Y L1
Din conditiile din ipoteza deducem |xy ys T2Yo = 0, echivalent cu

0 0 =y + 22y2 + 23y3

(x1y2 — xoy1)[T1y1 + T2y2 + (1 + 22) (11 + y2)] = 0. (1)

(1 — 22)? I (1 + y2)?

= 7 = 1, ceea ce implica

Pe de alta parte, avem M; € &:

2719 2012
a? + b2

-1 (deoarece My, M, € &)



Folosind ecuatiile parametrice ale elipsei (date cu functii trigonometrice), avem
x; =acost;, y; =bsint;, t;, e R, 1 =1,2,3.

Astfel, deducem relatia
2cos(t; —ta) = —1. (2)

Revenind la (1) calculam
L1y + Tays + (21 4 22) (Y1 + y2) = ab|sin 2¢; + sin 2t, + sin(ty + t2)]

= absin(t; + t2)[2 cos(t; — t2) + 1] 2.

Gasiti si alte tehnici de a demonstra rezultatul.

22y 22 P
Ex 10. Fie elipsele &; : 6 + il 1s1&: 9 + 9% = 1. Sa se gaseasca dreptele care
sunt tangente simultan la cele doua elipse.
22 P 22 P
A , problema pentru elipsele: £ : — +===1s1&E : —+ = =1.
ceeagi problemd pentru elipsele: & ;, 72 + 9 $ié20 oo + 1

Pentru doua elipse oarecare, sa se scrie conditia ca ele sa admita o tangenta comund.

Solutie: Prima intrebare ar fi daca exista drepte verticale tangente simultan la & si &.

2 2

Stim ca avem tangente verticale la o elipsa & : — + 32—2 =
a

A'(—a,0). Astfel nu avem tangente verticale comune celor doua elipse.

1 doar in varfurile A(a,0) si

Fie acum o dreapta 0 : y = mx + n cu proprietatea ca este tangenta si la & i la &,.

Deoarece, in cazul general, tangentele la o elipsa de panta data m au ecuatiile
y = mx + v/a?m? 4 b2, in cazul nostru avem:

e pentru & : y = max ++/16m2 + 4
e pentru & : y = mx +v/9m? + 25

Pentru a avea aceeasi dreapta, trebuie sa avem relatia:

16m? + 4 = 9m? + 25,



deci m = ++/3.

Deducem astfel dreptele y = £1/3 x 4 21/13.

5
Pentru partea a doua a problemei se obtin, analog, pantele m = i—? si tangentele




. 22 22
In cazul general, fie elipsele: £;: — + 75 =151 & 1 — + -5 = 1. Relatia care se obtine
aj by a; by

pentru a avea tangente comune este:
a2m? + b3 = asm® + b3 <= (a3 — a3)m? = b3 — b7,
de unde rezulta conditia: (a3 — az2)(by — by) < 0.

Evident, cazurile cand elipsele au doua varfuri comune, i.e. a; = as sau b; = b, se discuta
separat gi se obtin tangente comune verticale, respectiv orizontale.

/ 4
1/ r \‘\
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Mai jos, putem vedea o situatie cand elipsele NU au tangenta comuna.
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