Seminar 12.05.2020

HIPERBOLA

Ex 1. Pentru urmatoarele hiperbole, determinati coordonatele focarelor, coordonatele
varfurilor, excentricitatea, ecuatiile directoarelor, asimptotele.

Reprezentati grafic (schita).

Solutie. Pentru (i) avem reprezentarea:
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Ex 2. Scrieti ecuatiile hiperbolelor determinate (independent) de conditiile:

)
(i) are varfurile A(3,0), A'(—3,0) si trece prin M (\/ 10, g),
01: 2x—3y =20

(i) trece prin M(3,1) si are asimptotele { ' vy
0o 1 2x+ 3y = 0.

Solutie:

(i) Deoarece A gi A’ sunt varfuri, rezulta ca axa focala este Oz. Asadar, hiperbola H se
2

scrie sub forma — — = 1, unde a = 3, iar b > 0 va fi determinat din conditia M € H:
a
10 25 1 25
———=1 = —-=— = b=05.
9 9p? 9 9v? g

22
Obtinem H : 9

(i) Dreptele 07 si d2 trec prin originea O, iar axele de coordonate sunt bisectoarele unghi-
urilor formate in O de cele doua drepte. Prin urmare, axele de coordonate sunt axele de
simetrie ale hiperbolei cautate (cu centrul in O).

Avem doua posibilitati:

22 g 2 2
(a) ﬁ_b_221 sau (b) —?—1——:1

b
(hiperbole conjugate) pentru care ecuatiile asimptotelor sunt y = +—z. Astfel, din ipoteza
a

rezulta

b % (1)

a
Conditia ca M € H ne conduce la:

9 1 33

e in cazul (a): — — i 1. Combinand cu (1) obtinem a = —5 si b= /3, adica
a
22 P
4



9 1

e in cazul (b): —— + e 1. Combinand din nou cu (1) obtinem o contradictie.
a
Ex 3. Fie hiperbola 2 : ~ — L.
3. Fie hi D= —=—==1
X ie hiperbola H 6 25

5V'H
1. Scrieti ecuatiile tangentei si normalei in M <6, T\/_> :

2. Din P(2,2) exterior hiperbolei, sa se duca tangentele la H.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la H paralele cu dreptele:

a) r+y—1=
b) bz —4y—3=0
c) 2z —y =
d) r—2y=
Solutie:
6 5v'H
1. Deoarece M € H, ecuatia tangentei se scrie prin dedublare in M: 1_2 — 2\/_25y

yV5

echivalent cu 3_95 —— —1=0.
8 10
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Normala este perpendiculara in M pe dreapta de mai sus.

2. Nu avem tangente verticale la ‘H decat in varfuri, iar xp # +a (P nu este situat pe
dreapta verticald intr-unul din varfuri).

Fie agadar 0 tangenta prin P de panta m care va fi determinata. Consideram ecuatia
0: y=mzx+n, unde 2m + n = 2 si facem intersectia 6 N H:

2 (mz +n)? 1 m? 2mn n?
16 55 - ( > x x < + ) 0

5
Impunem conditia: m # j:é_L pentru a avea o ecuatie de gradul al doilea in . Conditia

de tangenta se scrie
A=0 < 25—16m°>+n*=0.

91
£ YO

Inlocuind n = 2 — 2m, obtinem 29 — 8m — 12m? = 0 cu solutiile m; » = — 5

Wl



b
3. Conditia pentru ca o dreapta de panta m sa fie tangenta la H este |m| > —, in cazul
a

tru |m| > >

nostru |m| > —.
4

Astfel, in cazurile

a)m=—1,b)m= 2 sid) m= 5 Du avem solutie.

In cazul ¢) m = 2. Ecuatiile tangentelor de panta 2 sunt: y = 2z + v/39.



2
Ex 4. Fie hiperbola H : — % +y?—=1=0.

Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbola din punctul exterior P(3,1) si determinati coor-
donatele punctelor de contact.

Solutie: Fie T(x;,y;), i = 1,2 punctele de contact. Dreapta 7775 se scrie prin dedublarea
3
ecuatiei Hin P, 6 : — Zx +y—1=0. Prin urmare, {T1,T>} = 6 NH. Facand intersectia,

24 1
Ob‘ginem: Tl(O, 1), T2 (—g, —33) .

Astfel, cele doua tangente se scriu:

(1) y=1;
-1 _3 _q 3
(2) Y 2 , echivalent cu Y _ 7
“18 T =39 6T 13



Ex 5. Scrieti ecuatiile hiperbolelor determinate prin:

a) centrul O(0,0), focarele F'(—4,0), F'(4,0) si semiaxa mare 3;
b) axa mare 2 si distanta focala 4;

c) varful A’(—4,0) si excentricitatea e = 2.

Solutie:
2 2
a) Deoarece focarele sunt pe axa Ox, rezulta ca hiperbola este data de ecuatia poha i 1.
a
Avem a = 3 si ¢ = 4, unde 2 = a? + b?>. Deducem b* = 7 si astfel obtinem hiperbola
2 2

T )
H: ——==1.

9 7

b) Axa mare este 2a = 2, deci a = 1, iar distanta focala este 2¢ = 4, deci ¢ = 2. Ca mai

y2

sus, obtinem H : £B2—§:1.
) A 45 & 2, deci c = 8. Se obtine H: & — L 1
c ema=4gi —=e= eci c=8. Se obtine H: — — = =1.
¥ Y ’ ¢ 16 48
AR
Ex 6. Fie conica: H : g—zzlgidreaptacﬂ x—1y—1=0. Se cer:

a) identificati elementele conicei si reprezentati grafic;

b) stabiliti pozitia dreptei ¢ fata de conica data.



Solutie:

a) Conica este o hiperbola cu axa mare Oz. Elementele hiperbolei se determina imediat.

b) Facem intersectia dintre ¢ i H si obtinem

22 (x—1)2_1 PN x2+x
3 4 12 2

5
- = 0,
. : 2 D, .
care este o ecuatie de gradul al doilea cu A = — > 0. Astfel, § este secanta hiperbolei iar
punctele de intersectie se obtine rezolvand ecuatia in x de mai sus.

£L‘2

2
Ex 7. Fie hiperbola H : — - yz — 1.

a) Sa se arate ca asimptotele sunt perpendiculare.
b) Sa se studieze intersectia dreptelor prin O cu H.

c) Sa se studieze intersectia dreptelor 6; : z+y+1=0gi Jy : © —y — 2 = 0, respectiv
cuH.

Solutie:

a) Asimptotele sunt y = +z, adica cele doua bisectoare; concluzia este evidenta.

b) Consideram o dreapta y = ma (prin O, diferita de Oy care este exterioard) si facem

1 —m?
4 . .

dreapta este secanta. Pentru m = £1 dreptele sunt asimptote, iar pentru |m| > 1 dreptele

sunt exterioare.

intersectia cu H: 2?2 = 1. Pentru a avea solutie, trebuie ca m? < 1, caz in care

De remarcat ca nu avem drepte tangente la H prin O.

¢) 61 NH = {P <—g ;) } iar 6, N H = {Q(2,0)}.

Remarcam ca d; si d2 sunt secante de directii asimptotice.



Ex 8. Fie hiperbola H : 32% — 3> — 3 = 0.

a) Calculati unghiul 6 € [0, g} dintre asimptotele sale.

b) Fie M(2,3). Tangenta prin M la H intersecteaza asimptotele in punctele P si Q.
Sa se determine aceste puncte.

c) Sa se arate ca M este mijlocul segmentului [PQ)].

2
Solutie: Scriem H : 2% — ‘% =1, astfel a = 1si b= /3.

a) Cele doua asimptote sunt 6, : y = V3 xsidy: y=—+/3 x. Vectorii directori ai celor
a,a 1
doud drepte sunt a; = (1,v/3) si a» = (1, —v/3). Astfel cos<t(ar,a2) = Ao, 82) ——.

a2
Rezulta ca <t(ay,as) = 120°, deci 6 = 60°.

b) M € H. Tangenta ¢, in M la H, se scrie prin dedublare si se obtine: § : 2z —y—1 = 0.

Intersectia dintre § si cele doua asimptote (d; si d2) este formata respectiv din punctele

P(2+v3,3+2V3) 51 Q2 - 3,3 —2V3).
oo L 1 1
¢) Se verifica imediat ca M = §P + QQ’
Observatie: Se poate arata ca: Daca printr-un punct M, al unei hiperbole oarecare,

ducem tangenta iar aceasta intersecteaza asimptotele in punctele P si @), atunci M este
mijlocul segmentului [PQ)].



2 2
Ex 9. Fie hiperbola H : x_2 — ?Z— =1gi M € H. Normala in M la H taie axa Oz in P.
a

2
In ce conditii d(O, M) = d(M, P) ?

2
a~Yo

Solutie: Fie M(xg,yo) € H. Normala la H in M are ecuatia: y — yg = —62—(51; — xp),
Zo
2
prin urmare P are coordonatele (C—on, 0). Avem
a



Conditia din enunt, este echivalenta cu a = b.

Observatie: O astfel de hiperbola se numeste echilatera.

PARABOLA

Ex 10. Pentru urmatoarele parabole, determinati coordonatele focarelor, ale varfurilor,
ecuatiile directoarelor, axa de simetrie, etc:

oy =du; oy’ = —6u;

o 12 = 5y; o r° = —4y.

Reprezentare grafica (schita).
Ex 11. Scrieti ecuatiile parabolelor date (independent) de urmatoarele conditii:
(a) P are focarul in F'(3,0) si directoarea 0 : x = —3;

(b) P are dreapta y = 0 ca axa de simetrie, Oy este tangenta in varf gi, in plus, P este
tangenta dreptei 6 : x —y — 2 = 0.

11



Solutie. (a) Deducem imediat ca £ = 3, axa de simetrie este Ox, varful este in O(0,0)
si ramurile sunt in semiplanul x > 0. Deci P : y? = 12z.

(b) Din enunt deducem c& P se poate scrie 4> = 2pz, p € R\ {0}; fie M (0, yo) punctul
de tangenta. Ecuatia tangentei in M se scrie prin dedublare (in M), deci avem

pr — Yoy + pro = 0.

Pentru ca aceasta dreapta sa fie exact 0 trebuie sa avem

p_ “Y% _ Po

1 -1 -2
Deducem ci zo = —2 §i yo = p. Apoi, din conditia M(—2,p) € P, rezulta p* = 2p(—2).
Deoarece p # 0 deducem cd p = —4, astfel ca parabola se scrie y? = —8x.

Ex 12. Fie parabola P : y = 4a2.
a) Scrieti ecuatiile tangentei gi normalei in M (1,4) la parabola.
b) Determinati ecuatia tangentei la P care este paralela cu dreapta y = 2z + 3.

¢) Scrieti ecuatiile tangentelor la P duse din punctul exterior P(—1, —1).

Solutie. a) Ecuatia tangentei se scrie prin dedublare in M si se obtine 8x —y — 4 = 0.

N |/
FUTHTETITRTERTCA FTE FPPTETITITY
-15 -10 05 ols 10 15

b) Panta dreptei date este m = 2, astfel ca ne intereseaza sa gasim tangente cu aceasta

pantd. Se obtine y = 2z — 1.

12



c) Fie m € R panta unei drepte 0 prin P (am exclus dreptele verticale care nu pot fi
tangente la P). Atunci tangenta ¢ are ecuatia y = mx +n cu n = m — 1. Facem
intersectia si scriem conditia de tangentd. Obtinem ecuatia mx + n = 4x? pentru care,
A = 0 implica m; o = —8+41/5. Astfel avem dous tangente y = (—8 £ 4+/5)x — 9 +4+/5.

13



Ex 13. Sa se arate ca pentru fiecare parabola P : y? = 2px, p > 0, exista puncte A € P
cu urmatoarea proprietate:

Fie A" simetricul lui A fatd de axa de simetrie a parabolei. Prin A si A’ ducem tangentele la
P care se intersecteaza in M. Atunci triunghiul AM A’ este echilateral.

Caz particular y? = 4z; s se determine toate punctele A cu proprietatea de mai sus.

Solutie. Fie A(zg,y0) (cu yo > 0) un punct de pe parabola P; atunci A'(xg. — ).
Segmentul AA" are lungimea 2y,.

Cele doua tangente au respectiv ecuatiile (obtinute prin dedublare):

0 Yoy = p(x + o),
b2 1 —yoy = p(x + x0).

Punctul de intersectie al celor doua tangente se obtine rezolvand sistemul format de cele
doua ecuatii de mai sus. Se obtine punctul M (—z,0).

Conditia ca triunghiul AM A’ s fie echilateral implica 422 = 3y2. Combinand acum cu
ecuatia parabolei (A € P) obtinem punctul A(%p, V/3p). Drept consecinti, A’ (%, —/3p).

Acest punct este unic.

Asadar, exista doua puncte cu proprietatea din enunt: A si A’ obtinute mai sus.

2 /
- /(
// Fey
/"
M /
o 1
P S~ 2 2
.l‘\“». \
H\ I'u
-\_k\“ \
s R )
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Ex 14. Fie parabola P : y? = 2px, p > 0.

a) Notam cu C punctul de intersectie al tangentei cu axa parabolei si cu D punctul de
intersectie al normalei cu axa parabolei. Aratati ca C' si D sunt egal departate de
focarul parabolei.

b) Tangenta si normala la parabola, intr-un punct oarecare M al ei, sunt respectiv
bisectoarea interioara si bisectoarea exterioara a unghiului <FMN cu MN L 9,
N € §, unde ¢ este directoarea parabolei (proprietatea optica a parabolei).

Solutie:

a) Fie M (xo,y0) € P. Ecuatia tangentei se scrie prin dedublare: yoy = p(z + x).

Normala in M este perpendiculara pe tangenta in M, deci produsul pantelor este —1.
Rezulta ca normala are ecuatia

(Y — o) = —yol(z — 9).

Facem intersectia celor doua drepte cu axa parabolei, y = 0. Obtinem punctele C'(—z, 0),

1 1
respectiv D(zg+ p,0). Deoarece P are focarul F’ (g, O), deducem imediat F' = 50—1— §D.

b) Fara a restrange generalitatea presupunem ci y* = 2px, p > 0 si o > 0. Vom arita
proprietatea doar pentru tangenta in M.

Fie M’ proiectia lui M pe Oy. Atunci M'(0,y,). Fie C’ punctul de intersectie al tangentei

x
cu Oy. Atunci ¢’ (O,p—0 . Fie de asemenea F’ punctul de intersectie (atunci cand
Yo

existal) al dreptei M F' cu Oy. Deducem ca F’ <O, ~3 PYo )
Lo — P
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Caz I: z¢ > g Avem figura:

=18

Vom verifica reciproca teoremei bisectoarei in AM M'F’. Avem:

'2x0—|—p
o — P
MM’ B MF’ )

Astfel, W = C’F’ = D 4

MM' = xy, MF =

Caz II: xo =

N3

0

L MO =p=2, CF =p

Yo

-7

@ 2z0+p

200 —p

. Rezulta yo = p. Dreapta M F 1 Ox, deci nu intersecteaza Oy.

. 0
In acest caz tangenta in M se scrie py = p (:c + g), care formeaza unghiul 1 cu axa Orx.

Concluzia in acest caz rezulta usor.

16



Caz III: 0 <z < g Avem figura:

Vom lucra vectorial, cu unghiuri. Calculam:

—_— —
MM' = (_LU(),O), MC" = (—CC(), _p@)7 m - <Z_9 — Zo, _y0>

Yo 2
(MM, MO 1
Atunci, cos<<M'MC" = ’ = = cos <I'MC'. Rezulta concluzia.
[MAM| - |MC| P’
1+ 2y
Yo
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