Seminar 14.04.2020
Ex 1. Fiecercul C: 2?2 +y* —22=0sid: v —y—2=0.

(a) Sa se determine centrul si raza cercului C.
(b) Sa se determine pozitia dreptei d fata de cercul C.

(c) Sa se scrie ecuatia tangentei la C in punctul M (2,0).

Solutie:

(a) Deoarece ecuatia cercului se rescrie (x — 1)2 + y? = 1, deducem elementele: centrul
Q(1,0) si raza R = 1.

(b) Rezolvand sistemul format de cele doua ecuatii, obtinem C Nd = {(2,0), (1,—1)}.

(c) Se observa ca M € C.

Ecuatia tangentei in M se scrie prin dedublare zxy + yyy — (v + xp) = 0. Rezulta
dreapta x = 2.

Lucru individual:

Ex 2. In £2 se considera cercul C' dat prin ecuatia: 2 + y? — 2z + 2y = 0.
a) Sa se determine centrul si raza cercului; sa se reprezinte grafic.

b) Sa se arate ca C trece prin origine.

c) Sa se scrie ecuatia tangentei in origine la C'.

d) Sa se scrie ecuatiile tangentelor la C' duse din punctul A(—1,1).

Ex 3. Sa se scrie ecuatia cercului determinat de:

(a) centrul Q(1,3) si care trece prin punctul A(—2,1);

(b) extremitatile unui diametru A(1,0) si B(3, —2).

Solutie:

(a) Putem imediat determina raza R a cercului cdutat: R? = AQ? = 32422 = 13. Asadar,
cercul are ecuatia:
(x—1)%+ (y—3)* =13,
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sau, echivalent, 2% + y* — 22 — 6y — 3 = 0.
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(b) Centrul cercului este Q = QA + §B = (2,—1), iar raza R = AQ = /2. Ecuatia
cercului cautat este:

24y —dr+2y+3=0.

Ex 4. Sa se scrie ecuatia cercului determinat de centrul €2(2,—1) si tangenta la cerc
d: z+5y—1=0.

Solutie: Se calculeaza raza R ca fiind distanta de la 2 la d:

|2—5—1| 4
d(Q,d) = = .
( ) V1425 v/ 26
Deci cercul se scrie:
o4y —4$+2y—|—ﬁ:0.

Ex 5. Fie punctele A(1,5) si B(—3,1).
(a) Sa se scrie ecuatia tangentei in punctul O(0,0) la un cerc cu centrul pe dreapta
determinata de punctele A i B si care trece prin originea O(0,0).
(b) Sa se scrie ecuatia tangentei in A la cercul cu centrul in origine si care trece prin A.

(c) Scrieti ecuatia tangentei in B la cercul de diametru (AB).

Solutie: (a) Fie 2 un punct pe dreapta AB.

Rezulta ca exista « € R al Q = (1 —a)A+ « B, adica Q(1 — 4,5 — 4«). Cercul cu
centrul in (2 si de raza R se scrie:

(x—1+4a)’+ (y—5+4a)* = R
Conditia ca cercul sa treaca prin origine determina raza in functie de a:

R? = 320° — 48a + 26.



Rescriem ecuatia cercului:
2* +y* —22(1 — 4a) — 2y(5 — 4a) = 0.
Ecuatia tangentei la cerc intr-un punct (z,yo) de pe cerc se scrie prin dedublare:
zxo + yyo — (2 + 20)(1 — 4ar) — (y + 40) (5 — 4a) = 0.
In cazul zo = 0, yo = 0 se obtine dreapta:

(1—-4a)z + (5 —4a)y =0.

(b) Cercul este dat de ecuatia: z% + y? = R? unde R? = OA? = 26.

Tangenta in A se scrie prin dedublare: xz4 + yya — R* = 0, adica z + 5y — 26 = 0.

(c) Tangenta cautata este normala in B la dreapta AB.

-1 -5
Dreapta AB are ecuatia L = Y 1 astfel, directia normala dreptei AB este data de
vectorul a = (1, —1).
: . : r+3 y-—1 .
Ecuatia tangentei in B se scrie asadar 1N B echivalent cu x +y +2 = 0.

Ex 6. Fie cercul de ecuatie: 22 + y? — 42 — 6y + 5 = 0.

(a) Sa se scrie ecuatiile tangentelor la cerc paralele cu axele de coordonate.
(b) Sa se arate ca axa Oy determina in cerc o coarda de lungime 4.

(c) Sa se gaseasca, daca exista, o alta dreapta prin origine, care sa determine in cerc o
coarda de lungime 4.

Solutie:

(a) Gasim mai intai tangentele paralele cu axa Oz.

Fie d : y = yo o astfel de tangenta. Intersectia dintre d si cerc este un punct (dublu),
adica ecuatia:

2 —dr 4+ 5 — 6y +5=0
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are o solutie dubl. Rezulta 16 — 4(y2 — 6yo + 5) = 0, de unde deducem ca yo = 3 + 2v/2
sau 9g = 3 — 2¢/2.

In mod analog, gisim tangentele paralele cu Oy: zo = 2 + 2v/2 si 19 = 2 — 2v/2.

(b) Intersectia cercului cu dreapta x = 0 este formata din punctele Ay(0,1) si By(0,5);
evident d(Ao, B()) =4.

(c) Fie acum o alta dreapta 0, prin origine, care determina in cerc o coarda de lungime 4.
Fie m panta dreptei 9, deci § are ecuatia: y = mx.

Facem intersectia dintre ¢ si cerc i obtinem ecuatia
(1+m?)2? —2(2+3m)x+5=0, (1)

care trebuie sa aiba A > 0, adicd 4m? + 12m — 1 > 0. Fie acum x; # x5 solutiile ecuatiei
de mai sus. Punctele corespunzatoare pe cerc sunt P(z1, mxq) si Q(x2, mxs). Din ipoteza
avem P(@) = 4. Rezulta

(m? + 1) (21 — x2)* = 16.

Nu vom rezolva ecuatia (1); vom dezvolta relatia de mai sus folosind ecuatiile lui Viete.
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Deoarece (z; — x2)% = (71 + 72)? — 47179 avem

4(2 4 3m)? 20
16 = (m*+1 -
(m+)[(m2+1)2 m2+1]|’
: 9 5
de unde obtinem ca m = 12

Concluzionam ca ¢ are ecuatia 5x — 12y = 0 si determina pe cerc coarda [PQ)] de lungime
12 5 60 25
4 Pl= 2)sio(=22).
, unde (13’ 13) 5@ (13’ 13>

Lucru individual:

Ex 7. Fie cercul C: 22 +y? + 2z — 4y +1 = 0. Se cer:

(a) ecuatia tangentei prin A(—3,2);
(b) ecuatiile tangentelor prin B(3,2);

(c) ecuatiile tangentelor paralele cu dreapta d : 2z —y — 3 = 0.

Ex 8. Fie cercul C dat de ecuatia 22 + y* = 4 si punctul P(3,0). Si se scrie ecuatia
tangentelor din P la C (daca exista). Ce se poate spune in cazul punctului P(1,0)?

Solutie: Prin P ducem o dreapta 0 de panta m € R. Se exclude astfel cazul cand ¢
este "verticala”, insa dreapta x = 3 este exterioara cercului. Prin urmare, § are ecuatia
y = m(z —3). Inlocuind in ecuatia cercului obtinem x4+ m?(z — 3)? = 4. Conditia A =0
ne conduce la m = +—.

V5

Cele doua tangente au respectiv ecuatile y = +—(x — 3).
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Pentru P(1,0), observam ca se afla situat in interiorul cercului (d(£2,P) =1 < R = 2).
Astfel, orice dreapta prin P este secanta.

Observatie: Ficand calculul analog ca mai sus, noul A este A = 4(3m? + 4), care,
evident, nu poate fi zero.

Lucru individual:

Ex 9. In £2 se consideri dreapta (0) 1z —y + 1 = 0.
a) Sa se gaseasca un cerc C' care trece prin A(3,0) si care determinad pe dreapta (J) un
segment de lungime 2v/2 al cirui mijloc este B(2,3).
b) Sa se gaseasca tangentele la cercul C' paralele cu dreapta (J). ¢) Sa se reprezinte grafic.

Ex 10. In &2 se considerd dreptele (01) : y = 3x si (09) : @ = 3y. Sa se determine cercurile
care trec prin punctul P(4,2) si sunt tangente dreptelor (d;) si (d2). Sa se reprezinte
grafic.

Solutie: Cele doua drepte sunt concurente in origine, adica d; Ndy = {O(0,0)}. Deoarece
cercul este tangent la cele doua drepte, rezulta ca centrul sau se afla pe bisectoarea

unghiului format de cele doua drepte (una din cele doua).
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Fie deci a; € d; sl as € ds. Avem ca a] = (1,3), (g = (3, 1)
Sa presupunem ca b este bisectoarea unghiului format de cele doua drepte. Atunci:

CECT
lla|| ~ [laol| /10

Cealalta bisectoare este perpendiculara pe b prin O si are directia paralela cu (1, —1).

B:

(1, 1) [ (1,1) (2)

Intrucat P se afli intre semidreptele situate in primul cadran, rezulta ca centrul cercului
cautat (care trece prin P) se afla pe bisectoarea b situata in primul cadran, adica exista
a > 0 astfel ca Q(a, @).

Deci ecuatia generala a cercului este:
C:(r—a)+(y—a)P=R".

Deoarece P € C rezultd cd (4 — a)? + (2 — a)? = R2

Raza se obtine din conditiile d(2,d;) = R = d(f, dy). Gasim:

|a—3al  2a

NG S

Rezulta ca )

2
2a2—1204+202% e 20% — 150+ 25 = 0.

5
Obtinem a; = 5 i ay = 3 doua valori posibile pentru a. Avem astfel doua raze

corespunzatoare:

V10

Rlz\/l_O, RQZT

Ecuatiile generale pentru cele doua cercuri sunt:

Ci:(x—5)+(y—5)?2=10

oo (o 3 Ly 2\ 5
2 2 Y73) T3

Sa reprezentam grafic cele doua cercuri si cele doua tangente.



Ex 11. In &2 se considerii dreptele (8y) : y = 4z si (63) 1 y = trsi(d3):x4+y—6=0.
Sa se determine cercurile care sunt tangente (simultan) dreptelor (1), (d2) si (d3). Sa se

reprezinte grafic.

Solutie:

Fie Q(xo, o) centrul si R > 0 raza unui astfel de cerc. Din conditiile de tangenta avem:

_ yo — 4ol
VT
_ |4yo — 20
VT
_|xo 4+ yo — 6|

V2

Din (3) si (4), prin ridicare la patrat, obtinem

R

2 _
o = Yo-

Vom analiza, pe rand, cele doua situatii, Caz (a) yo = 2o i Caz (b) yo = —o.

Caz (a) yo = xo.

3
Din (3) sau (4) se obtine R = —=|xy|, iar din

de rezolvat ecuatia 3|zo| = v/34 |z — 3.

Un calcul clasic ne conduce la:

(5) se deduce ca R = /2 |zg — 3|. Avem



(a.1) o = 2(34 + 3v/34)

(a.2) zo = 2(34 — 3v/34)

Caz (b) yo = —xo.

Din (3) sau (4) se obtine R = (5) deducem R = 3+/2.

5 o], o
——|xo|, iar din
V17 °

V31
L 3v34

Astfel, ¢y = 3

Prin urmare, se obtin patru cercuri, care reprezinta cercul inscris si cele 3 cercuri exinscrise
triunghiului format prin intersectia celor trei drepte.
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Ex 12. In £2 se considerd dreptele: 61z +y—4—2V2=0s5iy: 2 4+y—4+2v2=0.
a) Sa se determine un cerc C tangent simultan la dreptele d1, d si la axa Ouz.

b) Fie C; cercul de centru €4(3,1) si raza r; = 2. Sa se arate ca C; nu verifica toate
conditiile punctului a).

c) Sa se gaseasca ecuatiile tangentelor la C; paralele cu Oz.

d) Sa se reprezinte grafic.

Solutie:

a) Remarcam ca dreptele d; §i J sunt paralele, iar distanta dintre acestea este d = 4.
Prin urmare, pentru ca un cerc C sa fie tangent simultan la d; si d9, centrul sau trebuie sa
se afle pe dreapta "mediana” care are ecuatia § : x+y—4 = 0 si sa aiba raza R = g = 2.

Exista doua astfel de cercuri care au centrele respectiv in Q4 (2, 2) si Q22(6, —2). Vezi figura.

b) Cercul C; este tangent dreptelor d; si do, dar nu este tangent la Ox; se verifica
d(Ql,OQZ): 1#R§1 Ql 65, 7’1:R.
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c) Cele doua tangente au ecuatiile y = yq, + 71, adica y = —1 i y = 3, respectiv.

Ex 13. Fie cercurile C; : 22+ y?> =4, Cy: (v —5)? +y?> = 9 si notam Qy, Oy centrele
acestora.

a) Sa se studieze pozitia relativa a celor doua cercuri.

b) Sa se determine punctele de intersectie ale dreptei ;€2 cu cele doua cercuri.

c) Sa se gaseasca tangentele comune la cele doua cercuri.

Solutie:

a) Sa rezolvam sistemul format cu cele doua ecuatii s
(x—5)"+y*=09.

Scazand ecuatiile obtinem —10z + 25 = 5, deci avem o singura solutie {x B
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Astfel, cercurile sunt tangente in A(2,0).
Q

b) Avem {
25(5,0), Ry =3

Dreapta ) este axa Oz : y = 0.

Intersectia cu C; este {A(2,0), B(—2,0)}, iar intersectia cu Cy este {A(2,0),C(8,0)}.

c¢) Vom considera o dreapta ¢ de ecuatie 6 : y = mx+n, m € R. Aceasta alegere exclude
dreptele § verticale; le vom analiza mai tarziu pe acestea.

Intersectia cu C; este un punct dublu, la fel cu C. Deci ecuatiile de gradul al doilea

2+ (mx+n)?—4=0 (6)
(x—5)72+(mr+n)?—-9=0 (7)
au fiecare A = 0.
Din (6) conditia A = 0 implica
n? —4 —4m?* =0, (8)
iar din (7) avem
n® + 10mn + 16m* — 9 = 0. (9)
1 —4m?
Combinand (8) si (9) avem n = 2—m
m

1
Astfel obtinem solutiile m = +—— sin =+

V24

Fie acum o tangenta comuna verticala z = xy, daca exista. Intersectia cu C; este un punct
dublu, la fel pentru Cy. Obtinem ca ecuatiile y* + 23 —4 =081 y* + (zo — 5)* —9 =0 au
fiecare A = 0. Deducem cd 22 = 4 i (zog — 5)* = 9, care au solutia xo = 2.

7
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Sa vizualizam cele descrise mai sus.

Ex 14. Fie cercul C: z* + (y —1)* = 1.

a) Sa se construiasca tangentele prin P(0,1 — v/2) la cercul C si si se arate ca sunt
perpendiculare.

b) Mai exista un alt punct din care se pot duce tangente perpendiculare la C 7

Solutie:

a) Observam ca « = 0 nu este tangenta.

Fie tangenta de ecuatie y — (1 — v/2) = ma, m € R (am exclus dreapta verticald z = 0).
Rezulta 22 4 (mx — v/2)% = 1.

Conditia A = 0 implicd m? = 1, adicd m; = 1 si my = —1.
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Cele doua tangente sunt:
01 y—x—1+\/§:0
b T y+r—1+/2=0.

Cum produsul pantelor este —1, rezuta ca dreptele sunt perpendiculare.

b) Fie un punct (zo,yo) a.l. = = x¢ si y = yo sa fie tangente la cercul C (dreptele tangente
sa fie paralele cu axele de coordonate). Rezulta punctele {(—1,0), (—1,2),(1,0),(1,2)}.

Se poate ariita ci pentru orice (xg,yo) cu proprietatea ca z2 + (yo — 1) = 2 tangentele
duse la C sunt perpendiculare.

Ex 15. Fie cercurile C; : 2>+ 3> =461 Co: (v —5)*+y* = 1.
Sa se scrie ecuatia unei drepte tangente la ambele cercuri. Cate astfel de drepte exista?
Solutie: Fie 0 o dreapta tangenta la ambele cercuri. Remarcam ca nu exista drepte

verticale tangente la ambele cercuri. Scriem ecuatia dreptei 6 sub forma y = mz + n si
punem conditiile de tangenta.
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Intersectia cu Cy: 2% + (mx + n)? = 4. Conditia A = 0 este echivalenta cu:
n? —4 —4m? = 0. (10)

Intersectia cu Cy: (z — 5)% + (mz +n)? = 1. Conditia A = 0 este echivalentd cu:

24m* + 10mn+n®>—-1=0 (11)
3 + 28m?
Combinand (10) cu (11) obtinem n = ———:0 m . Rezulta apoi ecuatia
m
(3 + 28m?)? )
=4+4
100m? am
lutiil 3 3 1 1 Obti .
care are solutiile m; = —, mo = ——, M3 = ——, My = ——. inem apoi ny = ——
" 1= 52 1 57 e % p 1 5’
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Lucru individual:
Ex 16. Fie cercul C de centru ©(1,1) si raza R = 1.
a) Sa se arate ca imaginea lui C prin translatia ¢z, © = (2, 1) este un cerc caruia sa i se
determine centrul si raza.
b) Sa se determine imaginea lui C in urma rotatiei R4z, de centru A(1,0) si unghi 7.

c) Sa se determine imaginea lui C in urma simetriei ortogonale S; fata de dreapta
0: z+y+1=0.
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