Seminar 17.03.2020

Ex 1. In &3 S4 se determine unghiul dintre dreptele d; si d9, respectiv distanta dintre
01 si 0o, unde:

oz _y=l ozl s . adl oyl a1,
a) 0: f=i5 =50 =t = a5
. x Y __ z—=1 . z—1 _ y+1 _ 2z
b) 6: §=Y%=54id: H =55 =1
Solutie:

a) Directiile celor doua drepte sunt date, respectiv de a; = (1,—2,2) si ax = (1,1,1).
Daca 6 este unghiul neorientat al dreptelor (neorientate) d; si do, atunci

|<a17a2>| 1 . L
= . Prin urmare, # = arccos —= € (0, %).
lalal ~ 3v3 i € (0.3)

—
Consideram A;(0,1,—1) € &1 si Ay(—1,—1,1) € do. Vectorii AjAy = (—1,-2,2), a; si
_ S . 7 _ .
ay sunt liniar independenti deoarece (A;Ajy,ay,as) = 8 # 0, prin urmare dreptele sunt

A1 As ay,a 2
necoplanare. Astfel, d(dy,d2) = I H1a12;<aolz;]6]l2)| = 4\/3.

cosf =

Aceasta valoare se poate obtine si folosind definitia distantei dintre doua subspatii afine
arbitrare. Mai precis, fie P(t, =2t +1,2t—1) € 6; si Q(s—1,s—1,s+1) € d2 doua puncte
arbitrare. Sa calculam minimul distantei de la P la () cand t si s variaza arbitrar pe R.

d(P,Q)* = H@H?: (s—t—1°+(s+2t—2)*+ (s — 2t +2)°
=352+ 9t2+9 — 25t — 25 — 14t
32

2
1
— (s— —) +3 (26t* — 44t + 26) > 3

w

18

9
21

w

b) Acum dreptele 0; si 05 sunt paralele, deoarece a; si as sunt proportionali gi
A1(0,0,1) € 07\ Oo.

Deci unghiul lor este 0.

Distanta dintre d; si do se poate calcula, de exemplu, ca fiind distanta de la A; la ds.

—> _
Fie Ay(1,—1,0). Avem d(A;,d,) = 424y > aa] 2\/?

l|az|

1



Se poate obtine aceasta distanta si folosind definitia.
Stim cadistanta dintre dreptele d; si dy este minimul min{d(P, Q) : P € 6;,Q € d2}.

Considerand P(t,t,—t + 1) € 0; i Q(—s + 1,—s — 1,5) € 02 doud puncte arbitrare,
calculam

A(P.Q? = ||PQ|P = (—t —s+1)*+ (—t—5—1)>+ (s +1— 1)
>

=3(t+s)?—2(t+s)+3 2
Prin urmare, d(d1,d2) = 24/ 3.
Ex 2. In £3: Fie dreapta ¢ si planul
5:%2%2251, m:2x—y—2+3=0.

a) Sa se determine unghiul dintre dreapta 0 si planul 7;

b) Sa se determine distanta de la ¢ la 7.

Solutie:

a) Pentru 7 avem directia normalei N = (2,—1,—1). Pentru § avem 5 - [a], unde
a = (1,1,2) Calculam unghiul 6 dintre 0 si 7 folosind formula
(@, N)| 1

1
= ——=—. Deciﬁzarcsin—€<0,z>.
lalll[N]] 6 6 2

b) Se observa ca d Nm = {P(2,2,5)}, prin urmare d(J,7) = 0.

Ex 3. In £3: Fie dreapta ¢ si planul

—1
g LY _Z , mix+y—z+12=0.




a) Sa se determine unghiul dintre dreapta 0 si planul 7;

b) Sa se determine distanta de la § la 7.

Solutie:
a) Pentru planul 7 avem directia normald N = (1,1 — 1). Observam ca (N, a) = 0, deci

N 1 a. Asadar ? C 7, deci unghiul 4 dintre & si 7 este 0.

b) Dreapta § gi planul 7 nu au puncte comune. Se verifica, de exemplu, faptul ca

A(0,0,1) ¢ m. Distanta d(0,7) = d(A,7) = ‘0+10+_—11j112| = \1/—1?:

Ex 4. In 3 S& se determine unghiul dintre planele:

m:x+2y+2+10=0 si m:z—y+2z—11=0.

Solutie: Unghiul § dintre doua thper)plane este unghiul format de normalele la cele doua
(hiper)plane. In cazul nostru, Ny = (1,2,1) i Ny = (1,—1,1). Deoarece (N1, No) = 0,

T
rezulta ca 6 = 3

Ex 5. In £3: Fie planele

m:x+y—22=0, m:x+y—22+3=0 siconsideram A(1,1,1) € m.

a) Sa se determine distanta dintre cele doua plane.

b) Sa se determine proiectia P a punctului A pe planul 75 (piciorul subspatiului prin
A normal la 7).

c) Sa se calculeze d(A, P).

Solutie:

a) Planele 7, si m au aceeasi directie normala N = (1,1, —2), deci sunt paralele. Asadar,
distanta dintre ele poate fi calculata ca d(A, m), unde A € 7 arbitrar. Fie A(1,1,1) € m.

1+1-2+3 3
Atunci d(A, ms) :| i i ’:

V1i+1+4 2



b) Prin A ducem dreapta § perpendiculars pe 7y, adica avand directia data de N:

r—1 y—-1 =z-1

(5:1—1 —

Intersectam 0 cu o i obtinem punctul P (%, %, 2).

Pentru aceasta, consideram P(t+1,t+1, —2t+1) € 6 si punand conditia P € 7y obtinem

_ 1
t=—1.

¢)Distanta d(A, P) = |AD| = /L + 1 +1 = ﬁ

Ex 6. In £3: Si se calculeze distanta de la punctul A la dreapta d, unde:

r+1 y—-1 =z-1

a) 0: = T =7 § A(0,1,1);
-1 1
by s Tt YTl F a0,
1 2 —2
Solutie:

Metoda 2. Prin A construim subspatiul normal la §. Acesta este un plan 7 de directie
normala a = (—2,1,1). Ecuatia lui 7 este —2x +y + 2z + D = 0. Deoarece A € 7 rezulta

12 2 1
ca D=—-2 Avem 5071':{P (-g,g,g)},lar d(A7P):%

Metoda 3. (folosind definitia) Fie M (—2t—1,t+1,¢t4+1) € § un punct oarecare pe dreapta
0. Calculam distanta de la A la M.

d(A,M? = (2t + 1)+ +12 =6t° + 4t + 1 >

Wl

Deci d(A, ) = .

&



b) Fie Ay(1, —1,0) i @ = (1,2, —2). Atunci 414 = (0,2,1) i 1A x @ = (—6,1, —2).

Deci d(A,§) = /204 = Vi

Ex 7. In &% Si se determine unghiul dintre dreptele 8; si &, precum si distanta dintre

ele, unde
r—1 y+1

5y S -
! 9 1 1

: _ 3 : _ 3 ™
Prin urmare avem cos ¢ = 57z, deci 6 = arccos ;5= € (0, ).

Distanta d(d1,02) = min{d(P,Q) : P € 1, Q € §2}.
Fie P2t + 1,t —1,—t,t) s1 Q(s,—s+ 1, —s,s+ 1).
d(P,Q)?* =(s—2t—1)2+(—s—t+2)2+(t -5+ (s—t+1)

=452 + Tt> + 6 — 6ts — 4s — 2t

3t+2\° 1
= (23 - T+> +Z(19t2 — 20t 4 20) .

g

>0 21

]

0

©

Deci d(§1, (52) = %

Alternativ, putem calcula aceasta distanta folosind formula (cu determinanti Gram).

Fie 4;(1,—1,0,0) € 6; \ &, si fie A5(0,1,0,1). Atunci 4145 = (—1,2,0,1).

6 1 —2 6 1 -2 6 1 0
G(A1Ay,ay,a9)=|1 7 3|=1 7 3|=|1 7 17/=6-7-44—6-17-17—44="170
-2 3 4 0 17 10 0 17 44
G(ay, az) = 177 Z =7-44-17-17=19.




Deci, d(51§2) = ’]7.—8

Ex 8. In &% Fie 2—planul 7 care trece prin A(1,0,1,0) si are drept spatiu liniar director
7 = [a1, as], unde a; = (1,0,0,1) si as = (—1,—1,0,2). Fie de asemenea dreapta
r—1 y—1 241 w+l
1 ~1 2 =2

(i) Sa se calculeze unghiul dintre 0 si 7.

(ii) Sa se calculeze distanta de la § la 7.

Solutie.

(i) Fie d = [a], unde a = (1,—1,2,—-2).

Unghiul 6 dintre J si 7 este unghiul dintre ¢ si proiectia sa pe 2—planul .
Sa calculam aceasta proiectie.

Facem mai intai observatia ca a, a; si ao sunt liniar independenti, iar a; si ao NU sunt
perpendiculari.

Descompunem @ = al + a*. unde a!l € T iar at € L. Componenta paralels all se
p ) p b

descompune in baza {a,,a,} astfel: al = aa, + Ba,, unde o, 3 € R.
Calculdm mai intai ||a ||> = 2, ||@z||? = 6, (a1,a2) =1, (@,a;) = —1 si (a,d) = —4.
Prin urmare, rezulta

D =l +at @) = alla|]? + B, a.)
o) = (al + a*, @) = alay, as) + Bllas|?.

—~
E)
Ql

—~
\.QI
QI

2 =1
Deci { a+p . Sistemul are solutie unica, a = —1—21, f=—=L.

2 7 5 7 16
Asadar, al = —=(1.0.0.1) — —(—1.-1.0.2) = [ = L 0. —-22).
sacar, d 7 (10,0.1) = 57(=1,-1,0,2) (11’11’ ) 11)
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l 3
Acum putem calcula unghiul 6 € (O, %) cosf = |I’a_|l| =\
a
(ii) Metoda 1. Fie Ap(1,1,—1,—1) € 6. Deci ApA = (0,—1,2,1).
Calculam
6 3 1 3
10 -1 —4
—> — —
G(AvA,a,ay,az) = i’ i(i 21 14 =64 51 G(a,as,az) =|—1 2 1 |=280.
3 -4 1 6 4o
Prin urmare, d(6, 7) = /% = \%

Metoda 2. Folosind definitia (schita):

P=(1+t—s,—s,1,t+2s)
Q=(a+1,—a+1,2a0 —1,-2a — 1).

]@:(a—t—l—s,—a—l—s—l—l,?a—2,—204—28—15—1)
d(P,Q)? = 10a* 4 65 + 2t 4 2at + 2st + 8as — 6 + 65 + 2t + 6

1
> — (19t 4 44s* + 51 + 12ts + 26t + 84s)

10

16 16 19 4
> (552 +95+5) > — — = —.
> o087 +9s+5) = 7555 = ¢

Deci, d(d,7) = \%

Se observa astfel dificultatea rezolvarii problemei folosind definitia.

OBSERVATIE:

Sa se arate ca daca se considera A(3,—1,1,1) atunci d(é,7) = 0. Prin urmare, §
si 7 se intersecteaza. Sa se determine ) N 7.

Punctul de intersectie se calculeaza si este (2,0, 1, —3).

Ex 8. Fie 2—planele

7 = Ay + [y, by], unde A;(1,0,0,1), a; = (1,0,0,0), by = (0,1,0,0)

Ty = Ay + [y, by], unde A5(0,1,1,0), az = (0,0,1,0), by = (1,1,1,1).

7



Sa se calculeze m Ny si d(my, m2).

Solutie: Cautam un punct M € m N 7.

Atunci 3 ¢, s, , 5 € R (parametri ce urmeaza a fi determinati) astfel incat
M = Ay + taq + sbisiM = Ay + ady + Sbs.

Rezulta t = 0,s =2, « = =2, f =1, adica M(1,2,0,1).

Prin urmare, d(m, 7o) = 0.

Ex 9. In £" = R” (cu structura afini eculidiani canonici): Se considers dreapta:

5 £C1_£C2_ _xn—l_xn
10 01
si hiperplanul X : 2t + 22+ ... +2"+ D=0, D €R.
(a) Sa se determine D astfel incat distanta de la O(0, ... ,0) la H sa fie 1.

(b) In ce conditii unghiul @ dintre & si H este £7

(c) Sa se determine 6 NH, pentru D = —4.

Solutie:

_ 1Dl i D
(a) d(O,H) = Tn Rezultda D = ++/n.

(b) Normala la H este data de N = (1, ... , 1), iar directia lui 0 este @ = (1,0, ... ,0,1).
Yoo ‘(ﬁa NH : 2 2 Y oY
Avem ca sinf = ———~-—_ Deci %= = de unde rezulta ca n = 4.
lall - |Vl 2 Vavm
(c) Fie P(t,0, ... ,0,t) un punct arbitrar pe §. Deoarece P verifica si ecuatia hiperplanului
H, rezulta 2t + D = 0, adica t = 2. Astfel, punctul de intersectie este P(2,0, ... ,0,2).



