Seminar 28.04.2020

A

Ex 1. In E3, fie o sfera S cu centrul Q pe axa Oz si de raza r = 3.

a) Sa se determine S stiind ca trece prin origine.
b) Exista Py € S cu proprietatea ca normala la S in Py trece prin punctul M (3,2,1)7 I

caz afirmativ sa se gaseasca acest punct.
¢) Sa se descrie intersectiile sferei S cu planele de coordonate.

Solutie: Deoarece 2 se afla pe Oz, avem (0,0, a), a € R. Prin urmare, ecuatia sferei S
este

2? +y* + (2 —a)? = 9.
a) Daca 0(0,0,0) € S, atunci rezulti cd a®> = 9, deci a = +3. Avem asadar doud sfere cu

proprietatea din enunt;: S it +yP+ 22 —62=0
LS ity 24620

b) Fie Py(zo,%0,20) € S a.d. normala la S in Py trece prin M. Normala la S in P, este

data de dreapta 2P, care are ecuatia

Conditia M € QF, implica 3 = .
Lo Yo 20 —a



Ty = 3t
Rezulta Yo = 2t
zo=a+1t(l—a), teR.

9
Deoarece Py € S avem 9t + 4t? + (1 — a)** = 9, deci ¢* = 13+ (1—a)?

Exista asadar doua puncte Py pe S, indiferent de pozitia centrului 2 pe Oz, cu propri-

etatea solicitata,

9 6 L 30-a

Tg==% , Yo = L 20=a i
13+ (1_a) VI3 (1 —a)? VI3+ (1_a)?

Sfera, punctul M (orange) si cele doua puncte Fy (albastru)

c) Intersectia cu & = 0 este cercul y* + (2 — a)? = 9 (din planul yOz) de razi 3. Analog,
intersectia cu planul y = 0 este cercul 22 + (z — a)? = 9 (din planul zOz) de raza 3.

Apoi, intersectia cu planul z = 0 este:

(i) 0 daca |a| > 3,
(ii) 0O(0,0,0) daca |a| = 3,
(iii) cercul x? + y? = 9 — a? de raza v9 — a?, dacd |a| < 3.



Ex 2. In E3, fie o sfera S cu centrul  pe axa Oz care este tangenta planului
(r) : 3z + 4y — 25 =0.

a) Sa se scrie ecuatia sferei S stiind ca distanta de la Q la A(3,4,3) este 5.

b) Exista Py € S (de mai sus) cu proprietatea ca normala la S in P, trece prin origine?
In caz afirmativ si se gaseasca acest punct.

c) Sa se descrie intersectia sferei S cu planul («) : 3z + 4y — 15 = 0.

Solutie: Deoarece Q2 € Oz avem §2(0,0,a), a € R. Sfera S are ecuatia

??+y* 4+ (z—a)’ =R’ R>0.

3-0—4-0-—25
Din conditia de tangenta rezulta ca d(Q2, 7) = R. Dar d(Q2,7) = | | =5
v9+ 16

Prin urmare, S : 22 +y? + (z — a)? = 25.

a) Deoarece d(€2, A) =5 rezulta A € S 5i a = 3.

b) Fie Py un astfel de punct (in caz ca existd). Normala in Py este dreapta QF, de
-3 0 0 -3
ecuatie r_¥y_Zz . Daca 0(0,0,0) € QF,, atunci — = — = . Deducem
To Yo 20— 3 To Yo o 20—
xo = yo = 0 si astfel Py(0,0, —2) sau Py(0,0,8) verifica proprietatea din enunt,
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c¢) Deoarece d(2,) = 3 < R rezulta ca intersectia este un cerc. Proiectia lui Q pe «
9 12

55’
intersectie satisface ecuatia 72 + Q02 = R%. Obtinem r = 4.

este centrul cercului de intersectie. Se obtine €2y ( 3). Apoi raza r a cercului de

Ex 3. In &3, fie sfera S : (x — 1) + (y — 1)* + 22 = 5 si dreapta (5):%:—:'2

a) Sa se determine intersectia sferei S cu dreapta (9).
b) Sa se scrie ecuatiile planelor tangente la S care trece prin A(2,1,2) si B(1,—1,1).
¢) Sa se determine un plan (7) care contine () si care determina pe S un cerc C de raza

18
=

d) Care este valoarea minima pe care o poate lua r de la punctul c)?

r =

Solutie:

a) Rezolvand sistemul format din ecuatia sferei i ecuatiile dreptei obtinem punctele
A(2,1,2) ¢i B(1,—1,1).

b) Deoarece punctele apartin sferei, scriem ecuatiile planelor tangente prin dedublare:
(ko—D)(z—1D+wo—D(y—1)4+202—5=0 :
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pentru A: r+22—6=0;
pentru B: 20 —2+3=0.
c) Fie m un plan care contine dreapta §. Evident, exista o infinitate de astfel de plane.

Scriem ecuatia generala a unui plan ax + by + cz + D = 0 si punem conditia ca punctul
P(t,2t — 3,t) sa apartina planului oricare ar fi ¢t € R.

a+2b+c=0

Obtinem
D = 3b.

Astfel avem az + by — (a + 2b)z + 3b =0 cu a® + b* # 0.

18
Avem apoi relatia d(Q,7)? + 7 = R?, de unde obtinem d(,7) = 1/5— — \/7

Centrul cercului de intersectie este proiectia centrului sferei €2(1,1,0) pe planul .

la + b+ 30|
Va2 + 0+ (a + 2b)?
5
3a® — 4ab — 15b* = 0, adica a = 3b sau a = —gb.

2 b+ 16b*
g h TPob+ 16 de unde obtinem

Insd d(Q, 7) =
nsa d({2, ) 2a? + 4ab + 5b?’

. Rezulta

' . m 3x+y—52+3=0
Obtinem astfel doua plane T 5T —3y+2—9=0.
a® + 8ab + 160

2a? + 4ab + 5b*’

d) Refacem calculul de la c) pentru o raza r arbitrard. Obtinem 5—r? =

de unde se obtine
(9 — 2r¥)a® + 4(3 — r¥)ab + (9 — 5r°)b* = 0.

Avem o ecuatie de gradul al doilea; conditiile 9—27? = 0 5i 9—5r? = 0 nu pot fi satisfacute
simultan.

Pentru a avea solutie este necesar si suficient ca 4(3 — %)% — (9 — 2r?)(9 — 5r%) > 0.

3
Rezultd 2r* — 13r% + 15 < 0 ceea ce implica 7 € {5, 5] .

7
Valoarea minima a lui r este \/g caz in care d(,7) = \/; =d(Q,0).



Ex 4. In spatiul afin euclidian £ consideram planul 7 : z +y + 2z — 1 = 0 si punctul
A(1,2,3).

a) Scrieti ecuatia sferei cu centrul in A si de raza R = 4.
b) Demonstrati ca intersectia dintre sfera si planul 7 este un cerc. Determinati centrul
sl raza acestui cerc.
Solutie:

a) Ecuatia sferei este
(z -1+ (y— 22+ (2 —3)? = 16.

1+2+3-1 5
b) Calculam mai intai d(A,7) = 1+ :/Lg | =5 < R de unde deducem ca 7 NS

este un cerc. Centrul sau este proiectia centrului A al sferei pe planul 7.

-1 -2 -3
Fie ¢ : * T = Y T = : 1 normala prin A la planul 7. Intersectia dintre § si 7 este
214
punctul B (_5’ 3 g) . Raza r a cercului de intersectie verifica relatia: r?+d(A, 7)? = R?

119
si astfel r = ——.

Ex 5. Sa se scrie ecuatia unei sfere gtiind ca trece prin punctul A(0, 3,1) si intersecteaza
? +y* =16

planul Oy dupa cercul { 0
z=0.

Solutie: Mai intai avem ca raza cercului de intersectie este r = 4. Apoi scriem ecuatia
d(Q,z0y)? + r> = R? unde Q este centrul sferei cdutate, iar R este raza sa. Daca
Q(z0, Yo, 20) atunci d(Q, z0y) = |2|. Rezultd 22 + 16 = R%.

Centrul cercului de intersectie O(0,0,0) este proiectia lui 2 pe planul Oy, deci zo = 0,
Yo = 0.

Deoarece A € S avem relatia 23 + (yo — 3)® + (20 — 1)? = R?, ceea ce implicd

9+25 —22+1=R*>= 2z} + 16.



Obtinem 2y = —3 §i R = 5.
Prin urmare, sfera cautata este

S: 2 +y*+ (2 +3)* =25,

Ex 6. Sa se scrie ecuatia unui plan care trece prin punctele A(2,3,0) si B(3,2,2) si care
intersecteaza sfera S : (x —4)* + (y — 7)> + (2 + 1)? = 36 dupa un cerc de raza r = 5.

Solutie: Raza sferei este R = 6, iar centrul sau este (4,7, —1).

Din ecuatia d(Q2,7)* + 7% = R? obtinem d(§2, 7) = v/11, unde 7 este planul cautat. Fie 7
dat de ecuatia ax + by + cz +d = 0, cu a® + b*> + ¢ # 0. Intrucat punctele A si B sunt
20 +3b+d=0

situate in plan, avem
3a+2b+2c+d=0.

b—a

Drept consecinta, obtinem ¢ = sid=—(2a+ 3b).

Ecuatia planului 7 se rescrie:

b—a
ar + by +

z—(2a+3b) =0.

Dezvoltam acum relatia d(£2, 7) = v/11, obtinuta mai sus.

4a-|—7b+a_b

2
\/a2+b2+<b_a)
2

Rezulta prin ridicare la patrat si calcule elementare ca 15a — 46ab + 3b* = 0, echivalent
(15a — b)(a — 3b) = 0. Distingem doua cazuri:

—2a—3b‘
=11

Avem:

(i) |b=15a}: Se obtine 7w : x + 15y 4+ 7z — 47 = 0

(i) [a = 3b]: Se obtine 7: 3z +y—2—9=0.



Sa reprezentam sfera si cele doua plane obtinute mai sus:

Ex 7. Determinati ecuatia unei sfere de raza R = 5 care este tangenta planului
T r+2y—22+3=01n A(1,1,3).

Solutie: Trebuie sa gasim coordonatele centrului sferei din enunt. Prin A ducem dreapta

0 normala la 7:
5 x—1 y—1 2z-3
2 =2
Pe aceasta dreapta vom cauta puncte 2 a.i. d(A,Q) = R. Fie Q(t + 1,2t + 1, -2t + 3),

2 1
t € R. Conditia d(A, ) = 5 ne conduce la t = :I:g. Obtinem astfel € (—— ’ 9> si

3733
1 1
0, (52 1)
3 3 3

Observatie: Mijlocul segmentului [©2;(2,] este A.




Lucru individual:

Ex 8. Scrieti ecuatia unei sfere de raza 3 tangenta planului 7 : =+ 2y — 22 -4 =01n
A(2,1,0).

Ex 9. FiesferaS: (z—1)2+(y—1)*+ (2 —1)* =4 si A(1,1,5). Sa se scrie toate planele
tangente la S care trec prin A. Sa se determine multimea tuturor punctelor de tangenta.

Solutie: Fie 7 un plan prin A tangent la S intr-un punct M. Atunci dreapta AM este
tangenta la S. De fapt, daca 0 este dreapta prin A tangenta la S, atunci ea determina in
mod unic un plan prin A care sa o contina si care sa fie tangent la S.

Scriem ¢ in forma vectoriala: 7 = 74 +tu, unde u este un vector unitar. Ecuatia vectoriala
a sferei este |7 — 7o|*> = 4, unde 7q = (1,1,1). Daca facem intersectia 6 NS obtinem
|74 — 7o + tul||* = 4, echivalent cu t? + 2t(u,v) + ||v]|* = 4, unde v =74 — Tq = (0,0, 4).

Conditia de tangentd A = 0 devine (u,v)? = 12.

Fara a restrange generalitatea presupunem (u,v) = /12, altfel consideram —u in locul
lui @. Se obtine t = —2v/3. Prin urmare, pentru dreapta & de vector director unitar i,
avem punctul de tangents M: 7y = 74 — 2V/34.

V3

—
Descompunem @ = A\ + w, w L v (w € xOy). Deducem imediat ca A = 5 si astfel

1 3
l@]* = 7 Rezultd 7y =74 — 70 = 2v3w = 7 — 2v/3w, unde B(1,1,2).
Planul care trece prin A si este tangent la S in M este perpendicular pe QM. Astfel

ecuatia sa vectoriala este (F — 74,7y — 7o) = 0, echivalent cu (7 — 7y, ZQ_J —2V/3w) = 0,

— 1
Vo € xOy ald. ||w| = 3 Se obtine o familie de plane depinzand de un parametru.

Avem apoi ci |Fy; — 7| = /3 si M apartine planului prin B paralel cu zOy.

Asadar M descrie cercul orizontal cu centrul in B gi de razi v/3. Acesta este situat in
planul z = 2.

Observatie. Acest plan se obtine prin dedublarea ecuatiei sferei in punctul A.

Sa reprezentam mai jos cateva plane din intreaga multime, punctele de tangenta si cercul
obtinut ca reuniunea tuturor punctelor de tangenta.



Lucru individual:

Ex 10. Fie sfera S : (z — 20)? + (y — ya)? + (2 — 2q)? = R? de centru Q(zq, ya, zq) si
raza R > 0. Dintr-un punct A, exterior sferei, ducem planele tangente la S. Sa se arate
ca multimea tuturor punctelor de tangenta este un cerc situat intr-un plan a carui ecuatie
se obtine din ecuatia sferei prin dedublare.

Solutie (schita).
Daca notam d = d(A, ), avem d > R.
Pentru un punct de tangenta M se poate arata ca:
d(M, A) = V& =R, d(M, B) = BT nde B = Q+ 2OA.
Apoi, d(, B) = & i d(A, B) = €25

—
Planul in care se afla M este planul prin B si avand directia normala data de QA.

Observatie.

Revenind la problema precedenta, dedublarea in A(1,1,5) se scrie 0+04(5—1)(z—1) = 4,
echivalent, z = 2. Acesta este planul prin B(1,1,2) care este paralel cu Oy (care apare
in rezolvarea problemei).
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Lucru individual:

Ex 11. Fiesfera S: (z —1)2+ (y — 1)+ (2 — 1) = 16.

a) Sa se determine imaginea sferei S prin simetria ortogonala S, fata de planul
w2z =2.

b) S& se determine imaginea sferei S prin simetria ortogonalda Ss, unde
5. 01 _y—1_z+1
21 =17
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