GEOMETRIE DIFERENTIALA - SEMINAR

Exercitiul 16.03:01 Fie k > 0 si 7 doua numere reale fixate. Sa se determine o curba
parametrizata regulata in R? care are curbura & si torsiunea .

Solutie. Stim din teorema fundamentala a curbelor in spatiu ca o astfel de curba exista.
Fie p: I — R3, p(s) = (z(s),y(s), 2(s)) curba cdutata parametrizata natural.
Scriem ecuatiile Frenet:

T=p, T'"=kN, N =-xkT+71B, B =-7N.
Calculam derivatele de ordin superior ale lui p pana la ordinul 4:
p" =T = kN,
p" =kN' = —k*T + k7B = —k?p' + k7B,
pW = —k2p" — k2N = — (K2 4+ 72)p".
Acum, daci notam f := p” si pu:= VK2 + 72 > 0 putem scrie ecuatia

1(5) + i3 f(s) = 0

care are solutia generala

f(s) = cos(ps)vy + sin(us)va,
unde v; si v9 sunt doi vectori constanti in R3.

Stim ca [p”(s)| = k, agadar

k2 = |f(s)]? = cos?(pus)|v1|* + sin?(us)|va|? + 2sin(us) cos(us){vi, va), Vs € I.

Rezulta ca

2(Jv1]? = [v2]?) cos(2us) + (v1, va) sin(2us) + 2(|v1|* + |va]?) =k =0, Vs € I.

Intrucat sistemul de functii {1, sin(2s), cos(2us)} este liniar independent, rezulti ci
1] = |va| = %, (v1,02) =0,

prin urmare sistemul de vectori {51 = gy = %} este ortonormat.

Integrand relatia f(s) = cos(us)vy + sin(us)ve, obtinuta mai sus, obtinem

1 1
p'(s) =wvg+ m sin(pus)vy — m cos(ps)vs.

Insa acest vector este unitar (pentru orice s), prin urmare avem ca

|UO|2 + sin2(2;w) ‘UI‘Q + (3052(2#3) |U2’2 . sin(22us) <U1, U2> + 2sin(us) <U0,U1> _ 2cos(us) <'U0, U2> —1
I 7 7 7 7

Date: 16 martie 2020.
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Scriind in functie de unghiul dublu 2us si folosind acelasi rationament de mai sus, deducem

ca
(2

’UO|2 + E = 17 <U07U1> = 07 <U07U2> - 0

Rezulta ca vy este perpendicular pe vectorii v; si v9, prin urmare este coliniar cu vy X vs.

pok? _ 12

PR

Pe de alta parte, |v|? =
Daca notam e3 = 1 X €9, obtinem ca vy = £Ze3.
3 1

Astfel, vectorul viteza p'(s) are expresia
, K . K T
p'(s) = —sin(us)e; — — cos(us)ey £ —e3.
p pu 7

Integrand, de la 0 la s, se obtine

K

o(s) — p(0) = (%u — cosljs). 5 sin(s). igs) .

Dupi o transformare rigidd a spatiului R? (de tipul F(q) = Aq + qo, A € O(3), qo € R?),
putem duce baza ortonormata {e1, £9,£3} in baza canonica {ey, ez, e3} (eventual permutata
si avand alta orientare) si putem face o translatie aga incat curba p sa aiba expresia

p(s) = (acos(s/c),asin(s/c),bs/c),

unde a 1= %, b:= 5, iar ¢ := +.
7 p p

Am obtinut astfel elicea circulara (pe care am studiat-o anterior).
Exercitiul 16.03:02 (schimbari de parametru)
Urmatoarele exemple ne arata ca o suprafata poate avea mai multe parametrizari.

Dy =R?, ri(u,v)) = (u+v,u—v,uv)

(a)

Avem r1(Dy) =ro(Ds) = {(z,y,2) : z = 3(2* —y*)} (paraboloidul hiperbolic).
Dy = (“5.5) x (0.28), ri(p.1) = (cos peost cos psin g, sin )

(b) Dy = B2\ {(1,0) - u> 0}, ro(u ) = ( 2u 2v u2+v2—1> )

DENET NN LRV RN T wE N |
Avem ri(Dy) = ry(Ds) = S?\ {(z,0,2) € S* : = > 0}.
Dy = (0,00) x (0,27), 71(t, ) = (tcose,tsinp,t?)
( { Dy =R\ {(u,0) :u >0}, 7o(u,v) = (e i i)

Avem ri(D;) = ry(Dg) = PE\ {(z,0,2?) : = > 0}, unde PF este paraboloidul de rotatjie,
adicd PE = {(z,y,2) e R? : z = 2% +4°}.
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Solutie. Vom reprezenta mai intai cele trei suprafete.

FIGURA 2. (b) sfera unitate fara un semicerc;
(¢) paraboloidul de rotatie fara o jumatate de parabola

Sa analizam cazul (a): Transformarea (u,v) 2 (u,v), ®(u,v) = (u+ v,u — v) este un
difeomorfism de la R? la R? cu inversul ®'(a,v) = (42, %52). Apoi, ry =130 ®.

S]]

Pentru (b) lucrurile sunt ceva mai complicate. Este evident ca ambele parametrizari sunt
pe sfera S? si ¢ r(p, ) = r9(u, v)
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Obtinem sistemul:

2u
1 = - =
(1a) T = COS © CoS Y e
2v
1b = iny = —————
(1b) Yy = cos psin T
u? + 02 —1
1 = i - - -
(1c) S GV RN |
Din (1c) avem:
i 1 2 — 1 2
z=sinp=1— ——— —z=
v u?+v2+1 u+v2 41
Deci:
x COS (Y COS Y 2u u? + 02 +1
1—=z2 1 —singp u? +v?+1 2
si
y Cos @ sin 1 2v w402 +1
= = . =V
1—=z2 l—sinp w?+0v2+1 2
Din (1a) si (1b) avem:
2v
2 2 1
Y _ ul+o +1:E:cosgos%n¢:tanw
x 2u u  cospsiny
u? +0v2 41

Intrucat v trebuie sa fie diferentiabila va trebui sa asiguram mai intai continuitatea. Punem
agadar

(arctan (%), daca u > 0siv >0,
arctan (5) + 27, dacau>0siv <0,
¥ = (u,v) = ¢ arctan (ﬁ) +m, dacau<D0,
37” dacau=0siv<0.
L5 dacau=0giv>0.

In (1c), cum ¢ € (=%, %), putem folosi arcsin:

u2—|—1)2—1>

Y = (p(u, U) = arcsin (m

Ar trebui sa verificam si diferentiabilitatea, insa nu o mai facem aici.
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In concluzie avem aplicatia
O R\ {(u,0):u >0} — (—gg) % (0, 2n)
®(u,v) = (o(u, v), ¥ (u,v))

O (o, 1) = COS Y cos Y cos psin P
P¥= l1—sinp  1—sing

Diferentiala sa este

v 2u
w0 (40?0
D®(u,v) = u ( 20)

w?+ 02 (u2 402 + 1)V + 02
Determinantul acesteia este

2
det D®(u,v) = @24+ )V + P 70

Deducem ca & este un difeomorfism.

Relatia dintre cele doua parametrizari este ro = r1 o P.

Pentru (c) scriind ry (¢, ) = ro(u, v) se obtine:

U
2 t =
(2a) COS P = s
v
2b tsing = ——
(2b) sing = - 3
1
2 = ——-
(2¢) u2 + 02
Din (2a) avem:
t? cos ¢ u (2¢) 1 oS u COS (p
3 t = — — . = — =
(3) sy t u? + v? uz+v? ot u? + v? t
Analog din (2b) deducem:
2 sin ¢ v (2c) Sin
4 t si = = = =
(4) Sy t u? + v? t !

1
VuZ + 2

Din (3) si (4) avem unghiul ¢ € [0, 27) unic determinat de relatiile:

Din (2¢) avem t = € (0,00).

U
cosp = Ut = ——
4 Vu? + v?
v
sinp = vt =

VuZ + 2

u
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Presupunem prin reducere la absurd ca ¢ = 0:

v
0=sinl=—/——— <= v=0
Vu? + v?
1:cosO:L = u >0,

Vu? +v?
contradictie cu ipoteza (u,v) ¢ {(u,0) : u > 0}.
Deci ¢ € (0, 2m).

Acum (tindnd cont de continuitate) putem scrie functia ¢ astfel:

( u

arccos (| —— | , daca v > 0,

<\/ u? + v2)
o =p(u,v) = 4 < u ) "
arccos (| ——| +m, dacav <0,
Vu? 4 v?
(7 daca u <0 siv=0.
In concluzie avem aplicatia @ : (0, x (0,27) — R2\ {(u,0) : u >0}

cos Lp sin g0>

e
- (gptssnin)

Avem .
singp  cosp
Do) =| Lo
4 COS sin
I

1
care are determinantul det D®(t, ¢) = 5 # 0, deci @ este un difeomorfism.

Relatia dintre cele doua parametrizari este ro = ry o ®.

Exercitiul 16.03:03 Sa se descrie planul tangent la suprafata (7), intr-un punct arbitrar
p, unde (7) este planul dat prin ecuatie generald: Az + By+Cz+D =0, A2+ B*+C? # 0.

Solutie. Daca C' # 0, atunci S = (7) admite parametrizarea globala (adica o singura
harta de coordonate)
A B D
. R? — R® - Tt
r , r(u,v) (u,v, eianirek C)
Planul tangent 7,5 este generat de r, = (1,0,—A/C) si r, = (0,1,—B/C). Directia
normala este data de r, x r, = (A/C,B/C,1).

Prin urmare, 7,,S este planul care trece prin p si are directia normala (A/C, B/C, 1), adica
este planul (7) insusi, oricare ar fi punctul p € (7).
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Exercitiul 16.03:04 Sa se descrie planul tangent intr-un punct arbitrar p la sfera unitate
S?={(z,y,2) e R® : 22 +y*+ 22 =1}

Solutie. Fie o parametrizare pe sfera data de

r:D =R r(p,) = (cospcos, cospsin i, sing),
unde D = (—Z,2) x (0,27). Avem r(D) = $*\ {(z,y,2) € $* : = > 0}.
Calculam
r, = (—singcos, —sin psiny, cos @)
ry = (—cos@sini, cos g cos P, 0).
Astfel, directia normala (intr-un punct arbitrar) este data de

ry X 1y = (— cos® pcosth, — cos® psin i, — sin ¢ cos ).
Avem |r, x 1y|? = cos? ¢ # 0.

Remarcam ca directia normald data de r, x ry este aceeasi cu cea data de vectorul de
pozitie r(p, ). Prin urmare, planul tangent in p la S? este planul care trece prin p si este

perpendicular pe vectorul de pozitie Op.
intrebare:

Cum se scrie planul tangent in p daca folosim alta parametrizare? De exemplu sa con-
sideram una din cele 6 parametrizari (care acopera o semisfera):

r:D(1) =R r(u,v) = (u, V1 —u?—v2v),

unde D(1) este discul unitate deschis in R2.
Evident avem r(D(1)) = Uy = {(x,y,2) € $* : y > 0}.

Calculam derivatele partiale (care ne dau directia planara a planului tangent):

o= (Lt 0) son= (0, g ).

Directia normala este data de: r, X r, = (\/17;2‘71)2, -1, \/1:1;;71}2> care este, din nou,
aceeagi cu cea data de vectorul de pozitie r(u,v); mai precis avem
1
Ty X Ty = — -r(u,v).

V1—u?—?
Prin urmare, se obtine acelasi plan exprimat printr-o alta parametrizare.
Observatie. Sa scriem ecuatia planului tangent la sfera intr-un punct al ei py = (¢, Yo, 20)-

Am vazut, pentru doua parametrizari diferite, ca planul tangent intr-un punct la sfera
unitate este planul perpendicular pe vectorul de pozitie (in acel punct). Prin urmare,

vectorul de pozitie Opy defineste normala la planul tangent in pg. Mai precis, directia
normala este data de (o, Yo, 2o-
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Acum putem scrie ecuatia planului prin pg i de directie normala (xo, yo, 20):
TS : wo(z — o) + Yoy — o) + 20(2 — 20) = 0,
ceea ce este echivalent cu
TpoS2 C x0T + Yoy + 202 + 1 =0,

care reprezinta ecuatia planului tangent la sfera exprimat prin ”dedublare”.

Exercitiul 16.03:05 Sa se scrie planul tangent intr-un punct arbitrar pentru suprafata
parametrizatd r : D = R? — R3, r(u,v) = (u +v,u — v, uv).

Cazuri particulare: (i) p = (2,0,1); (ii) p = (0,2, —1); (iii) p = (0,0, 0).

Solutie. Planul tangent 7,5 este generat de r, si r,, unde r, = (1,1,v), iar r, = (1, —1, u).
Directia normala este data de r, x r, = (u + v, —u + v, —2)

Prin urmare, 7,5 este planul care trece prin p si are directia normala (v + v, —u + v, —2).

Daci (z,y, z) sunt coordonatele unui punct arbitrar pe S C R3, atunci directia normala
la S intr-un punct arbitrar al sau (zo, Yo, 20), este (zo, —yo, —2). Astfel, planul tangent se
scrie

TS : 5170(1' - xo) - yo(y - 3/0) 4 2(2 - Zo) =0.

Echivalent, putem scrie
(5) Tp,S = xox — Yoy — 2(2 + 20) = 0,

deoarece x3 — Y3 = 4z2.

Sa remarcam faptul ca ecuatia data prin formula (5) este aceeasi cu cea obtinuta prin
dedublare cand scriem ecuatia planului tangent intr-un punct la cuadrica S (paraboloid
hiperbolic).

In ceea ce priveste cazurile particulare, avem

(i) po = (2,0,1): Acest punct corespunde valorilor u = 2 gi v = 0.

Ecuatia planului tangent este 7,,)S : o — 2 — 1= 0.

ii) po = (0,2, —1): Acest punct corespunde valorilor u =0 gi v = 2.

Ecuatia planului tangent este 7,,)S :y +2 —1 = 0.

iii) po = (0,0,0): Acest punct corespunde valorilor v = 0 si v = 0.

Ecuatia planului tangent este 7,5 : z = 0.
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Exercitiul 16.03:06 Sa se scrie planul tangent intr-un punct arbitrar pentru suprafata
PFE datd prin ecuatia z = 22 + y?. (Vezi si exercitiul 16.03:02 (c).)

Cazuri particulare: (i) p = (1,1,2); (ii) p = (0,0,0).
Solutie.
Consideram parametrizarea (vezi exercitiul 16.03:02):

r:D—=R} | r(u,v)—( al ! ! >7

u? + 02 u? 40?2’ u? + 02

unde D = R?\ {(u,0) : u > 0}, iar S = r(D) = PE\ {(x,0,2?) : z > 0}, PE fiind
paraboloidul de rotatie, adica multimea

PE = {(z,y,2) €R’: 2 = 2* + ¢}
Planul tangent 7,5 este generat de

< v? — u? 2uv 2u )
Ty = 2 PR 2
(u? 4 v?) (u? 4 v?) (u? 4+ v?)

< 2uw u? — v? 20 )

Ty = | — PR PR 2 |
(u2 4+ v2)?" (u2 4 v?) (u2 + v?)

iar directia normala este data de

9 < 2u 20 1 )

Ty X Ty = -

e (u2 4+ v2)*" (u2 +02)*"  (u2 +02)?

Sa observam ca daca py = (xg, Yo, 20) € S = r(D), atunci directia normala este data de
(22023, 2yo23, —23). Prin urmare, T}, S este planul care trece prin p si are directia normald
(20, 2y0, —1). Rezulta ca planul tangent 7}, S are ecuatia

TpoS : 2x0(x — 0) + 240(y — Yo) — (2 — 20) = 0,

echivalent cu
Z + 2o
2

Aceasta ecuatie reprezinta ecuatia planului tangent prin dedublare la cuadrica PE.

TpoS : o + Yoy — =0.

Pentru p = (1,1,2) avem
U= %, v = %, ro = (0, =2, —4), r, = (=2,0,—4), r, x r, = (8,8, —4).
Planul tangent are agadar ecuatia

2 —-1)+2(y—1)—(2—2)=0<=20+2y—2—-2=0.

Ce putem spune pentru p = (0,0,0)? Facem observatia ca acest punct NU se afla in r(D),
prin urmare calculul de mai sus nu se aplica. Va trebui sa consideram alta parametrizare.
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In jurul lui p = (0,0,0) putem considera, de exemplu,
r:D=R*—=R® | r(uv) = (uv,u*+0v?.

In urma unui calcul analog, se obtine ca planul tangent in p = (0,0,0) la PE este z = 0,
adica planul xOy.

FIGURA 3. cele doua plane tangente la PFE

Exercitiul 16.03:07 Sa se scrie planul tangent intr-un punct arbitrar al suprafetei para-
metrizate
r:D—R? 7(0,t) = ((2+cost)cosf, (2 + cost)sinf,sint),
unde D este un domeniu ”cat mai amplu” din R? (care si se determine).
Solutie. Calculam:
ry = (—sintcos@, —sintsin 6, cost)
rg = (— (24 cost)sinf, (2 + cost) cosb,0)
rg X 1y = ((2 4+ cost)cosfcost, (2 + cost)sinf cost, (2 + cost)sint).
Prin urmare, planul tangent la S in p este planul care trece prin P si are directia normala
(cosfcost,sinf cost,sint).

Domeniul D poate fi ales, de exemplu, (0,27) x (—m/2,7/2); evident, r(D) nu acopera
intreaga suprafata, insa considerand alte domenii D putem acoperi S. Suprafata descrisa
de ecuatia din enunt se numeste tor si poate fi obtinuta prin rotirea unui cerc din planul
yOz (care nu intersecteaza axa Oz) in jurul axei Oz.
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o

FIGURA 4. planele tangente la tor in punctele (2,0,1), (0,—2,—1), (3,0,0),
respectiv <\/§ + V2L %)

Exercitiul 16.03:08 Fie suprafata S parametrizatd prin r : (0,00) x R — R3,
r(u,v) = (ue’,ue”",uv). Se cer ecuatiile planului tangent i ale normalei la S in punctul

p=(1,1,0).
Solutie. Punctul p apartine intr-adevar suprafetei .S si corespunde valorilor u = 1 gi v = 0.

Calculam r, = (e”,e™"

Ty X 1Ty = (u(l +v)e’, —u(l —v)e ™, —2u) # 0, V(u,v) € (0,00) x R.

,0) si ry(ue?, —ue=" u). Produsul lor vectorial este

In p avem
ry = (1,1,0) si r, = (1,—1,1) care ne dau directia planara a lui 7,5
Ty X Ty = (1, —1,—2) care ne da directia dreptei normale in p la S.

Asadar ecuatiile se scriu:

r—1 y—1 =z
T,S: 1 1 0| =0<¢<=2—y—22=0;
1 -1 1
r—1 y—1 z
d t lv: — = —_—
reapta normala ] — =



