GEOMETRIE DIFERENTIALA - SEMINAR

Exercitiul 23.03:01 Fie suprafata S data in forma explicita prin ecuatia z = f(z,y),
unde f: D % R? — R. Sa se determine planul tangent la S intr-un punct py al sau.
Caz particular: D = R? gi f(z,y) = 2* + y? (paraboloidul de rotatie).
Solutie.
Fie (xq, yo, 20) coordonatele lui py, unde (zo,y0) € D, iar zo = f(zo, Yo)-
Putem scrie o parametrizare a suprafetei S astfel:
r:D =R r(u,v) = (u,v, f(u,v)).
Pentru un punct py € S, planul tangent 7,5 are directia planara data de r, = (1,0, f,) si
r, = (0,1, f,), unde am notat f, = %(u,v) si f, = %(u,v).
Directia normala este data de r, x r, = (= fu, — fo, 1).

Astfel, planul tangent in pg se scrie

Je (w0, yo) (@ — 0) + fy(w0,%0) (¥ — v0) — (2 — 20) = 0,

sau, echivalent,

fx($0>y0) T+ fy(an yo) y—2+D=0, unde D=z, — x9 fx(l’O, yo) — Yo fy(xmyo)-

In cazul particular al paraboloidului de rotatie PE avem f, = 2z, f, = 2y, deci
D = 20— o210 — Yo - 240 = —20-
Astfel, planul tangent 7),,S are ecuatia:

Z+ 29
2

Sa remarcam ca aceasta ecuatie este aceeagi care se obtine prin dedublare (reamintim ca
PE este o cuadrica).

=0.

ToT+ Yoy —

Ex 23.03:02 Fie S data implicit de ecuatia F(z,y,z) = 0, unde DF(z,y,z) # 0 in
punctele suprafetei. Sa se descrie planul tangent la S intr-un punct py € S.

Cazuri particulare: sfera de raza R, hiperboloidul cu o panza si hiperboloidul cu doua
panze.

Date: 23 martie 2020.
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Solutie: Daca %—f(xg,yo,zo) # 0 atunci, intr-o vecinatate a lui po(zo, yo, 20), putem ex-
prima S in forma explicitd z = f(z,y), cu (z,y) € D C R?. Prin urmare avem

(1) F(z,y, f(z,y)) =0, V(z,y) € D.

Intr-un punct py = (%0, Yo, 20) € S, planul tangent T}, S se scrie (vezi exercitiul precedent)

(F — 7o, Ng) = 0, unde 7y = (20, %0, 20), 7 = (2,9, 2), iar Ny = (f2(x0, yo), fy(z0,%0), —1).

Revenind la ecuatia (1), prin derivare in raport cu x, respectiv y, se obtine:
Fo+F,-f,=0 si F,+F,-f,=0.

: : F,
Deci f, = —f,—: sify=—%"

Prin urmare, Ny este coliniar cu (Fy(wo,Y0), Fy (0, %), Fx (0, %0)). Acest din urma vector
este gradientul functiei F' in pg si se noteaza cu VF(xq, Yo, 20)-

Agadar, ecuatia (vectoriala a) planului tangent la S in py se scrie

<77 - f07 VF('I()a Yo, ZO)> = 0.

Pentru celelalte cazuri, cand g—i # 0 sau %—5 = 0 se face un calcul analog si se obtine aceeasi
ecuaftie.
Cazuri particulare:
(i) S =S*R) = {(x,y,2) € R®: 22 + ¢y + 22 = R?*} (sfera de raza R).
Considerand F(z,y,z) = 2°> + y*> + 22 — R?, avem DF(x,y,2) = (2v 2y 2z) # 0 pentru
orice (z,y,2) € S.
Directia normala la S intr-un punct py = (o, Yo, 20) este data de VF (xq, yo, 20) = (20 2y 220)-
Astfel,
TpyS: (x— o) 220+ (Y — Yo) - 2y0 + (2 — 20) - 220 =0
sau, echivalent,
TS: Tox+yoy+202— R =0.
. R e . . -
(ii) S = {(f,y,z) eR”: o + A 1}, a,b,c >0 (hiperboloidul cu o panza).
Considerand F (z,y,z) = Z—z+ z—z — i—j — 1 avem DF (z,y,2) = (i—f, i—g,—%) £ 0,
oricare ar fi (z,y,z) € S. Directia normala la S intr-un punct py = (2o, Yo, 20) este data
de:

c2
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Astfel, T, S : (z — o) 22 + (y — yo) 24 — (2 — z9) 2 = 0 sau, echivalent,

a2
. Lo | Yoy R0z .
TPOS' ?—Fb—Q—?—l—O
e . . o
(iii) S = (z,y,2) e R”: = + i —1¢,a,b,¢ > 0 (hiperboloidul cu doua panze).

Se procedeaza analog si se obtine

. Tox | Yoy @ RoR .
TpoS' ?+b—2—c—2+1—0.

Ex 23.03:03 Sa se determine prima forma fundamentala pentru urmatoarele suprafete
parametrizate:

(a) r:R? - R3, r(u,v) = (u, v, au+ bv +c), unde a, b, c, € R;

(b) r: (—g, %) x (0,2m) — R3, 7(p,1) = (cos p cos 1, cos psin 1, sin );

(c) 7: R* = R? r(u,v) = (u+ v, u—uv, uw);

(d) r:(0,2m) x (=Z,%) = R3, r(6,t) = ((2+ cost) cosf, (2+ cost)sinf, sint);

(e) r: D - R? — R3, r(z,y) = (z, y, f(z,y)), unde f: D — R este o functie neteds.
Solutie:

(a) Avem r, = (1,0,a) si r, = (0,1,b).

Rezulta ca

E = <Tuaru> = 1‘|‘CL2
F = {(ry,r,) =ab
G = (ry, ) =1 + 12,

deci I = (1 + a?)du® + 2ab du dv + (1 + b?)dv?.

(b) Avem
r, = (—sinpcosty, —sinpsiny, cosyp)
ry = (—cosgsiny, cospcosy, 0).
Rezultd ca E =1, F =0, G = cos? p, agadar I = dp?* + cos? pdi)?.

(c) Avem r, = (1,1,v) sir, = (1,—1,u), deci E =2+ v?, F =uv, G =2+ u>.
Rezultd I = (2 + v?)du? + 2uv dudv + (2 + u?)dv?.
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(d) Calculam
rg = (—(2+ cost)sinf, (2+ cost)cosf, 0)
ry = (—sintcosf, —sintsinf, cost).

Rezulta I = (2 + cost)*db? + dt?.

(e) Avem r, = (1, 0, f2) si f, = (0, 1, f,).
Rezulta
I = (1+ f2)da® +2f, f, dedy + (1 + f7)dy*.

Ex 23.03:04 Sa se determine prima forma fundamentala pentru urmatoarele suprafete
parametrizate:

3 3
(a) r:R? 5 R3, r(u,v) = (u—l—qu—%, v—{—uzv—%, uz—vz)

(suprafata Enneper);

(b) r:R* = R3, r(u,v) = (ucosv, usinv, av), a > 0
(elicoidul);

(c) 7:(0,2m) x R — R3, r(u,v) = (coshvcosu, coshvsinu, av), a € R
(catenoidul).

Solutie.

(a) Pentru calculul coeficientilor, vedeti figura 2. Prin urmare prima forma fundamentala
se scrie

I=(1+u*+0v?? (du® + dv?).
Suprafata este reprezentata in figura 3.

(b) Pentru calculul coeficientilor, vedeti figura 4. Prin urmare prima forma fundamentala
se scrie
I = du® + (a* + u*) dv’.
Elicoidul este reprezentat in figura 5.
(¢) Prima forma fundamentala se scrie
I = cosh?(v) du® + (a* + sinh?(v)) dv?.
Catenoidul este reprezentat in figura 6.

Ex 23.03:05 Sa se determine prima forma fundamentala pentru urmatoarele suprafete
parametrizate:

(@) 7:(0,2m) x I — R3, r(u,v) = (vcosu, vsinu, f(v)), unde f: 1 - R — R este o

functie neteda (si bijectiva), iar I # 0 (suprafatd de rotatie);
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(b) r: I xR — R3 r(s,t) = p(s) + ta, unde a € R3 este un vector unitar constant iar
p: I CR — R3 este o curba parametrizata regulata (netedd) in R? al. p/(s) si a
d

nu sunt coliniari Vs € I (suprafatd cilindricd).
Caz particular: a = (0,0,1) si p: (0,27) = R3, p(s) = (cos s, sins, 0).

() r: I x (0,00) = R? r(s,t) = A+ tp(s), unde A este un punct fixat in R?, iar
p:1 % R — R? este o curba parametrizata natural (netedd) in R? avand curbura
diferita de zero in orice s € I (suprafatd conicd).

Caz particular: A = (0,0,0) si p: (0,27) — R3, p(s) = (cos s, sins, 0).
Solutie.

(a) Calculam:
Ty = (—vsinu, v cosu,0)

ry = (cosu,sinu, ' (v))
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E = |rd?* =2
F={(ry,r,) =0
G=r)’=1+[ ()"
Astfel, prima forma fundamentala a suprafetei este data de
I =vdu’ + (14 f (v)?) do’.
S& observam ci EG — F? # 0 in baza ipotezei 0 ¢ I.
(b) Sa determinam baza naturala intr-un punct al suprafetei:
{re=0"(s) , re=a}
cat si coeficientii primei forme fundamentale
E=|r*=1p(s)?
F=(rs,r) = {¢(s),a)
G = |Irel|* = [al*.
Asadar, prima forma fundamentala pentru S este
I =|p'(s)]?ds* + 2(p'(s),a)dsdt + |a|*dt?.

Conditia EG — F? # 0 este echivalentd cu |p/(s) x a|*> # 0, care este indeplinita deoarece
p'(s) §i @ nu sunt coliniari pentru niciun s.

Caz particular:

a=(0,0,1)si p: (0,27) — R3, p(s) = (cos s,sin s, 0)
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(cilindrul circular drept de raza 1).

Avem:
rs = (—sins,coss,0), r = (0,0,1)

E=|ri?=1, F={(r,r)=0, G=|r|*=1

Forma intai fundamentala se scrie I = ds? + dt2.

(c) Planul tangent intr-un punct la suprafata este generat de {ry =tp’(s),r, = p(s)}.

Calculam
E = ||ri|* = t3|p/(s)|* = t* parametrizarea este naturald
F = (rs,ri) = (tp(s), p'(s)) = 0 deoarece p'(s) L p(s)

G = [Ire]l* = Ip(s)|*.
Prima forma fundamentals se scrie I = t?ds? + |p(s)[2dt?.
In cazul particular dat, se obtine I = t?ds? + dt?.

Ex 23.03:06 Si se arate ca meridianele si paralelele de pe sfera S? sunt perpendiculare.
Concret, considerand parametrizarea r(p, 1) = (cos ¢ cos ), cos@sin, sin ¢), meridianele
sunt definite de ¥ = constant, iar paralelele de ¢ = constant.

Solutie. Intrucat meridianele si paralelele pe sfera S? reprezinta liniile parametrice ale
acesteia, vom folosi formula

cos 0(p) = Niel

unde E, F', G sunt coeficientii primei forme fundamentale pe S?.
Am calculat anterior

E=|r*=1

F={ry, ry) =0

G = ||7“1/,||2 = cos? .

Asgadar cos6(p) = 0, deci 0 = g pentru orice punct p € S

Ex 23.03:07 Pentru doud puncte arbitrare A, B (dar nu diametral opuse) de pe sfera S?
construim segmentul sferic [AB] in felul urmator: planul (OAB) intersecteaza sfera dupa
un cerc mare (i.e. de raza 1); consideram arcul mic ce unegte A cu B.

Fie punctele A(1,0,0), B(0,1,0) si N(0,0,1) pe sfera S?. Construim ”triunghiul sferic”
ABN. Sa se arate ca are trei unghiuri drepte.

Solutie. Vom parametriza cele trei segmente sferice.
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[AB]: p1: L1 = R3, pi(t) = (cost, sint, 0), astfel incat [0,Z] C I; si

™

p(0)=A4 , p <§> =B

[AN]: po: I, — R3, pa(s) = (coss, 0, sins), astfel incat [0,%] C I, si

p2(0)=A , po (g) =N

[BN]: ps: 13— R3 ps(a) = (0, cosa, sina), astfel incat [0,F] C I3 si

p3(0)=B , ps (g) =N.

FIGURA 1. N(verde), A(rosu), B(magenta)

In A, avem vectorii tangenti p/ (0) = (0,1,0) si pb(0) = (0,0,1).
Unghiul A se calculeaza astfel:

AONACI I
1O - o] —

cos A =
T
Deci A = —.
ecl 5

Analog, in B avem vectorii tangenti —p} (5) = (1,0,0) si p4(0) = (0,0,1) care sunt

perpendiculari. Deci B = g
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Apoi in N avem vectorii tangenti —pj (3) = (0,1,0) si —p (3) = (1,0,0). Rezultda N = g

Observatie. Pentru unghiul B am considerat —p} (%) (drept vector tangent la p; (g))
deoarece este vorba de unghiul B interior triunghiului sferic ABN. Prin urmare, trebuie sa
consideram segmentul sferic BA, asa ca trebuie sa schimbam orientarea (sensul de parcurs
al curbei p;1). Analog si pentru N.

Ex 23.03:08 Fie paraboloidul de rotatie PE : z = 2% 4 3/2.
Definim curbele C; = PEN{z = h} §i Cy, = PEN{ax+by = 0}, unde h > 0, a,b € R\ {0}.
Sa se determine unghiul dintre cele doua curbe in punctul lor de intersectie.

Solutie. Curba C poate fi parametrizata astfel
p1:[0, 27] = R®  pi(t) = (\/ﬁcost, Vhsint, h) .
Pentru curba C5 avem parametrizarea
pr R =R py(s) = (bs, —as, (a® + b2)32) .

Evident, C si C5 se intersecteaza in doua puncte si anume:

(e RS (N s
Vectorii tangenti la C; si Cs sunt
pi(t) = (—\/Esint, Vheost, 0)
pa(s) = (b, —a, 2(a® +b*)s) .

a

Pentru punctul P avem: sg = costy = sintg = —

b

a? + b2’

Calculam (p(to), ph(to)) = 0.

. . v . oA 71—
Deci unghiul sub care cele doua curbe se intersecteaza in P este 5

Analog pentru punctul Q.

Lucru individual.
Ex 23.03:09 Fie paraboloidul de rotatie PE : z = 2% 4 3.

Definim curbele C; = PEN{z = h} si Cy, = PEN {ax + by + cz = 0}, unde h > 0,
a,b e R\ {0}.

Sa se determine unghiul dintre cele doua curbe in punctul lor de intersectie.

Caz particular: a =b=2, c=1.
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Ex 23.03:10 Si se calculeze aria sferei S*(R).

Solutie.

Metoda 1. Consideram parametrizarea

T (—g, g) x (0,27) = R*  r(p,9) = (Rcospcosth, Rcospsiniy, Rsingp).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt:

E= ||W”2 = R’

F={(ry, ry) =0

G = ||ry|I> = R*cos® ¢

§i FG — F? = R*cos? .

us ™
2 o 2

2
Aria (S*(R)) = / / R?| cos p|dpdip = 27 R? / cos ¢ dp = 2mR%sin ¢ Eﬂ = 41 R?.
0

2

vl

™
2

Observatie: In calculul de mai sus am "trigat” un pic, in sensul ca ar fi trebuit sa

s
2m—e¢ 3¢

consideram integralele urmatoare / pentru 1 si / pentru ¢, dupa care sa facem

s
€ 5-{-5

e — 0.
Metoda 2. Consideram parametrizarea
r:D*(1) =R r(u,v) = (u, v, V1—u2—v2),
unde D?(1) = {(u,v) € R* / u* + v* < 1} este discul unitate.
Am vizut deja ca r(D?(1)) reprezinta emisfera nordica a sferei S*(1), deci doar juméitate
de sfera.

Sa calculam aria. Mai intai, coeficientii primei forme fundamentale sunt:

1—0?
E=|r)|=——
Il = 25
uv
F = (ry, TU>:—1—u2—1)2
1 — u?
G:HTUHQZ

1 —u?—v2

i EG-F?= —
i EG 1 —u2—v2
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1
Aria = — dudv.
//D?(l) vV1—u?2 -2

Facand schimbarea de variabile u = rcos 6, v = rsinf, cu Jacobianul
cosf —rsinf
Jac = | .
sinf  rcosf
obtinem

2

1 1
. r r
Aria = 0/ —==dfdr = 27r0/—dr =21(—v1—1?)| =2r.

Rezultd Aria(S?(1)) = 4.

0

Ex 23.03:11 Sa se calculeze aria calotei sferice
{(z,y,2) € S*(R) : 2> h}
situate deasupra planului z = h, unde h > 0 este o constanta data.
Solutie.
Folosind parametrizarea pe sfera de raza R data de
r: (—g , g) x (0,27) = R? r(p,1) = R(cos ¢ cos 1, cos psin i, sin p),
conditia z > h implica sin¢ > h.
s s h

Deoarece sin : (—5 , 5) — (=1, 1) este crescatoare, rezulta ca ¢ > arcsin .

Coeficientii primei forme fundamentale sunt

E=R? F=0, G=R?cos’p,

27 5 s
Aria = / / R?| cos p|dyp | dip = 2 R?sin | -
0 arcsin % arcsin 5

Deci aria calotei este

deci aria este

Aria = 27R(R — h).

Ex 23.03:12 Si se calculeze aria regiunii de cilindru 2% + y* = o, unde a > 0, situata
intre planele z = «a si z = 3, unde a < .

Solutie. Consideram parametrizarea r : D x R — R3, r(p, z) = (acos g, asinp, z), unde
D = (0,27) x (o, ).
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Calculam:
r, = (—asing,acosp,0)
r, =(0,0,1)
Coeficienii primei forme fundamentale sunt:
E = (ry,r,) = a’
F={ryz2)=0
G=(r,,r.,) =1

Rezulta ca aria portiunii de cilindru cuprinsa intre cele doua plane este

2m—0 8—0
Aria = // VEG — F?dpdz = // Vatdedz = a / / dzdp
P b 040 40
27 B
=ap| -z| dp=2ma(f — a).
0 o

Ex 23.03:13 Fie elicea p : R — R3, p(t) = (acost, asint, bt), unde a,b > 0, care este
situata pe cilindrul 22 + y? = a?. Fie cercul obtinut prin sectionarea cilindrului cu planul
z = h, unde h > 0. Sa se gaseasca punctul p, de intersectie al elicei cu cercul si sa se
determine unghiul sub care cele doua curbe se intersecteaza.

Solutie. Notam cu C intersectia cilindrului cu planul z = h si parametrizam astfel:

v:R—=R? ~(t) = (acost,asint, h).

Punctul de intersectie py este dat de p(t1) = y(t2):

(2a) acost; = acosty
(2b) asint; = asinty
(2C) btl =h

Din (2a) si (2b) avem t; = to + 2k, k € Z. Fara a restrange generalitatea alegem t; = to.

Apoi, din (2c) obtinem

b=ty =
1_2_67
de unde
= acoshas'nhh
Po = L’ lb’ .

Notam unghiul dintre p si v cu 8; avem urmatoarea formula de calcul:

(P'(t1), 7 (1))
o' (E)] - [ (E0))]

cosf =
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Calculam derivatele functiilor p si v:

P (t) = (—asint,acost,b)

7' (t) = (—asint,acost,0).

Astfel, obtinem:

(7 (1), (0)) =
P 0 = a* + b

y(t1)]? = a®.
In concluzie:
0 o’ a ~— 0 ( a )
cosf = = = arccos | ———— |,
ava?+b2  Va?+ b2 va? + b?

independent de A > 0.
APPENDIX:

mi}= r={u+uv*2-u*3/3,v+u*2v-v*3/3,u"2-v"2}

ud v3

Outlt]= {u— —+uv?, v+ulv- —, uz—vz}
3

n2i= ru=D[r, u] // Simplify

Out(2)= {1—u2+v2, 2uv, Zu}

ng= rv =D[r, v] // Simplify
Out[3]= {2 uv, 1+u? —vz, -2 v}
4= ru.ru // Simplify

Outf4]= (l +u?+ vz) 2

ns= ru.rv // Simplify

outsl= 0
nel= rv.rv // Simplify

2
Outf6]= (1 +u?+ vz)

FIGURA 2. Enneper: calcul realizat cu Mathematica
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FIGURA 3. suprafata lui Enneper
7= ¥ = {uCos[v], uSin[v], av}
ou7= {uCos[v], uSin[v], av}

nE:= ru=D[r, u] // Simplify

ouwg= {Cos[v], Sin[v], 0}

= ¥v = D[r, v] // Simplify

oug= {-uSin[v], uCos|v], a}

o= ru.ru // Simplify

outfi0= 1

)= ru.rv // Simplify

outi11l= 0

2= rv.rv // Simplify

ouiz= a® +u?

FIGURA 4. Elicoidul: calcul realizat cu Mathematica

13
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1=

FIGURA 5. Elicoidul

FIGURA 6. Catenoidul



