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GEOMETRIE DIFERENŢIALĂ - SEMINAR

Exerciţiul 23.03:01 Fie suprafaţa S dată ı̂n formă explicită prin ecuaţia z = f(x, y),
unde f : D ⊂

d
R2 → R. Să se determine planul tangent la S ı̂ntr-un punct p0 al său.

Caz particular: D = R2 şi f(x, y) = x2 + y2 (paraboloidul de rotaţie).

Soluţie.

Fie (x0, y0, z0) coordonatele lui p0, unde (x0, y0) ∈ D, iar z0 = f(x0, y0).

Putem scrie o parametrizare a suprafeţei S astfel:

r : D → R3, r(u, v) = (u, v, f(u, v)).

Pentru un punct p0 ∈ S, planul tangent Tp0S are direcţia planară dată de ru = (1, 0, fu) şi

rv = (0, 1, fv), unde am notat fu = ∂f
∂u

(u, v) şi fv = ∂f
∂v

(u, v).

Direcţia normală este dată de ru × rv = (−fu,−fv, 1).

Astfel, planul tangent ı̂n p0 se scrie

fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0,

sau, echivalent,

fx(x0, y0) x+ fy(x0, y0) y − z + D = 0, unde D = z0 − x0 fx(x0, y0)− y0 fy(x0, y0).

În cazul particular al paraboloidului de rotaţie PE avem fx = 2x, fy = 2y, deci

D = z0 − x0 · 2x0 − y0 · 2y0 = −z0.
Astfel, planul tangent Tp0S are ecuaţia:

x0 x+ y0 y −
z + z0

2
= 0.

Să remarcăm că această ecuaţie este aceeaşi care se obţine prin dedublare (reamintim că
PE este o cuadrică).

Ex 23.03:02 Fie S dată implicit de ecuaţia F (x, y, z) = 0, unde DF (x, y, z) 6= 0 ı̂n
punctele suprafeţei. Să se descrie planul tangent la S ı̂ntr-un punct p0 ∈ S.

Cazuri particulare: sfera de rază R, hiperboloidul cu o pânză şi hiperboloidul cu două
pânze.

Date: 23 martie 2020.
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2 GEOMETRIE DIFERENŢIALĂ - SEMINAR

Soluţie: Dacă ∂F
∂z

(x0, y0, z0) 6= 0 atunci, ı̂ntr-o vecinătate a lui p0(x0, y0, z0), putem ex-
prima S ı̂n formă explicită z = f(x, y), cu (x, y) ∈ D ⊂ R2. Prin urmare avem

(1) F (x, y, f(x, y)) = 0, ∀(x, y) ∈ D.

Într-un punct p0 = (x0, y0, z0) ∈ S, planul tangent Tp0S se scrie (vezi exerciţiul precedent)

〈r̄ − r̄0, N̄0〉 = 0, unde r̄0 = (x0, y0, z0), r̄ = (x, y, z), iar N̄0 = (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1).

Revenind la ecuaţia (1), prin derivare ı̂n raport cu x, respectiv y, se obţine:

Fx + Fz · fx = 0 şi Fy + Fz · fy = 0.

Deci fx = −Fx
Fz

şi fy = −Fy
Fz

.

Prin urmare, N̄0 este coliniar cu (Fx(x0, y0), Fy(x0, y0), Fz(x0, y0)). Acest din urmă vector
este gradientul funcţiei F ı̂n p0 şi se notează cu ∇F (x0, y0, z0).

Aşadar, ecuaţia (vectorială a) planului tangent la S ı̂n p0 se scrie

〈r̄ − r̄0,∇F (x0, y0, z0)〉 = 0.

Pentru celelalte cazuri, când ∂F
∂x
6= 0 sau ∂F

∂y
6= 0 se face un calcul analog şi se obţine aceeaşi

ecuaţie.

Cazuri particulare:

(i) S = S2(R) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2} (sfera de rază R).

Considerând F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − R2, avem DF (x, y, z) = (2x 2y 2z) 6= 0 pentru
orice (x, y, z) ∈ S.

Direcţia normală la S ı̂ntr-un punct p0 = (x0, y0, z0) este dată de∇F (x0, y0, z0) = (2x0 2y0 2z0).

Astfel,

Tp0S : (x− x0) · 2x0 + (y − y0) · 2y0 + (z − z0) · 2z0 = 0

sau, echivalent,

Tp0S : x0 x+ y0 y + z0 z −R2 = 0.

(ii) S =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1

}
, a, b, c > 0 (hiperboloidul cu o pânză).

Considerând F (x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
− 1 avem DF (x, y, z) =

(
2x

a2
,
2y

b2
,−2z

c2

)
6= 0,

oricare ar fi (x, y, z) ∈ S. Direcţia normală la S ı̂ntr-un punct p0 = (x0, y0, z0) este dată
de:

∇F (x0, y0, z0) =

(
2x0
a2

,
2y0
b2
,−2z0

c2

)
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Astfel, Tp0S : (x− x0) 2x0
a2

+ (y − y0) 2y0
b2
− (z − z0) 2z0

c2
= 0 sau, echivalent,

Tp0S :
x0x

a2
+
y0y

b2
− z0z

c2
− 1 = 0.

(iii) S =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1

}
, a, b, c > 0 (hiperboloidul cu două pânze).

Se procedează analog şi se obţine

Tp0S :
x0x

a2
+
y0y

b2
− z0z

c2
+ 1 = 0.

Ex 23.03:03 Să se determine prima formă fundamentală pentru următoarele suprafeţe
parametrizate:

(a) r : R2 → R3, r(u, v) = (u, v, au+ bv + c), unde a, b, c,∈ R;

(b) r :
(
−π

2
, π
2

)
× (0, 2π)→ R3, r(ϕ, ψ) = (cosϕ cosψ, cosϕ sinψ, sinϕ);

(c) r : R2 → R3, r(u, v) = (u+ v, u− v, uv);

(d) r : (0, 2π)×
(
−π

2
, π
2

)
→ R3, r(θ, t) = ((2 + cos t) cos θ, (2 + cos t) sin θ, sin t);

(e) r : D ⊂
d
R2 → R3, r(x, y) = (x, y, f(x, y)), unde f : D → R este o funcţie netedă.

Soluţie:

(a) Avem ru = (1, 0, a) şi rv = (0, 1, b).

Rezultă că

E = 〈ru, ru〉 = 1 + a2

F = 〈ru, rv〉 = ab

G = 〈rv, rv〉 = 1 + b2,

deci I = (1 + a2)du2 + 2ab du dv + (1 + b2)dv2.

(b) Avem

rϕ = (− sinϕ cosψ, − sinϕ sinψ, cosϕ)

rψ = (− cosϕ sinψ, cosϕ cosψ, 0).

Rezultă că E = 1, F = 0, G = cos2 ϕ, aşadar I = dϕ2 + cos2 ϕdψ2.

(c) Avem ru = (1, 1, v) şi rv = (1,−1, u), deci E = 2 + v2, F = uv, G = 2 + u2.

Rezultă I = (2 + v2)du2 + 2uv dudv + (2 + u2)dv2.
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(d) Calculăm

rθ = (−(2 + cos t) sin θ, (2 + cos t) cos θ, 0)

rt = (− sin t cos θ, − sin t sin θ, cos t).

Rezultă I = (2 + cos t)2dθ2 + dt2.

(e) Avem rx = (1, 0, fx) şi fy = (0, 1, fy).

Rezultă
I = (1 + f 2

x)dx2 + 2fxfy dxdy + (1 + f 2
y )dy2.

Ex 23.03:04 Să se determine prima formă fundamentală pentru următoarele suprafeţe
parametrizate:

(a) r : R2 → R3, r(u, v) =

(
u+ uv2 − u3

3
, v + u2v − v3

3
, u2 − v2

)
(suprafaţa Enneper);

(b) r : R2 → R3, r(u, v) = (u cos v, u sin v, av), a > 0
(elicoidul);

(c) r : (0, 2π)× R→ R3, r(u, v) = (cosh v cosu, cosh v sinu, av), a ∈ R
(catenoidul).

Soluţie.

(a) Pentru calculul coeficienţilor, vedeţi figura 2. Prin urmare prima formă fundamentală
se scrie

I = (1 + u2 + v2)2 (du2 + dv2).

Suprafaţa este reprezentată ı̂n figura 3.

(b) Pentru calculul coeficienţilor, vedeţi figura 4. Prin urmare prima formă fundamentală
se scrie

I = du2 + (a2 + u2) dv2.

Elicoidul este reprezentat ı̂n figura 5.

(c) Prima formă fundamentală se scrie

I = cosh2(v) du2 + (a2 + sinh2(v)) dv2.

Catenoidul este reprezentat ı̂n figura 6.

Ex 23.03:05 Să se determine prima formă fundamentală pentru următoarele suprafeţe
parametrizate:

(a) r : (0, 2π) × I → R3, r(u, v) = (v cosu, v sinu, f(v)), unde f : I ⊂
d
R → R este o

funcţie netedă (şi bijectivă), iar I 63 0 (suprafaţă de rotaţie);
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(b) r : I × R→ R3, r(s, t) = ρ(s) + tā, unde ā ∈ R3 este un vector unitar constant iar
ρ : I ⊂

d
R → R3 este o curbă parametrizată regulată (netedă) ı̂n R3 a.̂ı. ρ′(s) şi ā

nu sunt coliniari ∀s ∈ I (suprafaţă cilindrică).

Caz particular: ā = (0, 0, 1) şi ρ : (0, 2π)→ R3, ρ(s) = (cos s, sin s, 0).

(c) r : I × (0,∞) → R3, r(s, t) = A + tρ(s), unde A este un punct fixat ı̂n R3, iar
ρ : I ⊂

d
R → R3 este o curbă parametrizată natural (netedă) ı̂n R3 având curbura

diferită de zero in orice s ∈ I (suprafaţă conică).

Caz particular: A = (0, 0, 0) şi ρ : (0, 2π)→ R3, ρ(s) = (cos s, sin s, 0).

Soluţie.

(a) Calculăm:

ru = (−v sinu, v cosu, 0)

rv = (cosu, sinu, f ′ (v))

Coeficienţii primei forme fundamentale sunt

E = ‖ru‖2 = v2

F = 〈ru, rv〉 = 0

G = ‖rv‖2 = 1 + f ′ (v)2 .

Astfel, prima formă fundamentală a suprafeţei este dată de

I = v2du2 +
(
1 + f ′ (v)2

)
dv2.

Să observăm că EG− F 2 6= 0 ı̂n baza ipotezei 0 /∈ I.

(b) Să determinăm baza naturală ı̂ntr-un punct al suprafeţei:

{rs = ρ′ (s) , rt = ā}
cât şi coeficienţii primei forme fundamentale

E = ‖rs‖2 = |ρ′(s)|2

F = 〈rs, rt〉 = 〈ρ′(s), ā〉
G = ‖rt‖2 = |ā|2.

Aşadar, prima formă fundamentală pentru S este

I = |ρ′(s)|2ds2 + 2〈ρ′(s), ā〉dsdt+ |ā|2dt2.
Condiţia EG − F 2 6= 0 este echivalentă cu |ρ′(s) × ā|2 6= 0, care este ı̂ndeplinită deoarece
ρ′(s) şi ā nu sunt coliniari pentru niciun s.

Caz particular:

ā = (0, 0, 1)şi ρ : (0, 2π)→ R3, ρ (s) = (cos s, sin s, 0)
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(cilindrul circular drept de rază 1).

Avem:
rs = (− sin s, cos s, 0) , rt = (0, 0, 1)

E = ‖rs‖2 = 1, F = 〈rs, rt〉 = 0, G = ‖rt‖2 = 1.

Forma ı̂ntâi fundamentală se scrie I = ds2 + dt2.

(c) Planul tangent ı̂ntr-un punct la suprafaţă este generat de {rs = tρ′ (s) , rt = ρ (s)}.
Calculăm

E = ‖rs‖2 = t2|ρ′(s)|2 = t2 parametrizarea este naturală

F = 〈rs, rt〉 = 〈tρ(s), ρ′(s)〉 = 0 deoarece ρ′(s) ⊥ ρ(s)

G = ‖rt‖2 = |ρ(s)|2.
Prima formă fundamentală se scrie I = t2ds2 + |ρ(s)|2dt2.

În cazul particular dat, se obţine I = t2ds2 + dt2.

Ex 23.03:06 Să se arate că meridianele şi paralelele de pe sfera S2 sunt perpendiculare.
Concret, considerând parametrizarea r(ϕ, ψ) = (cosϕ cosψ, cosϕ sinψ, sinϕ), meridianele
sunt definite de ψ = constant, iar paralelele de ϕ = constant.

Soluţie. Întrucât meridianele şi paralelele pe sfera S2 reprezintă liniile parametrice ale
acesteia, vom folosi formula

cos θ(p) =
F√
EG

,

unde E, F , G sunt coeficienţii primei forme fundamentale pe S2.

Am calculat anterior

E = ‖rϕ‖2 = 1

F = 〈rϕ, rψ〉 = 0

G = ‖rψ‖2 = cos2 ϕ.

Aşadar cos θ(p) = 0, deci θ =
π

2
pentru orice punct p ∈ S2.

Ex 23.03:07 Pentru două puncte arbitrare A, B (dar nu diametral opuse) de pe sfera S2

construim segmentul sferic [AB] ı̂n felul următor: planul (OAB) intersectează sfera după
un cerc mare (i.e. de rază 1); considerăm arcul mic ce uneşte A cu B.

Fie punctele A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) şi N(0, 0, 1) pe sfera S2. Construim ”triunghiul sferic”
ABN . Să se arate că are trei unghiuri drepte.

Soluţie. Vom parametriza cele trei segmente sferice.
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[AB] : ρ1 : I1 → R3, ρ1(t) = (cos t, sin t, 0), astfel ı̂ncât
[
0, π

2

]
⊂ I1 şi

ρ1(0) = A , ρ1

(π
2

)
= B

[AN ] : ρ2 : I2 → R3, ρ2(s) = (cos s, 0, sin s), astfel ı̂ncât
[
0, π

2

]
⊂ I2 şi

ρ2(0) = A , ρ2

(π
2

)
= N

[BN ] : ρ3 : I3 → R3, ρ3(a) = (0, cos a, sin a), astfel ı̂ncât
[
0, π

2

]
⊂ I3 şi

ρ3(0) = B , ρ3

(π
2

)
= N.

figura 1. N(verde), A(roşu), B(magenta)

În A, avem vectorii tangenţi ρ′1(0) = (0, 1, 0) şi ρ′2(0) = (0, 0, 1).

Unghiul A se calculează astfel:

cosA =
〈ρ′1(0), ρ′2(0)〉
‖ρ′1(0)‖ · ‖ρ′2(0)‖

= 0.

Deci A =
π

2
.

Analog, ı̂n B avem vectorii tangenţi −ρ′1
(
π
2

)
= (1, 0, 0) şi ρ′3(0) = (0, 0, 1) care sunt

perpendiculari. Deci B =
π

2
.
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Apoi ı̂n N avem vectorii tangenţi −ρ′3
(
π
2

)
= (0, 1, 0) şi −ρ′2

(
π
2

)
= (1, 0, 0). Rezultă N =

π

2
.

Observaţie. Pentru unghiul B am considerat −ρ′1
(
π
2

)
(drept vector tangent la ρ1

(
π
2

)
)

deoarece este vorba de unghiul B interior triunghiului sferic ABN . Prin urmare, trebuie să
considerăm segmentul sferic BA, aşa că trebuie să schimbăm orientarea (sensul de parcurs
al curbei ρ1). Analog şi pentru N .

Ex 23.03:08 Fie paraboloidul de rotaţie PE : z = x2 + y2.

Definim curbele C1 = PE∩{z = h} şi C2 = PE∩{ax+by = 0}, unde h > 0, a, b ∈ R\{0}.
Să se determine unghiul dintre cele două curbe ı̂n punctul lor de intersecţie.

Soluţie. Curba C1 poate fi parametrizată astfel

ρ1 : [0, 2π]→ R3, ρ1(t) =
(√

h cos t,
√
h sin t, h

)
.

Pentru curba C2 avem parametrizarea

ρ2 : R→ R3, ρ2(s) =
(
bs, −as, (a2 + b2)s2

)
.

Evident, C1 şi C2 se intersectează ı̂n două puncte şi anume:

P =

(
b

√
h

a2 + b2
, −a

√
h

a2 + b2
, h

)
şi Q =

(
−b
√

h

a2 + b2
, a

√
h

a2 + b2
, h

)
.

Vectorii tangenţi la C1 şi C2 sunt

ρ′1(t) =
(
−
√
h sin t,

√
h cos t, 0

)
ρ′2(s) =

(
b, −a, 2(a2 + b2)s

)
.

Pentru punctul P avem: s0 =

√
h

a2 + b2
, cos t0 =

b√
a2 + b2

, sin t0 = − a√
a2 + b2

.

Calculăm 〈ρ′1(t0), ρ′2(t0)〉 = 0.

Deci unghiul sub care cele două curbe se intersectează ı̂n P este
π

2
.

Analog pentru punctul Q.

Lucru individual.

Ex 23.03:09 Fie paraboloidul de rotaţie PE : z = x2 + y2.

Definim curbele C1 = PE ∩ {z = h} şi C2 = PE ∩ {ax + by + cz = 0}, unde h > 0,
a, b ∈ R \ {0}.
Să se determine unghiul dintre cele două curbe ı̂n punctul lor de intersecţie.

Caz particular: a = b = 2, c = 1.
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Ex 23.03:10 Să se calculeze aria sferei S2(R).

Soluţie.

Metoda 1. Considerăm parametrizarea

r :
(
−π

2
,
π

2

)
× (0, 2π)→ R3, r(ϕ, ψ) = (R cosϕ cosψ, R cosϕ sinψ, R sinϕ).

Coeficienţii primei forme fundamentale sunt:

E = ‖rϕ‖2 = R2

F = 〈rϕ, rψ〉 = 0

G = ‖rψ‖2 = R2 cos2 ϕ

şi EG− F 2 = R4 cos2 ϕ.

Aria
(
S2(R)

)
=

2π∫
0

π
2∫

−π
2

R2| cosϕ|dϕdψ = 2πR2

π
2∫

−π
2

cosϕ dϕ = 2πR2 sinϕ
∣∣∣π2
−π

2

= 4πR2.

Observaţie: În calculul de mai sus am ”trişat” un pic, ı̂n sensul că ar fi trebuit să

considerăm integralele următoare

2π−ε∫
ε

pentru ψ şi

π
2
−ε∫

−π
2
+ε

pentru ϕ, după care să facem

ε→ 0.

Metoda 2. Considerăm parametrizarea

r : D2(1)→ R3, r(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2),

unde D2(1) = {(u, v) ∈ R2 / u2 + v2 < 1} este discul unitate.

Am văzut deja că r(D2(1)) reprezintă emisfera nordică a sferei S2(1), deci doar jumătate
de sferă.

Să calculăm aria. Mai ı̂ntâi, coeficienţii primei forme fundamentale sunt:

E = ‖ru‖2 =
1− v2

1− u2 − v2

F = 〈ru, rv〉 =
uv

1− u2 − v2

G = ‖rv‖2 =
1− u2

1− u2 − v2

şi EG− F 2 =
1

1− u2 − v2
.
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Aria =

∫∫
D2(1)

1√
1− u2 − v2

dudv.

Făcând schimbarea de variabile u = r cos θ, v = r sin θ, cu Jacobianul

Jac =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
obţinem

Aria =

1∫
0

2π∫
0

r√
1− r2

dθdr = 2π

1∫
0

r√
1− r2

dr = 2π(−
√

1− r2)
∣∣∣1
0

= 2π.

Rezultă Aria(S2(1)) = 4π.

Ex 23.03:11 Să se calculeze aria calotei sferice

{(x, y, z) ∈ S2(R) : z > h}

situate deasupra planului z = h, unde h > 0 este o constantă dată.

Soluţie.

Folosind parametrizarea pe sfera de rază R dată de

r :
(
−π

2
,
π

2

)
× (0, 2π)→ R3, r(ϕ, ψ) = R(cosϕ cosψ, cosϕ sinψ, sinϕ),

condiţia z > h implică sinϕ > h.

Deoarece sin :
(
−π

2
, π

2

)
→ (−1, 1) este crescătoare, rezultă că ϕ > arcsin h

R
.

Coeficienţii primei forme fundamentale sunt

E = R2, F = 0, G = R2 cos2 ϕ,

deci aria este

Aria =

∫ 2π

0

(∫ π
2

arcsin h
R

R2| cosϕ|dϕ

)
dψ = 2πR2 sinϕ

∣∣∣π2
arcsin h

R

.

Deci aria calotei este

Aria = 2πR(R− h).

Ex 23.03:12 Să se calculeze aria regiunii de cilindru x2 + y2 = a2, unde a > 0, situată
ı̂ntre planele z = α şi z = β, unde α < β.

Soluţie. Considerăm parametrizarea r : D × R → R3, r(ϕ, z) = (a cosϕ, a sinϕ, z), unde
D = (0, 2π)× (α, β).
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Calculăm:

rϕ = (−a sinϕ, a cosϕ, 0)

rz = (0, 0, 1)

Coeficienii primei forme fundamentale sunt:

E = 〈rϕ, rϕ〉 = a2

F = 〈rϕ, zz〉 = 0

G = 〈rz, rz〉 = 1.

Rezultă că aria porţiunii de cilindru cuprinsă ı̂ntre cele două plane este

Aria =

∫∫
D

√
EG− F 2 dϕdz =

∫∫
D

√
a2 dϕdz = a

2π−0∫
0+0

β−0∫
α+0

dzdϕ

= a ϕ
∣∣∣2π
0
· z
∣∣∣β
α
dϕ = 2πa(β − α).

Ex 23.03:13 Fie elicea ρ : R → R3, ρ(t) = (a cos t, a sin t, bt), unde a, b > 0, care este
situată pe cilindrul x2 + y2 = a2. Fie cercul obţinut prin secţionarea cilindrului cu planul
z = h, unde h > 0. Să se găsească punctul p0 de intersecţie al elicei cu cercul şi să se
determine unghiul sub care cele două curbe se intersectează.

Soluţie. Notăm cu C intersecţia cilindrului cu planul z = h şi parametrizăm astfel:

γ : R→ R3, γ(t) = (a cos t, a sin t, h).

Punctul de intersecţie p0 este dat de ρ(t1) = γ(t2):

a cos t1 = a cos t2(2a)

a sin t1 = a sin t2(2b)

bt1 = h(2c)

Din (2a) şi (2b) avem t1 = t2 + 2kπ, k ∈ Z. Fără a restrânge generalitatea alegem t1 = t2.

Apoi, din (2c) obţinem

t1 = t2 =
h

b
,

de unde

p0 =

(
a cos

h

b
, a sin

h

b
, h

)
.

Notăm unghiul dintre ρ şi γ cu θ; avem următoarea formulă de calcul:

cos θ =
〈ρ′(t1), γ′(t1)〉
|ρ′(t1)| · |γ′(t1)|
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Calculăm derivatele funcţiilor ρ şi γ:

ρ′(t) = (−a sin t, a cos t, b)

γ′(t) = (−a sin t, a cos t, 0).

Astfel, obţinem:

〈ρ′(t1), γ′(t1)〉 = a2

|ρ′(t1)|2 = a2 + b2

|γ(t1)|2 = a2.

În concluzie:

cos θ =
a2

a
√
a2 + b2

=
a√

a2 + b2
⇐⇒ θ = arccos

(
a√

a2 + b2

)
,

independent de h > 0.

APPENDIX:

figura 2. Enneper: calcul realizat cu Mathematica
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figura 3. suprafaţa lui Enneper

figura 4. Elicoidul: calcul realizat cu Mathematica
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figura 5. Elicoidul

figura 6. Catenoidul


