GEOMETRIE DIFERENTIALA - SEMINAR

Exercitiul 30.03:01 Sa se arate ca imaginea prin aplicatia lui Gauss a elipsoidului

1‘2 y2 22
52 E—Fb—g‘i‘g:l

este intreaga sfera S?(1). De exemplu, si se giseasca un punct og pe € : ‘%2 + y; +22=1
astfel incat vectorul normalei unitare exterioare in py la & sa fie n = (1,1,v/3).

Solutie. Fie n € R? unitar. Trebuie si aratam c exista un punct py pe elipsoidul £ astfel
incat vectorul normalei unitare exterioare in py la £ sa fie n.

Daca po = (0, Yo, 20) atunci directia normalei exterioare este data de VF' in py.
Astfel, avem: (%, &, i—g) =, A>0.

Fie n = (n1,n9,n3). Rezulta

To = a*A\ny,
(1) Yo = b2/\n2,
20 = 2 Ans.

Insd cum po € &, coordonatele (g, yo, 29) verifica ecuatia elipsoidului. Deducem ca
N (a*n? + b*n3 + c*nd) = 1.

De aici avem
1

= )
Vazn? 4+ b2n3 + c2n?

A

iar pentru a afla punctul py inlocuim valoarea lui A in relatia (1).

In cazul particular dat, avem:
> =9.=4,c"=1,n=1,n=1,n3 = \/§,

de unde rezulta \ = %

si, In consecinta punctul py = <%, 1, \/T§>

Date: 30 martie 2020.
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Exercitiul 30.03:02 Sa se calculeze curbura gaussiana, curbura medie si curburile prin-
cipale ale urmatoarelor suprafete:

. 3 3
e suprafata lui Enneper: r : R? — R3, r(u,v) = <u +uw? — %L v+ ou® — 5 ut — UQ);

e clicoidul: r : R? = R3, r(u,v) = (ucosv,usinv,av), a € R;
e catenoidul: 7 : (0,27) x (0,00) = R3, r(u,v) = (cosh v cosu, cosh v sinu, v).

Solutie.
Suprafata lui Enneper
Calculam:
ry = (1 —u? + 02, 2uv,2u), 7, = (2uv,1+ u? — v? —20)
Tuu = (—2u,20,2), Tou = (20, 2u,0), Too = (2u, —2v, —2).

Coeficientii primei forme fundamentale sunt:

E = (ry,ry) = (1+u? —1—112)2
F={ry,r,) =0
G = (ry,ry) = (1 +u? +v2)2.

Avem asadar

VEG — F? = \/((1 +u2+v2)2)2 = (1 +u2+1)2)2.
Coeficientii celei de a doua forma fundamentala sunt:

1 —u? + 02 2uv 2u
uy v uu 1
= (7“ Toidf ) = 2uv 1+u?—0v2 —20

e = — .
vV EG—F2 (1 —|—u2 +2}2)2 —2U 2’U 2

—2(1 + u? + v?)°

(1+u? + v2)?

1 —u? + v? 2uv 2u
us v uv 1
(s Ty ) 2uv 14+u?—0v2 =20/ =0

m (1 + u? +U2)2 2 2 0

(ruarvarvv) — (Tu’rv’ _Tuu) = —e= -2

Y= EG -2 EG_-I?

f=

Rezulta astfel valorile pentru curbura gaussiana:

eqg — f? —4
K p— p—
(p> EG . F2 (1 + U2 + 02)4
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si pentru curbura medie:

1 eG-2fF +gE
Ap) =5 —gc_p 0

Avem deci o suprafata minimala.

FIGURA 1. Suprafata lui Enneper

Sa calculam si curburile principale:

2
klyng:t\/HQ—K < kLQZZl:

(14 w2+ v2)?

Elicoidul
Calculam: 7, = (cosv,sinv,0), ry = (—usinv, ucos v, a).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt:
E={(ry,r,) =1
F={ryr,) =0
G = (ry,r,) = a® +u*.

Vom calcula a doua forma fundamentala folosind aplicatia lui Gauss. Calculam normala
la suprafata:
Ty X Ty = (asinv, —acosv,u),

pentru care
|7 X 10|? = a® + .
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Astfel, aplicatia lui Gauss este:

Tu X Ty 1

n(p) - |7nu X Tv’ - \/CL2 +u2

Rezulta ca

(asinv, —acosv,u), unde (u,v)=7r"(p).

a .
n, = ——— (—usinv,ucosv,a)
(a® +u?)2
1

(acosv,asinw,0).

Coeficientii celei de a doua forma fundamentala sunt:

g = —(ny,r,) =0.

Deci avem matricea operatorului Weingarten:

5 _ 1 (—eG+fF —fG—i—gF)

- EG-F2\eF—-fE fF—gE
b a(a® + u?)
- _% a a® +u?
a u 0
Vva? 4 u?
a
0 -
. ] VaT @
&L —— 0
(a® + u2)%
Obtinem astfel curbura gaussiana
a a a?

K (p) = det(S,) = - = -

si curbura medie
H(p) = trace(S,) =0

Deci elicoidul este suprafata minimala.
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FIGURA 2. Elicoidul

Curburile principale sunt:

a

klngivH2—K <~ k‘lgzi—
) ’ a2+u2

Catenoidul

Avem urmatoarele valori pentru coeficientii celor doua forme fundamentale:

E =cosh’v, F=0, G =cosh®v,
62—]., f:07 g:17

de unde obtinem

si
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FIGURA 3. Catenoidul (vizualizari din unghiuri diferite)

Exercitiul 30.03:03 Fie curba (pland) parametrizatd p: [ — R, p(t) = (0,y(t), 2(¢)), cu
y(t) > 0519/ (t)* + 2/ (¢)* # 0.

(a) Sa se scrie ecuatiile suprafetei obtinute prin rotatia curbei in jurul axei Oz.

™ . e
Fie p(t) = (O,sint,cost—i—logtan %), t € <§ ,7?) (tractricea). Suprafata obtinuta se
numete pseudosfera.

(b) Sa se calculeze curbura medie si curbura gaussiana. Sa se deduca faptul ca pseudosfera
are curbura gaussiana constanta negativa.

Solutie. (a) Ecuatiile parametrice ale suprafetei de rotatie obtinute sunt
r(u,t) = (y(t) cosu,y(t) sinu, z(t)).

(b) Pentru pseudosfera avem
coeficientii primei forme fundamentale
E =cot’t, F=0, G=sin’t
si coeficientii celei de a doua forme fundamentale
e=cott, f=0, g=—sintcost.

Deducem astfel valorile pentru curburi

H = —cot2t, K=-1.
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FIGURA 4. Pseudosfera

Exercitiul 30.03:04 Fie suprafata parametrizata
. . . t s
r(u,t) = (smtcosu,smtsmu,cost+logtan§ + au) RS (5 ,7r> ,a > 0.

Aceasta suprafata se numeste suprafata lui Dini si este o "rasucire torsionata” a pseudo-
sferei.

Sa se caculeze curbura gaussiana.
Solutie.
Avem coeficientii primei forme fundamentale
E =cot’t, F =uacostcott, G =sin’t+ a?
si coeficientii celei de a doua forme fundamentale
cott a sint cost

62—7 = = ———F—.
V14 a? / V1 +a? I vV1+a?

Deducem astfel valorile pentru curburi

ppo_ . _cot2t K __!

V1ta’ V1+a?
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FIGURA 5. Suprafata lui Dini

Prin urmare suprafata lui Dini are curbura gaussiand constanta negativa.
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Lucru individual:

Exercitiul 30.03:05 Fie p : I — R? o curba parametrizata natural, de curbura nenuld. Fie
{p(t); T(t),N(t), B(t)} reperul Frenet intr-un punct arbitrar al curbei. Definim suprafata
parametrizata

r:Ix(0,21) = R r(t,u) = p(t) + Rcosu N(t) + Rsinu B(t), R >0.
(Suprafata de mai sus se numeste suprafata tubulard in jurul lui p.)

Sa se calculeze curbura medie i curbura gaussiana.

FIGURA 6. Suprafata tubulara



