Seminarul 10
Sfera gi cercul - continuare

Exercitiul 1. Sa se determine conditia in care ecuatia
2 2
*+y " +axr+by+c=0
este ecuatia unui cerc.

Solutie: Observam ca

c12+ 2+2b +b2_a2+bz—4c
LY TRyt = 4

. . i3 . . “ . . v 2 2_ -
Prin urmare ecuatia prezentata este ecuatia unui cerc daca si numai daca % > 0.

x2+y2+a:c+by+c:0<:>ﬂc2+2%x+

Exercitiul 2. Sd se scrie ecuatia simetricului cercului x* + y? — 4z — 8y + 19 = 0 fatd de dreapta d) : v —y—2 = 0.
Solutie: Identificim mai intai centrul si raza cercului propus. Observam ca ecuatia se poate rescrie astfel:
(-2 +(y-4)7=1

Deci cercul cu care lucram are centrul §2(2,4) si raza R = 1. Este suficient sd determindm simetricul centrului fatd de
dreapta d). Pentru determinarea simetricului centrului este necesar sa aflim mai intai coordonatele proiectiei punctului
pe dreapta. Fie Q' = pryQ=dnd, d 1L d, Q € d'. Obtinem:

-2 —4
al'):x1 :%—)d’):z—&—y—G:O.
Proiectia centrului este:
(1) O —dna {7V 2E0 0=
r+y—6=0 Y=

Consideram € mijlocul segmentului [Q29Q”] unde 2”7 = 54. Rezulta:

{wa = 23:‘9/ — :EQ = 6

(2) B B
yor =2y —yao =0

Ecuatia cercului simetric este:
C:i(x—6)2+(@y)?=1
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Exercitiul 3. Sd se scrie ecuatia cercului care trece prin punctele A(4,3) si B(0,1) si are centrul pe dreapta x+y+1 = 0.

Solutie: Deoarece centrul cercului se afli pe dreapta d rezultd ca exista ¢t € R astfel incat Q(¢, —1 —¢).
Valoarea parametrului se obtine din informatia ca d(Q2, A) = d(Q2, B).
Avem:
(3) A=t + @A+t =+ 2+t 52 =8t + 16+ 1>+ 8+ 16 =t +t* + 4t +4 > 4t =28 5t =7
Obtinem Q(7, —8). Raza cercului este:
R=4d(9Q,4) =d(Q, B) = V130.
Astfel ecuatia cercului cautat este
C:(xz—1)%+(y+8)* =130.
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Exercitiul 4. Sd se determine ecuatiile cercurilor tangente simultan la dreptele di) :x+y =0, d3) :x+y—4=0 g
azxei Oy.

Solutie: Incepem cu observatia ca dreptele d; si ds sunt doua drepte paralele. Prin urmare centrele cercurilor pe care le
cautam se afla pe dreapta ”"mediana” a celor doua drepte. Este evident ca pentru a scrie ecuatia acesteia avem nevoie de o
directie gi un punct. Vectorul director va fi acelasi cu cel al dreptelor d;) si d3). Pentru a determina punctul avem nevoie de
ecuatia unei drepte perpendiculare pe cele doua care sa treaca spre exemplu prin origine. Fie deci § L dy, § L dg, O € 6.
Se obtine

d:x—y=0.
Sa determinam intersetia dintre dreapta § si dy, do. Punctul pe care il cautam va fi mijlocul segmentului determinat de
cele doua puncte de intersectie.

" dy N6 — 0(0,0)
doNé — A(2,2)

Punctul cautat este M(1,1). Scriem acum ecuatia dreptei mediane:
r—1 y-—1
= >z —-2=0.
1 1 Ty
Deoarece Q € m — 3t € R astfel incat Q(t, —t + 2). Diametrul cercului este egal cu d(dy,ds) = 2v/2. Deci raza este
R = /2. Vom determina valoarea parametrului utilizand faptul ci cercul este tangent si axei Oy.
Sa calculam distantta mentionata anterior:

(5) d(0, Oy) = 'i' — V2 {t =V2

m:

Obtinem cele doua cercuri de ecuatii generale:

Cr:(z—v2)2 +(
Co: (z+v2)2 + (
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Exercitiul 5. Sd se scrie ecuatia unui plan care contine punctele A(1,1,1), B(2,0,0) si care intersecteazd sfera x2 +
y? + (2 +2)? = 8 dupd un cerc de razi r = 1.
Solutie: Observam ca (0,0, —2) este centrul sferei de raza R = 2v/2. Sa presupunem ca sfera intersecteazs planul
7 dupa cercul de razd r = 1. Avem r? = R? — d?(Q,7) — d*(Q,7) = R? — r? = 4. Deci d(, ) = 2. Ecuatia generali a
planului 7 este
miar+by+cz+d=0.
Folosind apartenenta celor doua puncte la plan avem:

{a+b+c+d=0

6
(6) 2a+d=0

Sistemul precedent este un sistem compatibil dublu nedeterminat. Avem:

d
(7) R
b:—c—g



Ecuatia planului devine:
d
(8) w:—x—(c—l—Z)y—i—cz—l—d:O

Vom utiliza faptul c& d(£2, ) = 2. Deci:

d d
‘—2-0—(04-2) 0—2c+d

—2c+d
© 4@, m) = - ed
d? d? d?
\/4—|—02+4—|—cd+02 \/202+?+cd
Prin ridicare la patrat obtinem:
d2
(10) 4c2+d2—4cd:4<2c2+2+cd>—>4c2+8cd+d2:o
Privim ecuatia precedenta ca pe o ecuatie de gradul II in necunoscuta c.
(11) A = 64d* — 16d* = 4842
Obtinem:
—8d+4
_Ssdrdvad () V3,
(12) 8 2
B —8d — 4+/3d B 7176 d
B 8 B 2
Deci:
1 1 V3 V3
—= - Y2 —1+ 22 1=
) ™ 23: + 3 B + + 5 z+ 0
1 1 V3 V3
- -4 ve 12 1=
o 5% + 5 + > + 5 | 2 + 0
oy . 2 2 2 . x Yy — 1 z
Exercitiul 6. Fie sfera S) : x* +y*+ (2 — 1)* =5 gi dreapta d) : 1= 1 -1
(1) Sa se determine intersectia sferei cu dreapta d.
Solutie:
>+’ +(z-1)2=5
=1
(14) snd:{" St=+1
y=1t+1
z=t

Obtinem cele doud puncte de intersectie: A(1,2,1), B(—1,0,—1).
(2) Sa se scrie ecuatia planelor tangente sferei in punctele de intersetie dintre dreaptd si sferd.
Solutie: Deoarece punctele apartin sferei rezulta cd ecuatia planelor tangente se obtine prin dedublare.

{m:x+2y—520
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(15) Mo —x—22—3=0

(8) Sa se determine ecuatia unui plan 7 care confine dreapta d $i determind pe sferd un cerc de razd r = 2.
Solutie: FEcuatia generald a planului este m : ax + by + cz + d = 0. Pentru ca planul sa contind dreapta este
suficient sd impunem apartanenta punctelor de intersectie dintre dreaptd si plan.

(16) a+2b+c+d=0 o a=—c+d
—a—c+d=0 b=—-d
Momentan ecuatia planului este:
(17) 7:(—c+d)r—dy+cz+d=0
Sa utilizam informatia legatd de raza acestuia. Avem r? = R? — d?(Q,7) — d(Q,7) = 1.
Altfel spus:
(18) d(Q,7) = e+ d] _1

V2¢2 4+ 2d? — 2cd



Prin ridicare la patrat obtinem:

(19) A+ d?+2cd =22 42d*> —2¢d — 2 —ded +d*> =0
O privim ca fiind o ecuatie de gradul II in necunoscuta c. Avem A = 16d? — 4d? = 12d>. Deci:
4d + 2+/3d
(20) 027\[:(2+\/§)d—>m:(—1—\/§)x—y+(2+\/§)z+120
4d — 2+/3d
c:%:(Z—ﬁ)d—Hrz (=1 +V3)z—y+(2—-V3)z+1=0

(4) Sd se determine valoarea minimd pe care o poate lua raza cercului de la punctul anterior?
Solutie: Vom aborda o metoda diferita de cea prezentatd in seminarul precedent. Pentru aceasta vom relua
calculul de la punctul precedent pentru o razda arbitrara. Fie deci

2+ d?+2cd

21 2 e Hd t2cd
(21) S = S 0@~ 9ed

= (9—2r)c + (2r? —12)ed + (9 — 2r2)d® = 0
Se obtine
A= ((27~2 —12)2 — 4(9 — 22)? = —12r + 962 — 180) 2.

Pentru a avea o solutie este necesar si suficient ca A > 0 — 3r% — 24r? + 45 < 0. Obtinem r? € [3,5]. Deci
valoarea minimda este r = \/§

Exercitiul 7. Fiind date sfera S) 2% +y* + 22 — 2z — 4y — 62 = 0 si punctul A(1,1,1) sd se determine:
(1) centrul si raza sferei S).
Solutie: Se observd ca putem rescrie ecuatia sferei astfel :
S) (x -1+ (y—2)2+(2—3)*=14.

Deci centrul sferei este 2(1,2,3) si raza este R = /14.
(2) raza si ecuatiile cercului de centru A care se afld la intersectia dintre sferd cu un plan convenabil ales.

Solutie: Observam ca AQ = j + 2k. Deci ||EH = /5 < R. Prin urmare A este un punct interior sferei.

Planul cautat are normala A2 = N. Deci ecuatia planului este
(m):y+2z+d=0.
Vom identifica valoarea lui d pundnd conditia ca A € w. Se obtine d = —3. Deci:

(z—-1)2+(y—22%+(2-3)%2 =14

(22) C=Snmn:
y+22—-3=0

Raza cercului obtinut prin intersectarea sferei cu planul © esre r = 1/ R? — ||ﬁ||2 =3.
3
Exercitiul 8. Sd se determine centrul si raza sferei S) x% +y? + 2% — 6z + 4y + 2 — 1= 0 st sa se scrie ecuatia planului
1 1
tangent la sferd in punctul M (1, 1, 2) . Sa se verifice daca planul P) 3z — 2y — z + 5= 0 este tangent la sferd.

1\? 1
Solutie: S)(z —3)? + (y + 2)% + (z + 2> = 14, deci Q <3, -2, —2) si R = v/14. Planul tangent la sferd in punctul
M are ecuatia

3
—2x+3y—|—z—§:0.

Se obtine d(, P) = /14 = R, deci planul P) este tangent sferei.

1
Exercitiul 9. Fiind date sfera S)x? +y* + 22 +2x — 4y — 62 — 2 =0, planul P) x + 2y + 2z — 4 = 0, dreapta d)% =

y—2 z+2
=

g1 punctul A(1,1,2) sd se determine:

(1) centrul si raza sferei S) precum si raza §i ecuatiile cercului de centru A care se afld la interseclia dintre sferd cu
un plan convenabil ales.
Solugie: Obtinem Q(—1,2,3) si R = 4. Vectorul ﬁ = (=2,1,1) reprezinta normala la planului cu care se
realizeaza sectiunea. Deoarece A apartine planului obfinem:
C—SAn-: {x2+y2+22+2x—4y—6z—220

(23)
—2z4+y+2-1=0

Raza cercului r = +/10.



(2) ecuatiile planelor paralele cu planul P) si tangente sferei S);
Solutie: Se obtin planele de ecuatie generala:

(24) mir+2y+224+43=0, m:x+2y+2z—21=0.
(8) ecuatia sferei cu centrul in A si tangentd dreptei d).

Solutie: Avem centrul sferei pe care o cautam. Mai avem de identificat raza acesteia. Vom folosi infomatia
cds_ffm este tangetd dreptei d. Decir = d(A,d). Pentru aceasta consideram My(—1,2,—2) € d. Atunci d(A,d) =
AM x d|
u = 1. Deci
Il
(S):(z—124+(y—1)72+(z—2)*=1.
Exercitiul 10. Sd se determine centrul si raza cercului de intersectie dintre sferele Sy)a® +y*+22 —6x+2y—22+7=0
5i So)x? +y? + 22 — 22 — 4y +22-3=0.

Solutie: Centrul cercului cautat se afla la intersectia dintre planului radical
P):4zx—6y+42—-10=0
si dreapta perpendicularid pe plan care trece prin centrul sferei S. Deci:
dr —6y+42—10=0
r=2t+1,

(25) Q=PnNd: ,teR
y=—-3t+2,
z=2t—1
. 39 1 5 . V32
Obtinem € (17, 17 17) . Raza cercului este r = I7

Exercitiul 11. Se cere ecuatia sferei S) ce trece prin cercul C)x? +y*> — 11 = 0,z = 0 i este tangentd planului P)x +
y+2z—-5=0.

Solutie: Deoarece sfera S) trece prin cercul C), centrul sferei va fi C'(0,0,a). Punem conditia R? = d? + 2, unde
R este raza sferei S), r = /11 este raza cercului C) iar d = dist(C,C") = |a|,C’(0,0,0) fiind centrul cercului C).

la = 5|

2
)
Sfera este tangentd planului P), deci R = dist(C,P) = . Rezulta ca o? + 11 = (|(13|> . Se obtin solutiile

a1 = —4, ay = —1 si deci sferele corespunzitoare sunt 22 + y? + (z +4)% — 27 = 0, respectiv 2% + ¢ + (2 + 1) — 12 = 0.
Exercitiul 12. Sd se determine ecuatiile cercului C') care are centrul C(1,6,0) si se afld la intersectia sferei S)(x —4)2 +
(y—7)2+ (2 +1)%2 =36 =0 cu un plan convenabil ales. Care este raza acestui cerc?

Solutie: Deoarece distanta de la C la centrul sferei C’'(4,7,—1) este d = v/11, este mai mica decét raz_a)sferei R =6,
punctul este interior sferei. Cercul C) aflandu-se la intersectia sferei S) cu planul prin C perpendicular pe CC’ = (3,1, —1)

Acest cerc are ecuatiile
(=42 +@y-7°+(2+1)2-36=0
3r+y—2—-—9=0

Raza cercului este r = v R? — d? = 5.

2042y —2z+4=0,

Exercitiul 13. Sa se determine ecuatia sferei S) ce trece prin origine si prin cercul C) :
t tia sf ) p g St p ) {x2+y2+z2+2m—4y—4z—4020.

Solutie: Distanta de la centrul sferei la plan fiind mai mica decit raza sferei, familia de sfere ce trece prin cercul C)
este datd de Sy) : AM(@? +y% + 22+ 22 — 4y — 42 — 40) + 22 + 2y — 2 +4 = 0. Sfera cautata 22 +y? + 22 + 222+ 16y — 62 = 0
se obtine pentru A = 1/10, rezultat din cerinta ca originea sa aparting lui Sy ).

Exercitiul 14. Determinati ecualia sferei S) tangentd dreptelor di)x = y = z si do)x +y = 5,z = 0. In punctele
A(1,1,1), respectiv B(3,2,0).
Solutie: Sd analizam ecuatiile dreptei do) pentru a obtine vectorul sdu director:

=t
(26) y=>5—t
z=0, teR.

Centrul sferei se afld pe dreapta de intersectie a planelor P)x +y+z—3 =0 (plan prin A perpendicular pe d1)) si Q)x —
y—1=0 (plan prin B perpendicular pe ds)). Daca consideram un punct curent de pe aceastd dreaptd C'(M; A — 154X —2),
din conditia dist(Cy, A) = dist(Cy, B) obtinem \ = 2 si deci sfera este S)(z —2)? + (y — 1)2+22 -2 =0.



Exercitiul 15. Fiind date sfera S)z? + (y — 2)? + 22 — 6 = 0, punctul A(0,2,1) si dreapta d)2x = y02 = 2z se cer:
(1) ecuatia sferei de centru A gi tangentd sferei S);
Solutie: Centrul sferei S) este C(0,2,0), raza R = /6, iar dist (A,C) = 1. Evident existd doud sfere cu
proprietatea cerutd, de raze /6 + 1. Ecuatiile lor sunt 2% + (y —2)? + (2 — 1)2 =7+ 26 = 0.
(2) ecuatiile sferelor tangente sferei S), avind raza egald cu unitatea $i centrele pe dreapta d).
Solutie: Dreapta d) ce trece prin centrul sferei S) o intersecteazd pe aceasta in punctele B1(1,4,1) ¢i Ba(—1,0,—1).
Un punct generic al dreptei d) fiind Dx()\, 2\ + 2,\), din conditia dist(By; Dy) = 1 obtinem Di(1 4+ 1/v/6,4 +
26,1+ 1/V/6) si Do(1 —1/3/6,4 — 2/6,1 — 1/+/6) Sferele corespunzitoare au ecuatiile

Sio:i(x—1+£1/V6)2+ (y—4+2V6)* 4+ (2 —1+1/V6)* = 1.
Alte douad sfere se obfin analog din conditia dist(Bg; D)) = 1.

Exercitiul 16. Ardtati cd planul tangent sferei S)z* + y* + 22 — R% = 0 intr-un punct arbitrar al acesteia determind pe
axele de coordonate segmente avand suma inverselor patratelor lungimilor constanta.

Solutie: Planul tangent sferei S) in punctul M («, 8,7) al acesteia este P)ax + By + vz — R? = 0. Intersectand acest
plan cu axele de coordonate, obtinem punctele A(R?/a,0,0), B(0, R?/3,0) si C(0,0, R?y Prin urmare:

1 1 1 248249 1

oxomtocr T R R
(punctul M apartinind sferei S)).
Exercitiul 17. Ardatati ca din punctul A(1,2,0) nu se pot duce tangente la sfera S)x? +y? + (2 —1)2 —9 = 0 si justificati
rezultatul.
Solutie: O dreapta arbitrara care trece prin punctul A, adica
r—1_ y-2 =z
A v 1

va intersecta sfera intr-un punct dublu numai daca ecuatia

N+ 2+ 122420 +20—1)-3=0
admite solutii egale. Acest lucru nu este posibil deoarece

A=4A+2v—1)+ 1202 + 22 +1)

este strict pozitiv. Punctul A este interior sferei, puterea lui fata de aceasta fiind —3.

Exercitiul 18. Fiind date punctele A(1,0,2) si B(3,2,0) sa se determine sfera de diametru AB si planul tangent sferei
in punctul A.

Solutie: Centrul este C(2,1,1), raza R = /3, ecuatia sferei este

(=22 +(y—1°+(:-1)*-3=0,
iar planul tangent in A este z +y — 2+ 1=0.
-1 -1

Exercitiul 19. Se considerd sfera S)x? + y* + 22 + 2z — 4y + 42 = 0 si dreapta d)xT = yT = % Se cere:

a) sa se determine centrul si raza sferei S);

Solutie: Scriem ecuatia sferei sub formd de pdtrate

S)z+1)°+(y -2+ (z+2)* - 9=0,
deci centrul sferei este C(—1,2,—2), iar raza R = 3.

b) sa se afle punctele de intersectie ale sferei cu dreapta d) si apoi sd se determine planele tangente sferei in punctele
de intersectie gasite.

Solutie: Obtinem punctele A(2,2,—2) si B(1,1,0). Planul tangent sferei in punctul A este P1)(x +1)(2+ 1) + (y —
2)2-2)+(2+2)(-24+2)—9=0, adicd 3z —6 =0, sau x —2 = 0. In acelasi mod se obtine si planul tangent in punctul
B, P)2x —y+2z—1=0.

Exercitiul 20. Fiind date punctele A(3,—1,2) si B(—3,7,2) sd se determine:
a) sfera de diametru AB i punctele de intersectie ale acesteia cu axa Oz;
Solutie: C(0,3,2), R = dist(A,C) =5, sfera
2+ (y—3)2+(2-2)%-25=0,
aza Oz are ecuatiile x = 0,y = 0 gi punctele de intersectie sunt D1(0,0,6), D2(0,0, —2).
b) planele tangente sferei in punctele de intersectie obtinute.
Solutie: Planul tangent in punctul Dy : —3y + 4z — 24 = 0 gi planul tangent in punctul Dy : 3y + 4z + 8 = 0.



Exercitiul 21. Sd se determine ecuatia sferei ce trece prin punctele A(1,2,3), B(3,—4,5) si are centrul pe dreapta

d) - T+y+z2=5
22+ 5y 432 =10

Solutie: Sa scriem mai intai ecuatiile dreptei sub forma parametrica:

2t
(27) d):{, -t teR
3
z=1

2t t
Fie centrul C <3 + 9, —3 z = t> de pe dreapta d).

Vom identifica valoarea parametrului punand conditia ca d(A,C) = d(B,C) Obtinem:

(28) (2;+51)2+<§2)2+(t3)2 <23t+53)2+<;+4)2+(t5)2

Relatia precedenta se rescrie astfel:

(29) (—2;+4)2+ (—;—2)2+(t—3)2 = (—2;+2>2+ <—;+4>2+(t—5)2

Dupa efectuarea calculelor avem:

42 16t 2 4t 42 8t 2 8t
30 o 416+ —+ — 444+t -6t +9= — — — 444+ — — — +16+t>—10t+25
(30) 9 3+ +9+3++ + 9 3++9 3++ +
Obtine,:
16t
(31) —?+16:0—>t:3.

Deci centrul cercului are coordonatele C'(3,—1,3). Raza va fi R=d(A,C) =d(B,C) =4+ 9=+/13.
Exercitiul 22. Determinati simetrica sferei S) : 22 +y?> + (2 — 1)? = 1 fata de planul xOy.

Solutie: Observam ci sfera are centrul €(0,0,1) cis raza R = 1. Este suficient si determindm simetricul centrului
fata de planul propus. Pentru aceasta amintim faptul ca xOy : z = 0. Vom determina mai intai proiectia punctului pe
plan. Fie

(32) = pryo,2=20ynd, d L 20y, Qed.
Obtinem:
z =0,
(33) dnz0y : ;”f ’ =1
z= t7— 1
Deci
Q' = (0,0,0).

Consideram Q' mijlocul segmentului ce are drept extremititi centrul sferei si simetricul acestuia 7. Avem relatiile:

T =2z —xq =0
(34) yor =2y —ya =0
zop = 2z — 2z = —1

Deci sfera simetrica are ecuatia

St byt (2412 =1,



Exercitiul 23. Sa se determine imaginea sferei
2+ (y—2°+(z—1)>%=4
prin simetria ortogonald fatd de dreapta d :x =y = z.

Solutie: Observam ca sfera are centrul £2(0,2,1) si razd r = 2. Vom determina simetricul centrului fata de dreapta d.
Pentru aceasta vom determina mai intai proiectia punctului pe dreapta.

(35) A =pryQ=dnm, 7ld Qecm.
Deoarece 7 L d — N, = (1,1,1). Deci
m:x+y+z+d=0.

Dar Qe —» m:x+y+ 2z— 3 =0. Determindm acum proiectia mentionata anterior:

r+y+2—3=0

=t
(36) dnm:d” St=1
y=t
z=3
Obtinem
0'(1,1,1).

Pentru determinarea simetricului vom considera £’ mijlocul segmentului [QQ7], Q7 = s4. Rezulta:

rqr = Q.Z‘Q/ —rQ = 2
(37) yQ” = 2yQ/ — yQ = 0
Zop =220 — 2 =1

Imaginea sferei este:

Sz -2+ P+ (2 -1 =4

Exercitiul 24. Sd se studieze dacd existd vreun punct de pe sfera x2 + y% 4+ 22 = 25 in care normala la sferd sd treacd
prin punctul A(1,1,1).



Solutie: S& consideram Py(xo,yo, 20) punctul de pe sferd. Normala in acest punct aceasta este:
x Y z

OPy: — =+ =—.
Lo Yo 20
Dorim ca
. 1
0= 7
1 1 1
AEonﬁf:f:f:t% yO:£7
To Yo 2o f
zZ0 = ;
Sa determinam acum intersetia cu sfera:
3 3 V3
— =9 2 - = =4+2°
(38) e 5—t 55 t 3
Obtinem astfel cele doud puncte de pe sfera in care are loc proprietatea din enunt;
P 5V3 5v3 5V3
(39) "33 3
p(_5Y3 _5V3  5V3
*\ 3 33

Exercitiul 25. Se considera sfera S : 22 + y?> + 22 — 22 — 4y — 62 — 6 = 0, planul (P)x +y + z + 3 = 0, dreapta
(d)xr=y=2z—1 gi punctul M(1,1,1). Se cer:

(1) centrul si raza sferei S;

(2) ecuatiile planelor paralele cu planul P gi tangente sferei S;

(8) ecuatia sferei cu centrul in M si tangentd dreptei (d).

Solutie:

(1) S:(x—1)2+(y—2)2+ (2 —3)2 =20 — Q(1,2,3), R=+/20.
™ :x+y+z—|—2\/ﬁ—620
Tyt +y+2—2/15-6=0
(3) Avem nevoie de raza. Pentru aceasta

(2) Avem:

MM, x d —
R =d(M,d) = |||§||X|, My(0,0,1) € d,d = (1,1,1), MMy = (—1,—-1,0)
Se observa:
7 ik
(40) MMyxd=|-1 -1 0|=(-1,1,0)
1 1 1
Deci:
R=V2
V3
Se obtine:
5 2

S (-1 4+ (y—-12+(z—1) 3

Exercitiul 26. Sa se scrie ecuatia sferei cu centrul pe dreapta
x y—1 =z+2

1= 1

avand raza \/5 care trece prin punctul A(0,2,—1).

Solutie: Daci € centrul sferei se afli pe dreapta d rezultd cid 3t € R astfel incat Q(¢,—t + 1,¢ — 2). Aflam valoarea
parametrului utilizand faptul c& d(Q, A) = /5.

(41) ALA) =2+ (—t— 124+ (12 =2+ 2+ 2+ 1412 -2+ 1=1/3t2+2
Obtinem:

t1=1
(42) 3t2+2:5—>{1 X

2 = -

Prin urmare avem doua sfere de centre: Q;(1,0,—1), Q9 (—1,2,-3).
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Exercitiul 27. Sa se gaseascd ecuatia sferei care este tangentd in punctul M(2,3,4) la planul Pz +y+2—-9=0 g
care are centrul in planul Py : Tx — 4y + 5z — 14 = 0.

Solutie: Este evident ca centrul apartine normalei la sferd in punctul M. Deci
Qt+2,t+3,t+4), teR.
Dar Q€ P, — 7(t+2) —4(t +3) +5(t+4) — 14 =0 — t = —1. Deci (1,2, 3). Raza sferei este r = /T + 1+ 1 = /3. Am
obtinut:
S:i(x—172+(y—2)7°+(z-3)>=3.
Exercitiul 28. Se considera sfera S : 2? + y*> + 22 — 22 — 4y — 62 — 6 = 0, planul (P)x +y + z + 3 = 0, dreapta
(d)xr=y=2z-—1 gi punctul M(1,1,1). Se cer:
(1) centrul si raza sferei S;
(2) ecuatiile planelor paralele cu planul P gi tangente sferei S;
(8) ecuatia sferei cu centrul in M gi tangentd dreptei (d).
Solutie:
(1) S:(z—1)%+(y—2)2+ (2 —3)2 =20 — Q(1,2,3), R=+20.
mir+y+z+2v15-6=0
moirx+y+2—2v15-6=0
(3) Avem nevoie de razi. Pentru aceasta

(2) Avem:

MMy x d —
R =d(M,d) = |”§_HX|, My(0,0,1) € d,d = (1,1,1), MM, = (—1,—1,0)
Se observa:
i Jj k
(43) MMyxd=|-1 -1 0|=(=1,1,0)
1 1 1
Deci:
o Y2
V3
Se obtine:
s 2

S i(x—12+y—1)2+(2-1) 3

Exercitiul 29. Sa se scrie ecuatia sferei cu centrul pe dreapta

d.x_y—l_z+2
1 -1 1

avind raza \/5 care trece prin punctul A(0,2,—1).

Solutie: Daci € centrul sferei se afld pe dreapta d rezultd cid 3t € R astfel incat Q(t,—t + 1,¢ — 2). Aflam valoarea
parametrului utilizand faptul ca d(2, A) = /5.

(44) AdLA) =2+ (—t— 12+ (12 =2+ 2+ 2+ 1412 -2 +1=1/3t2+2
Obtinem:

t1=1
(45) 3t2+2:5—>{1 X

2 = -

Prin urmare avem doua sfere de centre: ©;(1,0,—1), Qs (—1,2,-3).

Exercitiul 30. Sa se gaseascd ecuatia sferei care este tangentd in punctul M(2,3,4) la planul Pz +y+2—-9=0 g
care are centrul in planul Py : Tx — 4y + 5z — 14 = 0.
Solutie: Este evident ca centrul apartine normalei la sferda in punctul M. Deci
Qt+2,t+3,t+4), teR.
Dar Q€ P, — 7(t+2) —4(t +3) +5(t+4) —14 =0 — t = —1. Deci (1,2, 3). Raza sferei este r = /T + 1+ 1 = /3. Am

obtinut:
S:(x—12+@y—-27>%+(2-3)?2*=3.



