Seminarul 11
Elipsa pe ecuatii reduse

1 Elipsa

Cadrul de lucru este un plan afin euclidian orientat £2 = (E, (57 {, >) ,<I>).

Definitia 1. Se considera doud puncte distincte F, F’ € E cu d(F, F') = 2¢ > 0 si un numér real 2a > 2¢. Se numegte elipsa

locul geometric al punctelor planului F pentru care suma distantelor la punctele fixe F, F’ este constanta si egald cu 2a:
E={PcE |dPF)+dPF')=2a} (1)

Punctele F, F’ se numesc focarele elipsei, dreapta FF’ axa focala si 2¢ distanta focala.

Pentru a ne convinge ca locul geometric definit anterior este o multime nevida, fie O mijlocul segmentului (FF’), fie A, A’ €
FF' astfel incat d(O,A) =d(0,A)=asi A’ —F' —O—F — A. Evident A, A’ € £.

Putem sa mai construim usor alte doua puncte ce apartin elipsei: fie {B,B’ } intersectia dintre mediatoarea segmentului
(FF') si cercul cu centrul in F', de razd a. Evident B, B’ € £.

Aceste patru puncte A, A’, B, B’ se numesc varfurlle elipsei.

1
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1.1 Ecuatiile elipsei

Pentru a putea determina ecuatiile elipsei vom fixa un reper ortonormat astfel: originea va fi punctul O, mijlocul segmentului

(FF'),i= WF’F sij L, || j|=1 astfel incat {i,;j} e o baza pozitivi. Notam cu Oz, Oy axele de coordonate.

In raport cu acest reper punctele construite pand acum au coordonatele F(c,0), F'(—c,0), A(a,0), A'(—a,0), B(0,b),
B’(0,—b), unde am notat

b=+va? —c? (2)

Numim a semiaxa mare a elipsei §i b semiaxa mica.

B(0,b)
'(a,0)
B'(0, —b)

1.1.1 Ecuatia canonica

Fie P(z,y) un punct al elipsei. Atunci

V@ =2+ 2+ (@ + )+ 12 = 2.

Din calcule, obtinem ecuatia canonica a elipsei:
2 2

€z Y

Reciproc, putem s aratam ca orice punct ale carui coordonate verificd ecuatia (3) apartine elipsei.
Din ecuatia canonica a elipsei rezulta:



e dacd Q(z,y) € £ = Q1(—=x,y) € &, deci Oy este axa de simetrie pentru elipsi;
e dacd Q(z,y) € £ = Q2(x, —y) € &, deci Ox este axa de simetrie pentru elipsg;
e dacd Q(z,y) € £ = Q3(—x,—y) € &, deci O este centru de simetrie pentru elipsa.

Definim interiorul elipsei
2 g2
Int €= P(z,y) | §+b72_1<0
si exteriorul elipsei

22 2
Ext € = P(x,y)|;+bf2—1>0 .

1.1.2 Ecuatiile explicite

2
Din (3) deducem ci y? = b2 (1 — %) Observam cd pentru ca un punct P(z,y) sd apartind elipsei de semiaxd mare a, este
necesar ca —a < z < a. In aceste conditii, extragand radicalul in egalitatea de mai sus, obtinem
b
vl = *\a? — a2,
a

a? —x?,  y>0,
b\/ —x2, y<O.

Am obtinut ecuat;u explicite pentru cele doua arce de elipsa, cel inclus in semiplanul superior si cel inclus in semiplanul inferior.

\ Qo

Astfel, avem

1.1.3 Ecuatiile parametrice

Se poate verifica ci punctele de coordonate (acost, bsint), cu t € [0,2mw] verificd ecuatia canonici a elipsei, deci ecuatiile
parametrice ale elipsei sunt

T = acost
y = bsint, t € [0, 27].
1.2 Directoarele elipsei

Sa revenim la ecuatia elipsei pe care o rescriem

T+ —
c

(x+c)2+y%2=— , —a<z<a&

a

d(P,F') = ed(P,d"),

a2

unde P(z,y) e un punct arbitrar al elipsei, e = £ i §' : 2 = —2-.
Orice punct P al elipsei are proprietatea cd raportul dintre distanta de la P la punctul fix F’ si distanta de la P la dreapta
fixa 0’ este constant si egal cu e.
Daca atunci cand am determinat ecuatia canonica a elipsei am fi pastrat in membrul stang al egalitatii celalalt radical, am
fi obtinut

€ (0, ) excentricitatea elipsei, iar dreptele ¢, &’ directoarele elipsei.
A

adica d(P, F) = ed(P,J), cu ¢ : x—%.
Numim e = £

§ = B(0,b)

C

W(~,0)
T R(e0)




Tipul ecuatiei Axa focald Varfuri Focare Directoare Grafic
Yy
& B 3
" A l
| B/ |
A(a,0),
2 2 F(c,0),
T + ¥y _ 1, A'(—a,0), ,(C ) a?
a? = b2 Ox F'(—c,0) otz =+—
a>b B(0,0), 2 —a2_p2 ¢
B'(0,-b)
Y,
B 0
F
!
1) T
F,E ,
B(0,b),
x2 y2 F(0,c),
L= B'(0,-b), L R -t
a2 + b2 1 Oy ( ) F/(O, _0)7 6172 . y — e 6/
a<b A(a,0), 2= b — g2 ¢
A'(—a,0) ’
1.3 Intersectia dintre o dreapta si o elipsa
In continuare vom studia intersectia dintre elipsa (&) Z—; + g—j = 1 gi dreapta (d)y = max + n. Pentru a gisi coordonatele

eventualelor puncte comune rezolvam sistemul format din cele doua ecuatii. Eliminand necunoscuta ¥, obtinem ecuatia
(a?m? + b%)2? + 2a®mna + a®(n? — b*) = 0. (4)

Fie A discriminantul ecuatiei de mai sus.
A >0, dn&={P,P}. Spunem ca dreapta d este secanta elipsei.
Daca ¢ A <0, dN& = . Spunem ci dreapta d este exterioara elipsei.

A =0, dN&={T}(punct dublu). In acest caz, dreapta d este tangenti elipsei.

1.3.1 Ecuatia magica a tangentelor de panta data la elipsa

Obtinem A = 0 & n? = a?m? + b? = |n| = Va2m? + b2, deci exista doud tangente la elipsa de panta m:

(d)y =mx+ Va*m? + b2, (5)
(d2)y = max —+a?>m? + b2



1.3.2 Tangenta la elipsa intr-un punct al ei
Daca Py(xo,y0) € €, ecuatia tangentei la elipsa in punctul Py se obtine din ecuatia elipsei prin dedublare:

TTo | YYo
(do)ierT*l*O (6)
Pentru a demonstra ca dreapta de ecuatie (6) este tangenta elipsei, rezolvam sistemul format din ecuatia elipsei gi cea a dreptei

2
do. Folosind faptul ca =% + - b2 = 1, rezulta ca intersectia dintre dreapta si elipsa este un punct dublu si anume F.

1.3.3 Tangentele la elipsa ce trec printr-un punct exterior acesteia

Fie acum P(zg,yo) € xt € si (d)y — yo = m(x — xg) o dreaptd arbitrard prin Py. Impunem ca d si fie tangenta elipsei. Deci
inlocuim y = yg + mx — mxg In ecuatia elipsei obtinand o ecuatie de gradul doi in z. Discriminantul acesteia trebuie sa fie zero,
conditie echivalenta cu

m?(a® — z2) + 2maoyo + b* — y2 = 0. (7)

. . . 2 2 o v . . . . . . . . o e
Deoarece P este exterior elipsei < &3 4- % —1 > 0, rezulta ca ecuatia (7) are discriminant strict pozitiv, deci are doua solutii
reale distincte, m1 si mo.
Rezulta ca exista doua tangente duse din Py la elipsa, de ecuatii

y—yo—mi(x—1x0) =0, y—yo—ma(x —x0) = 0. (8)

1.3.4 Ecuatia patratica a tangentelor la elipsa dintr-un punct exterior ei

. o .. .. . . . b2 —
Inmultind cele doua ecuatii (8) si inlocuind din (7) mq + me = —5;”33;% si mimg = Z2, ob‘gmem ecuatia patratica:
0

(az - xo)(y yo) + 2z0yo(x — x0)(y — vo) + (b2 - y(Q))(fE - 350)2 =0.

1.3.5 Polara unui punct in raport cu o elipsa

Fie Ty, T cele doud puncte in care tangentele duse din P(xg,yo) € Ext
mathcal E la elipsa o taie pe aceasta. Vom demonstra ca ecuatia dreptei 1175 se obtine din ecuatia elipsei prin dedublare in P.
Presupunem ca T3 (x1,y1) st T2(22,y2). Deocarece PTy si PT» sunt tangente elipsei, iar 17,75 € &, rezultd ca ecuatiile celor

doua tangente sunt:

1 | Yhn T2 YY2

2 +b—271 0, 2 +b—271—0
Fie dreapta de ecuatie (do) LIo 4 yy“ — 1 = 0. Din cele doua relatii anterioare, rezulta ca 11,715 € dy, deci dy = T1T». Dreapta
T,T, se numeste polara lui P in raport cu elipsa.

1.3.6 Normala la elipsa intr-un punct al ei
Definitia 2. Fie Py(zo,y0) € £. Normala in Py la elipsa este perpendiculara in Py pe tangenta la elipsa in Py.

Din ecuatia (6) deducem ca panta tangentei la elipsd in Py este — , deci panta normalei la elipsa in Py este a yo . Astfel,
ecuatia normalei in Py la elipsa este

Y—Y% = Do (x — z0).



Exercitii

Exercitiul 1. Pentru urmdatoarele elipse, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile directoarelor,
apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.

L2 1= 3 a2+ —1=0; 5. 927 + 25y —1=0;
2 B 4L —1=0; 4. 42% + 9% — 36 = 0; 6. 4a” + 62” — 4 =0.
Solutie:
1. Elipsa

4b=2=c=Va2 -0 =/16—-4=/12=
a > b = Focarele sunt F'(1/12,0), F'(—/12,0).
Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(4,0), A’(—a,0) = A’(—4,0), B(0,b) = B(0,2), B'(0,—b) = B'(0, —2).
Excentricitatea este e = £ = @.
Ecuatiile directoarelor sunt § : x = “—Cz — J:x=
Y,

B/

2. Elipsa
a=3b=5=>c=V?-a®?=y/25-9=V16=4=
a < b= Focarele sunt F(0,4), F'(0, —4).
Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(3,0), A(—a,0) = A(-3,0), B(0,b) = B(0,5), B(0,—b) = B(0, —5).

Excentricitatea este e = { @
ss : R e 25 st b ’., 25
Ecuatiile directoarelor sunt 0 : y = % <= d:x =3, 0 :y=—-7 < §:y=—-7.
u
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3. Elipsa



a=1b=2=c=V2—a?=/41-1=3=
a < b= Focarele sunt F(0,+/3), F’(0, —/3).
Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(1,0), A(—a,0) = A(—1,0), B(0,b) = B(0,2), B(0,—b) = B(0, —2).

Excentricitatea este e = § = g
§iy=Y e §ip=4 =453
Ecuatiile directoarelor sunt { V= b2 , V3 4 3 V3

Exercitiul 2. Scrieti ecuatiile elipselor determinate prin conditiile urmdtoare, apoi reprezentati-le grafic:
1. elipsa cu varfurile A(5,0), A’(=5,0), ce trece prin punctul M(3,2);
2. elipsa cu focarele F(3,0), F'(—3,0), ce trece prin M(4,1);
3. elipsa cu varfurile A(3,0), A'(=3,0), tangentd dreptei (d) z + 2y — 6 = 0;
4. elipsa de focare F(2,0), F'(—2,0), tangenta dreptei (d) 2z + 3y — 9 = 0.

Solutie:
1. Fie € elipsa cu A, A", M € £.
Ecuatia canonica: Fie ecuatia elipsei: %2 + % =1.
Deoarece A € £ = a = 5. Ecuatia elipsei devine: %—&—‘z—;:lM:e%;—i—l% =1=0b= %:>b=

2 2 5
x
ntE=1

Nt

. Ecuatia devine:

Ecuatiile explicite: Fie ecuatia |y| = 2\/ a? — 22,
Deoarece A € £ = a = 5. Ecuatia elipsei devine: |y| = 3\/25 — 72 2EL 9 = % 25—-9=10

ly| = $v/25 — a2.

rojot

. Ecuatia devine:

T = acost,
y =bsint, t€|0,2n].
Deoarece A € £ = parametrul corespunzitor este a = 5.

Ecuatiile parametrice: Fie ecuatiile:

T = 5cost,
y =bsint, t€]0,2n]

McE .
:>cost:%:>smt:%:>b:§.

Ecuatiile elipsei devin: { 2

r = Hcost,

Ssint, tel0,2n].

Ecuatiile devin: {



B/
2. Fie & elipsa cu focarele F, F' si M € &.
2
Ecuatia canonica: Fie ecuatia elipsei: %2 + % =1
2
Deoarece F, F' € Oz = (a > b) Ac =3 = a? — b*> = 9. Ecuatia elipsei devine: 91% +4% =1 e 9-}-% +E=1=

160 +9+0% = (9+ 620 = b* — 802 —9=0=b*> =9 = b = 3 = a = 3v/2. Ecuatia devine: ”1”—; + % = 1. Alternativ
Deoarece F, F' € Ox = (a > b) si ¢ = 3. Elipsa este locul geometric al punctelor M astfel incat d(M, F)+d(M, F') =
20 = \/(z—c)2+12+/(r+e)2+y2=2a=2a=/(4-3)2+ 12+ /(4 +3)2+12=a=3V/2=b=3.

Ly

B/
Exercitiul 3. Fie elipsa (€) % + % —-1=0.
1. Determinati ecuatiile tangentei st normalei in punctul M(\/?, %) la elipsa.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa, paralele cu dreapta y = 2x + 3.
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd duse din punctul exterior P(3,1).
Solutie:
1. Sa observam ca M € £. v
3v2
Ecuatia tangentei in punctul M este data de: tp; : m'f + £ T —1 =0 < ty: %—i— % — % =0 < tuy:
3242y —6v/2=0.
R o M € M, 2—/3 y_M 9v32
Normala in punctul M, n,s, este data de: 1y = nyTRE = S5 &= ny :2x—2\/§:3y—? =
N M

nM:2:c73y+52£:O.

2. Metoda I: Vom cauta o dreapta de tipul ¢ : y = 2z + m (are aceeasi pantd cu dreapta propusid). Vom obtine valoarea
parametrului n punand conditia ca intersetia dintre punct i dreapta sa fie un punct dublu. Prin urmare:

— 2522 4 16nnz + 4n* — 36 = 0 (9)



tN & = punct dublu <> A = 2560 — 100(4n* — 36) = 0 — n = +£5. (10)

ti:y=2x+5

Cele doua tangente sunt:
to:y=2x—>5

.. . - . th) y=mz++Va*m? +b2 .

Metoda II: Ecuatiile magice ale tangentelor la elipsa de panta m sunt date de m . In cazul

% g g P p {(t,_n):y:mﬂc— /a2m2+b2
(t5):y=22+V16+9=22+5
(ty):y=2x—+16+9 =2z —5.
3. Consideram o dreapta care trece prin P: y=mzr+n=1=3m+n=n=1-3m.
22y _
=+ 5 -1=0
1 9

Yy=mr-+n

nostru, acestea devin: {

Punem conditia ca aceastd dreaptd sa fie tangenta elipsei, i.e. sistemul { sa aiba solutie unica,

{”f+y92—1=0 {9x2+4y2360 {9x2+4(mx+(13m))236 N

y=mz+ (1 —3m) y=mz+ (1 —3m) y=mz+ (1 —3m)
(9 + 4m?)2? + 8m(1 — 3m)z + 4(1 — 3m)? — 36 = 0 si aiba solutie unic4, i.e.
16m?(3m—1)2—4(94+4m?)[(3m—1)2=9] = 0 = 4m?*(3m—1)?—(9+4m?)[(3m—1)>—9] = 0 = —9(3m—1)2+9(9+4m?) =

0=>9+4m? —9m*+6m—1=0= —5m?+6m+8=0=m1s = =35 = my =2,my = —3.
Obtinem ecuatiile tangentelor t; = y = 2z — 5,15 = —%x + %
Y
‘ £
Exercitiul 4. Fie elipsa (£) 2% + 4y?> — 4 = 0.
1. Determinati ecuatiile tangentei i normalei in punctul M(1, @) la elipsa.

2. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa, paralele cu normala tn M la elipsa.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa duse din punctul exterior P(\/g, —1).

Solutie:

1. S& observam ca M € £.
Ecuatia tangentei in punctul M este datd de: tp i -14+2y-vV3—4=0 < ty:x+2y/3—-4=0.

9 Men _ V3
Normala in punctul M, nyy, este data de: Mo =l =22 s oy 22V3-2V3 =y - ? =
nnyr J_tM 2V3

nM:4x\/§ny73\/§:O.



.. . . th) iy =mx +va2m?2 + b2 -
2. Ecuatiile magice ale tangentelor la elipsa de panta m sunt date de (tn) y . In cazul nostru,
(t) ry = mx — Va?m? + b2

_ (tF ) iy=02V3)r + VA8 +1=20V/3+7
acestea devin: 2V3

(ty5) iy = (2V3)z — VA8 + 1 =223 —T.
3. Obtinem P € Extf = t12:y—1=m(z — V/3). Avem ecuatia pentru pantele tangentelor
m2(4—3)—2mvV3=0=m?—2mV3=0=mq =0,my = 2V3.

Obtinem ecuatiile tangentelor ¢, : y = —1,ty 1 y = 2¢/3z — 7.

Exercitiul 5. (Proprietatea optica a elipsei) Tangenta si normala la elipsd, intr-un punct oarecare M al ei, sunt respectiv
bisectoarea exterioard si bisectoarea interioard a unghiului FMF.

Y

A
| OMJ
Demonstratie.

. . . [v2 . . 2 2
Fie ecuatia canonica a elipsei £y + % =1,a > b.

&V

Daca M € Oz, problema este evidenta. In caz contrar vom folosi reciproca teoremei bisectoarei. Vom demonstra ca normala
este bisectoarea interioara unghiului mentionat. Tangenta fiind perpendiculard pe aceasta se obtine automat cd aceasta este
bisectoarea exterioard. Prin urmare vom dori s& demonstram ca un punct de pe normala M M’ imparte latura opusd unghiului
FMF" in segmente proportionale cu lungimile laturilor ce formeaza unghiul. Astfel, ecuatia normalei prin M (zg,yo) este

2
Y — Yo = Zzgg (x — xg). Pentru a obtine coordonatele unui punct de pe normald intersectdm normala cu axa Ozx.

a? C
{y—yo = fte—m)  Ja= S
y=0 y=0
! ! C2
F'M' = |—z9+c
2 a? MF = \/ﬁ
Obtinem punctul M’ 6—2330, 0 ]. Prin urmare . Pe de alta parte, (o = ¢)* + 40
a 2 MF = \/(zo+¢)>+y3
FM' = |5z —c¢
a
Amintim ca MF MF
(M M’ bisectoare pentru FMF' < W - MP
Sa exprimam:
MF (w0 —¢)* + b

= 11
MEF’ (I0+C)2+y(2) (11)




b2 2
Stim c& M € & — y3 = b — #. Deci (11) devine:
a

23 — 2cxo + 2 +b? — baf cj — 2cxg + a? 2
MF | %0 0 2 | a2 0 B cho—a2> _|Pxg—a?|  M'F (12)
o 2.2 2.2 = 2 5| =13 7| = .
ME xf 4+ 2cxo 4+ 2 + b2 — L C20 4 2cmg + a? ¢ro ta ¢ro ta MIE
a2 2
O

Exercitiul 6. Demonstrafi ca locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpendiculare la o elipsa este cercul
circumscris dreptunghiului circumscris elipsei: 2% + y? = a® + b* (cercul lui Monge al elipsei).

Solutie: Ecuatia care da pantele tangentelor la elipsd dintr-un punct exterior M (xo,yo) este
m?(a® — 23) + 2maxoyo + (b* —y3) = 0.

Y =] e a2 g2 — (a2 +02) =0

Tangentele sunt perpendiculare daca si numai daca v -
0

Exercitiul 7. Data o elipsa, se considera triunghiurile My Mo Ms inscrise in elipsa, astfel incat centrul lor de greutate sa coincida
cu centrul de simetrie O al elipsei. Demonstrati cd normalele in vdrfurile triunghiului la elipsa sunt concurente (T. Steiner).

Solutie: Fie elipsa £ de ecuatie % + z—z =1 (a,beRy)si My(2x1,y1), Ma(z2,y2), M3(xs,ys) € £ astfel incat Gaapc = 0(0,0).
Au loc egalitatile

%+¢_1
%+%—1
Hyh=1 (13)

I1+1‘2+1’3:0
y1+y2 +y3 =0.

Inlocuind din ultimele 2 ecuatii coordonatele celui de-al treilea varf, obtinem:

x1 + 2)2 +12)?2 2z 7 2 . . 1
(@1 2 2) + W b2y2) =1= ;2 2 4 yb12y2 = —1 = 2(costy costs +sinty sinte) = —1 = cos(t; — t2) = —3 (14)
Ecuatiile normalelor in cele trei varfuri sunt date de:
ll2
Y—Y1= 32 o (r —x1) (y— yl)b2$1 = a2y1($ — 1) azylw - b2$1y + (b2 - a2)2!1$1 =0
Y—y2 = Zzy (z—z2) = (W —y)b’r=ad’yp(r—x2) = Pz — ey + (b° — a®)yaz2 =0 (15)
y—ys = 2 (z — x3) (y — ys)bws = a’ys(z — x3) a’ysx — b*x3y + (b* — a®)ysws = 0.

Pentru ca cele trei normale sa se intersecteze este suficient ca sistemul dat de ecuatiile celor trei drepte sa aiba solutie. Stiind ca
cele trei drepte nu sunt simultan paralele, este suficient sa verificam ca determinantul sistemului este egal cu zero.
Determinantul sistemului egal cu 0 este echivalent cu:

a*yy  —b*xy (b —a®)yia a*yy  —b*xr (b —a®)yim Y1 T1 Y171
ays  —b’wy (0? —a?)yawa| =0 <= |a’ys —b%z2 (B? —aP)yoa2| =0 <= |y2 T2 Y272 =0 =
a’ys —b’xzs  (b? — a?)ysws a’ys —b’xzs  (b? — a?)ysws Y3 T3 Y3T3
Y1 Z1 Y121 Yy X1 Y11
Y2 T YoT2 =0 < |y2 @2 Y2T2 =0 <=
Y1 +y2+ys T1+T2+T3 Y171 + Yoo + Y373 0 0 yiw1+yew2+ (y1 + y2) (21 + 22)

[2(y171 + yow2) + (21Y2 + 2y1)| (2291 — 21Y2) = 0
[2(sinty costy + sinty costs) + (costy sinte 4 costy sinty)](costs sint; — costy sinte) = 0.

Vrem si demonstram ca 2(sin t1 cos t1+sin ty costa)+(costy sintao+costasinty)] =0 <= 2sin % (2 cos(ta—t1)+1) cos t2+t1 =
0, care este adevarat, din 14.
Alternativ, se poate demonstra ca Inaltimile triunghiului sunt normalele la elipsa in varfuri.
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