Seminarul 12
Hiperbola si parabola pe ecuatii reduse

1 Hiperbola

Cadrul de lucru este un plan afin euclidian orientat £2 = (E, (ﬁ, { >) ,(I)).

Definitia 1. Se considerd doua puncte distincte F, F' € E cu d(F, F') = 2¢ > 0 si un numar real a astfel incat 0 < 2a < 2¢. Se
numeste hiperbola locul geometric al punctelor planului F pentru care diferenta distantelor la punctele fixe F, F’ este constanta
i egala cu 2a:

H={Pe€E |dPF)+dPF)=2a} (1)

Punctele F, F’ se numesc focarele hiperbolei, dreapta FF’ axa focala si 2c distanta focala.

Pentru a ne convinge cé locul geometric definit anterior este o multime nevidd, fie O mijlocul segmentului (FF’), fie
A, A’ € FF' astfel incat d(O,A) = d(O,A") =asi F/ — A —0O —A—F. Evident A, A" € H. Aceste doua puncte A, A’
se numesc varfurile hiperbolei.

1.1 Ecuatiile hiperbolei
Pentru a putea determina ecuatiile hiperbolei vom fixa un reper ortonormat astfel: originea va fi punctul O, mijlocul segmentului

(FF"), i = ﬁF’F sij L, || j|=1 astfel incat {i,;j} e o baza pozitivi. Notam cu Oz, Oy axele de coordonate.

In raport cu acest reper punctele construite pAnd acum au coordonatele F(c,0), F'(—c,0), A(a,0), A'(—a,0).

1.1.1 Ecuatia canonica

Fie P(z,y) un punct al hiperbolei. Atunci

V@ =)+ —/(z+ )2 +y% = +2a.

Din calcule, obtinem ecuatia canonica a hiperbolei:
2 2

2 b

b=+vc*—a? (3)

Reciproc, putem si aratam ca orice punct ale carui coordonate verifica ecuatia (2) apartine hiperbolei.

Numarul a se numeste semiaxa mare, iar b semiaxa mica. Observam ca nu avem neaparat a > b, denumirea datorandu-se
importantei lui a in definirea hiperbolei.

Din ecuatia canonica a hiperbolei rezulta:

(2)

unde

e dacid Q(z,y) € H= Q1(—=x,y) € H, deci Oy este axd de simetrie pentru hiperboli;

e dacd Q(z,y) € H = Qa(x, —y) € H, deci Oz este axi de simetrie pentru hiperbols;

e dacid Q(z,y) € H = Q3(—x,—y) € H, deci O este centru de simetrie pentru hiperbola.
Definim interiorul hiperbolei

2 2
Imf’H:{P(ac,y) | 22—22—1<0}

si exteriorul hiperbolei
22 2
Ext H =14 Plx,y) | ﬁ_bj_1>0 .

Din ecuatia canonicid mai observam ca doar axa Oz taie hiperbola, nu si axa Oy. Deci, spre deosebire de elipsi, hiperbola are
doar doua varfuri.



1.1.2 Ecuatiile explicite

. o 2
Din (2) deducem ci y? = b? (2—2 —-1).
~ Observam ca pentru ca un punct P(z,y) sa apartind hiperbolei de semiaxa mare a, este necesar ca z € (—oo, —a] U [a, +00).
In aceste conditii, extragand radicalul in egalitatea de mai sus, obtinem

b
vl = o v/a? —a>
a

Astfel, pentru y > 0, avem y = 3 22 — a?, iar pentru y < 0, avem y = 73 2 — a2

Folosindu-ne de aceste ecuatii putem reprezenta grafic hiperbola. Observam ca dreptele

b

b
(a1)y = Pt (az)y = 7

sunt asimptote oblice pentru hiperbola.

1.1.3 Ecuatiile parametrice
Reamintim definitia functiilor trigonometrice cosinus hiperbolic si sinus hiperbolic:
t -t
cosh : R — [1,00), cosh(t) = %,

et —et

2

Deoarece cosh?(t) —sinh?(t) = 1, V¢ € R, rezulti ci putem parametriza ramura = < —a a hiperbolei prin

{x = —acosh(t),

sinh : R — R, sinh(t) =

y = bsinh(t), t € R,

iar ramura x > a prin

2 = acosh(t),
y = bsinh(t), teR.

1.2 Directoarele hiperbolei

Sa revenim la ecuatia hiperbolei pe care o rescriem

d(P,F) = ed(P,9),

unde P(z,y) e un punct arbitrar al hiperbolei, e = £ gi 6 : © = %

Orice punct P al elipsei are proprietatea c& raportul dintre distanta de la P la punctul fix F’ si distanta de la P la dreapta
fixa ¢’ este constant si egal cu e.

Deci orice punct P al hiperbolei are proprietatea ca raportul dintre distanta de la P la punctul fix F' gi distanta de la P la
dreapta fixa J este constant si egal cu e.

Analog se poate obtine c& d(P, F') = ed(P,§'), cu 6 : = = —“—62. Numim e = £ € (0,1) excentricitatea hiperbolei, iar

dreptele d, 8" directoarele hiperbolei.

1.3 Hiperbola conjugata unei hiperbole date
Fie hiperbola (H) i—i — Z—j = 1. Atunci hiperbola (H’) z—; — 2—2 = 1 se numeste hiperbola conjugata lui . Observam ca axa
transversa a lui H' este Oy. Dorim sa reprezentam grafic pe H'. Fie Sy simetria ortogonald fatd de prima bisectoare d : y = x.
Ea are ecuatiile 2’ =y, 3’ = x.
2

Atunci S4(H’) este o hiperbold de ecuatii f}—; -4 =1

Aceasta are focarele de coordonate (c,0), (—c,0), unde ¢* = a? + b*>. Atunci hiperbola H' are focarele F(0,c), F'(0,—c).
Varfurile lui #' sunt B(0,b), B'(0, —b). Analog ecuatiile asimptotelor lui Sq(#’) sunt y = %2, deci ecuatiile asimptotelor lui
H' sunt x:i%y(:)y:igx. .

Deci H si H' au aceleasi asimptote. Rationand analog determinam directoarele hiperbolei conjugate: y = :&:b? $i excentrici-

c

tatea ei ¢/ = =



1.4 Intersectia dintre o dreapta si o hiperbola
In continuare vom studia intersectia dintre hiperbola (#) i—z — g—j = 1 i dreapta (d)y = mz + n. Pentru a gasi coordonatele
eventualelor puncte comune rezolvam sistemul format din cele doua ecuatii. Eliminand necunoscuta ¥, obtinem ecuatia

(a?m? + b%)2? + 2a®mna + a®(n? — b*) = 0. 4)

Fie A discriminantul ecuatiei de mai sus.
A >0, dNH={Py,P:}. Spunem ci dreapta d este secanta hiperbolei.
Daca ¢ A <0, dNH = (. Spunem c4 dreapta d este exterioara hiperbolei.
A =0, dnNnH = {T}(punct dublu). In acest caz, dreapta d este tangenti hiperbolei.

1.4.1 Ecuatia magica a tangentelor de panta data la hiperbola

Obtinem A = 0 < n? = a’?m? — b%. Observim deci c& nu pentru orice pantd m, dreapta d poate fi tangents hiperbolei. O
conditie necesard pentru ca d : y = max + n si fie tangenta hiperbolei este m € (—oo, —2) U (2, 00).

(d1)y = mx + v a?m? — b2, (5)

(do)y = mx — Va*m? — b2.

Daci m = ig gi n # 0, ecuatia (4) este o ecuatie de grad I in z.

Rezulta ca dreapta d taie hiperbola Intr-un singur punct. Observam ca d este paralela cu una din asimptotele hiperbolei.
Spunem ca dreapta d este secanta, de directie asimptotica.

Daca m = :l:g si n = 0 regasim asimptotele hiperbolei.

In concluzie, data o hiperbola si o dreapta, dreapta poate fi exterioara hiperbolei, secanta, tangenta, secanta de directie
asimptotica sau asimptota.
1.4.2 Tangenta la hiperbola intr-un punct al ei

Daca Py(zo,y0) € H, ecuatia tangentei la hiperbola in punctul Py se obtine din ecuatia hiperbolei prin dedublare:

TTo  YYo
(do)?*bjflz(l (6)

Pentru a demonstra ci dreapta de ecuatie (13) este tangenta hiperbolei, rezolvam sistemul format din ecuatia hiperbolei si cea

2 2
a dreptei dy. Folosind faptul ca 2—8 — Z—S = 1, rezulta ca intersectia dintre dreapta si hiperbola este un punct dublu si anume F.

1.4.3 Normala la hiperbola intr-un punct al ei

Fie Py(zo,y0) € H. Normala in Py la hiperbola este perpendiculard in Py pe tangenta la hiperbola in Py.

2
Din ecuatia (13) deducem cé panta tangentei la hiperbold in Py este Zzzg, deci panta normalei la hiperbola in P, este —2258.
Astfel, ecuatia normalei in Py la hiperbola este
a*yo ( )
—Yyo=— T —x
Y—Yo V2 0

Exercitii

Exercitiul 1. Pentru urmadatoarele hiperbole, determinaii coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile directoare-
lor, ecuatiile asimptotelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.

22 2 3 2 z2 —0-
Z,?—%—le, 4.%—7—170,
22 2 2 z> —0-
2. & — 4 —1=0; 5. % g —1=0;
3. 2?2 —4y? -1=0; 6. y> — 22 —1=0;

Solutie:



Facem urmatoarele identificari. a = \/S,b =V4i=2=c¢=
Va2 +b2 = /5 +4 =+/9 = 3. Vorbim despre o hiperbold cu axa
focala Ozx.

Focarele F(3,0), F'(—3,0).

)
Varfurile hiperbolei A(a,0) = A(v/5,0), A'(—a,0) = A'(—/5,0). ,

.« . _ _ 3
Excentricitatea e = £ = N
2
Six=% <= f:x=2
Ecuatiile directoarelor { , T o2 a/: 3 5
Viz=-% = §:0=—3
b 2
a):y=+T <= (a):y=—=x
Ecuatiile asimptotelor Jiy=q b (@):y Vo )
a)ry=—2x <= (d) y= -5

Facem idenfiticirile a = V4 =2,b=vV4=2=c= Va2 + 1% =
VA +4 =+/8 =2v/2. Axa focald este Oz.

Focarele F'(21/2,0), F'(—2v/2,0).
Varfurile hiperbolei A(a,0) = A(2,0), A’ (—a,0) = A'(-2,0).
Excentricitatea e = g = % =/2.
2
Six=% = J:x=-2 =42
Ecuatiile directoarelor I v V2 4f

Ecuatiile asimptotelor {

Identificim a = V1 = 1,b =

=

I
N

o

\

s}
[
q
S
™

I

Ecuatiile directoarelor

&V

Y,
vJ1+ i = \/g = % Axa focala este Ox. s 1 5
Focarele F(%,O),F’(fé,O). S : | " (a)
Varfurile hiperbolei A(a,0) = A(1,0), A’(—a,0) = A’'(—1,0). N 1 1 1 = @
L \\\ | | _ -
Excentricitatea e = = 2 % \}\\\ a7
w =7 A [0~ ANF

Ecuatiile asimptotelor

1
{5:x“02<:>5:m\/3\/5 : ' F




Identificim @ = V7,0 = V9 =3 = ¢ = Va2 + 12 = 9+ —
V16 = 4. De aceasta dati este vorba despre o hiperbold conjugata
deci axa focala este Oy.

Focarele F(0,4), F'(0,—4).

Varfurile hiperbolei B(0,b)

Excentricitatea ¢ = 9 =

= B(0,3),

B'(0,-b) =

b) B'(0,-3).
4

3"
oy

Ecuatiile directoarelor 5

Q

Ecuatiile asimptotelor {
(a')

Identificim a = V64 = 8,b = V36 = 6 = ¢ = Va2 +b2 =
V36 + 64 = /100 = 10. Fiind o hiperbold conjugata, axa focala
este Oy.

Focarele F(0,10), F'(0,—10).

Varfurile hiperbolei B(0,b) = (0 6), B'(0,-b) = B'(0, —6).
Excentricitatea e = § = % = g.

Siy=t « s.y=36_18
Ecuatiile directoarelor { = b2 y/ s 18

Ecuatiile asimptotelor {

F/




Identificim a = vV1i=1,b=Vl=1=c=Va2+02=/1+1=
V2. Este o hiperbola conjugata deci axa focald este Oy.
Focarele F'(0,1/2), F'(0, —/2).

Varfurile hiperbolei B(0,b) = B(0,1), B'(0, —b) = B’(0,—1).

Excentricitatea e = i = ? = /2.

b . 1 V2
= = (S . = = = X=
Ecuatiile directoarelor ¢ Y b2 R ?
y=-YL —= §:y=—L =¥
c V2 2
b 1
= = <> = = <
Ecuatiile asimptotelor (a/) Y amb (@:y=1o 1 Y
(a):iy=—2x < (d):y=—170 =

Exercitiul 2. Scriefi ecuatiile hiperbolelor determinate prin conditiile urmdtoare, apoi reprezentati-le grafic:

1. hiperbola de varfuri A(4,0), A'(—4,0), ce trece prin M(2v/5,1);
2. hiperbola de focare F(0,4), F'(0,—4), ce trece prin M(1,+/15);
3. hiperbola ce trece prin punctele M(2\/§7 1), N(2\/5, 2), ce are ca aze de simetrie axele de coordonate $i axa transversd xx';
4. hiperbola de focare F(3,0), F'(—3,0), tangentd dreptei (d)x —y —1=0;
5. hiperbola ce trece prin M(1,3) si are asimptotele 2z —y =0 gi 20+ y = 0.
Solutie:
1. Deoarece A, A’ € Ox = axa focali este Oxz.
Consideram ecuatia hiperbolei: H : % - % =1.
Deoarece A € £ = a = 4. Ecuatia hiperbolei devine: ”1”—; - g—j =1 2L ?—0 - b% =1=b = % = b = 2. Ecuatia finala
este: ) )
LT Yy _
H . 472 - ? - 1.
2 xz
2. Deoarece F, F’ € Oy obtinem ca axa focala este Oy deci discutam despre o hiperbola conjugata.: %- — =1
Deoarece F, F’ € Oy = ¢ = 16 = a? + b? = 16. Ecuatia hiperbolei devine: —2—2 + % =1 2R fa% + 161_5(12 =1=
—16 + a® + 150 = (16 — a®)a® = a* = 16 = a = 2 = b = 21/3. Se obtine
2 2
Y
I A
4 + 12
2 2 % — % =1
3. Deoarece axa transversa este za’ ecuatia hiperbolei este de forma £z — ¥ — 1 = 0. Obtinem sistemul 20 1’4 ) =
a? T2 T
% =3 = a = 2,b=1. Deci ecuatia pe care o cautam este:
2?2
i——==1
H 4 1
4. Observam céa in acest caz este vorba espre o hiperbola cu axa focala Ox. Prin urmare

2 2

.z vy _ 24 p2
'H.?—bj_l, a®+b°=09.
Putem rescrie ecuatia astfel:
2 y?
H:— =1



Stim ca hiperbola este tangenta dreptei d, deci intersectia dintre dreapta si hiperbola este un punct dublu. Vom utiliza

z? Y’ 2
-4 __ 2y + 1 2
aceastd informatie: dNH : { a2 9 — a2 1 Y + 2y + -3 i 5 =1 = y*(9-20%)+y(18—2a*)+9—10a*+a* = 0.
a —a
r=y+1

Intersectia dintre dreapta si hiperbola este un punct dublu daca si numai daca discriminantul ecuatiei scrise anterior este
zero. Obtinem:

A = 8a°® — 112a* + 360a® = 0.
2 _

2y Vom alege doar a? = 5 — b? = 4. Deci

Deoarece a # 0 — a* — 14a® +45=0 — {a
a

2?2
= —==1
" ) 4

20 8 6 14 v 2 0 8 % 4 =2 2 4 6 B 1 12 14 16 18 20 2 24 26 28 30 32 34 3% 38 40

2 2
Se observa din desen ca este vorba despre o hiperbola conjugata, prin urmare: H : %2 — % = 1. Mai mult: b = 2a.
a
Obtinem:
v
4a2 a2
9 1 2==C
Din MeH————=1-" "4
4a?2  a? b2 — 5.

Exercitiul 3. Fie hiperbola (H)x? —2y* — 2 =0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M(2,1) la hiperbold.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbola, paralele cu dreapta y = 3z — 1.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold duse din punctul exterior P(0,1).

Solutie:

1. Sa observam ca M € H.
Ecuatia tangentei in punctul M se obtine prin dedublare si este data de: ¢ty : 20 — 2y —2=0 < tyy:x—y—1=0.
. . Men _
Normala in punctul M, nj,, este data de: J_tM’ = ny T = y_—l <~ ny:—cz+2=y—1 < ny:
ny Litm

z+y—3=0.
2. Fiet |y =3x—1— my; = 3. Prin urmare vom ciuta drepte de forma ¢ : y = 3z + n a caror intersectie cu hiperbola H
y=3rx+n
22 -2y2 -2=0

numai dacd A = 8n2 — 136 =0 — n = +/17.
Obtinem:

sa fie un punct dublu. tNH : { — 1722 + 12n2 + 2n2 + 2 = 0. Avem ci t N H =punct dublu daci si

b o y:3x+m
12 y:3x7\m



3. Consideram o dreapta care trece prin P de pantad m: § : y — 1 = mx = y = mzx + 1 Punem conditia ca aceasta dreapta sa
ﬁ_y2_1:0 %—(mw—l—l)Q—l:O

2
y=mx+1

sa aiba solutie un punct dublu.
y=mx+1

fie tangenta hiperbolei adica sistemul {

2 _2m?2? —4mx —4=0 1—2m2)2? —4mx —4=0
{x e e = ( m)e e . Solutia dubla se obtine daca discriminantul ecuatiei

y=mzx+ 1 Yy = mx + 1
de gradul 2 se anuleaza: 16m? + 16(1 —2m?)=0=>m2 =1=m; = —1,ms = 1.
Obtinem ecuatiile tangentelor 61 : y =z 4+ 1,62 = —z + 1.

Exercitiul 4. Fie hiperbola (H) % —y> — 1 = 0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M(v/6,1) la hiperbold.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold, paralele cu dreapta y = 2x.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold duse din punctul exterior P(1,2).

Solutie:

1. Sa observam ca M € &.
Ecuatjia tangentei in punctul M se obtine prin dedublare si este datd de: tas : 2-142y-v/3—4 =0 <=t : 4+2yv/3—4 = 0.

Men _V3
Normala in punctul M, ny, este data de: My ny - ””T’l =2 nyc22V3-2V3 = Yy — ? <=
Ny J_tM 2\/3

nM:4x\/§72y73\/§:0.

2. Dreptele pe care le cautdm vor avea panta 2 deci vor fi de forma ¢, : ¥ = 2z 4+ n. Dreptele mentionate sunt tangente la
hiperbola daca intersectia cu aceasta va fi un punct dublu:

‘ﬁ*yQ*l:O 2 2
t1oNH:Q 3 — 11z° +12zn +3n* +3 =0.
y=2xr+n

Intersectia dintre dreapt# si hiperbold este un punct dublu dacé si numai dacd A = 12n? — 132 =0 — n = +V/11.

Obtinem:
t1 iy =2x+ 11
to iy =2x— 11

3. Scriem ecuatia unei drepte care trece prin punctul P si are pantd m. Fie 6 : y—2 = m(x —1). Delta este tangenta hiperbolei
daca intersectia dintre aceasta gi hiperbola este un punct dublu.

z?2 2

2 1=

snH:d3 Y 0 — 22(1 — 3m?) 4+ 2(6m? — 6m) — 3m? + 6m — 15 = 0.
y=m(x—1)+2

—9 4+ 414
i "

2411

Avem A=0<11m?>+2m—-5=0—>mq = 11

2

Exercitiul 5. Determinati ecuatiile hiperbolei raportatd la axele ei de simetrie, a cdrei tangentd in M(2+/3,2/3) este 2v/3z —
V3y —6=0.

3 3
Solutie: Avem informatia ca M apartine hiperbolei, deci ecuatia tangentei ¢,; : %x — %y —1=01n M a fost obtinuta prin
dedublare.

1 \/3 1 \/3 2 y2
tvy iy ———T — ——y—1=0—>H: —=—-1=0. 7
M M 2\/33 yMQ\/gij ()

Exercitiul 6. Se dd hiperbola 3z — y? — 3 = 0. Calculati unghiul dintre asimptotele sale.

Solutie: Avem asimptotele a; : y = v/3x, ay 1y = —V/3z. Deci: a1 = (1,V/3), @ = (1, —+/3). Fie 6 = ay, az. Deci

ai, a 1
fay, @)l _2_ 1

cosf = ————— = E
|aall - [lasl] 4 2 3



Exercitiul 7. (Proprietatea optica a hiperbolei) Tangenta si normala la hiperbold, intr-un punct oarecare M al ei, sunt respectiv
bisectoarea interioara $i bisectoarea exterioard a unghiului FMF".

Tema:
PRI
Exercitiul 8. Dreptele v +y —1 = 0,5z — 4v/2y — 2 = 0 sunt tangente la hiperbola Pl 1. Sa se scrie ecuatia hiperbolei.
a
Solutie: Deoarece y = —x + 1 este tangenta la hiperbola rezulta ca intersectia dintre ea si hiperbola este un punct dublu:
y=—x+1
22 2 =22V —a®) +2d°2 —a? —ad*V?* =0 > A=0—-a> -V =1. (8)
9
a2 b

Analog, deoarece 5z — 4y/2y — 2 = 0 este tangent hiperbolei obtinem 25a% — 326> = 4. Avem sistemul:

2 =1 , 22 2
4= N Y
{25a232b24 Ta =4 =3 T

2 Parabola

Cadrul de lucru este un plan afin euclidian orientat £2 = (E7 (37 { >) ,<I>).

Definitia 2. In planul E se considera o dreaptd 0 si un punct F' ¢ 4. Se numeste parabola locul geometric al punctelor din
planul F situate la egala distanta de punctul F' si de dreapta 6:

P={PcE| dPF)=dPs)}. (9)

Punctul F' se numeste focarul parabolei si dreapta § directoarea parabolei.
Spunem ca parabola are excentricitatea e = 1.

Pentru a ne convinge ca locul geometric definit anterior este o multime nevida, fie [ perpendiculara din F' pe § si F piciorul
acesteia.
Notam cu O mijlocul segmentului (FE). Evident O este un punct al parabolei, numit varful parabolei.

Fie p = d(F,d). Numim p parametrul parabolei.
Y

2.1 Ecuatiile parabolei

Pentru a putea determina ecuatiile parabolei considerdm reperul cu originea in O, semiaxa pozitiva (Ox = (OF ¢i Oy L Oz si

orientata astfel incat sa obtinem un reper pozitiv. In raport cu acest reper focarul are coordonatele F'(£,0) si directoarea are

s p
ecuatia 6 : z = —L.



2.1.1 Ecuatia canonica

Punctul P(z,y) apartine parabolei daca si numai daca /(z — §)? +y* = ’ac + Z|. Ridicand aceasta ecuatie la patrat obtinem
y? — 2px = 0. (10)

Reciproc, putem sa ardtdm ca orice punct ale carui coordonate verificd ecuatia (10) apartine parabolei.
Observam din (10) c& Ox este axa de simetrie pentru parabold iar Oy este tangentd la parabold in varful ei. Definim interiorul
parabolei

IntP= {P(x,y) | 2 —2px < 0}

i exteriorul elipsei
Ext P = {P(x,y) | y* — 2pz > O} .

2.1.2 Ecuatiile explicite

Pentru a reprezenta grafic parabola determinam ecuatiile ei explicite.

In primul rand, pentru ca P(z,y) sa apartina parabolei este necesar ca > 0. In acest caz |y| = /2pz.
2.1.3 Ecuatiile parametrice

O parametrizare simpla pentru parabola se obtine astfel:

e=£,
y =1, teR.
2.2 Intersectia dintre o dreapta si o parabola

Punctele de intersectie dintre paraboli de ecuatie 3> — 2pz = 0 si dreapta (d) y = mx + n au abscisele solutii ale ecuatiei
m2z? + 2(mn — p)x +n? = 0.

In functie de semnul discriminantului A = p? — 2pmn obtinem ci dreapta d este exterioara, tangents sau secantd parabolei.

Mai exact, pentru m # 0 avem A =0 < n = .

Deci, dat m nenul, exista o singura tangenta la parabola, de panta m si aceasta are ecuatia

y:mx+%. (11)

2.2.1 Ecuatia tangentei de panta data la parabola
Ecuatia tangentei de panta data data la hiperbola este

y:mx—i—%. (12)

2.2.2 Tangenta la hiperbola intr-un punct al ei

Tangenta in Py(zo,yo) € P la parabold se obtine prin dedublare in Py din ecuatia parabolei

yyo — p(x + x0) = 0, (13)

Pentru a demonstra c& dreapta de ecuatie (13) este tangenta parabolei, rezolvim sistemul format din ecuatia parabolei i cea a
dreptei dy. Folosind faptul c& 32 = 2pz, rezulta ci intersectia dintre dreapta si parabols este un punct dublu si anume Py.

2.2.3 Normala la parabola intr-un punct al ei

Din ecuatia (13) deducem ca panta tangentei la parabola in Py este y%, deci panta normalei la parabola in Py este fy?”. Astfel,

ecuatia normalei In Py(xg,yo) € P la parabola are ecuatia

Yo
Y—%Yo = —*(Jﬂ—l‘o)
p



2.2.4 Tangentele la parabola ce trec printr-un punct exterior acesteia

Fie acum P(zg,y0) € Ext P si (d)y — yo = m(z — o) o dreaptd arbitrard prin P,.
Impunem ca d sa fie tangentd parabolei. Deci inlocuim z = ”_”C’mﬂ in ecuaftia parabolei obtinand o ecuatie de gradul doi in
y: my? — 2py + (2pyo — mag) = 0. Discriminantul acesteia trebuie si fie zero, conditie echivalenta cu

2m2xo — 2yom +p = 0. (14)

Deoarece P este exterior elipsei < y2 — 2pzo > 0, rezulta ci ecuatia (14) are discriminant strict pozitiv, deci are doud solutii
reale distincte, mi si mo.
Rezulta ca exista doua tangente duse din Py la parabola, de ecuatii

y—yo—mi(x—2x0) =0, y—yo—ma(x—x0) =0. (15)

Exercitii

Exercitiul 9. Pentru urmatoarele parabole, determinaii coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile directoarelor
apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.

1. y? = da; 5. 1% = 4y; 9. y? =8x —2;
2. y% = 20z; 6. x% =5y; 10. y? = 6z + 4.
3. y2 = —6x; 7. x% = —16y;
4. y? = —x; 8. 2% =-3y;

Solutie:

1. Parabola

Se observa ci este de tipul ¥ = 2px, x > 0 i are ca axa de simetrie
Oz. Parametrul este p = 2, deci focarul este F(p/2,0) = F(1,0) si
directoarea: 0 : v = —4 = —1. Punct A(1,2) € P.

Parabola este de tipul y? = 2pz, > 0 si are ca axa de simetrie
Oz. Parametrul este p = 10, deci focarul este F(p/2,0) = F(5,0)
si directoarea are ecuatia: ¢ : v = —§ = —5.




Parabola este de tipul y?> = —2pz, = < 0 si are ca ax# de simetrie
Ox. Parametrul este p = 3, deci focarul este F'(—%,0) = F(—1.5,0)
si directoarea are ecuatia: 6 : x = % = 1.5.

Parabola este de tipul 42 = —2pz, < 0 si are ca axa de sime-
trie Ox. Parametrul este p = %, deci focarul este F(—p/2,0) =
F(—0.25,0) si directoarea are ecuatia: ¢ : v = § = 0.25.

Parabola este de tipul 2> = 2py, deci parabola este situati in

semiplanul, y > 0 gi are ca axa de simetrie Oy. Parametrul este p =
2, deci focarul este F'(0,p/2) = F(0,1) si directoarea are ecuatia:
dry=58=-1L

Parabola este de tipul 2 = 2py, deci parabola este situatd in
semiplanul, y > 0 gi are ca axa de simetrie Oy. Parametrul este
p = 2.5, deci focarul este F(0,p/2) = F(0,1.25) si directoarea are
ecuatia: § 1y = £ = —1.25.

Y

)
K




Parabola este de tipul 22 = —2py, y < 0 si are ca ax# de simetrie
Oy. Parametrul este p = 8, deci focarul este F(0, —p/2) = F(0,—4)
si directoarea are ecuatia: § 1y = § = 4.

Parabola este de tipul 22 = —2py, deci parabola este situatd in
semiplanul, y < 0 si are ca axa de simetrie Oy. Parametrul este
p = 1.5, deci focarul este F'(0,—p/2) = F(0,—0.75) i directoarea
are ecuatia: 6 :y = £ = 0.75.

I —p—1
r=x—7

¥ =vy.

Cu schimbarile facute anterior parabola devine y? = 8z/. Acum
noua parabols este de tipul y’2 = 2pax’, 2’ > 0 si are ca axa de
simetrie O’2’. Parametrul este p = 4, deci focarul este F(p/2,0) =
F(2,0) si directoarea are ecuatia: ¢ : 2’ = =5 = 2.

Prin intoarcerea la coordonatele initiale se obtine z > 0.25 gi are
ca axd de simetrie Ox. Varful este O’(0.25,0), focarul este F'(2 +
0.25,0) = F'(2.25,0) si directoarea are ecuatia: § : ¢ = —2+0.25 =
—1.75.

Consideram urmatoarea schimbare de reper {




10.

! 2
Considersm {a:/ =Tt
Yy =y
Cu noile coordonate expresia parabolei este y’? = 6z’. Parabola
este de tipul 3?2 = 2pz’, ' > 0 si are ca axa de simetrie O'z’.
Parametrul este p = 3, deci focarul este F(p/2,0) = F(1.5,0) si
directoarea are ecuatia: 6 1y’ = —§ = —1.5.
2

In reperul initial, parabola este 51tuata in semiplanul, z > —3%

gi are ca axd de simetrie Ox. Varful este O'(—%,0), focarul este
3_ 2

(f —2,0) = F(2,0) si directoarea are ecuatia: § : x = —3 — 2 =

._.

Exercitiul 10. Scrieti ecuatiile parabolelor determinate prin conditiile urmdtoare, apoi reprezentati-le grafic:

1. parabola cu focarul F(3,0) si directoarea () x

2. parabola cu focarul F(—2,0) si directoarea (0)

3. parabola cu focarul F(0,4) i directoarea (8)y =

4. parabola cu focarul F(0,—1) si directoarea (§)y =

5. parabola cu focarul F(2,1) si directoarea (0)3x 4+ 4y — 1 =0;

6. parabola cu axa Ox ca ara de simetrie, tangenta in varf axa Oy, stiind cd e tangenta dreptei y — 2z — 2 = 0.

Solutie:

1. Fie P parabola dat#. Din faptul ci F focar si § directoare, rezulta c& parabola are ecuatia de forma y? = 2px cu parametrul
p = 6. Obtinem ecuatia canonica: y? = 12z.

2. Fie P parabola datd. Din faptul ci F focar si 6§ directoare, rezulta c& parabola are ecuatia de forma y? = —2pz cu
parametrul p = 4. Obtinem ecuatia canonica: y? = —8z.

3. Fie P parabola datd. Din faptul ca F focar si 6 directoare, rezulta ca parabola are ecuatia de forma 2% = 2py cu parametrul

4.

p = 8. Obtinem ecuatia canonica: z? = 16y.

Fie P parabola datd. Din faptul ci F focar si § directoare, rezultd ci parabola are ecuatia de forma z? = —2py cu
parametrul p = 2. Obtinem ecuatia canonici: z? = —4y.



5. Conform definitiei parabolei, P € P daci d(P, F) = d(P,§). Obtinem: /(z —2)2 + (y — 1)2 = % = 25(z% — 4z +
44192 —2y+1) = Bx+4y — 1)? = 1622 + 9y? — 24xy — 94w — 42y + 124 = 0.
6. Deoarece parabola are axa de simetrie, obtinem ca parabola poate fi de tipul y? = 2pzx sau y? = —2px. Punem conditia

ca dreapta si fie tangents parabolei. Obtinem ci ecuatia (2x + 2)2 = £2px trebuie s& aiba solutie unica: 2x? + 4z + 2 =
tpr =222+ (4Etp)r+2=0=(4+p?-16=0=p; =8,ps =p3 =0,ps = —8.

Exercitiul 11. Fie parabola (P)y* — 8z = 0.

1. Scrieti ecuatiile tangentei st normalei tn M(2,4) la parabold.

2. Determinati ecuatlia tangentei la parabold paraleld cu dreapta y = 2.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la parabold duse din punctul exterior P(—1,1).
Solutie:

Parametrul este p = 4.

1. Sa observam ca M € P.
Ecuatia tangentei in punctul M se obtine prin dedublare si este datd de: ¢ty :y-4—4(x+2) =0 < tpy: —dx+4y—8=
0 = —2z+y—2=0.

Men _
M = z=2 yT4 = nyr—2=-y+4 <= ny:

3

S

!
I

Normala in punctul M, nj;, este data de:
nyr 1 tM

z+y—6=0.

2. Dorim sa determinam ecuatia tangentelor paralele cu y = 2z. Aceste tangente vor avea aceeasi panta cu dreapta mentionata
anterior. Deci vom cauta drepte de forma ¢ : y = 2x 4+ n. Identificam valoarea lui n punand conditia ca ¢t NP sa fie un
punct dublu.

=2

th:{y2 TR 4 (dn—8)e4n? =0 (16)
y*—8x =0

Avem ci t NP = punct dublu daca si numai daci A = (4n —8)2 —16n2 =0 — —64n+64 =0 >n=1—t:y=2r+ 1.

3. Consideram o dreapta care trece prin P: y —yo = m(z —xg) =y — 1 =m(xz + 1).

Sy2 —
Obtinem ecuatia pantelor: 2m2zy — 2yom +p=0= —2m2(—-1)+2m+8=0=mi 5 = Yot/ Yo 2P0 _ 1i: 48— oy =
§ t Y B 2x0 2
—2,mo = 1. Obtinem ecuatiile tangentelor ¢; : y = =2z — 1ty 1y =z + 2.

Exercitiul 12. (Proprietatea optica a a parabolei) Tangenta i normala la parabold, intr-un punct oarecare M al ei, sunt respectiv

bisectoarea interioard si bisectoarea exterioard a unghiului F/]W\P, cu MP 1§, P€d,d fiind directoarea parabolei.
! Fie o secanta 0 care taie parabola in punctele My
si Ms. Notam cu F} simetricul lui F in raport cu 4.
Perpendiculara din F} pe directoare intersecteaza
¢ Intr-un punct M care este interior segmentului
M{Ms . Pentru a vedea acest lucru consideram
cercul cu centrul tangent directoarei. Acesta va
trece prin F gi Fi. Deci este situat de aceeasi
parte a directoarei ca gi focarul F' i apoi avem
in vedere ca MF = MF}, < MP. Presupunem ca
secanta devine tangentd. Atunci My = My = M
si I} coincide cu P. Putem deci conchide ca si-
metricile focarului parabolei fata de tangentele la
parabola se afla pe directoare. Tangenta in M este

bisectoarea unghiului FMP. Normala la parabola

in punctul M este bisectoarea unghiului FMP.
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